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Résumé

Dans ce mémoire, on donne quelques critéres sur ’ordre inférieur des coefficients des équations
différentielles linéaires d’ordre deux permettant d’obtenir que toutes les solutions non triviales
soient d’ordre infini. Les résultats obtenus sont similaires B ceux obtenus pour I'ordre usuel.
Ce mémoire est une syntheése sur I'article " Long, Jianren ; Heittokangas, Janne; Ye, Zhuan.
On the relationship between the lower order of coefficients and the growth of solutions of
differential equations. J. Math. Anal. Appl. 444 (2016), no. 1, 153-166. ‘.



Introduction

Dans ce mémoire on étudier la croissance des solutions des équations differentielles linéaires
du second ordre
f +AR)f +B(2)f=0 (0.0.1)

telles que A(z) et B(z) sont deux fonctions entiéres ayant un ordre inférieur fini.

Beaucoup de mathématiciens se sont intéressés a cette équation (0.0.1). Gundersen a
demontré que si l'ordre usuel de A(z) est strictement inférieur de l'ordre de B(z), alors
lordre de croissance de la solution f de (0.0.1) est infini. Plus tard, Kwon a montré que si
lordre de B(z) est compris entre 0 et %, alors ’hyper-ordre de f est strictement supérieur a
lordre usuel de B(z).

Kwon a démontré un notre résultat lié a la croissance asymptotique du coefficient A(z),
il a considéré une estimation entre la fonction caractéristique de Nevanlinna T'(r, A) et
log M(r, A).

Dans le premier chapitre, on va donner des notions fondamentaux de la théorie de Ne-
vanlinna, et présenter les lemmes auxiliaires qui nous aident & démonter les résultats du
deuxieme chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, on va donner les démonstrations des résultats principaux
de Jianren Long, Janne Heittokangas, Zhuan Ye [17] qui géneralisent les resultats de G. G.
Gundersen [6] et K. Kwon [11 — 12].



Chapitre 1

Quelques notions de base sur la
théorie de Nevanlinna

Nous considérons les résultats fondamentaux et les notations standards de la théorie de
Nevanlinna sur les fonctions méromorphes.

Pour une fonction méromorphe f(z) dans le plan complexe C, on utilise les notations
p(f) et u(f) pour désigner son ordre et ’ordre inférieur respectivement.

Théoréme 1.0.1 [13] formule de Jensen

Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) # 0,00, et soient ay,as.......... a, (respective-
ment by, ba.......... b, ) ses zéros (respectivement ses poles), chacun étant compté avec son ordre
de multiplicité. Alors

2
1 )
In | £(0)] = —/m\f(rewn do+ S = S m
2m — bl S gl
0 [bj|<r laj|<r
Définition 1.0.1 [13] Pour tout réel x > 0, on définit

Inz, r>1
In* 2 = max(Inz, 0) =
1.1 La fonction caractéristique

Définition 1.1.1 [13] (Fonction a-point) fonction de comptage
Soit f une fonction méromorphe, on désigne par n(t,a, f) le nombre de racines de l’équation



2 Quelques notions de base sur la théorie de Nevanlinna

f(2) = a dans le disque |z| < t, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité.
On désigne par n(t, 0o, f) le nombre de poles dans le disque |z| <t , chaque péle étant compté
selon son ordre de multiplicité. On définit fonction a—points de f par

N(r,a, f) :N(T,ﬁ) :/n(t,a,f);n(07a,f)
0

dt +n(0,a, f)lnr

sif#ZaeC, et

N(r,00,f) =N (r,f) = /n(t,oo,f) ; n(O’OO’f)dt+n(0,oo,f) Inr.
0

Définition 1.1.2 [13] La fonction de proximité
Soit f une fonction méromorphe, on définit la fonction de proximité de f par :

27
1 1 1
R S
f—a> o . |f(re?) —al
0

m(r,a, f) = m(r, dp

sif£a€eC, et

2
m(r,00, f) =m(r, f) = %/hﬁ | f(re™)|de.
0

Lemme 1.1.1 [13] On a les propriétés suivantes :

a)lnx <In*x
blntx<InTy s x<y

.

c)lnz=In"z—1In
T

1
d)|Inz|=In" x4+ In* -
x
™ ([[£) <) " f
i=1 =1
AW O f) <> Wmtfi+n
i=1 i=1

Définition 1.1.3 [13] La fonction caractéristique
Soit f une fonction méromorphe. Alors la fonction caractéristique de Nevanlinna est définie
par

T(r, f) =m(r, f) + N(r, f).



1.1 La fonction caractéristique

Lemme 1.1.2 [13] Soit f, f1, fa, ..., fu des fonctions méromorphes et a,b,c,d € C tels que
ad —cb #0 .

Alors, on a les propriétes suivantes :

(@ T:Yf) <Y T fy) +
o) T L5 <10
(¢) T(r,f")=nT(r,f) (neN)
af +b,
(d) T(r, W) =T(r,[)+0(1)

az

Example 1 Soit la fonction f(z) = 6—2, a € C ; on calcule la fonction caractéristique de
z

Nevanlinna.

Ona z=0 estun pole de degré qui est égale deuz. Alors

T

N(r, f) :/n(t,oo,f) — (0,0, /) dt +n(0,00, f)Inr =2Inr

t
0
De plus
2
1 %
mir ) = o [ W f(re)] dg
0
1 2 are'?
_ - o
27 n r2e2iv dp
0
1 2 clalrei @) ‘
=5 In* T dp, avec a = |ale”
0
2746 .
1 N 6|a\7‘e7'
:% In W d‘l’, CLUeC‘IjZQ‘i‘QO
6
2m .
1 6|a\re“1'
~or r202i(7—0) dw
0
27

1 la|r cos ¥
. / Int & A

r2
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s

2
1 la|r cos ¥
== / In < 4

2 72

-7

2

3 3
1 1
= —/|a|7"cos\11 av — —/lnr2 dw
2m 2m

:m—lnr

donc,

1.2 Premier théoréme fondamental de Nevanlinna

Théoréme 1.2.1 [13] Soient a € C et f une fonction méromorphe et soit

—+o00

f(z)—a:Zajzj Jam #0,m € Z

j=m
le développement de Laurent de la fonction f(z) — a autour de l'origine. Alors

1

T(T,m

) =T(r, f) = Infan| +¢(r, a)

ot
lp(r,a)] <In |ay,| +In2.

Remarque 1.2.1 Le premier théoréme fondamental de Nevanlinna peut étre formulé comme
suit :
Pour tout a € C

T(r, y=T(r, )+ O(1).

f—a

1.3 L’ordre et ’hyper-ordre d’une fonction méromorphe]
ou entiére

Définition 1.3.1 [13] Soit f une fonction méromorphe, on définit ’ordre de f par

p(f) = lim sup —lnT(T’ /)

T—00 Inr
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Remarque 1.3.1 Si f une fonction entiére, on remplace T'(r, f) par In M (r, f) ou

M(r, f) = max |f(z)]

|z|=r

alors lordre de f est défini par

) Inln M(r, f)
— 1 et AR
p(f) r—1>I—Poo Sub Inr

Remarque 1.3.2 L’ordre inférieur u(f) de f est défini de méme mais la limite inférieur au

lieu de la limite supérieur
InT
u(f) = Tim inf L0 S)

o0

ce qui implique que Ve > 0, 4 ro > 0, tel que Yr > rg, on ait

T(r, f) = "0,

In <|a_7" + lnr)
T

6CLZ

Example 2 L’ordre de f(2) = — est
z

p(f) = lim sup

oo Inr
it (1)
= lim sup T arr
r—00 IHT
|
lnr+lnM+ln (1+ T nr)
. ™ |alr
= lim sup =1
r—00 Inr

Example 3 Calculons l'ordre usuel et l’ordre inférieur respectivement si T'(r, f) = p2tsin(lnt In* r) I

On a

In [742—‘,—sin(lnJr Int 7")]

— 1
p(f) = lim sup oy

= lim sup[2 + sin(In* In* r)] =3
et

ln[r2+sin(ln+ Int 7‘)]

u(f) = lim inf

r—00 Inr
= lim inf[2 + sin(In™ In* 7)] = 1.

r—00

Définition 1.3.2 [13] L’ hyper-ordre d’une fonction méromorphe f, est défini par

pa(f) = lim sup 22T S).

7—00 Inr
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2z
Example 4 Déterminons [’hyper-ordre de f(z) = tanh z = —1 n ‘ 2
e—2%
On a
1 - 6_22 —2z
T(r, =) = T(re ™)+ 0(1)
2
== O(1).
Wr—l— ( )
Alors 9
Inln <l + 0(1))
T
= i
pa(f) A sup Inr
2 1
Inln = (1 + O(—))
. ™ r
= lim sup
—00 Inr
2 1
In(Inr+In=+In(1+0(=)
= lim sup d a
r—00 lnr
2 1
In—+1n (1 + O(—))
s r
Inlnr | 1+
Inr
= lim sup
r—00 Inr
2 1
In= +1In (1 + O(—)>
m T
Inlnr+1In | 1+
Inr
= lim sup =0.
T—00 Inr

Proposition 1.3.1 [21] Soient f(2), g(z) deuz fonctions méromorphes non constantes telles
que p(f) est Uordre de f et u(f) Uordre inférieur de g. Alors

w(f + g) < max{p(f), u(g)},

pu(f.9) < max{p(f), u(g)}.
De plus, si
p(f) < u(g)

alors
u(f +g) = p(f.9) = pulg)

Lemme 1.3.1 [13] Soit P(2) = ap,2" + ap_12"" 4+ ap_22""2 + ...+ ag, n > 1 avec a,, # 0 un
polynome. Alors pour tout € > 0, il existe un ro > 0 telle que pour tout r = |z| > 1o, on a la
double inégalité

(1= 2)lanlr™ < [P(2)] < (1+)|anlr™
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Lemme 1.3.2 [3] Soit f(z) = exp P(2), ot P(2) = a,2" + ap_12""' + ap22" 2+ ... + ag
avec a, # 0, n > 1 un polynome. Alors

T(ryexp P(z)) ~ ——, (1.3.1)
plexp P(z)) = p(exp P(z)) =n.

Définition 1.3.3 [19] Une fonction méromorphe f(z) est dite de croissance réguliere si

1.4 Mesure linéaire et mesure logarithmique

Définition 1.4.1 [20] On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0,00) par

—+00

m(E) = / ya(t)dt,

0

ol X est la fonction caractéristique de l’ensemble E.

Example 5 Pour l’ensemble E = [1,2]U[4,5] C [0,00), on a

+00 2 5
m(E):/XE(t) dt:/dt+/dt=2
0 1 4
Définition 1.4.2 [20] La mesure logarithmique d’un ensemble F' C [1,00) est donné par
—+00 ;

0

ol X est la fonction caractéristique de l’ensemble F.

Example 6 Pour l’ensemble F = [e,e?] C [1,00), on a

400 2

¢ Tt
my(F) = [Xe® g Ay )
t t €
0 e
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1.5 Les densités supérieures et inférieures

Définition 1.5.1 [20] Les densités supérieures et inférieures d’un ensemble E C [0,00) sont
données respectivement par

_ E
dens(F) = lim sup w,
r—00 r
E
dens(FE) = lim inf w
r—00 T

Example 7 Pour l'ensemble E = [e,e?], on a

m([e, e N [0,7])

dens(E) = lim sup

r—00

2
= lim sup —m([e,e ) =0,
r

T—00

dens(F) = lim inf m
r—00 r

= lim inf m(le, €] N[0, 7])

T—00 r

=0.

1.6 Les densités logarithmiques supérieures et inférieures|

Définition 1.6.1 [20] Les densités logarithmiques supérieures et inférieures d’un ensemble
F C [1,00) sont données respectivement par

- Fnil
log dens(F) = lim sup M,
T—00 nr
m1(F N[1,r])

log dens(F') = lim inf

7—00 Inr

Example 8 Pour l’ensemble F =[1,2] C [1,00), on a

Too dem e 1,2 1
log dens(F) = lim sup my ([ ’1] N[1,7])
r—oo nr

1,2
= lim sup M
7—00 nr

=0.
Pour l’ensemble F = [2,00), on a

m1([2,00) N [1,7])

log dens(F') = lim inf

r—o0 Inr
= lim inf —m1([2, )
7—00 nr

Inr —In2
= lim inf& = 1.

r—00 nr
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1.7 L’exposant de convergence des zéros

Définition 1.7.1 [13] Soit f une fonction méromorphe. On définit l'exposant et l'hyper-
exposant de convergence des zéros de la fonction f respectivement par

log N(r. 7)
—Tm—
AMf) = lim —————,
1
log log N (r, ?)
Aolf) = TILIEO Inr

ou

n(t, =) — n(0, %)

1 Mhy 7 1
N(r,?)—/ t dt+ (0, ) logr
0

1
telle que n(t, ?) désigne le nombre des zéros de la fonction f dans le disque |z| < t.

Example 9 On cherche l'exposant et l'hyper-exposant de la fonction f(z) = cos z.

cosz:Oﬁ%zo

Se =1
S 2z=n+2kn,k €’
@z:g—klm, kelZ

o nlt, %) _9 H

(0

On sait que

A=+
|
[S—
A
1
2|
1
IN
2|

Donc
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2 1
2l /—dt < N(r,=) <2”
T t f T
1
r 1
2— —2logr < N(r,—) <2—
s f 71'
Donc )
r
N(r,—=) ~2—.
(T, f) T
D’ou .
N, 5) = 2% +o(1).
Ainsi

A(cos z) =1, Aa(cosz) = 0.

Définition 1.7.2 [19] Un ensemble E C C est appellé un Cy—ensemble si il peut étre couvert
par un systéme de disques U; = u(aj, ;) tels que

) 1
Rh_rgoﬁ Z r; =10
{7:lajI<R}

Définition 1.7.3 [19] La fonction indicatrice h4(0) de Phragemen Lindelof est définie par

log |A
ha(f) = lim Supw.

r—00 rP

1.8 Lemmes auxiliaires

Lemme 1.8.1 [13,p. 37 | Soient f(z) une fonction méromorphe et k > 1 un nombre entier.
Si f est d’ordre infini, alors

f(k)
m(r, T

ot S(r, f)=0(nT(r,f)+1Inr) a Uextérieur d’un ensemble de mesure linéaire finie. Si f
est d’ordre fini, alors

) = 5(r, f),

f)
T, T

Lemme 1.8.2 [13, p. 37] Pour toute fonction transcendante f, on a

m( ) =0O(Inr).

T(r,f) <2T(r,f) + O(nT(r, f) +Inr).
Lemme 1.8.3 [5] Soit f une fonction méromorphe transcendante d’ordre fini p(f). Soit

e > 0 une constante réelle donnée, et soient k ,j deux entiers tels que k > 7 > 0. Alors, on
a les assertions suivantes :
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i) Il existe un ensemble E C (1,00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satis-
faisant |z| ¢ EUI0,1], on a

< || =)ol -14)

i1) Il existe un ensemble F' C [0,00) de mesure linéaire finie tel que pour tout z satisfaisant
|z| ¢ F, on a
fP(2)
f@(2)
Lemme 1.8.4 [5] Soit f une fonction méromorphe transcendante. soient o« > 1 une constantd

donnée, k et j deux entiers tels que k > j > 0. Alors il existe un ensemble E C (1,00) de me-
sure logarithmique finie, et une constante ¢ > 0, tels que pour tout z satisfaisant |z| ¢ EU[0, 1],

on a o o s
‘ft(j)ézs c {—T( r’f) (log r)*log T'(ar, f)

< 2|6+,

Lemme 1.8.5 [15 — 16]Soit T' : (0,00) — (1,00) une fonction non constante croissante
d’ordre inférieur fini

InT
= lim inf = (T)

r—00 nr

Pour p1; > 1, on definit
E(p)={r>1: T(r) <r*}.

Alors
log dens(E(u,)) > 0

Preuve. [17]On suppose le contraire que log dens(E (1)) = 0, nous obtiendrons une contra-
duction.
On a
Uy > = el <1
H1
(&4 1)

<1
2

—

(1)

M1

s— < 1, il existe 7o = ro(a) > 1 tel que

Pour tout nombre réel donné o =

mi(E(py) N[1L,r])
log r

log dens(E(p,)) = lim sup

. 1 / dt

= lim sup —

700 log r t
E(py)N[Lr]
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pour tout rg < r. On a

l<ro=r*<r=[r*r] C[L,r].

Donc

/ dt - 1—« )
— ogr.
¢ 2 %
E(py)N[re,r]

Ensuite, on a
[r*r] =[r*rju o

= [r* ] U (E(py) N E(p1y)
= ([r* r] N E(uy)) U ([r%, 7] 0 (E (1))

Alors .
dt dt dt
1—a)l = [ — = — —
a-ajogr= [F= [ G4 [ 4
e E(py)N[re,r] Ee(uy)N[re,r]
- 1-— al L / dt
og T —.
g % ¢
Ee(puy)N[re,r]
Ainsi
1—« | - / dt
ogr —.
9 % ¢
E<(pq)N[re,r]
Il existe

te E(pu)N[re,r] =t e E(u) et ter,r]
= Tt)>t" et t<r ie, Tt <T(r)

Alors pour tout a < 1, on a
rem <t < T(t) < T(r)

pour touts ry < r. Par conséquent

InT'(r)

Inr

aply <

Par passage a la limite on obtient ap; < i, ce qui donne

(&£ +1)

Pt p
— <
5 SH

( 2

My < p=>

= [l S M

C’est une contradiction avec le choix de «.
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Lemme 1.8.6 [17]|Soient A(z) et B(z) deux fonctions entiéres avec pu(A) < p(B) . Alors

pour tout € € (0, M) donné, il existe un ensemble E C [1,00) avec logdens(E) > 0 tel

que
T(r,A) < ph(A)te

T(r,B) > pH(B)—e
pour tout r € F.

Preuve. [17|Pour tout ¢ € (0, M), on pose

Eo(e) = {r>1:T(r,A) < rHD+e},

Par le Lemme 1.8.5, on obtient log dens(Ey(¢)) > 0. Pour € € (0, M), il existe une
constante ro > 1, tel que

T(r,B) > pH(B)—e
pour tout 7 > 1. Posons E = Ey(e) N [rg,00). On a évidemment
70, 00) C [1,00) = [0, 00) M1 [1, 00) = [rp, 00).
Ainsi
mi(E N [1,r]) = mai(Eo(e) N [ro,00) N [1,7])
= ml(Eo(g) N [7’0, OO))
Par passage a la limite on a alors

log dens(E) = log dens(Ey) > 0

Lemme 1.8.7 [2] Soit f une fonction entiére avec 0 < u(f) < 1. Notons
m(r) = in log1(2)

et
M(r) = sup log | f(2)|.

|z|=r

Alors pour tout o € (u(f),1), on a
()

logdens({r € [1,00) : m(r) > M(r)cosma}) > 1 — ——=.
a
Lemme 1.8.8 [8] Soient g : [0,00) — R et h : [0,00) — R deux fonctions monotones

croissantes telles que g(r) < h(r) a Uextérieur d’un ensemble exceptionnel E avec dens(F) <

1. Alors pour tout o > , ol existe un ro > 0 tel que

1 —dens(F)
g(r) < h(ar)

pour tout r > rq .
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1
Preuve. [17] Soit F' = [0,00)\E et @« > ——————. Nous affirmons qu’il existe un ry > 0
1 —dens(F)
tel que, pour tout r > r¢, U'intervalle [r, ar] rencontre I’ensemble F. Supposons le contraire
de cette affirmation : qu’il existe une suite {r,} C (0, 00) telle que 7, — 0o quand n — oo,

et [r,, ar,| C E pour chaque n € N. Définissons ’ensemble

[e.0]

I = U [T, 7]

n=1
Alors I C F, mais

_ I
dens(I) = lim sup m(I0 [0, ra))

n—00 Tn

> Tim sup m(I N[0, ar,])

n—oo Tn

1
> Tim sup L0 27n])

n—00 ary,

> lim sup —m([rn,arn})
n—00 ar,

> lim m([r,, ary,)) _a— 1
n—00 ary, (07

1 —dens(FE)

ce qui est une contraduction avec I C E. Finalement, soit r > ry et prenons ¢t € [r,ar| N F.
Alors
r<t<ar=g(r) <gt)

et
t €[0,00)\E = g(t) < h(t).

Donc on obtient
g(r) < g(t) < h(t) < h(at)

par la monotonie de g(r) et h(t). O

Lemme 1.8.9 [17]|Soit f une fonction entiére telle que pu(f) < p(f), et posons pu(f) < a <
b < p(f). Alors les ensembles

E={r>0:T(r, f) <r%}
F={r>0:T(rf)>1"}

sont de densité inférieur zéro et de densité supérieur un.
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Preuve. [17]D’une part, nous avons
ra§T<’l“,f), T¢E

Si dens(E) < 1, alors par le Lemme 1.8.8, il existe une constante « > 1 et ry > 0 tels que
pour tout ¢ = ar, on a

t t t
—) < T(w.— S aln(—) <InT(t
Ly <ral e an) <mre g
< InT(t,f) Int
— Int ‘Int—lha
Par passage a la limite inférieure on obtient a < u(f) car lim inf % = 1. C’est une
t—00 nt—Ina

contradiction, donc

dens(E) =1
D’autre part, on a
T(r,f) <r®r¢E°

ou E¢=1[0,00)\E , si dens(E¢) < 1. Alors par le Lemme 1.8.8, il existe une constante o > 1
et ro > 0 tels que pour tout ¢t = ar, on a

t t
T(— f)<t*en T(—, f) <alnt
« o

s
[0 Sa
Int

In T(
=

O | =+

In —
o

Par passage a la limite supérieure, on obtient p(f) < a, c’est une contradiction, donc
densE‘ =
Puis, nous avons L
dens(E) =1 — dens(FE)
on conclut que dens(E) =0 O

Lemme 1.8.10 [6] Soit f une fonction entiére non constante. Alors il existe un mnombre
R > 0 tel que pour tout r > R il existe z, avec |z.| =1 satisfaisant

f(zr)
f'(z)
Lemme 1.8.11 [18] Soit f une fonction entiére non constante d’ordre p < oo. Soit pour
g€ (0,1) etr>0,ona

(e
U, = {6 € [0, 2m) .r' Fre®) > Bn(r,0, f) ¢ .
Alors pour M > 3, il existe un ensemble Ej; C [1,00) avec densité logarithmique inférieure
au moins 1 — % tel que

m(U,) > (%)2, r € By,



Chapitre 2

Sur la relation entre ’ordre inférieur
des coefficients et la croissance des
solutions des équations différentielles
linéaires

2.1 Reésultats principaux

Il y a beaucoup de résultats sur la croissance des solutions des équations différentielles
linéaires lié & la croissance des coefficients en terme d’ordre usuel.

Le but principal dans ce mémoire est de montrer que les conclusions trées similaires
peuvent obtenues si ’ordre usuel est remplacé par I'ordre inférieur.

Notre point de départ est un résultat di a G.G.Gundersen.

Théoréme A : [5] Soient A(z) et B(z) deux fonctions entiéres avec p(A) < p(B) . Alors
chaque solution non triviale de (0.0.1) est d’ordre infini.
Notre réponse au Théoréme A on peut remplacé I'ordre usuel par I'ordre inférieur .

Théoréme 2.1.1 Soient A(z) et B(z) deuz fonctions entiéres avec u(A) < wu(B). Alors
chaque solution non triviale de (0.0.1) est d’ordre infini.

Pour que (0.0.1) posséde une solution non triviale d’ordre fini, il faut donc que u(B) < u(A)
. Pour [’égalité voir l’exzample 10.

Le Théoréme A nous laisse une question sur ce qui pourrait arriver si p(B) < p(A).
Puisque f(z) = —2z est une solution de f' — zef +e*f = 0, alors les solutions polynomiales
sont possibles dans le cas p(A) = p(B). On sait que si A(z) et B(z) sont entieres vérifiant
p(B) < p(A), alors toute solution f de (0.0.1) satisfait p(f) > p(A) [11, Théoréme 2] . A
la suite de ce raisonnement, nous montrons que l’ordre usuel peut étre remplacé par 1’ordre
inférieur.
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Corollaire 2.1.1 Soient A(z) et B(z) deux fonctions entiéres avec pu(B) < u(A) . Alors
toute solution non triviale f de (0.0.1) satisfait p(f) > p(A) .

L’exemple précédent f — ze* f + e f = 0 avec la solution polynéme f(z) = —z montre
également que la conclusion dans le corollaire est fausse si u(A) = p(B).
Ici nous citons un résultat de Kwon.
Théoréme B : [11] Soient A(z) et B(z) deux fonctions entieres avec avec 0 < p(B) < 1,
et on suppose qu’il existe une constante réelle p < p(B) et un ensemble E, C [1,00) avec
dens(E,) =1 tel que pour tout r € E,, on a

min |A(2)| < exp(r?).

|z|=r

Alors toute solution f non triviale de (0.0.1) satisfait p,(f) > p(B).

Une fois de plus, 'ordre usuel dans le Théoréme B peut étre remplacé par 1’ordre
inférieur. Mais au détriment du remplacement de la condition de densité par la condition de
densité logarithmique.

1
2 et

Théoréme 2.1.2 Soient A(z) et B(z) deux fonctions entiéres avec 0 < u(B) <
[1,00) avec

on suppose qu’il existe une constante réelle j1 < p(B) et un ensemble E, C
log dens(E,) =1 tel que pour tout r € E,,,on a

min |A(z)| < exp(r*).

|z|=r

Alors tous solution f non triviale de (0.0.1) satisfait py(f) > w(B).

Ensuite, nous voyons que dans [6, Théoréme 6], les ordres usuels p(B) et p(A) peuvent
étre remplacés respectivement par les ordres inférieurs p(B) et pu(A). La preuve est différente
de celle de [6, Théoréme 6] dans le sens o nous utilisons (0.0.1), ce qui n’est pas nécessaire
pour prouver [6, Théoréme 6].

Théoréme 2.1.3 Soient A(z) et B(z) deuz fonctions entiéres avec pu(B) < p(A) < 1.
Alors, chaque solution non triviale de (0.0.1) est d’ordre infini.

Dans les résultats restants, la fonction T'(r, A) et log M (r, A) sont asymptotiquement com-
parables, ou A(z) est la fonction coefficient dans (0.0.1).

Théoréme C : [12] On suppose que A(z) et B(z) sont deux fonctions entiéres avec p(B) <
p(A) < oo, et T'(r,A) ~ log M(r,A) quand r — oo a l'éxtérieur d’un ensemble de densité
p(A) — p(B)

. Alors toute solution non
p(A)

logarithmique supérieure strictement inférieure a

triviale de (0.0.1) est d’ordre infini.

Avant le Théoréme C, la méme conclusion a été prouvée sous les hypothéses plus
fortes selon lesquelles p(B) < p(A) < oo et T(r, A) ~ log M(r, A) quand r — oo en dehors
de l'ensemble de la mesure logarithmique finie, voir [15].
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Ensuite, nous indiquons un résultat analogue impliquant 'ordre inférieur et une classe de
fonctions entiéres A(z) satisfaisant

T(r,A) ~alogM(r,A), r— oo (2.1.1)

en dehors d’un ensemble exceptionnel, ou « € (0, 1].
Dans la preuve du résultat suivant, nous utilisons une estimation de [18] pour I'inverse
d’une dérivée logarithmique. Cette estimation n’est pas nécessaire pour prouver le Théoréme

C.

Théoréme 2.1.4 On suppose que A(z) et B(z) sont deux fonctions entiéres avec u(B) <
u(A) < oo et (2.1.1) est satisfaite a lextérieur d’un ensemble de densité logarithmique supé-
rieure zéro. Alors toute solution non triviale de (0.0.1) satisfait

p(A) — u(B)
21(pu(A) + u(B))y/2m(1 — )

p(f)z -1, OéE(O,l).

Sia=1 alors p(f) = o0 .

2.2 Preuve de Théoréme 2.1.1

Preuve. On suppose le contraire de 'assertion, qu’il existe une solution non triviale f
de (0.0.1) telle p(f) < oo. Par le Lemme 1.8.3 (i), il existe un ensemble E; C (1,00) avec

dt
my(Ey) = /? < 00, tel que pour tout z satisfaisant |z| ¢ E; U [0, 1]

By

‘ fP()
(2)

7 ‘ < |z|fD) k=1,2. (2.2.1)

D’aprés le Lemme 1.8.6, on a pour tout ¢ € (O,M

5—) donné, il existe un ensemble
Ey C [1,00) avec logdens(FE>) > 0 tel que

T(r,A) < i+ (2.2.2)
T(r,B) > rHB)—e

pour tout r € Ey. Posons E' = Eb\(E; U[1,0]), on a logdens(E) > 0. En effet,
— En(l
log dens(E) = lim sup mi(EOLr))
r—00 logr

et
’I’)’Ll(E N [17 T‘]) == ml(Eg\(El U [O, ]_]) N [1,7”])

= my(Ex N (B U[0,1])° N [1,7])
— my(By N [1,7) N ES N [0,1])
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=my(Ey N [1,7]) +my(E] N [0,1]) —my((E2 N [1,7]) U (EYN[0,1]))
== ml(Eg N []_,’I“]) + ml(Ef N [O, ]_]c) — ml((Eg U Ellj) N (E2 U [0, 1]0) N (EQ U []_, T’]))

et on a logdens(Ey) > 0 . Par conséquent, il existe une suite (r;) dans E avec r; — oo
quand j — oo telle que |z| = 7 = r;. De I’équation différentielle

(0.0.1) = —B(z) = f7 4 A(z)?/
ce qui implique
m(r;, B) < m(ry, A) + mfr;, f7> T mr;, f7> o).

Puisque les fonctions A et B sont des entiéres, alors

N(rj,A) = N(r;,B) =0.

Donc . /
T(T’j, B) S T(?”j, A) + m(rj, f7) + m(rj, f?) + 0(1) (223)
D’autre part, par le lemme 1.8.1 on obtient
f// B l
m(r;, 7) = O(Inry),
! =0(l
m(r;, 7) = O(Inry)
Alors (2.2.3) donne
T(r;,B) <T(rj,A)+O(lnr;) + O(1) =T(r;, A) + O(lnr;) (2.2.4)

De(2.2.2)et (2.2.4) on obtient

In 4P < ln[rf(A)JrE + O(lnry)]

Inr;
o)
J

Evidemment, c’est une contradiction avec pu(A) < u(B) pour j assez grand. Alors toute
solution nont triviale de (0.0.1) est d’ordre infini.

(u(B) —e)Inr; < (u(A)+¢e)lnr; +1n

g
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2.3 Preuve de Corollaire 2.2.1 :

Preuve. On suppose que f est une solution non triviale de (0.0.1). Alors

f— + B(z)i = —A(2)

f f
ce qui donne
m(r, A) < m(r, ?) +m(r, B) + m(r, %) +0(1)
Puisque A et B sont des fonction entiéres, alors
/! f
T(r,A) < mf(r, ?) +T(r, B) + m(r, ?) +0(1)
On pose
f/ _ h — f// _ h/
Donc . .
h
mir, ) = mir )

Et d’apres le lemmel.8.1, on a

"

7

m(r, =) =O(nr +InT(r, f)).

Alors
f

T',?

Des lemmes 1.8.1 et 1.8.2 et le premier théoréme de Nevanlinna, on a

i m(r m(r 1
m(r, f’) < m(r, ) +m( '
1
T, ?)
<T(r, ) +T(r, f)+0(1)
T(r, f)+2T(r, f) + O(nrT(r, f)) + O(1)
<3T(r, f)+O(nrT(r, f)) + O(1).

T(r,A) <T(r,B)+m(r, %)+ O(nr +1InT(r, f)).

)

<T(r, f)+T(

IN

Alors
T(r,A) <T(r,B)+3T(r,f)+O(lnr +InT(r, f)) (2.3.1)

quand 7 — oo et r ¢ F, ou m(F') < co. Puisque la mesure linéaire est finie alors la mesure
logarithmique est finie, par passage a la limite on obtient

log dens(F) = 0.
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Donc d’aprés l'inverse du Lemme 1.8.6 on a, pour tout ¢ € (0, M) donné
T(r,A) > rrA=s 3
T(r,B) < rHBte

pour tout r € E. De (2.3.1) et (2.3.2) on obtient
pi=e < prBFe L 37(r f) + O(Inr + InT(r, f))

prA=e[] — prB)=n+2) < 3T(p £) + O(Inr + InT(r, f))
K(nr+InT(r, f))

In |3+
In [1 — prB)=u(A)+2¢ InT(r T
Inr Inr Inr
Par passage a la limite supérieure on obtient le résultat . Il

2.4 Preuve de théoréme 2.1.2

Preuve. Soient p et 5 deux constantes satisfaisant 0 < p < 5 < p(B), et soit f une solution
non triviale de (0.0.1). D’apres 'hypothese du théoréme, il existe un ensemble E, C [1,00)
avec log dens(E,) = 1 tel que A(z) vérifie

min |A(2)]| < exp(rt)

|z|=r
pour tout r € E,.Posons

By ={z:]2] =7 € By, [A(2)] = min |A(2)[}
Alors
logdens({|z] : z € E1}) =1

et
|A(2)] < exp(r*) (2.4.1)

pour tout z € Ej. On applique le Lemme 1.8.7 sur B(z), alors pour tout a € (u(B),3), il
existe un ensemble Ey C [1,00) et logdens(Ey) > 1 — @ tels que pour tout |z| = 1 €
E5\[0, 7] ot 79 > 1 une constante, on a

log |B(2)| > ‘i?f log | B(2)| > sup log |B(z)| cos ma (2.4.2)
Z|=r |z|=r
> log sup |B(z)| cosmaw > cos maclog M (r, B). (2.4.3)
|z|=r

Par la définition de 'ordre inférieur, on a pour tout £ > 0, il existe rq > 0, tel que

log M(r, B) > r*B)=3 (2.4.4)



Sur la relation entre 1’ordre inférieur des coefficients et la croissance des
22 solutions des équations différentielles linéaires

pour tout 7 > ry . Donc de (2.4.2)et(2.4.4) on obtient
log | B(z)| > cos mart®)~3
et on a pour tout r > 7.

cos(ma)riP) =3

TH(B)*E

— +o0, (r— +00)

d’ou
log | B(2)| > cos(ma)rtB)=2 > prB)=e
On pose u(B) —e = [ car u(B) > (. Ainsi
|B(2)| > exp(cos Tar*®=2) > expr?. (2.4.5)

Par le lemme 1.8.4, il existe un ensemble E5 C (1,00) avec my(E3) < oo et on prend
{o=2;j =0}

‘f 2) (logr)*logT(2r, )| , k=1,2,..

(k) (
f(2)
pour tout z satisfaisant |z| ¢ E3 U [0, 1]. Puisque |z| = r ¢ E5 C (1,00) alors M <1let
on sait que (log T(ar, f))* < T(ar, f). Alors

T

’f ;k()z()z) <d[T@r, HIF, k=1,2, ... (2.4.6)
ou d est une constante . Pour k£ =1
L <aren 2 < py
Pour k£ =2
J;((ZZ)) <dT(2r, f)*
V|z| ¢ E3U|0,1].

On pose By = {|2| : 2 € By} N (E\([0, 7] U E3)}
Eo={|2]: 2 € B} 0 (B0, 70] U E3))
= {|2]: 2 € B} N By 0 ([0,70] U Ey)
= {|2] 1z € B} N By N[0, 7o) N ES
En[Lr]={|z|:2€ B} N E N[0, 70)° N ESA[L, 7]
mi(EsN[L,r]) = m({|z] : 2 € Bi} N By N[0, 70]¢ N E)
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mi(ExN[1,r]))+mi({|z] : 2 € E1}N[0,ro]“NES) —ma ((ExN[1, 7)) U[{|2] : 2 € E1}N|0, ro)NES])
p(f)

Puisque logdens(E,) > 1 — ——= > 0 alors logdens(E,) > 0. Donc, 1l existe une suite ()
a

dans Ej avec r; — oo quand j — oo telle que (2.4.1), (2.4.5), (2.4.6), pour tout |z| =r = r;.
D’autre part de (0.0.1), on a

f'(2) f'(2)
BE)I < L e 22|, (2.4.7)
Donc, de (2.4.7),(2.4.1),(2.4.5), (2.4.6), on a
exp(rf) < (1 + exp(rf))dT (2r;, f)* (2.4.8)

Ainsi, on a

M<B<1:¢wMﬁ)<WM@)

donc
(fizgﬁ}22§g;+wmﬁ)<1=¢mMﬁ%+h=%Mﬁmﬂ)
Alors
(1 ﬁ;@w exjié:izl) = exp(r?). exp[—(r)o(1)] = exp((1 — o(1))r}).
D’ou

exp((1 — 0(1))7“?) <dT(2r;, f)*

quand j — oo. Donc

(1— 0(1))7“? <logT(2r;, f)* = logr? <log4logT(2r;, f)

< log4 + loglog T'(2r;, f)
log 7

< log™ log™ T(2r;, f)

> ﬂ <
log 7;
Alors
log™ log™ T'(2r;
5 < Tim sup 2% 18 (2rj, f)
r—00 logr;

Comme 3 < p(B) est arbitraire, on obtient p,(f) > p(B). O
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2.5 Preuve de théoréme 2.1.3

Preuve. On suppose le contraire de 'assertion, qu’il existe une solution non triviale
de(0.0.1) avec p(f) < oo. Nous visons une contraducion. Soit p une constante satisfai-
sant p(B) < p < p(A) < i On applique le Lemmel.8.7 sur A(z) . Alors pour tout

j(A)

o € (u(A),3) il existe un ensemble E; C [1,00) avec logdens(E;) > 1 — — tel que
a
pour tout |z| =r € E1\[0, 0] o o > 1 une constante, on a
log |A(2)] > |i?f log |A(z)| > sup log |A(z)]| cos max (2.5.1)
Z|=r |z|=r
> logsup |A(z)|cosma > log M (r, A) cos ma. (2.5.2)

|z|=r

D’autre part, par la définition de I'ordre inférieur on a pour tout £ > 0, il existe ro > 0 tel
que
T(r, A) = log M(r, A) > r*HA=3 (2.5.3)

pour tout 7 > 79. De (2.5.1)et(2.5.3) on obtient
log |A(2)| > cos(ma)r=3

et on a pour tout 7 > rg

cos(ma)riA)—3

rM(A)*E

— 00, (1 — 00).

D’ou
log |A(2)| > cos(ma)r#H) =2 > pld)=e

On pose p(A)—e=p car p(A) > p . Donc

|A(2)| > exp(cos(ma)r*M=3) > exprh. (2.5.4)

Par le Lemme 1.8.3 il existe un ensemble Fy C (1,00) avec my(Ey) < oo tel que (2.4.6)
est satisfaite pour tout z avec |z| = r ¢ FE5 U [0,1]. Par consequent de (0.0.1), (2.4.6) et
(2.5.4) il existe un ensemble F3 = E;\(F2 U [0, 7)) avec log dens(Es3) > 0 tel que pour tout
z satisfaisant |z| = r € F3, on a

!/ /
Pl <aen |28
f(z) f(z)

Par le Lemmel.8.10, il existe un nombre réel R > 0 tel que pour tout » > R, il existe un z,
avec |z,| = r satisfaisant

f(
f'(2)
Donc, en combinant (2.5.5) et (2.5.6), il existe un ensemble Ey = E3 N [R, 00) avec

exprt < |B(2)] + |z|*) (2.5.5)

<r (2.5.6)

log dens(Ey) = logdens(FE3) > 0
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tel que pour tout |z| =r € E, on a

m
P < |B(a)] + o)

ce qui donne

loel1 log r

osll = =" loglog |B(2)| | logl2p(f)log]

ot < +
log r log r log r
Par passage a la limite inférieure on obtient p < p(B) c’est une contraduction avec pu(B) < p
U

2.6 Preuve de théoréme 2.1.4 :
Preuve. On definit 30 A B

u(A) = u(B) — 2¢
(A) — u(B)

N K
oue € |0€,
2

1 1
— 1. On peut supposer que > 1, car autrement ’assertion

TMo\/27(1 — «) TMyy/27(1 — «)
est triviale. Supposons le contraire que (0.0.1) admet une solution non triviale f pour laquelle

) . Alors pour a € (0,1) Dassertion est équivalente a p(f) >

1

pf) < TMoyy\/27(1 — «) !

Soit € > 0 assez petit pour que

(fl< — 212 4o ! 1
O VAN T ) TMo/2r(l—a)
Alors ( ) )
1 TM.+/27(1 — « 1—¢
e = (agm ) >0
On definit .
U, ={0e0,2m):r|” e en(r,0, f)} (2.6.2)
T ) * f(rew) — 7 9 * b

Par le Lemme 1.8.11, il existe un ensemble Ej. C [1,00) avec logdens(Ey,) > 1 — I tel

que
1—e¢ 2
m(U,) > (7M5(p(f)+1)) >21(l —a), 7€ Eyy.

Soit 0 < d < 1 donné, on definit

Iy(r) = {0 € [0,27) : log |A(re?)| < (1 — d)log M (r, A)|}. (2.6.3)
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Alors, on a [0,27] = I4(r) U I5(r), ce qui donne

2m
2T (r, A) = /T(r, A)dl = / log™ |A(re)|d + / log™ |A(re®)|do
0 I4(r) I5(r)

< (1 —=d)m(Iy(r))log M(r, A) + m(I5(r))log M(r, A)
= (1 —d)m(Iy(r))log M(r,A) + (2m — m(I4(r)))log M(r, A). (2.6.4)

Par (2.1.1) on a 27T (r, A) ~ 2malog M (r, A) quand r — oo a l'extérieur d'un ensemble de

densité logarithmique supérieur a zéro. Alors nous divisons par log M (r, A) dans (2.6.4) pour
conclure que

2naclog M (r, A) < (1 —d)m(14(r))log M (r, A) + (2 — m(I4(r))) log M(r, A)

= m(ly(r)) <2m quand r — oo

a l'extérieur d’un ensemble de densité logarithmique supérieur & zéro. Par conséquent, pour
d € (0,1) assez proche de 1, il existe un ensemble F; C [1,00) avec logdens(F;) = 1 tel que

m(U,) > m(Iy(r)), r€ FiNEy.. (2.6.5)

Par le méme raisonnement que dans [6, p.426], on sait qu'’il existe au moins un zéro pour une
solution non triviale de (0.0.1). D’apres le Lemme 1.8.11 et (2.6.5) il existe 6y € U, \I4(r), tel
que pour r € Fy N E),. suffisament grand,

! (il
, ‘ J} ((::0 )) (2.6.6)
Il existe un ry > 1, tel que pour tout r > ry,
log M (r, A) > r#A=3,
Donc pour 0y € U\Iy(r) et r € FyN{r:r>ry}
log |A(re?)| > (1 — d)log M (r, A) > (1 — d)r*D—3, (2.6.7)

Il existe une suite (r,) avec r, — oo quand n — oo telle que pour n suffisament grand
log M (r,, B) < riB)1te,

On pose
uB)+e

FQ:U r#(A)_g,rn

n
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Alors .
S ) 1 1
log dens(F3) = lim sup —dt =
T'n—00 logr, ) t
1
D’autre part
wA) —puB) -2 | pwB)+e
p(A) —e nA) —e
e () —(B) 2
(A) — p(B) — 2
log dens(Fy) > :
(F) > == ) - ¢
n(B) +¢
Pour tout r € r#(A) B g,rn on a

log M (r, B) < log M (r,r, B) < r#B)te

p(B) +e\ "
J(A) —e < (A= (2.6.8)

Par le Lemme 1.8.3, il existe un ensemble F3 C (1,00) avec m(F3) < oo tel que (2.4.6) est
satisfaite pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ F3U[0, 1]. On note que 'ensemble Fy = Ey N{r:
r > ro}F1 N Fy satisfait

my(Ey. NA{r:r>ro}FiNFyN [ 7])

_ 1
log dens(Fp) = lim SUp 7
0

T'n—00 n

ml(EME N F1 N F2 N [1,7”])

= lim sup
Tn—00 og Ty,

> log dens(Fy) — log dens(EY, ) — log dens(FY)
= logdens(Fy) — (1 — logdens(Ey.)) — (1 — log dens(F}))

pA) —p(B)—2¢ 3
p(A) —e (1-1 M5>
pA) —p(B) =2 3
TR T

Donc, il existe une suite (¢;) dans Fy\(F5 U [0,1]) avec t; — oo quand j — oo telle que
(2.6.6) et (2.6.7) et (2.6.8) et (2.4.6) sont satisfaites pour |z| = r = ¢;. Donc par (0.0.1), et
on pose z = t;¢%0 on obtient

£ (t;e)
f(tjedo) |

£ (t;e™™)

0o
At |

< [B(t;e™)| +
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Ainsi

Puisque

quand j — oo . Donc c’est une contraduction. Soit o« = 1 et supposons le contaire de
lassertion que p(f) < co. On definit M. et U, comme dans (2.6.1) et (2.6.2). Par le Lemme
1.8.12, il existe un ensemble Ej;. C [1,00) avec

3
logdens(Ey.) > 1— 7
tel que
m(U)>( L-c )2>o rek
oI+ T T

Ensuite on definit /;(r) comme dans (2.6.3) et on conclut que pour a = 1 on a m(Z4(r)) — 0
quand r — oo a lextérieur d’un ensemble de densité logarithmique supérieure nulle. Par
consequent, il existe un ensemble F; C [1,00) avec log dens(F;) =1 tel que

m(U,) > m(Iy(r)), r € FiNEy. (2.6.9)

Le reste de preuve est le méme que dans le cas o < 1. Il

2.7 Exemples :

Nous donnons des exemples qui illustrent certaines possibilités qui peuvent se produire dans
nos résultats et nos conditions. Les deux premiers montrent que pu(B) < u(A) 1'égalité ou
I'inégalité est stricte lorsque (0.0.1) posseéde une solution d’ordres fini.

Example 10 Soit H(z) est une fonction d’ordre inférieur fini et positive,et soit k un entier
positive. Alors f(z) = exp(2¥) solution de (0.0.1), ot

A(z) = H(2) — k2!

B(2) = —(k(k — 1)) — kz*'H(z)
(i) On prend H(z) =cosz ; k=2 et

A(z) =cosz — 2z

B(z) = =2 —2zcosz

Alors f(z) = exp(2?) est une solution de

f 4 (cosz—22)f + (=2 —2zcosz)f =0
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D’autre part on a
p(cosz) =1>0, p(f) =2

On sait que p(—2z) =0 < u(cos z) . Alors par la Proposition 1.8.1 on a
w(A) = p(cos z) = 1.

Méme chose pour B(z). Puisque p(—2z) =0 < p(cosz) alors par la Proposition 1.3.1 on a
pu(B) = p(cosz) = 1.

Donc

(ii) On prend H(z) =expz® ; k=3 et
A(z) = exp 2° — 327

B(z) = —62 — 327 exp 2°

Alors f(z) =expz® est une solution de
f+ (exp 2% — 3z2)f/ + (=62 — 3z%exp 2%) f = 0.
D’autre part on a

plexpz®) =2 > 0,p(f) = 3.

On sait que p(—32%) = 0 < p(exp 2%) alors par la Proposition 1.5.1, on a
p(A) = plexp 2*) = 2.
Meéme chose pour B(z). Puisque
p(—62) = p(32%) = 0 < p(exp 2%).
Alors par la Proposition 1.3.1, on a
p(B) = p(exp 2®) = 2.

Donc

Example 11 Soit Q(z) un polynéme non constant, et soit B(z) une fonction entiére avec
w(B) < p(B) < deg(Q) . De plus, soit f la primitive de e?®) satisfisant \(f) = deg(Q) , et
on définit

A(z) = =Q'(2) — B(z) fe 9,
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Alors f est une solution de (0.0.1).
i) On prend

Q(z)==z2, B(z)=2*, f(2) =€ +a :/ e” ,a# 0,00, A(z) = —1—2%(e* +a)e .
On a
A(f) = deg(Q) =1

car
e = —a <= z =log|a| + iArg(—a) + 2ikm, k € Z

2| <t <= \/(log la|)? 4+ (Arg(—a) + 2km)? < t
<— (Arg(—a) + 2]{77'()2 <t (log |a|)2
—/ 12— (logla|)? + Arg(—a) < 2kr < /t? — (log|a|)? — Arg(—
_ 2
\/t (10g|2a|) + Arg(— < k< \/t? 10g|a — Arg(—
T

Donc

— N{(t, %) = % +o(1)

= \=1.

Alors f(z) = e* +a est une solution de
fra (=1 =22 +a)e ™) f +22f =0.

D’autre part
u(B) = p(B) = 0 < deg(Q)
et p(z?) =0 < p(e™?). Alors

D’ou

uw(B) = p(B) =0 < deg(Q) = pu(A) = p(A) = u(f) = p(f).

Les deux exemples suivants illustrent la condition dans le Théoréme 2.1.4.
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Example 12 f(z) = e * est solution de

fHef 4@ -1)f=0
On a

A(z) =€
Alors

27
1 .
7(r.4) = 5 [ 1 |6 d
0

21
1

— 1 + _rcosep d
o n e (2

0

bl
1
—/rcosgo dy,
27

,
T
D’autre part

M(r, A) = max |e*|,

|z|=r
‘62’ — ol oSy < e’

et il eviste @, = 2km .,k € Z tel que €"°*%0 =¢e" . Donc

max |e*| = e"
|z|=r

Alors

log M(r,A) =r

ce qui donne

T(r,A) ~alogM(r,A) , «

1
T
Example 13 Soit A(z) = Pi(2)e?®) +.. .+ B,(2)e%"*) ou Pj(2) et Q;(2) sont des polynémes
de croissance completement réguliere voir .Si p = p(A) . Alors

log |A(2)| = r’ha(0) + o(r”) ,z=re

se tient en dehos de la possibile Cy — ensemble par [19, Théoremel.2.1] . Ici ha(0) est la
fonction indicatrice de Phragemen Lindelof de A(z) , et h;(0) = max{0,h4(#)} . On a

2

T(r, A) = (1+ o<1)>7“—p/h;<e)d9
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Et
M(r,A) = (14 0(1))r” max ha(6)

0<h<2r
pour tous v ¢ E .On conclure que le condition de (2.1.1) se tient pour

21
% h(0)do
0

max h4(0)

0<0<L2n

o =

a l’éxtérieur d’un ensemble de densite logarithmique supérieur zéro.
i) Pour toutes fonction entiére f solution de

ff+E@+e+10)f +eif=0

On a
Az)=e*+¢e +1

tel que
{ 2
Ql(z) =2 5 Q?(Z) =1 ) Q3<Z> =0
D’autre par p = p(A) =1 et
’A(2)| — |e2z +€z + 1| S 627’0059 +€rcos€ + 1
— e?rcos@(l +€—rcos€ +€—2rcos(9)

— e2res? 4 o(1) quand r — oo

Donc
|A(Z)| ~ e2rc0s0
D’ow low 14
ha(0) = lim sup —0g| (2)]
= 2cosf

Qui nous donne

1 )
O() , 2z =Tre

log |A(z)| = 2r cos 6 + log(1 4+ ————) i
e 7 COS

< |A(2)| = exp(2rcosf + o(1) )
M(r,A) = I|11‘§X|A(Z)|
= r|n‘§x lexp(2r cos + o(1))]

= exp(rmax(2cosf) + o(1))

|z|=r
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<= log M(r, A) = rmax(2cosf) + o(1))

|z|=r

o(1)

7 max|,|—(2 cos f)

= rmax(2cosf) [1 +

|z|=r

Quand r — oo
log M (r, A) = rmax(2cosf)[1 + o(1)]

|z[=r

et

2T
T(r, A) = % / In* | A(re®)| dip
0

2w
1

T 2r
0

1n+(€2TC089+0(1)) ng

2w

1 /1n+62rc059(1+ 0(1) )ng

- % 621" cos

0

2

1 T COS 0(1)
=5 [Int e osf 4 Int (1 + W}] dy

0

27
1
= Q—/maX{O,ln(e2’"°°SQ)}d<p +o(1)
7T
0

27
1
= 2—/max{0,2r cos@}dy + o(1)
T
0

2m
1
- QL/maX{072COS(9}dg0 I oll)
T us
), o max{0, 2 cos 0 }dy
r 27
T(r,A) = Dy max{0, 2 cos 0}dp(1 + o(1))
T Jo

Donc

2m
L/ max{0, 2 cos 0}
2T

0

T(r,A) ~alog M(r, A =
e T
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2.8 Conclusion

Beaucoup de mathématiciens ont étudié la relation entre 1’ordre usuel p des coefficients
et la croissance des solutions des équations différentielles linéaires[6], [11], [12].
Dans ce mémoire on a traité les résultats de Jianren, Janne, Zhan concernant ’équation

"+ AR +B()f=0

ot nous avons remplacé 'ordre usuel par I'ordre inférieur dans les résultats de [6], [11].
Finalement, la question qui se pose : est-ce qu’on peut généraliser les théorémes précédents
pour une équation d’ordre n ?



Bibliographie

[1]

[10]
[11]
[12]

[13]

S. Bank, A general theorem Concerning the growth of Solutions of first-order algebraic
differential equations , Compos Math, 25 (1972) 61-70.

P. D. Barry, Some theorems related to the cosmp theorem, Proc. Lond. Math. Soc. 21
(3) (1970), 334-360.

K. S. Charak, Value Distribution Theory of Meromorphic Functions, Department of
Mathematics, University of Jammu, Jammu 180006, India. 2009.

A. A. Goldberg, I. V. Ostrovskii, Value Distribution of Meromorphic Functions, Trans-
lated from the 1970 Russian original by Mikhail Ostrovskii. With an appendix by
Alexandre Eremenko and James K. Langley, Transl Math.Monoger vol. 236, Amer. Math.
Soc. Providence RI, 2008.

G. G. Gundersen, Estimates for the logarithmic derivative of a meromorphic function,
plus similar estimates, J. London Math. Soc. (2) 37 (1988), no. 1, 88-104.

G. G. Gundersen, Finite order solutions of second order linear differential equations,
Trans. Amer. Math. Soc,305 (1) (1988), 415-429.

W. K. Hayman ; Meromorphic Functions Oxford, Clarendon Press, 1964.

J. Heittokangas, A survery on Blaschke-Oscillatory differential equations,with updates,
in : Blaschke Products and Their Applications, in : Fields Inst. Commun,vol 65, Springer
New York,2013,pp.43-98.

J. Heittokangas. I. Laine. K. Tohge. Z. T. Wen. completely regelur growth solutions
of second order complex linear differential equation, Ann. Acad Sci. Fenn. 40 (2015)
985-1003.

T. J. Kobayashi, On the lower order of an entire function, Kodai Math. Sem. Rep. 27
(1976), 484-495

K. Kown, On the growth of entire function satisfing second order linear differential
equations, Bull. Korean Math. Soc 33 (3) (1996) 487-496.

K .Kwon, J. Kim, Maximum modulus. characteristic, deficiency and growth of solutions
of second order linear differential equation, Kodai Math, J. 24 (3) (2001) 344-351.

I. Laine; Nevanlinna Theory and Complex Differential Equations, Walter de Gruyter,
Berlin, New York, 1993.



36

BIBLIOGRAPHIE

14
15
16
17
18

[19]

I. Laine ; Complex Differential Equations, in : Handbook of Differential Equations, Or-
dinary Differential Equations, vol, 4, Elsevier, Amsterdam, 2008.

I. Laine ; P. C. Wu. Growth of solution of second order linear differential equations. Proc.
Amer. Math. Soc. 128 (9) (2000) 2693-2703.

J. R. Long, P. C. Wu, J. Zhu, On zeros and deficiencies of difference of meromorphic
functions. Adv. Difference Equ (2014) 128, 10 pp.

J. Long, P. C. Wu, J. Zhu, On the relationship between the lower order of coefficients
and the growth of solutions of differential equations. J. Math Appl. (2016).

J. Miles, J. Rossi, Linear combinations of logarithmic derivatives of entire functions with
applications to differential equations, Pacific J, Math. 174 (1) (1996) 195-214.

L. I. Ronkin, Functions of compeletly Regular Growth, Translated from the Russian by
A. Ronkin and I. Yedvabnik, Math .Appl (Sov. Ser), vol. 81, Kluwer Academic Publishers
Group, Dordrecht, 1992.

L. Yang, Value distribution theory, Springer-Verlag, Berlin , 1993.

C. C. Yang, H. X. Yi, Uniqueness theory of meromorphic functions, Kluwer Academic
publishers, New York, 2003.



