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Résumé

Dans ce mémoire, on donne quelques critères sur l�ordre inférieur des coe¢ cients des équations
di¤érentielles linéaires d�ordre deux permettant d�obtenir que toutes les solutions non triviales
soient d�ordre in�ni. Les résultats obtenus sont similaires ceux obtenus pour l�ordre usuel.
Ce mémoire est une synthèse sur l�article " Long, Jianren ; Heittokangas, Janne ; Ye, Zhuan.
On the relationship between the lower order of coe¢ cients and the growth of solutions of
di¤erential equations. J. Math. Anal. Appl. 444 (2016), no. 1, 153�166. ��.



Introduction

Dans ce mémoire on étudier la croissance des solutions des équations di¤erentielles linéaires
du second ordre

f
00
+ A(z)f

0
+B(z)f = 0 (0.0.1)

telles que A(z) et B(z) sont deux fonctions entières ayant un ordre inférieur �ni.
Beaucoup de mathématiciens se sont intéressés à cette équation (0:0:1): Gundersen a

demontré que si l�ordre usuel de A(z) est strictement inférieur de l�ordre de B(z); alors
l�ordre de croissance de la solution f de (0:0:1) est in�ni. Plus tard, Kwon a montré que si
l�ordre de B(z) est compris entre 0 et 1

2
; alors l�hyper-ordre de f est strictement supérieur à

l�ordre usuel de B(z):
Kwon a démontré un notre résultat lié à la croissance asymptotique du coe¢ cient A(z),

il a considèré une estimation entre la fonction caractéristique de Nevanlinna T (r; A) et
logM(r; A):

Dans le premier chapitre, on va donner des notions fondamentaux de la théorie de Ne-
vanlinna, et présenter les lemmes auxiliaires qui nous aident à démonter les résultats du
deuxième chapitre.

Dans le deuxième chapitre, on va donner les démonstrations des résultats principaux
de Jianren Long, Janne Heittokangas, Zhuan Ye [17] qui géneralisent les resultats de G. G.
Gundersen [6] et K. Kwon [11� 12]:



Chapitre 1

Quelques notions de base sur la
théorie de Nevanlinna

Nous considérons les résultats fondamentaux et les notations standards de la théorie de
Nevanlinna sur les fonctions méromorphes.

Pour une fonction méromorphe f(z) dans le plan complexe C; on utilise les notations
�(f) et �(f) pour désigner son ordre et l�ordre inférieur respectivement.

Théorème 1.0.1 [13] formule de Jensen
Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) 6= 0;1; et soient a1; a2::::::::::an (respective-
ment b1; b2::::::::::bn) ses zéros (respectivement ses pôles), chacun étant compté avec son ordre
de multiplicité. Alors

ln jf(0)j = 1

2�

2�Z
0

ln jf(rei')j d'+
X
jbj j<r

ln
r

jbjj
�
X
jaj j<r

ln
r

jajj
:

Dé�nition 1.0.1 [13] Pour tout réel x > 0; on dé�nit

ln+ x = max(ln x; 0) =

8<:
lnx; x > 1

0; 0 � x � 1:

1.1 La fonction caractéristique

Dé�nition 1.1.1 [13] (Fonction a-point) fonction de comptage
Soit f une fonction méromorphe, on désigne par n(t; a; f) le nombre de racines de l�équation
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f(z) = a dans le disque jzj � t, chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité.
On désigne par n(t;1; f) le nombre de pôles dans le disque jzj � t , chaque pôle étant compté
selon son ordre de multiplicité. On dé�nit fonction a�points de f par

N(r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
=

rZ
0

n(t; a; f)� n(0; a; f)
t

dt+ n(0; a; f) ln r

si f 6� a 2 C; et

N(r;1; f) = N (r; f) =
rZ
0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt+ n(0;1; f) ln r:

Dé�nition 1.1.2 [13] La fonction de proximité
Soit f une fonction méromorphe, on dé�nit la fonction de proximité de f par :

m(r; a; f) = m(r;
1

f � a) =
1

2�

2�Z
0

ln+
1

jf(rei')� ajd'

si f 6� a 2 C; et

m(r;1; f) = m(r; f) = 1

2�

2�Z
0

ln+ jf(rei')jd':

Lemme 1.1.1 [13] On a les propriétés suivantes :

a) ln x � ln+ x
b) ln+ x � ln+ y si x � y

c) ln x = ln+ x� ln+ 1
x

d)j lnxj = ln+ x+ ln+ 1
x

e) ln+(

nY
i=1

fi) �
nX
i=1

ln+ fi

f) ln+(

nX
i=1

fi) �
nX
i=1

ln +fi + lnn

Dé�nition 1.1.3 [13] La fonction caractéristique
Soit f une fonction méromorphe. Alors la fonction caractéristique de Nevanlinna est dé�nie
par

T (r; f) = m(r; f) +N(r; f):
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Lemme 1.1.2 [13] Soit f; f1; f2; :::; fn des fonctions méromorphes et a; b; c; d 2 C tels que
ad� cb 6= 0 :
Alors, on a les propriétes suivantes :

(a) T (r;
nX
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj) + lnn

(b) T (r;
nY
j=1

fj) �
nX
j=1

T (r; fj)

(c) T (r; fn) = nT (r; f) (n 2 N�)

(d) T (r;
af + b

cf + d
) = T (r; f) +O(1)

Example 1 Soit la fonction f(z) =
eaz

z2
; a 2 C ; on calcule la fonction caractéristique de

Nevanlinna.
On a z = 0 est un pôle de degré qui est égale deux. Alors

N(r; f) =

rZ
0

n(t;1; f)� n(0;1; f)
t

dt+ n(0;1; f) ln r = 2 ln r

De plus

m(r; f) =
1

2�

2�Z
0

ln+ jf(rei')j d'

=
1

2�

2�Z
0

ln+

����� eare
i'

r2e2i'

����� d'
=
1

2�

2�Z
0

ln+

�����ejajre
i(�+')

r2e2i'

����� d'; avec a = jajei�

=
1

2�

2�+�Z
�

ln+

����� ejajre
i	

r2e2i(	��)

����� d	; avec 	 = � + '
=
1

2�

2�Z
0

ln+

����� ejajre
i	

r2e2i(	��)

����� d	
=
1

2�

2�Z
0

ln+
ejajr cos	

r2
d	
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=
1

2�

�
2Z

��
2

ln
ejajr cos	

r2
d	

=
1

2�

�
2Z

��
2

jajr cos	 d	� 1

2�

�
2Z

��
2

ln r2 d	

=
jajr
�
� ln r

donc,

T (r;
eaz

z2
) = N(r;

eaz

z2
) +m(r;

eaz

z2
) =

jajr
�
+ ln r

1.2 Premier théorème fondamental de Nevanlinna

Théorème 1.2.1 [13] Soient a 2 C et f une fonction méromorphe et soit

f(z)� a =
+1X
j=m

ajz
j ; am 6= 0;m 2 Z

le développement de Laurent de la fonction f(z)� a autour de l�origine. Alors

T (r;
1

f � a) = T (r; f)� ln jamj+ '(r; a)

où
j'(r; a)j � ln+ jamj+ ln 2:

Remarque 1.2.1 Le premier théorème fondamental de Nevanlinna peut être formulé comme
suit :
Pour tout a 2 C

T (r;
1

f � a) = T (r; f) +O(1):

1.3 L�ordre et l�hyper-ordre d�une fonction méromorphe
ou entière

Dé�nition 1.3.1 [13] Soit f une fonction méromorphe, on dé�nit l�ordre de f par

�(f) = lim
r!1

sup
lnT (r; f)

ln r
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Remarque 1.3.1 Si f une fonction entière, on remplace T (r; f) par lnM(r; f) ou

M(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j

alors l�ordre de f est dé�ni par

�(f) = lim
r!+1

sup
ln lnM(r; f)

ln r

Remarque 1.3.2 L�ordre inférieur �(f) de f est dé�ni de même mais la limite inférieur au
lieu de la limite supérieur

�(f) = lim inf
r!1

lnT (r; f)

ln r

ce qui implique que 8" > 0; 9 r0 > 0; tel que 8r > r0; on ait

T (r; f) � r�(f)�":

Example 2 L�ordre de f(z) =
eaz

z2
est

�(f) = lim sup
r!1

ln

�
jajr
�
+ ln r

�
ln r

= lim
r!1

sup

ln
jajr
�

�
1 +

� ln r

jajr

�
ln r

= lim
r!1

sup

ln r + ln
jaj
�
+ ln

�
1 +

� ln r

jajr

�
ln r

= 1:

Example 3 Calculons l�ordre usuel et l�ordre inférieur respectivement si T (r; f) = r2+sin(ln
+ ln+ r):

On a

�(f) = lim
r!1

sup
ln[r2+sin(ln

+ ln+ r)]

ln r

= lim
r!1

sup[2 + sin(ln+ ln+ r)] = 3

et

�(f) = lim
r!1

inf
ln[r2+sin(ln

+ ln+ r)]

ln r

= lim
r!1

inf[2 + sin(ln+ ln+ r)] = 1:

Dé�nition 1.3.2 [13] L�hyper-ordre d�une fonction méromorphe f , est dé�ni par

�2(f) = lim
r!1

sup
ln lnT (r; f)

ln r
:
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Example 4 Déterminons l�hyper-ordre de f(z) = tanh z =
1� e�2z
1 + e�2z

:

On a

T (r;
1� e�2z
1 + e�2z

) = T (r; e�2z) +O(1)

=
2

�
r +O(1):

Alors

�2(f) = lim
r!1

sup

ln ln

�
2r

�
+O(1)

�
ln r

= lim
r!1

sup

ln ln
2r

�

�
1 +O(

1

r
)

�
ln r

= lim
r!1

sup

ln

�
ln r + ln

2

�
+ ln

�
1 +O(

1

r
)

��
ln r

= lim
r!1

sup

ln ln r

0BB@1 + ln
2

�
+ ln

�
1 +O(

1

r
)

�
ln r

1CCA
ln r

= lim
r!1

sup

ln ln r + ln

0BB@1 + ln
2

�
+ ln

�
1 +O(

1

r
)

�
ln r

1CCA
ln r

= 0:

Proposition 1.3.1 [21] Soient f(z); g(z) deux fonctions méromorphes non constantes telles
que �(f) est l�ordre de f et �(f) l�ordre inférieur de g. Alors

�(f + g) � maxf�(f); �(g)g;

�(f:g) � maxf�(f); �(g)g:
De plus, si

�(f) < �(g)

alors
�(f + g) = �(f:g) = �(g)

Lemme 1.3.1 [13] Soit P (z) = anzn+ an�1zn�1+ an�2zn�2+ :::+ a0; n � 1 avec an 6= 0 un
polynôme. Alors pour tout " > 0; il existe un r0 > 0 telle que pour tout r = jzj > r0; on a la
double inégalité

(1� ")janjrn � jP (z)j � (1 + ")janjrn:
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Lemme 1.3.2 [3] Soit f(z) = expP (z); où P (z) = anz
n + an�1z

n�1 + an�2z
n�2 + ::: + a0

avec an 6= 0; n � 1 un pôlynome. Alors

T (r; expP (z)) � janjrn
�

; (1.3.1)

�(expP (z)) = �(expP (z)) = n:

Dé�nition 1.3.3 [19] Une fonction méromorphe f(z) est dite de croissance réguliere si

�(f) = �(f):

1.4 Mesure linéaire et mesure logarithmique

Dé�nition 1.4.1 [20] On dé�nit la mesure linéaire d�un ensemble E � [0;1) par

m(E) =

+1Z
0

�E(t)dt;

où �E est la fonction caractéristique de l�ensemble E:

Example 5 Pour l�ensemble E = [1; 2] [ [4; 5] � [0;1); on a

m(E) =

+1Z
0

�E(t) dt =

2Z
1

dt+

5Z
4

dt = 2

Dé�nition 1.4.2 [20] La mesure logarithmique d�un ensemble F � [1;1) est donné par

m1(F ) =

+1Z
0

�F (t)

t
dt;

où �F est la fonction caractéristique de l�ensemble F:

Example 6 Pour l�ensemble F = [e; e2] � [1;1); on a

m1(F ) =

+1Z
0

�F (t)

t
dt =

e2Z
e

dt

t
= ln tje2e = 1:
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1.5 Les densités supérieures et inférieures

Dé�nition 1.5.1 [20] Les densités supérieures et inférieures d�un ensemble E � [0;1) sont
données respectivement par

dens(E) = lim
r!1

sup
m(E \ [0; r])

r
;

dens(E) = lim
r!1

inf
m(E \ [0; r])

r
:

Example 7 Pour l�ensemble E = [e; e2]; on a

dens(E) = lim
r!1

sup
m([e; e2] \ [0; r])

r

= lim
r!1

sup
m([e; e2])

r
= 0;

dens(E) = lim
r!1

inf
m([e; e2] \ [0; r])

r

= lim
r!1

inf
m([e; e2] \ [0; r])

r
= 0:

1.6 Les densités logarithmiques supérieures et inférieures

Dé�nition 1.6.1 [20] Les densités logarithmiques supérieures et inférieures d�un ensemble
F � [1;1) sont données respectivement par

log dens(F ) = lim
r!1

sup
m1(F \ [1; r])

ln r
;

log dens(F ) = lim
r!1

inf
m1(F \ [1; r])

ln r
:

Example 8 Pour l�ensemble F = [1; 2] � [1;1); on a

log dens(F ) = lim
r!1

sup
m1([1; 2] \ [1; r])

ln r

= lim
r!1

sup
m1([1; 2])

ln r
= 0:

Pour l�ensemble F = [2;1); on a

log dens(F ) = lim
r!1

inf
m1([2;1) \ [1; r])

ln r

= lim
r!1

inf
m1([2; r])

ln r

= lim
r!1

inf
ln r � ln 2
ln r

= 1:
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1.7 L�exposant de convergence des zéros

Dé�nition 1.7.1 [13] Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant et l�hyper-
exposant de convergence des zéros de la fonction f respectivement par

�(f) = lim
r!1

logN(r;
1

f
)

ln r
;

�2(f) = lim
r!1

log logN(r;
1

f
)

ln r

où

N(r;
1

f
) =

rZ
0

n(t;
1

f
)� n(0; 1

f
)

t
dt+ n(0;

1

f
) log r

telle que n(t;
1

f
) désigne le nombre des zéros de la fonction f dans le disque jzj � t.

Example 9 On cherche l�exposant et l�hyper-exposant de la fonction f(z) = cos z:

cos z = 0, eiz + e�iz

2
= 0

, e�2iz = �1
, 2z = � + 2k�,k 2 Z

, z =
�

2
+ k�; k 2 Z

, n(t;
1

f
) = 2

�
t

�

�

N(r;
1

f
) =

rZ
0

2
�
t
�

�
t

dt:

On sait que
t

�
� 1 <

�
t

�

�
� t

�

Donc

rZ
0

2( t
�
� 1)
t

dt < N(r;
1

f
) �

rZ
0

2 t
�

t
dt

2
r

�
�

rZ
0

2

t
dt < N(r;

1

f
) � 2 r

�
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2
r

�
�

rZ
1

2

t
dt � N(r; 1

f
) � 2 r

�

2
r

�
� 2 log r � N(r; 1

f
) � 2 r

�
:

Donc

N(r;
1

f
) � 2 r

�
:

D�où

N(r;
1

f
) = 2

r

�
+ o(1):

Ainsi
�(cos z) = 1; �2(cos z) = 0:

Dé�nition 1.7.2 [19] Un ensemble E � C est appellé un C0�ensemble si il peut être couvert
par un système de disques Uj = u(aj; rj) tels que

lim
R!1

1

R

X
fj:jaj j<Rg

rj = 0

Dé�nition 1.7.3 [19] La fonction indicatrice hA(�) de Phragemen Lindelof est dé�nie par

hA(�) = lim
r!1

sup
log jA(z)j

r�
:

1.8 Lemmes auxiliaires

Lemme 1.8.1 [13;p. 37 ] Soient f(z) une fonction méromorphe et k > 1 un nombre entier.
Si f est d�ordre in�ni, alors

m(r;
f (k)

f
) = S(r; f);

où S(r; f) = O(lnT (r; f) + ln r) à l�extérieur d�un ensemble de mesure linéaire �nie: Si f
est d�ordre �ni, alors

m(r;
f (k)

f
) = O(ln r):

Lemme 1.8.2 [13; p. 37] Pour toute fonction transcendante f; on a

T (r; f
0
) � 2T (r; f) +O(lnT (r; f) + ln r):

Lemme 1.8.3 [5] Soit f une fonction méromorphe transcendante d�ordre �ni �(f). Soit
" > 0 une constante réelle donnée, et soient k ; j deux entiers tels que k > j > 0: Alors, on
a les assertions suivantes :
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i) Il existe un ensemble E � (1;1) de mesure logarithmique �nie tel que pour tout z satis-
faisant jzj =2 E [ [0; 1]; on a ����f (k)(z)f (j)(z)

���� � jzj(k�j)(�(f)�1+"):
ii) Il existe un ensemble F � [0;1) de mesure linéaire �nie tel que pour tout z satisfaisant
jzj =2 F; on a ����f (k)(z)f (j)(z)

���� � jzj(k�j)(�(f)+"):
Lemme 1.8.4 [5] Soit f une fonction méromorphe transcendante. soient � > 1 une constante
donnée, k et j deux entiers tels que k > j � 0 : Alors il existe un ensemble E � (1;1) de me-
sure logarithmique �nie, et une constante c > 0; tels que pour tout z satisfaisant jzj =2 E[[0; 1];
on a ����f (k)(z)f (j)(z)

���� � c �T (�r; f)r
(log r)� log T (�r; f)

�k�j

Lemme 1.8.5 [15 � 16]Soit T : (0;1) �! (1;1) une fonction non constante croissante
d�ordre inférieur �ni

� = lim
r!1

inf
lnT (r)

ln r
:

Pour �1 > � ; on de�nit
E(�1) = fr � 1 : T (r) < r�1g:

Alors
log dens(E(�1)) > 0

Preuve. [17]On suppose le contraire que log dens(E(�1)) = 0; nous obtiendrons une contra-
duction.
On a

�1 > � =)
�

�1
< 1

=)
( �
�1
+ 1)

2
< 1

Pour tout nombre réel donné � =
( �
�1
+1)

2
< 1; il existe r0 = r0(�) > 1 tel que

log dens(E(�1)) = lim
r!1

sup
m1(E(�1) \ [1; r])

log r

= lim
r!1

sup
1

log r

Z
E(�1)\[1;r]

dt

t
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= 0 <
1� �
2

pour tout r0 < r: On a

1 < r0 = r
� < r =) [r�; r] � [1; r]:

Donc Z
E(�1)\[r�;r]

dt

t
<
1� �
2

log r:

Ensuite, on a
[r�; r] = [r�; r] [?

= [r�; r] [ (E(�1) \ Ec(�1)
= ([r�; r] \ E(�1)) [ ([r�; r] \ (Ec(�1)):

Alors

(1� �) log r =
rZ

r�

dt

t
=

Z
E(�1)\[r�;r]

dt

t
+

Z
Ec(�1)\[r�;r]

dt

t

<
1� �
2

log r +

Z
Ec(�1)\[r�;r]

dt

t
:

Ainsi
1� �
2

log r <

Z
Ec(�1)\[r�;r]

dt

t
:

Il existe
t 2 Ec(�1) \ [r�; r] =) t 2 Ec(�1) et t 2 [r�; r]
=) T (t) � t�1 et t � r i. e., T (t) � T (r)

Alors pour tout � < 1; on a
r��1 � t�1 � T (t) � T (r)

pour touts r0 < r. Par conséquent

��1 �
lnT (r)

ln r
:

Par passage à la limite on obtient ��1 � �; ce qui donne

(
( �
�1
+ 1)

2
)�1 � � =)

�1 + �

2
� �

=) �1 � �:
C�est une contradiction avec le choix de �:

�
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Lemme 1.8.6 [17]Soient A(z) et B(z) deux fonctions entières avec �(A) < �(B) : Alors
pour tout " 2 (0; �(B)��(A)

2
) donné, il existe un ensemble E � [1;1) avec log dens(E) > 0 tel

que
T (r; A) < r�(A)+"

T (r; B) > r�(B)�"

pour tout r 2 E:

Preuve. [17]Pour tout " 2 (0; �(B)��(A)
2

), on pose

E0(") = fr � 1 : T (r; A) < r�(A)+"g:

Par le Lemme 1.8.5, on obtient log dens(E0(")) > 0: Pour " 2 (0; �(B)��(A)
2

), il existe une
constante r0 > 1; tel que

T (r; B) > r�(B)�"

pour tout r > r0: Posons E = E0(") \ [r0;1): On a évidemment

[r0;1) � [1;1) =) [r0;1) \ [1;1) = [r0;1):

Ainsi
m1(E \ [1; r]) = m1(E0(") \ [r0;1) \ [1; r])

= m1(E0(") \ [r0;1)):
Par passage à la limite on a alors

log dens(E) = log dens(E0) > 0

�

Lemme 1.8.7 [2] Soit f une fonction entière avec 0 � �(f) < 1: Notons

m(r) = inf
jzj=r

log jf(z)j

et
M(r) = sup

jzj=r
log jf(z)j:

Alors pour tout � 2 (�(f); 1); on a

log dens(fr 2 [1;1) : m(r) > M(r) cos ��g) � 1� �(f)
�
:

Lemme 1.8.8 [8] Soient g : [0;1) ! R et h : [0;1) ! R deux fonctions monotones
croissantes telles que g(r) � h(r) à l�extérieur d�un ensemble exceptionnel E avec dens(E) <
1. Alors pour tout � >

1

1� dens(E)
; il existe un r0 > 0 tel que

g(r) � h(�r)

pour tout r > r0 :
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Preuve. [17] Soit F = [0;1)nE et � > 1

1� dens(E)
: Nous a¢ rmons qu�il existe un r0 > 0

tel que, pour tout r � r0; l�intervalle [r; �r] rencontre l�ensemble F . Supposons le contraire
de cette a¢ rmation : qu�il existe une suite frng � (0;1) telle que rn ! 1 quand n ! 1;
et [rn; �rn] � E pour chaque n 2 N. Dé�nissons l�ensemble

I =
1[
n=1

[rn; �rn]

Alors I � E; mais

dens(I) = lim
n!1

sup
m(I \ [0; rn])

rn

� lim
n!1

sup
m(I \ [0; �rn])

rn

� lim
n!1

sup
m(I \ [0; �rn])

�rn

� lim
n!1

sup
m([rn; �rn])

�rn

� lim
n!1

m([rn; �rn])

�rn
=
�� 1
�

�

1

1� dens(E)
� 1

1

1� dens(E)

= dens(E)

ce qui est une contraduction avec I � E: Finalement, soit r � r0 et prenons t 2 [r; �r] \ F:
Alors

r � t � �r =) g(r) � g(t)
et

t 2 [0;1)nE =) g(t) � h(t):
Donc on obtient

g(r) � g(t) � h(t) � h(�t)
par la monotonie de g(r) et h(t): �

Lemme 1.8.9 [17]Soit f une fonction entière telle que �(f) < �(f); et posons �(f) < a <
b < �(f). Alors les ensembles

E = fr � 0 : T (r; f) < rag
F = fr � 0 : T (r; f) > rbg

sont de densité inférieur zéro et de densité supérieur un.
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Preuve. [17]D�une part, nous avons

ra � T (r; f); r =2 E:
Si dens(E) < 1, alors par le Lemme 1.8.8, il existe une constante � > 1 et r0 > 0 tels que
pour tout t = �r; on a

(
t

�
)a � T (�: t

�
; f), a ln(

t

�
) � lnT (t; f)

, a � lnT (t; f)

ln t
:

ln t

ln t� ln�

Par passage à la limite inférieure on obtient a � �(f) car lim
t!1

inf
ln t

ln t� ln� = 1:
C�est une

contradiction, donc
dens(E) = 1

D�autre part, on a
T (r; f) < ra; r =2 Ec;

où Ec = [0;1)nE ; si dens(Ec) < 1. Alors par le Lemme 1.8.8, il existe une constante � > 1
et r0 > 0 tels que pour tout t = �r; on a

T (
t

�
; f) < ta , ln T (

t

�
; f) < a ln t

,
ln T (

t

�
; f)

ln
t

�

ln
t

�
ln t

� a

Par passage à la limite supérieure, on obtient �(f) < a; c�est une contradiction, donc

densEc = 1

Puis, nous avons
dens(Ec) = 1� dens(E)

on conclut que dens(E) = 0 �
Lemme 1.8.10 [6] Soit f une fonction entière non constante. Alors il existe un nombre
R > 0 tel que pour tout r � R il existe zr avec jzrj = r satisfaisant���� f(zr)f 0(zr)

���� � r:
Lemme 1.8.11 [18] Soit f une fonction entière non constante d�ordre � < 1: Soit pour
� 2 (0; 1) et r > 0, on a

Ur =

�
� 2 [0; 2�) : r

����f 0(rei�)f(rei�)

���� � �n(r; 0; f)� :
Alors pour M > 3; il existe un ensemble EM � [1;1) avec densité logarithmique inférieure
au moins 1� 3

M
tel que

m(Ur) >

�
1� �

7M(�+ 1)

�2
; r 2 EM :



Chapitre 2

Sur la relation entre l�ordre inférieur
des coe¢ cients et la croissance des
solutions des équations di¤érentielles
linéaires

2.1 Résultats principaux

Il y a beaucoup de résultats sur la croissance des solutions des équations di¤érentielles
linéaires lié à la croissance des coe¢ cients en terme d�ordre usuel.

Le but principal dans ce mémoire est de montrer que les conclusions très similaires
peuvent obtenues si l�ordre usuel est remplacé par l�ordre inférieur.

Notre point de départ est un résultat dû à G.G.Gundersen.

Théorème A : [5] Soient A(z) et B(z) deux fonctions entières avec �(A) < �(B) : Alors
chaque solution non triviale de (0:0:1) est d�ordre in�ni.
Notre réponse au Théorème A on peut remplacé l�ordre usuel par l�ordre inférieur .

Théorème 2.1.1 Soient A(z) et B(z) deux fonctions entières avec �(A) < �(B): Alors
chaque solution non triviale de (0:0:1) est d�ordre in�ni.
Pour que (0:0:1) posséde une solution non triviale d�ordre �ni, il faut donc que �(B) � �(A)
: Pour l�égalité voir l�example 10.

Le Théorème A nous laisse une question sur ce qui pourrait arriver si �(B) � �(A):
Puisque f(z) = �z est une solution de f 00 � zezf 0 + ezf = 0; alors les solutions polynômiales
sont possibles dans le cas �(A) = �(B): On sait que si A(z) et B(z) sont entières véri�ant
�(B) < �(A), alors toute solution f de (0:0:1) satisfait �(f) � �(A) [11; Théorème 2] : À
la suite de ce raisonnement, nous montrons que l�ordre usuel peut être remplacé par l�ordre
inférieur.
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Corollaire 2.1.1 Soient A(z) et B(z) deux fonctions entières avec �(B) < �(A) : Alors
toute solution non triviale f de (0:0:1) satisfait �(f) � �(A) :

L�exemple précédent f
00 � zezf 0 + ezf = 0 avec la solution polynôme f(z) = �z montre

également que la conclusion dans le corollaire est fausse si �(A) = �(B):
Ici nous citons un résultat de Kwon:
Théorème B : [11] Soient A(z) et B(z) deux fonctions entières avec avec 0 < �(B) < 1

2
;

et on suppose qu�il existe une constante réelle � < �(B) et un ensemble E� � [1;1) avec
dens(E�) = 1 tel que pour tout r 2 E�; on a

min
jzj=r

jA(z)j � exp(r�):

Alors toute solution f non triviale de (0:0:1) satisfait �2(f) � �(B):
Une fois de plus, l�ordre usuel dans le Théorème B peut être remplacé par l�ordre

inférieur. Mais au détriment du remplacement de la condition de densité par la condition de
densité logarithmique.

Théorème 2.1.2 Soient A(z) et B(z) deux fonctions entières avec 0 < �(B) < 1
2
; et

on suppose qu�il existe une constante réelle � < �(B) et un ensemble E� � [1;1) avec
log dens(E�) = 1 tel que pour tout r 2 E�;on a

min
jzj=r

jA(z)j � exp(r�):

Alors tous solution f non triviale de (0:0:1) satisfait �2(f) � �(B):

Ensuite, nous voyons que dans [6; Théorème 6], les ordres usuels �(B) et �(A) peuvent
être remplacés respectivement par les ordres inférieurs �(B) et �(A): La preuve est di¤érente
de celle de [6; Théorème 6] dans le sens où nous utilisons (0:0:1), ce qui n�est pas nécessaire
pour prouver [6; Théorème 6].

Théorème 2.1.3 Soient A(z) et B(z) deux fonctions entières avec �(B) < �(A) < 1
2
:

Alors, chaque solution non triviale de (0:0:1) est d�ordre in�ni.

Dans les résultats restants, la fonction T (r; A) et logM(r; A) sont asymptotiquement com-
parables, où A(z) est la fonction coe¢ cient dans (0:0:1).
Théorème C : [12] On suppose que A(z) et B(z) sont deux fonctions entières avec �(B) <
�(A) < 1; et T (r; A) � logM(r; A) quand r ! 1 à l�éxtèrieur d�un ensemble de densité

logarithmique supérieure strictement inférieure à
�(A)� �(B)

�(A)
: Alors toute solution non

triviale de (0:0:1) est d�ordre in�ni.
Avant le Théorème C, la même conclusion a été prouvée sous les hypothèses plus

fortes selon lesquelles �(B) < �(A) < 1 et T (r; A) � logM(r; A) quand r ! 1 en dehors
de l�ensemble de la mesure logarithmique �nie, voir [15].
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Ensuite, nous indiquons un résultat analogue impliquant l�ordre inférieur et une classe de
fonctions entières A(z) satisfaisant

T (r; A) � � logM(r; A) , r !1 (2.1.1)

en dehors d�un ensemble exceptionnel, où � 2 (0; 1].
Dans la preuve du résultat suivant, nous utilisons une estimation de [18] pour l�inverse

d�une dérivée logarithmique. Cette estimation n�est pas nécessaire pour prouver leThéorème
C.

Théorème 2.1.4 On suppose que A(z) et B(z) sont deux fonctions entières avec �(B) <
�(A) <1 et (2:1:1) est satisfaite à l�extérieur d�un ensemble de densité logarithmique supé-
rieure zéro. Alors toute solution non triviale de (0:0:1) satisfait

�(f) � �(A)� �(B)
21(�(A) + �(B))

p
2�(1� �)

� 1; � 2 (0; 1).

Si � = 1 alors �(f) =1 :

2.2 Preuve de Théorème 2.1.1

Preuve. On suppose le contraire de l�assertion, qu�il existe une solution non triviale f
de (0:0:1) telle �(f) < 1: Par le Lemme 1.8.3 (i), il existe un ensemble E1 � (1;1) avec

m1(E1) =

Z
E1

dt

t
<1; tel que pour tout z satisfaisant jzj =2 E1 [ [0; 1]

����f (k)(z)f(z)

���� � jzjk�(f); k = 1; 2: (2.2.1)

D�après le Lemme 1.8.6, on a pour tout " 2 (0; �(B)��(A)
2

) donné, il existe un ensemble
E2 � [1;1) avec log dens(E2) > 0 tel que

T (r; A) < r�(A)+" (2.2.2)

T (r; B) > r�(B)�"

pour tout r 2 E2: Posons E = E2n(E1 [ [1; 0]); on a log dens(E) > 0: En e¤et,

log dens(E) = lim
r!1

sup
m1(E \ [1; r])

log r

et
m1(E \ [1; r]) = m1(E2n(E1 [ [0; 1]) \ [1; r])

= m1(E2 \ (E1 [ [0; 1])c \ [1; r])

= m1(E2 \ [1; r] \ Ec1 \ [0; 1]c)
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= m1(E2 \ [1; r]) +m1(E
c
1 \ [0; 1]c)�m1((E2 \ [1; r]) [ (Ec1 \ [0; 1]c))

= m1(E2 \ [1; r]) +m1(E
c
1 \ [0; 1]c)�m1((E2 [ Ec1) \ (E2 [ [0; 1]c) \ (E2 [ [1; r]))

et on a log dens(E2) > 0 : Par conséquent, il existe une suite (rj) dans E avec rj ! 1
quand j !1 telle que jzj = r = rj. De l�équation di¤érentielle

(0:0:1) =) �B(z) = f
00

f
+ A(z)

f 0

f

ce qui implique

m(rj; B) � m(rj; A) +m(rj;
f
00

f
) +m(rj;

f
0

f
) +O(1):

Puisque les fonctions A et B sont des entières, alors

N(rj; A) � N(rj; B) � 0:

Donc

T (rj; B) � T (rj; A) +m(rj;
f
00

f
) +m(rj;

f
0

f
) +O(1) (2.2.3)

D�autre part, par le lemme 1.8.1 on obtient

m(rj;
f
00

f
) = O(ln rj);

m(rj;
f
0

f
) = O(ln rj)

Alors (2:2:3) donne

T (rj; B) � T (rj; A) +O(ln rj) +O(1) = T (rj; A) +O(ln rj) (2.2.4)

De(2:2:2)et (2:2:4) on obtient

r
�(B)�"
j � T (rj; B) � T (rj; A) +O(ln rj) � r�(A)+"j +O(ln rj)

ln r
�(B)�"
j � ln[r�(A)+"j +O(ln rj)]

(�(B)� ") ln rj � (�(A) + ") ln rj + ln
"
1 +O

 
ln rj

r
�(A)+"
j

!#

Évidemment, c�est une contradiction avec �(A) < �(B) pour j assez grand: Alors toute
solution nont triviale de (0:0:1) est d�ordre in�ni.

�
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2.3 Preuve de Corollaire 2.2.1 :

Preuve. On suppose que f est une solution non triviale de (0:0:1): Alors

f
00

f 0
+B(z)

f

f 0
= �A(z)

ce qui donne

m(r; A) � m(r; f
00

f 0
) +m(r; B) +m(r;

f

f 0
) +O(1)

Puisque A et B sont des fonction entières, alors

T (r; A) � m(r; f
00

f 0
) + T (r; B) +m(r;

f

f 0
) +O(1)

On pose
f
0
= h =) f

00
= h

0

Donc

m(r;
f
00

f 0
) = m(r;

h
0

h
):

Et d�après le lemme1.8.1, on a

m(r;
f
00

f 0
) = O(ln r + lnT (r; f)):

Alors

T (r; A) � T (r; B) +m(r; f
f 0
) +O(ln r + lnT (r; f)):

Des lemmes 1.8.1 et 1.8.2 et le premier théorème de Nevanlinna, on a

m(r;
f

f 0
) � m(r; f) +m(r; 1

f 0
)

� T (r; f) + T (r; 1
f 0
)

� T (r; f) + T (r; f 0) +O(1)
� T (r; f) + 2T (r; f) +O(ln rT (r; f)) +O(1)

� 3T (r; f) +O(ln rT (r; f)) +O(1):
Alors

T (r; A) � T (r; B) + 3T (r; f) +O(ln r + lnT (r; f)) (2.3.1)

quand r ! 1 et r =2 F; où m(F ) < 1: Puisque la mesure linéaire est �nie alors la mesure
logarithmique est �nie, par passage à la limite on obtient

log dens(F ) = 0:
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Donc d�après l�inverse du Lemme 1.8.6 on a, pour tout " 2 (0; �(A)��(B)
2

) donné

T (r; A) � r�(A)�" (2.3.2)

T (r; B) � r�(B)+" (2.3.3)

pour tout r 2 E: De (2:3:1) et (2:3:2) on obtient

r�(A)�" � r�(B)+" + 3T (r; f) +O(ln r + lnT (r; f))

r�(A)�"[1� r�(B)��(A)+2"] � 3T (r; f) +O(ln r + lnT (r; f))

�(A)� "+
ln
�
1� r�(B)��(A)+2"

�
ln r

� lnT (r; f)

ln r
+

ln

�
3 +

K(ln r + lnT (r; f))

T (r; f)

�
ln r

Par passage à la limite supérieure on obtient le résultat . �

2.4 Preuve de théorème 2.1.2

Preuve. Soient � et � deux constantes satisfaisant 0 < � < � < �(B); et soit f une solution
non triviale de (0:0:1). D�après l�hypothese du théorème, il existe un ensemble E� � [1;1)
avec log dens(E�) = 1 tel que A(z) véri�e

min
jzj=r

jA(z)j � exp(r�)

pour tout r 2 E�:Posons

E1 = fz : jzj = r 2 E�; jA(z)j = min
jzj=r

jA(z)jg:

Alors
log dens(fjzj : z 2 E1g) = 1

et
jA(z)j � exp(r�) (2.4.1)

pour tout z 2 E1: On applique le Lemme 1.8.7 sur B(z), alors pour tout � 2 (�(B); 12); il
existe un ensemble E2 � [1;1) et log dens(E2) � 1 � �(B)

�
tels que pour tout jzj = r 2

E2n[0; r0] où r0 > 1 une constante, on a

log jB(z)j > inf
jzj=r

log jB(z)j > sup
jzj=r

log jB(z)j cos �� (2.4.2)

> log sup
jzj=r

jB(z)j cos �� > cos �� logM(r; B): (2.4.3)

Par la dé�nition de l�ordre inférieur, on a pour tout " > 0; il existe r0 > 0; tel que

logM(r; B) > r�(B)�
"
2 (2.4.4)
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pour tout r > r0 : Donc de (2:4:2)et(2:4:4) on obtient

log jB(z)j > cos ��r�(B)� "
2

et on a pour tout r > r0.

cos(��)r�(B)�
"
2

r�(B)�"
! +1; (r ! +1)

d�où
log jB(z)j > cos(��)r�(B)� "

2 > r�(B)�"

On pose �(B)� " = � car �(B) > �: Ainsi

jB(z)j > exp(cos��r�(B)� "
2 ) > exp r�: (2.4.5)

Par le lemme 1.8.4, il existe un ensemble E3 � (1;1) avec m1(E3) < 1 et on prend
f� = 2; j = 0g ����f (k)(z)f(z)

���� � c1 �T (2r; f)r
(log r)2 log T (2r; f)

�k
; k = 1; 2; ::

pour tout z satisfaisant jzj =2 E3 [ [0; 1]: Puisque jzj = r =2 E3 � (1;1) alors (log r)2

r
< 1 et

on sait que (log T (�r; f))k < T (�r; f): Alors����f (k)(z)f(z)

���� � d[T (2r; f)]k+1; k = 1; 2; ::: (2.4.6)

où d est une constante . Pour k = 1����f 0(z)f(z)

���� � dT (2r; f)2 � d(T (2r; f))4
Pour k = 2 ����f 00(z)f(z)

���� � dT (2r; f)4
8jzj =2 E3 [ [0; 1]:
On pose E4 = fjzj : z 2 E1g \ (E2n([0; r0] [ E3)g

E4 = fjzj : z 2 E1g \ (E2n([0; r0] [ E3)g

= fjzj : z 2 E1g \ E2 \ ([0; r0] [ E3)c

= fjzj : z 2 E1g \ E2 \ [0; r0]c \ Ec3
E4 \ [1; r] = fjzj : z 2 E1g \ E2 \ [0; r0]c \ Ec3 \ [1; r]
m1(E4 \ [1; r]) = m1(fjzj : z 2 E1g \ E2 \ [0; r0]c \ Ec3)
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m1(E2\[1; r])+m1(fjzj : z 2 E1g\[0; r0]c\Ec3)�m1((E2\[1; r])[[fjzj : z 2 E1g\[0; r0]c\Ec3])

Puisque logdens(E2) � 1 � �(f)

�
> 0 alors logdens(E4) > 0: Donc, Il existe une suite (rj)

dans E4 avec rj !1 quand j !1 telle que (2:4:1); (2:4:5); (2:4:6); pour tout jzj = r = rj:
D�autre part de (0:0:1); on a

jB(z)j �
����f 00(z)f(z)

����+ jA(z)j ����f 0(z)f(z)

���� : (2.4.7)

Donc, de (2:4:7); (2:4:1); (2:4:5); (2:4:6); on a

exp(r�j ) � (1 + exp(r
�
j ))dT (2rj; f)

4 (2.4.8)

Ainsi, on a

� < � < 1 =) exp(r�j ) < exp(r
�
j )

donc
exp(r�j ) + 1

exp(r�j )
=
exp(r�j )

exp(r�j )
+

1

exp(r�j )
< 1 =) exp(r�j ) + 1 = exp(r

�
j )o(1):

Alors

exp(r�j )

(1 + exp(r�j ))
=

exp(r�j )

exp(r�j )o(1)
= exp(r�j ): exp[�(r

�
j )o(1)] = exp((1� o(1))r

�
j ):

D�où

exp((1� o(1))r�j ) � dT (2rj; f)4

quand j !1: Donc

(1� o(1))r�j � log T (2rj; f)4 =) log r�j � log 4 log T (2rj; f)

=) � � log 4 + log log T (2rj; f)

log rj

=) � � log+ log+ T (2rj; f)

log rj
:

Alors

� � lim
r!1

sup
log+ log+ T (2rj; f)

log rj
:

Comme � < �(B) est arbitraire, on obtient �2(f) � �(B): �
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2.5 Preuve de théorème 2.1.3

Preuve. On suppose le contraire de l�assertion, qu�il existe une solution non triviale
de(0:0:1) avec �(f) < 1: Nous visons une contraducion. Soit � une constante satisfai-
sant �(B) < � < �(A) < 1

2
: On applique le Lemme1.8.7 sur A(z) . Alors pour tout

� 2 (�(A); 1
2
) il existe un ensemble E1 � [1;1) avec log dens(E1) � 1 � �(A)

�
tel que

pour tout jzj = r 2 E1n[0; r0] où r0 > 1 une constante, on a

log jA(z)j > inf
jzj=r

log jA(z)j > sup
jzj=r

log jA(z)j cos �� (2.5.1)

> log sup
jzj=r

jA(z)j cos �� > logM(r; A) cos ��: (2.5.2)

D�autre part, par la dé�nition de l�ordre inférieur on a pour tout " > 0; il existe r0 > 0 tel
que

T (r; A) = logM(r; A) > r�(A)�
"
2 (2.5.3)

pour tout r > r0. De (2:5:1)et(2:5:3) on obtient

log jA(z)j > cos(��)r�(A)� "
2

et on a pour tout r > r0
cos(��)r�(A)�

"
2

r�(A)�"
!1; (r !1):

D�où
log jA(z)j > cos(��)r�(A)� "

2 > r�(A)�"

On pose �(A)� " = � car �(A) > � . Donc

jA(z)j > exp(cos(��)r�(A)� "
2 ) > exp r�: (2.5.4)

Par le Lemme 1.8.3 il existe un ensemble E2 � (1;1) avec m1(E2) < 1 tel que (2:4:6)
est satisfaite pour tout z avec jzj = r =2 E2 [ [0; 1]: Par consequent de (0:0:1), (2:4:6) et
(2:5:4) il existe un ensemble E3 = E1n(E2 [ [0; r0]) avec log dens(E3) > 0 tel que pour tout
z satisfaisant jzj = r 2 E3; on a

exp r�
����f 0(z)f(z)

���� � jA(z)j ����f 0(z)f(z)

���� � jB(z)j+ jzj2�(f) (2.5.5)

Par le Lemme1.8.10, il existe un nombre réel R > 0 tel que pour tout r � R; il existe un zr
avec jzrj = r satisfaisant ���� f(z)f 0(z)

���� � r (2.5.6)

Donc, en combinant (2:5:5) et (2:5:6); il existe un ensemble E4 = E3 \ [R;1) avec

log dens(E4) = log dens(E3) > 0
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tel que pour tout jzj = r 2 E4 on a

exp r�

r
� jB(z)j+ jzj2�(f)

ce qui donne

�+
log[1� log r

r�
]

log r
� log log jB(z)j

log r
+
log[2�(f) log r]

log r

Par passage à la limite inférieure on obtient � < �(B) c�est une contraduction avec �(B) < �
: �

2.6 Preuve de théorème 2.1.4 :

Preuve. On de�nit

M" =
3(�(A) + �(B))

�(A)� �(B)� 2" (2.6.1)

où " 2
�
0 2; �(A)� �(B)

2

�
: Alors pour � 2 (0; 1) l�assertion est équivalente à �(f) �

1

7M0

p
2�(1� �)

� 1: On peut supposer que 1

7M0

p
2�(1� �)

> 1; car autrement l�assertion

est triviale. Supposons le contraire que (0:0:1) admet une solution non triviale f pour laquelle

�(f) <
1

7M0

p
2�(1� �)

� 1

Soit " > 0 assez petit pour que

�(f) <
1� "

7M"

p
2�(1� �)

� 1 < 1

7M0

p
2�(1� �)

� 1:

Alors
1

�(f) + 1
>
7M"

p
2�(1� �)
1� " =)

�
1� "

7M"(�(f) + 1)

�2
> 2�(1� �)

On de�nit

Ur = f� 2 [0; 2�) : r
����f 0(rei�)f(rei�)

���� � "n(r; 0; f)g: (2.6.2)

Par le Lemme 1.8.11, il existe un ensemble EM" � [1;1) avec log dens(EM") � 1 �
3

M"

tel
que

m(Ur) >

�
1� "

7M"(�(f) + 1)

�2
> 2�(1� �); r 2 EM" :

Soit 0 < d < 1 donné, on de�nit

Id(r) = f� 2 [0; 2�) : log jA(rei�)j < (1� d) logM(r; A)jg: (2.6.3)
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Alors, on a [0; 2�] = Id(r) [ Icd(r); ce qui donne

2�T (r; A) =

2�Z
0

T (r; A)d� =

Z
Id(r)

log+ jA(rei�)jd� +
Z

Icd(r)

log+ jA(rei�)jd�

� (1� d)m(Id(r)) logM(r; A) +m(Icd(r)) logM(r; A)
= (1� d)m(Id(r)) logM(r; A) + (2� �m(Id(r))) logM(r; A): (2.6.4)

Par (2:1:1) on a 2�T (r; A) � 2�� logM(r; A) quand r ! 1 à l�extérieur d�un ensemble de
densité logarithmique supérieur à zéro. Alors nous divisons par logM(r; A) dans (2:6:4) pour
conclure que

2�� logM(r; A) � (1� d)m(Id(r)) logM(r; A) + (2� �m(Id(r))) logM(r; A)

=) m(Id(r)) � 2�
1� �
d

quand r !1

à l�extérieur d�un ensemble de densité logarithmique supérieur à zéro. Par conséquent, pour
d 2 (0; 1) assez proche de 1; il existe un ensemble F1 � [1;1) avec log dens(F1) = 1 tel que

m(Ur) > m(Id(r)); r 2 F1 \ EM" : (2.6.5)

Par le même raisonnement que dans [6; p:426]; on sait qu�il existe au moins un zéro pour une
solution non triviale de (0:0:1): D�après le Lemme 1.8.11 et (2:6:5) il existe �0 2 UrnId(r); tel
que pour r 2 F1 \ EM" su¢ sament grand;

r

����f 0(rei�)f(rei�)

���� � ": (2.6.6)

Il existe un r0 > 1, tel que pour tout r � r0;

logM(r; A) > r�(A)�
"
2 :

Donc pour �0 2 UrnId(r) et r 2 F1 \ fr : r � r0g

log jA(rei�0)j � (1� d) logM(r; A) � (1� d)r�(A)� "
2 : (2.6.7)

Il existe une suite (rn) avec rn !1 quand n!1 telle que pour n su¢ sament grand

logM(rn; B) < r
�(B)+"
n :

On pose

F2 =
[
n

2664r
�(B) + "

�(A)� "
n ; rn

3775
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Alors

log dens(F2) = lim
rn!1

sup
1

log rn

rnZ
1

1

t
dt = 1:

D�autre part
�(A)� �(B)� 2"

�(A)� " = 1� �(B) + "
�(A)� " < 1:

D�où

log dens(F2) >
�(A)� �(B)� 2"

�(A)� " :

Pour tout r 2

2664r
�(B) + "

�(A)� "
n ; rn

3775 on a
logM(r; B) < logM(rnr; B) < r

�(B)+"
n0BB@r

�(B) + "

�(A)� "
n

1CCA
�(A)�"

< r�(A)�" (2.6.8)

Par le Lemme 1.8.3, il existe un ensemble F3 � (1;1) avec m1(F3) < 1 tel que (2:4:6) est
satisfaite pour tout z satisfaisant jzj = r =2 F3[ [0; 1]. On note que l�ensemble F0 = EM"\fr :
r � r0gF1 \ F2 satisfait

log dens(F0) = lim
rn!1

sup
1

log rn
m1(EM" \ fr : r � r0gF1 \ F2 \ [1; r])

= lim
rn!1

sup
1

log rn
m1(EM" \ F1 \ F2 \ [1; r])

� log dens(F2)� log dens(EcM"
)� log dens(F c1 )

= log dens(F2)� (1� log dens(EM"))� (1� log dens(F1))

� �(A)� �(B)� 2"
�(A)� " � (1� 1� 3

M"

)

� �(A)� �(B)� 2"
�(A)� " � 3

M"

> 0

Donc, il existe une suite (tj) dans F0n(F3 [ [0; 1]) avec tj ! 1 quand j ! 1 telle que
(2:6:6) et (2:6:7) et (2:6:8) et (2:4:6) sont satisfaites pour jzj = r = tj. Donc par (0:0:1); et
on pose z = tjei�0 ; on obtient

jA(tjei�0)
����f 0(tjei�0)f(tjei�0)

���� � jB(tjei�0)j+
�����f

00
(tje

i�0)

f(tjei�0)

����� :



28
Sur la relation entre l�ordre inférieur des coe¢ cients et la croissance des

solutions des équations di¤érentielles linéaires

Ainsi
exp((1� d)t�(A)�

"
2

j )
"

tj
� exp(t�(A)�"j ) + t

2�(f)
j

Puisque
exp((1� d)t�(A)�

"
2

j ) "
tj

exp(t
�(A)�"
j ) + t

2�(f)
j

! +1

quand j ! 1 : Donc c�est une contraduction. Soit � = 1 et supposons le contaire de
l�assertion que �(f) <1. On de�nit M" et Ur comme dans (2:6:1) et (2:6:2). Par le Lemme
1.8.12, il existe un ensemble EM" � [1;1) avec

log dens(EM") � 1�
3

M"

tel que

m(Ur) >

�
1� "

7M"(�(f) + 1)

�2
> 0; r 2 EM" :

Ensuite on de�nit Id(r) comme dans (2:6:3) et on conclut que pour � = 1 on a m(Id(r))! 0
quand r ! 1 à l�extérieur d�un ensemble de densité logarithmique supérieure nulle. Par
consequent, il existe un ensemble F1 � [1;1) avec log dens(F1) = 1 tel que

m(Ur) > m(Id(r)) ; r 2 F1 \ EM" (2.6.9)

Le reste de preuve est le même que dans le cas � < 1: �

2.7 Exemples :

Nous donnons des exemples qui illustrent certaines possibilités qui peuvent se produire dans
nos résultats et nos conditions. Les deux premiers montrent que �(B) � �(A) l�égalité ou
l�inégalité est stricte lorsque (0:0:1) possède une solution d�ordres �ni.

Example 10 Soit H(z) est une fonction d�ordre inférieur �ni et positive,et soit k un entier
positive. Alors f(z) = exp(zk) solution de (0:0:1); où

A(z) = H(z)� kzk�1

B(z) = �(k(k � 1))� kzk�1H(z)
(i) On prend H(z) = cos z ; k = 2 ; et

A(z) = cos z � 2z

B(z) = �2� 2z cos z

Alors f(z) = exp(z2) est une solution de

f
00
+ (cos z � 2z)f 0 + (�2� 2z cos z)f = 0
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D�autre part on a
�(cos z) = 1 > 0 ; �(f) = 2

On sait que �(�2z) = 0 < �(cos z) : Alors par la Proposition 1.3.1 on a

�(A) = �(cos z) = 1:

Même chose pour B(z): Puisque �(�2z) = 0 < �(cos z) alors par la Proposition 1.3.1 on a

�(B) = �(cos z) = 1:

Donc
�(B) = �(A) = �(H):

(ii) On prend H(z) = exp z2 ; k = 3 ;et

A(z) = exp z2 � 3z2

B(z) = �6z � 3z2 exp z2

Alors f(z) = exp z3 est une solution de

f
00
+ (exp z2 � 3z2)f 0 + (�6z � 3z2 exp z2)f = 0:

D�autre part on a
�(exp z2) = 2 > 0; �(f) = 3:

On sait que �(�3z2) = 0 < �(exp z2) alors par la Proposition 1.3.1, on a

�(A) = �(exp z2) = 2:

Même chose pour B(z). Puisque

�(�6z) = �(3z2) = 0 < �(exp z2):

Alors par la Proposition 1.3.1, on a

�(B) = �(exp z2) = 2:

Donc
�(B) = �(A) = �(H):

Example 11 Soit Q(z) un polynôme non constant, et soit B(z) une fonction entière avec
�(B) � �(B) < deg(Q) : De plus, soit f la primitive de eQ(z) satis�sant �(f) = deg(Q) ; et
on dé�nit

A(z) = �Q0(z)�B(z)fe�Q(z):
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Alors f est une solution de (0:0:1):
i) On prend

Q(z) = z ; B(z) = z2 ; f(z) = ez + a =

Z
ez ,a 6= 0,1 ; A(z) = �1� z2(ez + a)e�z:

On a
�(f) = deg(Q) = 1

car
ez = �a() z = log jaj+ iArg(�a) + 2ik�; k 2 Z

jzj � t()
p
(log jaj)2 + (Arg(�a) + 2k�)2 � t

() (Arg(�a) + 2k�)2 � t2 � (log jaj)2

() �
p
t2 � (log jaj)2 + Arg(�a) � 2k� �

p
t2 � (log jaj)2 � Arg(�a)

() �
p
t2 � (log jaj)2 + Arg(�a)

2�
� k �

p
t2 � (log jaj)2 � Arg(�a)

2�
:

Donc

n(t;
1

f
) �

p
t2 � (log jaj)2

2�
� t

�
,t!1

() N(t;
1

f
) =

rZ
0

t

�
+ o(1)

t
dt

() N(t;
1

f
) =

t

�
+ o(1)

() � = 1:

Alors f(z) = ez + a est une solution de

f
00
+ (�1� z2(ez + a)e�z)f 0 + z2f = 0:

D�autre part
�(B) = �(B) = 0 < deg(Q)

et �(z2) = 0 < �(e�z): Alors

�(A) = �(A) = �(e�z) = 1:

D�où

�(B) = �(B) = 0 < deg(Q) = �(A) = �(A) = �(f) = �(f):

Les deux exemples suivants illustrent la condition dans le Théorème 2.1.4.
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Example 12 f(z) = e�z est solution de

f
00
+ ezf

0
+ (ez � 1)f = 0

On a
A(z) = ez

Alors

T (r; A) =
1

2�

2�Z
0

ln+ jf(rei')j d'

=
1

2�

2�Z
0

ln+ er cos' d'

=
1

2�

�
2Z

��
2

r cos' d';

=
r

2�
sin'j

�
2

��
2

=
r

�
D�autre part

M(r; A) = max
jzj=r

jezj;

jezj = er cos' � er

et il existe '0 = 2k� ,k 2 Z tel que er cos'0 = er . Donc

max
jzj=r

jezj = er

Alors
logM(r; A) = r

ce qui donne

T (r; A) � � logM(r; A) , � = 1

�

Example 13 Soit A(z) = P1(z)eQ1(z)+:::+Pn(z)eQn(z) où Pj(z) et Qj(z) sont des polynômes
de croissance completement réguliere voir :Si � = �(A) : Alors

log jA(z)j = r�hA(�) + o(r�) , z = rei�

se tient en dehos de la possibile C0 � ensemble par [19; Th�eor�eme1:2:1] : Ici hA(�) est la
fonction indicatrice de Phragemen Lindelof de A(z) ; et h+A(�) = maxf0; hA(�)g : On a

T (r; A) = (1 + o(1))
r�

2�

2�Z
0

h+A(�)d�
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Et
M(r; A) = (1 + o(1))r� max

0���2�
hA(�)

pour tous r =2 E :On conclure que le condition de (2:1:1) se tient pour

� =

1
2�

2�Z
0

h+A(�)d�

max
0���2�

hA(�)

a l�éxtèrieur d�un ensemble de densite logarithmique supérieur zéro.
i) Pour toutes fonction entière f solution de

f
00
+ (e2z + ez + 1)f

0
+ ezf = 0

On a
A(z) = e2z + ez + 1

tel que �
Pi(z) = 1 ,8i = 1; 3

Q1(z) = 2 ; Q2(z) = 1 ; Q3(z) = 0

D�autre par � = �(A) = 1 et

jA(z)j = je2z + ez + 1j � e2r cos � + er cos � + 1

= e2r cos �(1 + e�r cos � + e�2r cos �)

= e2r cos � + o(1) quand r !1
Donc

jA(z)j � e2r cos �

D�où

hA(�) = lim
r!1

sup
log jA(z)j

r

= 2 cos �

Qui nous donne

log jA(z)j = 2r cos � + log(1 + o(1)

e2r cos �
) , z = rei�

() jA(z)j = exp(2r cos � + o(1) )
M(r; A) = max

jzj=r
jA(z)j

= max
jzj=r

jexp(2r cos � + o(1))j

= exp(rmax
jzj=r

(2 cos �) + o(1))
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() logM(r; A) = rmax
jzj=r

(2 cos �) + o(1))

= rmax
jzj=r

(2 cos �)

�
1 +

o(1)

rmaxjzj=r(2 cos �)

�
Quand r !1

logM(r; A) = rmax
jzj=r

(2 cos �)[1 + o(1)]

et

T (r; A) =
1

2�

2�Z
0

ln+ jA(rei')j d'

=
1

2�

2�Z
0

ln+(e2r cos � + o(1)) d'

=
1

2�

2�Z
0

ln+ e2r cos �(1 +
o(1)

e2r cos �
) d'

=
1

2�

2�Z
0

[ln+ e2r cos � + ln+(1 +
o(1)

e2r cos �
)] d'

=
1

2�

2�Z
0

maxf0; ln(e2r cos �)gd'+ o(1)

=
1

2�

2�Z
0

maxf0; 2r cos �gd'+ o(1)

=
r

2�

2�Z
0

maxf0; 2 cos �gd'

0@1 + o(1)
r

2�

R 2�
0
maxf0; 2 cos �gd'

1A
T (r; A) =

r

2�

Z 2�

0

maxf0; 2 cos �gd'(1 + o(1))

Donc

T (r; A) � � logM(r; A) , � =

r

2�

2�Z
0

maxf0; 2 cos �g

rmax
jzj=r

(2 cos �)
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solutions des équations di¤érentielles linéaires

2.8 Conclusion

Beaucoup de mathématiciens ont étudié la relation entre l�ordre usuel � des coe¢ cients
et la croissance des solutions des équations di¤érentielles linéaires[6]; [11]; [12]:
Dans ce mémoire on a traité les résultats de Jianren; Janne; Zhan concernant l�équation

f
00
+ A(z)f

0
+B(z)f = 0

où nous avons remplacé l�ordre usuel par l�ordre inférieur dans les résultats de [6]; [11]:
Finalement, la question qui se pose : est-ce qu�on peut généraliser les théorèmes précédents
pour une équation d�ordre n ?
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