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Résumé

Dans ce mémoire, nous étudions la croissance des solutions méromorphes des équations dif-

férentielles linéaires
FO 4 A ) f* V4 AR+ A (2) f=0

et
FO+ A ) fF V4 L+ A () f + A (z) f=F(2)

ok >0,A(2) #0,A1(2),..., Ax_1(2) et F'(2) # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre
fini.

Sous certaines conditions sur les coefficients, une estimation précise de I'’hyper-ordre des so-
lutions méromorphes des équations ci-dessus est donnée a condition qu’il existe un coefficient

dominant.



Introduction

La théorie de Nevanlinna joue un role trés important dans la théorie des fonc-
tions, en particulier dans I’étude des propriétés des solutions des équations diffé-
rentielles complexes. En effet depuis 1925, 'année ou R. Nevanlinna a publié les
résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs des fonctions
méromorphes et donné des outils tres efficaces pour ’étude de la croissance des
solutions des équations différentielles linéaires et non linéaires dans le plan com-
plexe, plusieurs problémes ont été étudiés et résolus par des chercheurs effectuant

des recherches dans la méme thématique.

Ce mémoire est composé d’'une introduction et de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on va citer quelques notations, définitions et résultats dont on
aura besoin dans le deuxieme chapitre, on peut considérer ce chapitre comme une introduction
a la théorie de Nevanlinna, on va aussi citer quelques définitions concernant la mésure linéaire,

la mesure logarithmique et la densité des ensembles

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse & I’étude de la croissance des solutions méro-

morphes des équations différentielles linéaires
O 4 A () "V AR+ A () f=0

et
O+ A @) "+ A) f + A (2) f=F(2)

ou k >0, Ag(z) # 0,A1(2),..., Ak—1(2) et F(z) # 0 sont des fonctions méromorphes
d’ordre fini. Sous certaines conditions sur les coefficients, une estimation précise de 'hyper-
ordre des solutions méromorphes des équations ci-dessus est donnée a condition qu’il existe

un coefficient dominant.



Le dernier chapitre contient des exemples d’applications des résultats obtenus au deuxiéme

chapitre et une bibliographie.



Chapitre 1

Quelques Eléments de la Théorie de
Nevanlinna

On commence par donner quelques définitions, notations et résultats dont on aura

besoin par la suite. Pour plus de détails voir W.K. Hayman ([11]) et I.Laine ([15]).

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Théoréme 1.1.1 (Formule de Jensen) ([11],[15]) Soit f une fonction méromorphe telle
que f(0) # 0,00 et ay,as,...,a, (respectivement by, bs,....b,, ) ses zéros (respectivement ses
poles), chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

In|f (0)] = iﬂ/o In|f (re' 1d¢+21n——21

Définition 1.1.1 ([11], [15]) Pour tout réel x > 0, on définit

Inx, z > 1,
In" 7 = max (Inz,0) = {0’ 0<z<l
Lemme 1.1.1 ([15]) On a les propriétés suivantes :
(a) Inz <In" 2 pour = >0,
(b)) Int 2 <InTy pour 0 <z <y,
(¢) Inz=In"z—In" 1 pour x> 0,
(

d) Inz| =In" z + In" Tpour z > 0,

(e) In™ (ﬁ@) < ji:l In z,
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(f) In™ (i@) <lIlnn+ Zn:hﬁ ;.
i=1 =

j=1
Preuve
Montrons (c), (d), (e) et (f).
(¢) On a
In* 2z —In" é = max (Inz,0) — max (ln é, O)
= max (Inz,0) — max (—1Inz,0)
= lnxz
(d) On a
In"z +1In" é = max (Inz,0) 4+ max (ln i, O)
= max (Inz,0) + max (—Inz,0)
= |lnz|.
(e) Si ﬁlxj < 1, alors 'inégalité est évidente. Supposons que ﬁlxj > 1. Alors
= =

In* (H@) = Zln(xj)

j=1
< erfr z;, dapres (a).
j=1
(f) On a d’apres (b) et (e)
ln+(ij) < In*(n max ;)

1<j<n
o )

< Inn+In"(max z;)
1<j<n

< Inn+ z:hfr xj.
j=1

Définition 1.1.2 (Fonction a-points)([11],[15]) Soit f une fonction méromorphe. Pour
tout nombre compleze a, on désigne par n(t,a, f) le nombre des racines de l’équation f(z) = a
situées dans le disque |z| < t. Chaque racine étant comptée un nombre de fois égal a son ordre

de multiplicité et par ni(t,a, f) le nombre des racines distinctes de l’équation f(z) = a dans
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le disque |z| < t, et on désigne par n(t,oc0, f) le nombre des poles de la fonction f dans le
disque |z| <t , chaque pole étant compté avec son ordre de multiplicité et par n(t, 00, f) le

nombre des poles distincts de f dans le disque |z| < t. Posons

N (r,a, f) :/Orn(t’a’ﬁ;n(o’a’f)dt—i-n(o,a,f)logr, a # oo,

"n(t,00, f) —n (0,00, f)
t

N (r, o0, ):N(r,f):/o dt +n (0,00, f)logr,

N(r,a, f) = N(r, 7 i a) = /OT nlt,a, f) ;ﬁ(O,a, f)]dt+ﬁ(0, a, f)logr (a# ),

et
dt +m(0, 00, f)logr .

Nira ) =N - [ L2 )

N(r,a, f) (respectivement N(r,a, f)) est appelée fonction a-points (respectivement a-points
distincts) de la fonction f dans le disque |z| < r. Elle caractérise la densité des zéros de

Uéquation f(z) = a dans le disque |z| < r.
Exemple 1.1.1 Calculons n (r,0,e* —1). On a

e—1 = 0= expz=1=exp(2kmi), keZ
— 2 =2%kmi kel

Alors

r
0, —1)=1 2[—].
n(r,0,e ) + o

De plus, pour n (T, 00 %) , O a

7 sin” z

sinzg = 0=z, =km; ke€z

n(rooﬁ> - 2<1+2[£D.

Lemme 1.1.2 ([11], [15]) Soit f une fonction méromorphe avec a-points; oy v, ...,y dans
le disque |z| < r tel que 0 < |ay| < |ag| < ... < |ay| <7 et f(0) # 0, chaque racine étant

compté avec son ordre de multiplicité. Alors
T T

/Mdt:/”(t’a’ﬁ_”(()’avf)dt: Y log

t t |a|
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Preuve Posons |a;| =7, (j = 1,2,...,n). Alors

r - r .
Z logw = Zlogr—j—nlogr—ZIOgri
0<]aj|<r j=1 j=1

n—1

= Zj (logrjy1 —logr;) +n(logr —logry,)

J=1

n—1 Tit1 r
] n
= =dt —dt
Z/ (T / /
]:1 Ji n

_ /n(t7aa f) dt.
t
0

Proposition 1.1.1 ([11], [15]) Soit f une fonction méromorphe avec le dévelopement de

Laurent a lorigine

+oo
f(z) = Z ¢, cm#0, meZ.

j=m

Alors

2
log |em| = %/log ‘f(rei9)| dd+ N (r,f)— N (7“, %)
0

Preuve Considérons la fonction h(z) = f(z)z7™. 1l est clair que h(0) # 0, co et m =
n(0,0, f) — n(0, 00, f). En effet
si m > 0, alors

n(0,0, f) =m et n(0,00, f) =0,

sim < 0, alors

n(oaoaf)zo et TL(0,00,f) =—-m,

si m = 0, alors

n(0,0, f) =0 et n(0,00, f) =0.

Donc h et f possédent les mémes zéros et les mémes poéles dans 0 < |z| < 7.
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La formule de Jensen et le lemme 1.1.2 impliquent

log|c,| = logl|h(0) ——/log|f ret? m‘d@—i— Z log — Z log%

0<|bs|<r | J| 0<]aj|<r 2]

/Tn(t, 00, f) — n(0, o0, f)dt
t

0

1 |
- 5;/H%ﬂf@aﬁhw-maxaf)—nﬂlaxfﬂbgr+
0

- jn(t,o, f)=n0,0.1) ,
t

0

2m
1 A
= %/1og|f(re’9)\d0+N(7“,f) — N(r, ).
0

Définition 1.1.3 (Fonction de proximité) ([11],[15]) Soit f une fonction méromorphe.

Pour tout nombre complexe a, on définit la fonction de proximité de f par

1 1 21
f_a) og

i d) =mir 2 o % [Tre (8) —a

df  (a# )

et
mir, 00, f) = mlr, /) = 5- / log* | (r exp (i6))] .

Définition 1.1.4 (Fonction caractéristique) ([11],[15]) On définit la fonction caracté-

ristique de R. Nevanlinna de la fonction f par

T f)=m(r, f)+N(rf).

Exemple 1.1.2 Soit f (z) = exp(az), a € C*. On a n(t,00, f) =0, par suite N (r, f) =0,
et
1 2w
m(rf) = 5o [ g fexp (arexp (i) de.
0

Posons a = |a| exp (i) , alors

mrf) =5 [ tog" (exp (alreos (¢ + ) de

Posons ¢ + 1 = 0, donc

1 42w
m(r, f) = %/w log™ (exp (|a| 7 cos (0))) d6,
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d’ou

Poura=1,ona

Proposition 1.1.2 (Propriétés de la fonction caractéristique de R. Nevanlinna)([17])

sotent f, f1, fo, ..., fn des fonctions méromorphes et a,b,c,d des constantes complezes telles

que ab — cd # 0. Alors

1.
T(r, Zf]) < ZT(T, fj) +logn pour r > 1,
j=1 j=1
2. . .
T(T,Hfj) < ZT(T‘, fi), pourr >1,
j=1 j=1
3.
T(r, ") =nT(r,f), neN,
4,
b d
T S =T )+ 0), £ # =
Preuve
1. On a.

T(r, ij) = m(r, ij) + N(r, ij),

do

m(r,ij) = % /OﬂlogJr

Jj=1

> fire®)
j=1
1o i:lo+|f‘(rew)‘+lo n| df

= Zm(r, f;) + logn.
j=1

IA
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D’autre part,

(Y 1) < ZN(Ta f3)

j=1
car si 2z est un pole d’ordre \; > 0 pour la fonction f;, alors 2 est un pole d’ordre au plus

n
max \; < > \;, par suite
j=1

T(Taij) = m(r, ij) + N(r, ij)
< iT(r, f;) +logn .

2.0n a

comme
1 27
m(r,Hfj) = %/ log™
0

[1/i(re®)| a0
j=1
1 2r N
0

Z log™ | f; (reie)} do
=1

IA

= Zm<r7 fj)?

de plus, si zy est un pole d’ordre A\; > 0 pour la fonction f; ,alors zy est un pole d’ordre au
plus )\, pour la fonction []A;, ce qui donne
=1 j=1
’l“ H] 1f j < Z r, f j

Donc

T(T‘,Hfj) < ZT T

3.0n a |f| <1 équivaut a |f]|" < 1.
(a) Si |f| <1, alors

1 2 )
mir ) = 5= [ og” |t o =0,
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et

d’ou
T(r, f") =nT(r, f).

(b) Si |f| > 1, alors

m(r, ") = % /027T log™ |f”(rei9)| do
= nm(r, f),
et
N(r, f*) =nN(r, f),
d’ou
T(r, f*) = nT(r, f)
4. Posons g = gig, alors

gef +gd = af+b
b—gd
J , avec ad — cb # 0
gc—a

&S f=

il suffit donc de montrer que
T(r,g)=T(r, f)+0().
(a) Si ¢ =0, alors
af + b)
d

< T, %)+ T( 1) + T(r, ) + log?

= T(r, f)+O(1).

T(r,g) = T(r,
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(b) Si ¢ # 0,alors

af +b
T = T(r,——
(r7g) (T’ Cf‘l—d)
a d) — e 4 p
= T(T,C(Cf+ vy )
cf +d
a c¢cb—ad 1
= T(r,—+ ———.
(T’C—i_ C2 f+%l)
a chb — ad 1
S T(T‘,E)‘i‘T(T, 2 )+T(T,f—_'_g)+10g2
< 10g+‘2‘+10g+ cb—zad +T(r; f) + log™ C—Z‘—HogQ—i-O(l)
c c
= T(r, )+ O(1).
Exemple 1.1.3 Soit g (z) = tanz
sin z
tanz =
CoS z

exp (iz) — exp (—iz)
i (exp (iz) + exp (—i2))
1f—1
i f+1

ot f(2) = exp (2i2) et ad — cb = 2 # 0, et comme T (r,exp (2iz)) = 2I* d'apres I'exemple

précédent, on obtient

Théoréme 1.1.2 (Premier Théoréme fondamental de R. Nevanlinna dans le plan
complexe) ([11],[15]) Soit f une fonction méromorphe avec le dévelopement de Laurent de

f—a (a€C) alorigine,

+00
f(z) —a= Z ¢, ¢m#£0, meZ, zeC.
j=m



1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna 12

Alors

T (Tv f 1 a> = T(T, f) - lOg‘le + (p(?“, CI,),

ot |p(r,a)| < log™ |a| + log 2.

Preuve Montrons le théoréme pour a = 0, d’aprés la proposition 1.1.1 et lemme 1.1.1 ¢)

on a

2
log |e,| = %/logfr ’f(rew)‘ dd+ N(r,f)— N <r, %)
0

2

2m
1 . 1 1 1
= %/log+|f(re’9)‘d9—%/longde—i—N(r,f)—N(r,?)
0 0

= m(r,f) —m(r,0,f)+ N(r, f) = N (T,%) :
Donc
1 1 1
r(ng) = m(rg) e (3)
= m(r, f)+ N(r, f) — log |cp|
= T(r,f) —log|cn| (£)
o ¢(r,0) = 0.

Montrons le théoréme dans le cas général a # 0. Posons h = f — a. Dans ce cas
1
N|r,—] = N|nr, —1
h f—a
y 1
mir | = m|r Fa

N (r,h) = N(r,f—a)=N(r[).

log* |h| = log™ [f — a| <log™|f] + log™ |a| + log 2.

log™ | f| =log™ |h+ a| <log™ |h| +log™ |a| +log 2.



1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

13

En intégrant ces deux inégalités, on trouve que

m(r,h) < m(r, f) +log™ |a] + log2

m(r, f) < m(r,h) +log™ |a] + log 2.

Posons ¢(r,a) = m(r, h) — m(r, f), on obtient
—(log™ |a| +In2) < ¢(r,a) < log™ |a| +1og2 < |o(r,a)| < log™ |a| + log 2.

Alors ¢(r,a) <log™ |a| + log2. On aura

—_
—_

1
E)JFN(?UE)
= m(r,h) + N(r,h) — In|c,,|

T(ﬁﬁ) = m(Ta

= m(r, f)+p(r,a) + N(r, f) — In|c,|

= T(Tv f) + 90(7’7 CL) —1In |Cm| :

Remarque 1.1.1 Le premier théoréeme fondamental peut étre formulé comme suit :

1
T(r,f )=T(r, f)+0O(), r— o0
—a
Exemple 1.1.4 On a
sinz €% — e 2
tanz = = - - -
COS 2 21 e 4 g7 ¥®
'€2iz_1 —i€2iz+i
= —1— = - .
622z+1 62zz+1
on a
1 )
T = T(rt O(1)=T(r,e®®) +0(1
(r ) = Tlrtanz)+0 (1) = T(r,e*) + O()

2r
= — 1).
—+0()
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1.2 Ordre de croissance et ’hyper-ordre d’une fonction
méromorphe et entiére

Définition 1.2.1 ([11],[15]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors l’ordre

de la croissance de f est défini par

p(f) = Tm logT'(r, f)

r—+o00 logr
On dit que la fonction f est d’ordre infini si

— logT
r—+oo  logr

Définition 1.2.2 ([11], [15]) Soit f une fonction entiére non constante; alors l'ordre de la

croissance de f est défini par

o(f) = Tm loglog M (r, f)

r——400 logr
oty M (r, f) = max{|f (2)], [z] = r}.

Dans le cas ot 'ordre d’une fonction méromorphe est infini, on introduit une autre notion

qui donne plus de précision sur la croissance qui est appelée I’hyper ordre et est définie comme

suit

oo (f) = Tm loglog T'(r, f)

r—+00 log T
et pour une fonction entiére, on a

oy (f) = Tm log log log M (r, f)

r—-+00 log r

Exemple 1.2.1 Pour la fonction f(z) = e?,

_ log -
p(f) = lim —logT(r, f) = lim 8 _

r—+oo  logr r—+oo log r

et py(f) = 0.

1

Remarque 1.2.1 Si f est d’ordre fini, alors ’hyper ordre de cette fonction est nul.

Théoréme 1.2.1 ([10]) Soient f et g deux fonctions méromorphes non constantes. Alors

L p(f+g) <max{p(f),p(9)},
2. p(fg) <max{p(f),p(9)},

3. Sip(g) <p(f). Alors
p(f+9)=r(f9)=r(f).
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1.3 Exposant de convergence des poles d’une fonction
méromorphe

Définition 1.3.1 ([74], [15]) Soit f une fonction méromorphe. L’exposant de convergence
des poles de la fonction f noté A (%) est défini par
1 log N
AL = limsup 2N 1)
f r—-+00 logr

et 'exposant de convergence des poles distincts de la fonction f par
(1 log N
ML) = limsup 2N 1)
f =00 logr

Définition 1.3.2 ([74], [15]) Soit f une fonction entiére non constante. L’ ordre inférieur et

Uhyper-ordre inférieur de cette fonction sont définis respectivement par

o plogT(r f) . loglog M (r, f)
) = iy ogr it
po (f) = liminfw — lim inf logloglog M (r, f)
r—-+00 logr k00 log 1
Exemple 1.3.1 Soit f (z) = %eXp (z") . Alors
w(f) =n.

1.4 La mesure linéaire, la mesure logarithmique et la
densité des ensembles

Définition 1.4.1 ([6],[7]) La mesure linéaire d’un ensemble E C [0,00) est définie par

+oo
m(E)= [ @
0
ot X (t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E. La mesure logarithmique d’un en-
semble F' C [1,00) est définie par

. oo XF (t)
o (F) = /0 el
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Exemple 1.4.1 La mesure linéaire de 'ensemble E = [0,1] C [0, +o0] est

m(E):/O+OOXE(t)dt:/01dt:1.

Exemple 1.4.2 La mesure logarithmique de l'ensemble F = [e?, ] C [1,+o0[ est

oo (¢ < qt
ml(F):/ XF—()dt:/ = =2
1 e

t 2

Définition 1.4.2 ([6],[7]) La densité inférieur et la densité supérieur d’un sous ensemble

H C [0,00) sont définies respectivement par

densH = limint 10D
r——+00 T

N H

densH = limsup M
r—-+00 T

Exemple 1.4.3 La densité inférieur et la densité supérieur d’un sous ensemble H = [1,2] C
[0,00) sont

densH = densH = 0.

1.4.1 Théoréme de factorisation de Hadamard

Définition 1.4.3 (Produits canonique) ([15]) Soit f une fonction méromorphe transcen-

dante et soient z1, 2za,.. ses zéros avec 0 < |z1| < |z9| < ... Soient p l’entier minimal tel que

la série
>
— ’Zn’p—i-l
converge. On appelle
E(u,0) = (1—u),
u? u?
E(u,p) = (1 —u)exp(u+ 5 +...+ 5) p=12 ..
des facteurs principaux. Le produit infini
= z
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converge uniformément dans chaque domaine fini dans C et par suite P(z) est entier et
s’appelle le produit canonique de f formé a partir des zéros de f. L’entier p est appelé le

genre du produit canonique.
Théoréme 1.4.1 ([20]) Soit f une fonction méromorphe d’ordre p (f) telle que
f(2) = az" + 2™+ (e £0),

au voisinage de z = 0 et soient {ay as, ...} et {by b, ...} les zéros et les poles de f dans C\ {0},
respectivement. Alors
P (2)

— (z) 1\~
() = #ROp,

avec Q) (z) est un polynome de degré < p(f) et Py (z) et P2 (z) sont des produit canoniques

de f formés a partir des zéros et des pdles non nuls de f.

1.4.2 Indice central et le terme maximal

Définition 1.4.4 ([15])Soit f (2) = }_,5¢an2" une fonction entiére. Pour tout v > 0 la

série Y <o lan| " est convergente. D’ou

lim |a,|r" =0,

n—oo

et le terme maximal x (7, f) = {max|a,|r",n € N} est bien défini. On définit I'indice central

de la fonction f par

v(r,p)={m:p(r, f) = lan|r™}

Exemple 1.4.4 Pour f(z) = an,z™ + ... + ag, alors quand |z| = r — 400, on a le terme

mazximal est |a,|r" et par conséquent v (r, f) =n = deg (f).

1.5 Lemmes préliminaires

Pour prouver les principaux résultats dans le chapitre 2, nous avons besoin des lemmes

suivants.

Lemme 1.5.1 ([9]) Soit f une fonction méromorphe transcendante, et soit o > 1 une

constante réelle donnée. Soient k et j deux entiers tels que k > j > 0. Alors il existe un
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ensemble E C (1,00) avec m; (E) < oo, et une constante B > 0 dépendant seulement de «

et j, k, telle que pour tout z satisfaisant |z| ¢ (E'U[0,1]), on a :

¥ ()
‘ f9(2)

Lemme 1.5.2 ([3]) Soit f une fonction méromorphe d’ordre p(f) = B < oo. Alors, pour

T
<B(M10g rlogT (ar, f)
r

tout € > 0 donnée , il existe un ensemble E C (1,00) avec my (E) < oo, tel que pour tout z
satisfaisant |z| ¢ ([0,1] U E),

If (2)] < exp (r°*°).

Lemme 1.5.3 ([/]) Soit f (2) = 28 une fonction méromorphe, ot g(z) et d(z) sont des

fonctions entiéres satisfaisant

() = i (f) = 5 < plg) = p(F) < 0, A<d>=p<d>=A(%) _5 <

Alors il existe un ensemble E C (1,00) avec m; (E) < oo, tel que pour tout z satisfaisant

|2 ¢ ([0,1JUE) et |g(2)| = M (r,g), M (r,g) = mﬂX!g( 2)|, ona

1 (WO o

ol v, (1) note lindice central de g (z) .

Lemme 1.5.4 ([10]) Soit f (2) = Zgz) une fonction méromorphe, ow g (z) et d(z) sont des

fonctions entiéres. Si 0 < p(d) < p(f), alors u(g) = pw(f),p(g) = p(f). De plus, si
p(f) = oo, alors py (f) = pa(9) -

~

Lemme 1.5.5 ([3]) Soit f une fonction entiére d’ordre infini avec l'hyper-ordre p, (f) < oo,
et soit vy (1) lindice central de f. Alors

) loglog vy (r
hmsupr() =y (f).

Lemme 1.5.6 ([3]) Soient g : [0,00) — R et h : [0,00) — R deuz fonctions monotones
non décroissantes telle que g (r) < h(r) en dehors d’un ensemble exceptionnel E avec m; (E)

< 00, Alors, pour tout o > 1, il existe ro > 1 tel que g (r) < h(ar) pour tout r > r.
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Lemme 1.5.7 Soit f une solutin méromorphe de l’équation (2.1.1), ot Ay (z), A1 (2),...,
Ai_1 (2) sont des fonctions méromorphes. S’il existe un nombre entier s € {0, 1, 2,..., k—1}
satisfait

max {p (4;),j # s} < p(4s),

alors p(f) = p(As), p(f) = 1 (As) .

1.5.1 Preuve du lemme 1.5.6

Par I’équation (2.2.1), on a :

B f) fU=1) flst1) fl=1) f f
_As = W + Ak_lw + + A5+1W + AS_lW =+ ... + Alm + AOW
Combinant la formule ci-dessus et le premier théoréme de Nevanlinna, nous obtenons
k k—1
T(r,A) <> T (r, f9)+ ) T (r,A)) + kT (r, f9) + O (1).
j#s j#s

D’autre part, on a

T(T,f’)§2T(T,f)+m(T,f7)

voir ([22], p 97), pour tout j € [1,k],

T (r, f9) <m (7", %) +2m (r%) o+ 27 (7“, j%) + 2T (r, f ).

Combinant les deux inégalités ci-dessus, on obtient

k-1 k )
T (r,A) < ZT (r,A)) +aT(r, f)+c Zm (r, %) +0(1), (1.5.1)
s =1

ol ¢, co sont des constantes positives.
D’aprés hypothese p (A;) < p(As) et comme g1 (Ag) < p (As), onobtient p (4;) < p(A),j #

s et par le lemme 1.5.10, on a :

p(As) <p(f).
p(As)—b

On pose b = max{p(A;),j # s}. Alors pour tout ¢ € (O, T) donné, il existe une

constante R > 1, telle que pour tout r > R,
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T (r, Ag) > rHAs) ==, T (r,A;) <rPte j#s.
Combinant les deux inégalités ci-dessus et (1.5.1), on obtient :
i F0)
rrAD=E < T (1, f) + ¢ Z m < > + krPTe + 0 (1)

r, oD
~ fU-b

Alors d’apres le lemme de la dérivée logarithmique, on a :
rrAD=E < e T (1, f) + keeO (log (rT (1, f))) + ks + 0 (1)
comme € € (W), alors

A= — e <o T (r, f) + ke;0 (log (rT (7, f))) + O (1)
= phA)=e (1 -~ k%) < aT(r, f) +ke0 (log (rT'(r, £))) + O (1)

L g (1 - k%) < & (r, ) + keoO (log (T (1, f))) + O (1)

/J'(As)_b
comme € € ( > ), alors
p(As) < p(f).

d’ou la preuve.

Lemme 1.5.8 ([10]) Soit f une solution méromorphe de l’équation (2.1.2), ot Ao (2) , A1 (2) ,...,
Ak—1(2), F(z) # 0 sont des fonctions méromorphes. S’il existe un nombre entiers s €

{0, 1, 2,..., k— 1} satisfait
max {p (F),p(4;),j # s} < n(A,),
alors p(f) = p(As), p(f) = p(4s).

Lemme 1.5.9 ([16]) Soient Ay (z), A1 (2),...., Ak—1 (2) des fonctions méromorphes d’ordre

fini. Supposons qu’il existe un nombre entier s € {0, 1, 2,..., k— 1}, tel que

maX{p(Aj),j # 5, A (%)} < p(A).

Alors toute solution méromorphe f d’ordre infini dont les poles sont des multiplicités unifor-

mément bornées, de I'équation (2.1.1) vérifie p, (f) < p(As).
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Lemme 1.5.10 ([16]) Soient Ay (2), A1 (%), ...., Ak—1 (2) et F (z) des fonctions méromorphes

d’ordre fini. Supposons qu’il existe un nombre entier s € {0, 1, 2,..., k— 1}, tel que

, 1
mm{MA»J%sA(Z),MF§ < u(Ay).
Alors chaque solution méromorphe f d’ordre infini dont les poéles sont des multiplicités uni-

formément bornées, de I’équation (2.1.2) vérifie p, (f) < p(As).
Parmi les résultats remarquables des dérivées logarithmiques, on cite le résultat suivant.

Lemme 1.5.11 ([71]) Soit f une fonction méromorphe transcendante , et soit k > 1 un

entier. Alors

m@j?>:0®gﬂwjm,

a Uextérieur d’un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire finie. Si f est d’ordre fini, alors

m (7", #) = O (logr).



Chapitre 2

I’hyper ordre des solutions des
équations différentielles d’ordre
supérieur a coeflicients méromorphes.

2.1 Introduction et résultats
Nous étudions la croissance des solutions méromorphes des équations différentielles linéaires
FO 4 A ) f* V4 AR +A(2)f=0 (2.1.1)

et
O L A () fE V4 AR+ A (2) f =F(2) (2.1.2)

o k >0, Ag(2) # 0,A1(2), ..., Ak_1(2) et F'(2) # 0 sont des fonctions méromorphes
d’ordre fini. Sous certaines conditions sur les coefficients, une estimation précise de 'hyper-
ordre des solutions méromorphes des équations ci-dessus est donnée & condition qu’il existe

un coefficient dominant.

Avant d’entamer notre étude , on cite, d’abord, quelques résultat dans ce domaine.

Dans [18], une recherche active dans ce domaine a été lancée par H. Wittich et ses étu-
diants dans les années 1950 et 1960, 'ordre de croissance des solutions de I’équation (2.1.1)
était le but principal de ’étude des équations différentielles linéaires ou k > 0, Ay (z) #

0,A1(2),..., Ak—1 (%) et F'(2) # 0 sont des fonctions entieres. Pour le cas k = 2, on sait
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d’apres ([8], [12], [I7]) que toute solution non triviale de
f"+AGR) [ +B(z)f=0 (2.1.3)

est d’ordre infini si (i) p (A (2)) < p(B(2)); ou (i1) p(B(2)) < p(A(z)) < 3; ou A(2) est
polynomial et B (z) est transcendante d’ordre nul.

Plusieurs auteurs ont été motivé par les résultats si dessus, et ils ont prouvé que si le coefficient
Ap est un coefficient dominant sur les autres coefficients alors toute solution non triviale de
(2.1.1) est d’ordre infini.

Hellerstein-Miles-Rossi dans [13] a prouvé une condition généralisée comme suit.

Théoréme 2.1.1 [15| Soient Ay (2), A1 (2),...., Ak—1 (2), F' (2) des fonctions entiéres. Sup-

posons qu’il existe s, 0 < s < k — 1 tel que :

<
max { p(F), max p(d) o < p(4s) <
J#s

N | —

Alors toute solution de (2.1.2) est soit une fonction polyndomiale ou une fonction entiére
d’ordre infini.

En 2000, dans [6], Chen and Yang ont étudié I’hyper ordre de la solution de I’équation (2.1.1) .

Théoréme 2.1.2 ([6]) Soient Ay (2),A1(2),...., Ax_1(2) des fonctions entiéres satisfaisant

max{p(4,),7=1,2,...k—1} < p(Ay) < oo.

Alors toute solution f non nulle de (2.1.1) satisfait p, (f) = p (Ao) -

Dans les théorémes 2.1.1 et 2.1.2, les auteurs ont considéré tous les coefficients sont des
fonctions entiéres. Quand les coefficients Ag (2), A1 (2), ..., Ax_1 (2) et F' (z) sont des fonctions
méromorphes, plusieurs auteurs dans ([1], [2], [4]) ont étudié la croissance des solutions des
équations différentielles (2.1.1) et (2.1.2). Spécialement, on mentionne le résultat suivant
donné par Chen, dans lequel il a obtenu une estimation sur ’hyper ordre de la solution de

(2.1.1).
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Théoréme 2.1.3 ([4]) Soit Ag(2),A1(2),...., Ax—1(2) sont des fonctions méromorphes .il

existe un entier s, 0 < s < k — 1,satisfaisant

maX{p(Aj),j # 5, A <Ais)} <p(As) <p(4y) < %

Si l’équation (2.1.1) a une solution méromorphe, alors toute solution méromorphe transcen-

dante f de (2.1.1) satisfait p, (f) = p (As).

En 2005, Xiao and Chen ont considéré I’équation non homogene (2.1.2) et ils ont prouvé le

résultat suivant.

Théoréme 2.1.4 ([19)) Soient Ay (2), A1 (2), ..., Ap—1(2) , F' (%) des fonctions méromorphes.

1l existe un entier s, 0 < s < k — 1, satisfaisant
. 1 1
max $ (A7), 5 # 50 () ()} < w(A) <p(A) < g

Si ’équation (2.1.2) a une solution méromorphe, alors toute solution méromorphe transcen-

dante f de (2.1.2) satisfait p, (f) = p (As).

Dans [21], Yang a considéré d’autre conditions que celle citée au ci-dessus, et il a obtenu une
estimation précisé de I’hyper ordre de la solution 1’équation (2.1.1), en localisant et limitant

la croissance des coefficients de ’équation dans un ensemble de densité positive.

Théoréme 2.1.5 ([21]) Soient E un ensemble de nombres complezes satisfaisant dens ({|z| : z € E})

>0, et A;j(2),7=0,1,....,k — 1 des fonctions entiéres tel que
maX{p(AJ)7j:17,]{Z—].}S,O(AO):p < o0,
et pour certaines constantes 0 < 3 < «, on a pour tout € > 0 suffisamment petit,

‘AO (Z>’ Z €xp (Oé |Z|p_€) ) |AJ (Z)| S exp (6 |Z|p_8) 7j - 1727 7k - 17

lorsque z — oo pour z € E. Alors toute solution non nulles f de (2.1.1) satisfait p, (f) =

p (Ao) .
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Dans ce chapitre, nous continuons ’étude de la croissance des solutions des équations (2.1.1)
et (2.1.2) et notre but principal est améliorer et étendre les résultats ci-dessus (les téorémes
2.1.3 et 2.1.4), d’autre part, nous considérons le cas des coefficients méromorphes dans le

théoréme 2.1.5. Nous obtenons les résultats suivant.

Théoréme 2.1.6  Soit E un ensemble des nombres complexes satisfait m;({|z] : z € E}) =
00, est soient A;(z) (j =0,1,...,k — 1), des fonctions meromorphes. Supposons qu’il existe
un entier s, 0 < s < k — 1 tel que

maX{p(Aj% J# s A (%)} < 1 (As) < p(A) = p < oo

et pour quelques constantes 0 < 3 < «, on a, pour tout € > 0 suffisamment petit,

14; (2)] < exp (Bl2l"7), j#s, (2.1.4)
|As(2)] > exp (a]z]"7F), (2.1.5)

lorsque z — oo pour z € E. Alors toute solution meromorphic non triviale f dont les poles

sont de multiplicités uniformément bornées de l’équation (2.1.1) satisfait p, (f) = p (As).

Théoréme 2.1.7 Soit E un ensemble des nombres complexes satisfait m;({|z| : z € F}) =
00, est soient Aj(z) (j=0,1,....k—1), F(z) # 0 des fonctions meromorphes. Supposons
qu’il existe un entier s, 0 < s < k — 1 tel que

max{p (4, 753 () 0} <nd) <o) = p < oo
et pour quelques constantes 0 < 3 < «, on a, pour tout € > 0 suffisamment petit, les coditions
(2.1.4) et (2.1.5) lorsque z — oo pour z € E. Alors toute solution meromorphic non triviale

f dont les poles sont de multiplicités uniformément bornées de l’équation (2.1.2) satisfait

pa (f) = p(As).

2.2 Preuve du Théoréme 2.1.6

Pour montrer que p, (f) = p(As), nous divisons la preuve en deux parties :

{ p2 (f) = p(As),
pz(f)S/)(AS)-
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1 cas : py (f) = p(As).
D’apres le lemme 1.5.7, il est un facile de voir que I’équation (2.1.1) ne peut avoir aucune

solution rationnelle non nulle. Alors de (2.1.1), on a

B f(k) f(k 1) f(s—l—l) f(s_l) f, f
) f(k 1) f(s+1)
= o P et AT
(s—1) !
+f](C> (A A R Alf? + AO) (2.2.1)
f(k) f(k 1) s+1 f(s—l) !
= ‘AS’ < ‘f +|Ak 1‘ + +‘As+l‘ f(s ‘f < 371’ f + + ‘A1| ?
(2.2.2
D’aprés le lemme 1.5.1, pour @ = 2, il existe un ensemble E; C (1,00) de mesure lo-

garithmique finie (m; (F;) < o0) et une constante B > 0, tel que pour tout z vérifiant

|z| =7 ¢ ([0, R] U Ey), ou Ry > 1 est une constante,

() ,
‘;é) 8 < BrT (2r, Y j=s+1,5+2, .,k (2.2.3)
et
LG

< BrT(2r, f)""™ ,j=1,2,...,s—1. (2.2.4)

Pour majorer , on a par lemme 1.5.3, il existe un ensemble Fy C (1,00) avec my (Ey) <

i
7
00, tel que pour tout z vérifiant |z| = ¢ ([0,1] U Es) et |g(2)| = M (1, g)

) _ (v gL,
) _( ; ) (1+0(1)). (2.2.5)

Considérons I’équation (2.2.5), il existe une constante Ry (> R;), tel que pour tout z vérifiant

|z| =7 > Ra,v,(r) > 1,[1+0(1)] >%et lg(2) |=M(r,g),M(r,g) > 1

‘ f
76

IN
Do
3

»

(2.2.6)

! +|A0]).
)
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Posons

Hy={lz|: 2 € E}\ ([0, R UEL U Ey)

alors m; (Hy) = oo. Il résulte de (2.2.2), (2.2.3), (2.2.4) , (2.2.6) et les conditions (2.1.4) , (2.1.5)

que pour tout z vérifiant |z| =r € Hy et |g(z)| = M (r,g), on a

exp (a |z|p_€)

IN

|As]

IN

(k —s)exp (ﬁ ]z\pfg) BrT (2r, f)kiSJr1 +
+sexp (82"°) Br[T (2r, f)]° 2r® + exp (B ]2]"°) 2r°
2 (k+ 1) Brtt (T (2r, £)) exp (B2177°) .

IN

On obtient, alors
exp (a|z|”™) <2(k+1) Br*™ (T (2r, ) exp (B12779).

Alors on obtient

D’apres le lemme 1.5.9, on obtient

2.3 Preuve de théoréme 2.1.7

Par le lemme 1.5.8, on sait que I’équation (2.1.2) admet une solution transcendante. D’apres

(2.1.2),on a:
F f k) fl=1) fls+D)
45 = ffe {f(s e to b AT f()
A f f
+As 1 7@ + .. —|—A1f(s) —i—Aow}
ce qui donne
) fO=D)
= |A|_‘fo(S) I + [Ap—1| 0N +
f(s+1 f(s—l) !
ot | Asi] ’f (]Asly 7 + .+ A 7 +\A0\). (2.3.1)
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D’apres le lemme 1.5.1, pour a = 2, il existe un ensemble E3 C (1,00) de mesure lo-
garithmique finie (m; (F3) < o0) et une constante B > 0, tel que pour tout z vérifiant

|z| =7 ¢ ([0, R3] U E3), ou R3 > 1 est une constante, telques (2.2.3) et (2.2.4) sont vérifiées.

Soit f (z) = E ; ol ¢ (z) est une fonction entiére, d(z) est est un produit classique de la
suite des poles de f. Etant donné que les poles de f découlent des poles de Ai(z),] =
0,1,....,k—1,et notons que les poles de f sont de multiplicités uniformément bornées, tel que

A(3) =r@ =@ <

oﬁb:max{p(Aj),j#s,)\(Ai) ,p(F)}

Soit 1 est une constante vérifiant b < n < u (As) .
D’aprés le lemme 1.5.2, il existe un ensemble Fy C (1,00) avec m; (Ey) < oo, tel que pour

tout z vérifiant |z| = r ¢ ([0,1] U E4), on a
|F'(2)d(z)] <exp(r") (2.3.2)

D’apres le lemme 1.5.3,il existe un ensemble F5 C (1, 00) avec m; (E5) < oo,tel que pour tout
z vérifiant |z| = r ¢ ([0,1] U Ej5) et |g (2)| = M (r, g) tel que la formule (2.2.5) est vérifiée.
Par conséquent, il existe une constante Ry (> Rj3), tel que pour tout z vérifiant |z| = r >
Ry,v,(r) > 1,[14+0(1)] > % et [g(2)| = M (r,g), la formule (2.2.6) est vérifice.

On pose Hy = {|z]| : z € E}\ ([0, R4] U E3 U E4 U E5) . Alors m; (Hy) = oo

Pl
F1 1g(z) M (r.g)
D’ou, il résulte de (2.2.3),(2.2.4),(2.2.6),(2.3.1) , (2.3.3) et les conditions (2.1.4), (2.1.5) que

' |d (2)] < exp (r"). (2.3.3)

pour tout z vérifiant |z| =r € Hy et |g(2)| =M (r,g), on a

IA

|As|

< 2(k+1)Brt (T 2r, ) exp (B27°) exp (7).

exp (a \z|p_€)

D’ou

p(f) = oo,



(As)— . PR
de plus, par n < 1 (As) < p et pour tout € € (O, %) donné, on déduit que

P2 (f) = p(As).

D’apres le lemme 1.5.10, on obtient

Ceci acheve la preuve.



Chapitre 3

Applications

Dans cette partie, on va citer quelques applications de nos résultats prouvés dans le chapitre

précédant.

3.1 Application 1

Considérons I’équation différentielle suivante
" ]. !
f +§Zf —zexp (%) f=0

On a
Ay = —zexp (2°) p(Ag) = p(—zexp(2?)) =
{ A =Lz :‘{ p(A) = p(32) =

2
Il est clair que le coefficient dominant est A, = Aj.

Pour tout z = rexp (i), r — +oo et {5 <0 < 5

120 O &

Agl = rexp (r° cos (36)) .
| 3

D’autre part,

exp (r’ cos (36)) > exp <gr35> 7

donc a = \/75

On a aussi, pour tout 0 <e <1

Al =
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donc 8 = 1.
V(1) = )
(D)= (3) -

et

dott A (AL) —0<p(A).

il est facile de vérifier que toute les conditions du théoréme 2.1.6 sont vérifiés, avec o = \/75 >
1
5 = B sur
E {E(C ('0)7r<0<7r €b,+ [}
=19z sz =rexp (i), — —,r ool ¢ .
PU-16 =" =120 ’
On a
F={lz|: 2z € E} =[5,+00]
On a

my (F) = m([5,+00])

Pa suite py (f) = p(As) .

3.2 Application 2

Considérons 1’équation différentielle suivante

1

+ izf' — zexp (z?’) f=exp(z)

De la méme maniere, on a



3.2 Application 2

Pour tout z = rexp (i), 7 — +oo et {5 <0 < 5

5, 0N a
|Ay| = rexp (r® cos (36))
et
2
exp (7“3 cos (39)) > exp (g?“?)a) :
donc a = ‘/75

On a aussi, pour tout 0 <e <1

1
|A;| < exp (57“25)

donc 3 = 3.

{(3)-

%:Bsur

il est facile de vérifier que toute les conditions du théoréme 2.1.7 sont vérifiés, avec o =

T T
2€C:z 7"6Xp(29),16_9_12,
On a

F={lz|: 2z € E} =[5, +00]
On a

Diott p, (f) = p(A) = 3

re b, +oo[} .

V2
5 >



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a étudié la croissance des solutions méromorphes des équations diffé-

rentielles linéaires
O 4 A () "V AR+ A () f=0 (2.1.1)

et
fO LA ) D4+ A (R) A (2) f=F(2) (2.1.2)

ouk >0,A0(2) #0,A1(2),..., Ak_1 (2) et F (z) # 0 sont des fonctions méromorphes d’ordre
fini. L’outil principal utilisé dans cette étude étant la théorie de Nevanlinna. Cette théorie
est la plus approprié dans I’étude des équations différentielles.

Une question naturelle : Est-il possible d’obtenir des résultats similaires lorsque les coefficients

sont des fonctions entiéres ou méromorphes d’ordre [p, q| 7
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