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Introduction

La théorie de Nevanlinna joue un role trés important dans la théorie des fonctions,
en particulier dans I’étude des propriétés des solutions des équation différentielles
complexes notammenent la croissance et 'oscillation des solution. En effet dpuis
1925, I’année ot R.Nevanlinna a publié les résultats de ses travaux sur la théorie de
la distribution des valeurs des fonctions méromorphes, les chercheurs ne cessent de
publier dans le méme thématique et plusieurs problémes ont été étudiés et résolus.
Des liens étroits avec d’autres domaines sont mis en évidence, en particulier avec la
théorie analytique des équations différentielle.

Pour une introduction a la théorie des équations différentielles dans le plan com-

plexe avec la théorie de Nevanlinna voir
Ce mémoire se compose d’une introduction et de trois chapitres.

Le premier chapitre présente une introduction a la théorie de R.Nevanlinna, dans
lequel on donne des notations, définitions et résultats dont on aura besoin dans les

autres chapitres.

Dans le deuxiéme chapitre on va prouver quelques résultats connus sur la théorie

d’unicité des fonctions méromorphes dans le plan complexe

Le dernier chapitre contient le probléme d’unicité des fonctions entieéres qui par-

tagent deux valeurs finies a,b € C avec leurs dérivées.
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Chapitre 1

Théorie de R.Nevanlinna

Dans ce chapitre, on va présenter les notions de base nécéssaire et donner quelques

définitions et résultats dont on aura besoin tout au long de notre travail.

1.1 Formule de Poisson-Jensen et Formule de Jen-
sen

Théoréme 1.1 ([1, 2], Formule de Poisson-Jensen) Soit f(z) une fonction mé-
romorphe telle que f(0) # 0,00 dans le domaine |z] < R (0 < R < o0) non
identiquement nulle, et ax(A = 1,2,...,h) (respectivement b,(n =1,2,..., k)) ses zé-
ros  (respectivement ses poles), chacun étant compté avec son ordre de multiplicité.

Alors dans le disque |z| < p on a

2T
e + 2
In|f(z)] = %/ln}f(pewﬂRe ('0 . —_FZ> df

p620

—Zln Zln

Z—a)\

On appelé cette formule la formule de Poisson-Jensen.
Le cas ot f n’admet ni zéros ni ploes généralement la formule s’appelle la formule

de Poisson. Le cas ou z = 0 s’appelle la formule de Jensen.
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1.2. Fonction caractéristique de R.Nevalinna 2

Théoréme 1.2 ([1, 5], Formule de Jensen) Soit f une fonction méromorphe telle
que f(0) # 0,00 et ay,ag, ....,a, (respectivement by, bs, ..., b, ) ses zéros (respective-

ment ses poles) , chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

log | £(0) :—/log|fre |d9+210g Z g

|bi|<r lai|<r
Preuve. On démontre le théoréme dans le cas ott f n’admet ni zéros ni poles

sur le cercle |z| = r. Considérons la fonction
-1
r?—a;z r? — b,z
g(Z)—f(Z) H r(z—aj) H T’(Z—bj)
laj|<r laj|<r
On a g # 0,00 dans le disque |z| < 7 et In|g(z)| est une fonction harmonique.

D’aprés la formule de la moyenne, on a

1 2 ]
In|g(0)] = %/0 In |g (re’) | do.

D’autre part,
-1

9(0)] = [£(0 ‘HM H

d’ou

In|g(0)] =1In|f(0)| + Z ln—— Z In—.

a 1651

laj|<r [bj|<r
Pour z = re?, on a
r? —a;z r? — a_jreie e (re=" — a;)
_ ‘ _ , —1
r(z — a; ) r(re? — a;) re? — a;
r? — bz B r? — bjrew B e (re=t — bj)| )
r(z—0b;)|  |r(rei —b;) re® —b; |
Dou |g(re”)| = | f(re”)|. D’ou, on obtient le formule de Jensen

1.2 Fonction caractéristique de R.Nevalinna

Fonction a-points

Définition 1.1 ([2]) Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe

a, on désigne parn (t,a, ) le nombre de racines de ’équation f (z) = a situées dans

Université de Mostaganem SERRADJ Sid Ahmed



1.2. Fonction caractéristique de R.Nevalinna 3

le disque |z| < t. Chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et par

n (t, 00, f) le nombre de péles de la fonction f dans le disque |z| < t. On définit

N(r,a,f):/OTn(t’a’f);n(o’a’f)dt+n(0,a,f)logr, a # oo

et

N(Taooaf):N(T,f):/Tn(t’oqf)_n<0’oo’f>dt+n(0,oo,f)logr,

0 t

ot N (r, f) est appelée la fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < r.

Fonction de proximité
Définition 1.2 ([2]) Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre

compleze. Alors, on définit la fonction de proximité de la fonction f par

1 1 T 1
Ty = 1 +—
= 27r/0 B [Flren) —a M 17

et m (r, f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.

m (r,a, f) =m(r,

Fonction caractéristique de R.Nevanlinna

Définition 1.3 ([2]) On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la

fonction f par

T(r,00, f) =T (r,f) =m(r, f) + N (r. f).

Exemple 1.1 Pour la fonction f(z) = €*/z, cette fonction admet un pole simple

z=0. Alors

N(r, f) = /07" n(tjoo’f)_n<07oo’f>dt+n(0,oo,f)logr

t
"1-1
= / ——dt + logr
0 t

= logr

De plus

Université de Mostaganem SERRADJ Sid Ahmed



1.2. Fonction caractéristique de R.Nevalinna 4

rcos 6

do

1 27 N 0 1 2T N e
m(r, f) = %/0 log™ | f (re )|d9:§/0 log

1 z rcos
- [ log <e ) do
2r J_ T

r

1 1 [
= — rcos@dQ——/ log rdf
27 _% m _%
T 11
= ———logr.
T 2 &

D’ou

T(r,e*/z) = m(r,e*/z)+ N(r,e*/z)

ro1
= ———logr+logr
™2

T—i—ll
= —+ —logr.
T 2 &

Proposition 1.1 ([1]) Soit f un fonction méromorphe, f est rationnelle si seule-

ment st

T(r,f) = O(logr).

Proposition 1.2 ([1]) Soit f une fonction méromorphe avec le developpment de

Laurent N
f(z) = chzj,cm #0,m € Z.
j=m
Alors

27
log [cm| = %/0 log | f(re®)|dd + N(r, f) — N(r, %)

Preuve du proposition 1.2. On Considére la fonction

Université de Mostaganem SERRADJ Sid Ahmed



1.2. Fonction caractéristique de R.Nevalinna 5

il est clair que m = n(0,0, f) —n(0, 00, f) et h(0) # 0, c0. /a fonctions h et f ont les

méme poles et zéros dans le disque 0 < |z| < r. Par la formule de Jensen on obtient

loglem| = log|h(0)]

1 [ i r r
= o i log‘h(re “’)|d90+ Z log (b_> — Z log <m)

|b|<r | k| lag|<r
1 27 ]
= o /0 log ‘f(re“p)r’m‘ dy

+/n(t,oo,f)—n(O,oo,f)dt_/n(t,Oyf)—n(oa()af)dt

t t
0 0

1 2m ]
= — / log ‘f(re“p)‘ do + —mlogr
2m Jo

+/n(t,oo,f)—n(O,oo,f)dt_/n(t,O,f)—n(oa()af)dt

t t
0

- %/ log |f(re*?)| dip + — [1(0,0, f) = n(0, 00, f)]log
0

T T

_l_/n(taooaf);n(oaoo7f)dt_/n(tao?f);n(oaoaf)dt

= %/0ﬂlog‘f(rei“’)‘dgp—l—N(r,f)—N(r,%).

Définition 1.4 ([I]) Pour tout réel x > 0, on définit

logz, six > 1,

og"” x = max (log z,0) {07 G0<az<l.

1l est clair que

1
Inz =logtz —logt =, > 0.
x

Lemme 1.1 ([1]) On a les propriétés suivantes

a)

logz < log™ x
logtz <logty (si 0 <z <y).

1
logz = log™ z —log™ —.
x

Université de Mostaganem SERRADJ Sid Ahmed



1.2. Fonction caractéristique de R.Nevalinna 6

d)
+ +1
llog x| = log™ = + log™ —.
x

e)

10g+(H x;) < ZlogJr ;.

i=1 i=1

f)

log+(z z;) <logn + Z log™ ;.
=1 i=1

Preuve du lemme 1.1. Montrons ¢) d) €) et f)

¢) On a
+ + 1 1
log"x —In" — = max(logx,0) — max(log —,0)
x x
= max(logz,0) — max(—logz,0)
= max(logz,0) + min(logz,0)
= logux.
d) On a
1
log"z +log" — = max(logz,0) + max(—logz,0)
x

= max(logz,0) — min(log x, 0)

= |logz|.

n
e) Si H x; < 1, alors 'inégalité est évidente.
i=1

Supposons que H x; > 1. Alors
i=1

10g+(H T;) = 10g(H ;)
i=1 i=1
= Z log z; .
i=1
f) On a d’apres b) et e)

log* (Y ;) < log*(n max ;)
=1

1<i<

IA

log n + log™ max z;

logn + Z log™ ;.

i=1

IA

Université de Mostaganem SERRADJ Sid Ahmed



1.2. Fonction caractéristique de R.Nevalinna 7

Proposition 1.3 ([1]) Soient f, f1, fo, . . ., fn des fonctions méromorphes. Alors
Cl) m(razfi S Zm(r,f,)—i-logn
‘ i=1
b m ( 115) < S meh)
i=1
Z N(T, fz)
i=1
Z N(T, f’L)
i=1
ZT(T, fi) +logn,n > 1.

1 i=1

ZT(T7 fl)?n 2 1.
i—=1 i=1

9) 1:(7‘, "y = nT(r, f), neN".

o & &

~ = =
TN ——

=3 = =3
M- 15 14+ 1

== = ==

IA IN IN

=
~
Y
=3
s
o
IA

Preuve. Montrons e) f) g)

e) On a si 2 est un pole de degré \; pour la fonctlon fi, alors il est de degré égale

au plus maxj<;<p A; < Z A; pour la fonction Z fi. Alors

=1 =1

OYE ZN 1)

=1

et

21
m(r,Zfi) = %/log+

i fi (rew) do

7”6

IN

d@ + logn

Zzl / log™

= ‘Zm(r7 fi) + logn.

Donc

n n n

T(r,Y fi) = m(r,Y>_ fi)+N@ Y f)

i=1 =1 i=1

Z T(r, f;) + logn.
i=1

IN

Université de Mostaganem SERRADJ Sid Ahmed



1.2. Fonction caractéristique de R.Nevalinna 8

f) On a

1

21 n
m(r, H fi) = gy i In* H fi(rew)
; i=1

Z(%/Oﬂlnﬂfi(rew)}d@

=1

= Z m(r, fi).

=1

do

IN

3 |l

Si zg est un pole de degré \; pour la fonction f;, alors zy est un pole de la fonction

H fi de degré égale au plus Z ;. Donc

i=1 =1

Ainsi

re ]I = me JLf)+Ne 15

< Z(m(r, fi) + N(r, fi)

i=1
= Z T(T, fl)
=1

g)Onalf"=|f"<1 <= |f| <1 Alorssi|f| <1, ona

m(r, f*) = %/by | f* (re)|do =0
N(r, ") = nNO(n f)
Donc
T(r,f") = m(r,f") + N(r, f") = nN(r, f)
= n(m(r, f) + N(r, f)) = nT(r, f).
Si |f| > 1, alors

2 o
i 1) = %/ 10g\f"<re”>\d9:”%/ log | £(re™)| df
0 0

= nm(r, f)

Université de Mostaganem SERRADJ Sid Ahmed



1.2. Fonction caractéristique de R.Nevalinna 9

et
N(r, f") = nN(r, f).
Donc
T(r, f") = mlr, f*)+ N(r, [") = n(m(r, f) + N(r, f))
= nT(r, f)
[ |

Proposition 1.4 ([1]) Si f est une fonction méromorphe non-constante, et si
af +b

cf +d’

tels que a, b, c, et d sont des constantes avec ad — bc # 0, alors
T (r.9) = T(r, ) + O(1).

Preuve. Si ¢ = 0, alors

J‘Gga{;b> =:ir(n§f4—§)

< TS+ T(r, f) + T(r, g) +In?

d
< T(rf) +h1‘d)+hﬁ’SW+m2
= T(r, f)+0(1)

Si ¢ # 0, alors on écrit
af +b _ alf+2) _aft+i+e—¢
cf +d c(f—i—g) c f+Z

D’ou

af +b a c—ad
T(?",m) = T(T,E )

IA
5
J’_

T(r, f+ )+M2+Oﬂ)

IA
=
=
+
<

Université de Mostaganem SERRADJ Sid Ahmed



1.3. Premier théoréme fondamental de R.Nevanlinna 10

1.3 Premier théoréme fondamental de R.Nevanlinna

Avant d’énoncer le premier théoréme fondamental de R.Nevanlinna on a besoin

d’utiliser les lemmes suivants

Lemme 1.2 Soit f une fonction méromorphe avec a-points; oy oo, ...,a, dans le

disque |z| < r tels que 0 < |ag| < |ae| < ... < a,| < r.Alors

[nlta.f) . [nlt.a,f)—n0.a,f), T
dt dt Zlog ,

t t -
0 0 lag|<r

Théoréme 1.3 ([1]) (Premier théoréme fondamental) Soit f une fonction

méromorphe avec le dévelopement de Laurent de f — a (a € C) a lorigine,

f(z)—a= Z ¢, cm#0, meZ, zeC.

j=m
Alors
1
T (n s ) = T(0) = gl + ol

ot [o(r,a)| < log™ |a| + log 2.

Preuve. Montrons le théoréme pour a = 0, d’apres la proposition 1.2 et lemme 1.3

¢) on a
loglen| = —/log}fre )| d6 + N(r, f) — (r%)
= —/1og+yfre }de——/log d0+N( f)— N(r,%)
= () = (0. £) 4 NS = %) .
Donc
() = () ()
= m(r, f) + N(r, f) — log |cn|
= T(r, f) —log|cm| (1.1)
ou p(r,a) = 0.

Université de Mostaganem SERRADJ Sid Ahmed



1.3. Premier théoréme fondamental de R.Nevanlinna 11

Montrons le théoréme dans le cas général a # 0. Posons h = f — a. Dans ce cas
1 1
N{r,—-) = N(r,——
(~3) = ¥ 7)
1 1
mlr,—] = m|r,—
"h "f—a

N (r,h) = N(r,f—a)= N(rf).

log® |h| =log™ |f — a| <log™ | f| +log™ |a] + log 2. (1.2)
log® | f| = log™ |h + a| < log™ |h| + log™ |a| + log 2. (1.3)
En intégrant (1.2) et (1.3) on aura
m(r,h) < m(r, f) +log™ |a| + log 2
m(r, f) < m(r,h) +log™ |a] + log 2.
Posons ¢(r,a) = m(r,h) — m(r, ), on obtient
—(log™ |a| +In2) < ¢(r,a) < log™ |a| +1og2 < |o(r,a)| < log™ |a| + log 2.

D’aprés (1.1), on a

1 1 1 1
T = T(r.—) = — N
=) = Tip) =mlrg) + N )
= m(r,h) + N(r,h) = In|cy,|
= m(r, f) +¢(r,a) + N(r, f) — In ey
= T(r, f) +¢(r,a) —Inlcy|.
Ou p(r,a) <log* |a| +1og2. m
Exemple 1.2 On a
sinz €% —e 2
tanz = = - - -
CoS 2 21 e + e~ ®
e — 1 —je? 4

iy = - .
6222 + 1 e2zz + 1

D’apreés propositoion 1.1 on a

T(r,tanz) = T(r,e**)+O(1)

Université de Mostaganem SERRADJ Sid Ahmed



1.4. L’ordre et le type de croissance d’une fonction 12

Remarque 1.1 Le premier théoréme fondamental peut étre formulé comme suit :
Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors pour tout a € C, T(r, +~) =

T
T(r,f)+0(@), r—o0

1.4 L’ordre et le type de croissance d’une fonction

Définition 1.5 [1]) Soit f une fonction entiére. Alors l'ordre et Uhyper-ordre de f

sont définis respectivement par

— loglog M (r, f)

=1
pUf) = tim ——
— logloglog M (r, f)
=1
p2(f) = lim og 7 :

ou M (r, f) = max {|f (2)],|z| =7r}. Si f est une fonction méromorphe, alors l’ordre

et l’hyper-ordre de f sont définis par

o logT(r,f)

p(f) = T =
= loglog T (r, f)

plf) = i e

Exemple 1.3 La fonction g (z) = exp(z"™) est d’ordre p(g) = n et d’hyper ordre

p2(g) =0.

Exemple 1.4 Soit f (2) = 222 on a T(r, f) = L + O(Inr). De plus

) exp(2) _ o log T (r, f) _ T log [£ + O(logr)]
z r—400 log r r—+00 log r
— logZ[1+ O(—logr)]
= lim T B
r—+00 logr
— logr+1log (1 + O(kesry — log )
= lim L
r—+oo log r
=1

Université de Mostaganem SERRADJ Sid Ahmed



1.4. L’ordre et le type de croissance d’une fonction 13

exp(2) . m InlnT (r, f) _ T Inln [£ + O(Inr)]
P2 z r—+00 Inr r—+00 Inr
— InlnZ [1 + O(ln—’")]
= lim T r
r—+00 Inr
_ In[lnr —Inm+1n [14+ O(21)]]
r——+o0o 1117‘
ar | I[1+o(2D)]
o Inlnr [1 — lln—r—i— T}
= lim
T—-+00 Inr
ar | I[1+0(2D)]
L 1nln7‘+1n |:1— llrl_T+T:|
= lim
r—-+oo Inr
=0

Remarque 1.2 Si f est d’ordre fini, Alors l’hyper-ordre de cette fonction est nulle.

Mesure linéaire et logarithmique

Définition 1.6 (/I/]) La mesure linéaire d’un ensemble E C [0,4o00| est définie par
+o0o
m(E) = [ty
0

ot X g(t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E et la mesure logarithmique

d’un ensemble F' C [1,+o00[ est définie par

oo
Ln(F) = / XFT(t)dt.
1
Exemple 1.5 La mesure linéaire de l'ensemble E = [2,6] U [7,8] C [0,00) est
0 6 8
m(E) = /XE (t)dt = /dt+/dt:5.
0 2 7

Exemple 1.6 La mesure linéaire de l’ensemble EE = N est nulle, de plus la mesure

linéaire de chaque ensemble dénombrable est nulle.

Exemple 1.7 La mesure logarithmique de l’ensemble F' = [1,5] C [1,00) est

00 5

lm(F):/XF(t)%:/%:lna

1 1

Université de Mostaganem SERRADJ Sid Ahmed



1.5. L’exposant de convergence des zéros 14

1.5 L’exposant de convergence des zéros

Définition 1.7 ([1]) Soit f une fonction méromorphe. On définit ’exposant et I’hy-

per exposant de convergence des zéros de la fonction f respectivement par

~ logN (r, %)
A(f)= lim ———~
(7) r 60 logr

___ loglog N <r, %)

)\2 (f) - TEI—POO IOgT’

N(r,%) :/Orn(t,%> ;n(o’%>dt+n(r,%) log r,

tel que n (t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque

Y

ou

|z] <.

1.6 Deuxiéme théoréme fondamental de Nevan-
linna

Afin de prouver le deuxiéme théoréme fondamentale de R. Nevanlinna, on a

besoin d’abord du lemme suivant.

Lemme 1.3 (/1]) Soit f une fonction méromorphe non constante sur |z| < R et a;

(j=1,2,...,q) des des nombres complexes finis distincts. Alors [’égalité

m <r,ijf ! aj) _ ém (r, f%a]) +0(1) (1.4)

est vrai pour 0 < r < R.

Théoréme 1.4 ([1]) Soit f une fonction méromporphe non-constante dans le disque
|z| <R eta; (j=1,2,..,q9) des nombres complezes finis distincts. Alors pour 0 <

r<R,ona

m(r,f)—l—Zm (r,ﬁ) <27 (r,f) — N1 (r)+ S (r, f), (1.5)
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1.6. Deuxiéme théoréme fondamental de Nevanlinna 15

Ny (r)=2N(r,f) =N (r,f)+ N (r, %) , (1.6)
et
S(r,f):m<r,f7>+m<r,szaj>+0(1). (1.7)

Preuve du théoréme 1.4. Soit

D’apres le lemme 1.2, on a

m(rF) =3 m <r, - ! aj) +o(1), (1.8)

J=1

d’autre part, on a

m(r,F) < m(r,f’F)—l—m(r,%)

: Ay oL
m“’fF”T(’f') N(’f’)

IN

< m(n fF)+T(rf) - N <r, fi> o). (1.9)
Comume
T(f) =m0 f)+ N )
< m(r,f)+m (r, ?) +N(r, f)
< T(r,f)—f—m(r, f7) EN () =N (r ), (1.10)

ce cqui complete la preuve du théoréme (1.4).
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1.7 L’éstimation de S(r, f)

Nous avons besoin d’éstimer le terme S (7, f) , c’est a dire on a besoin d’étudier la

i)
v f
le lemme des dérivées logarithmiques .

croissance du m (7’ ) . dans cette section on va introduire un lemme qui s’apelle

Lemme 1.4 ([2]) Soit f (z) une fonction méromorphe non-constante et pour k un

entier positif dans le plan complexe. Si [ est d’ordre fini, Alors

m(r,#) = 0(logr), (r— o0).

Si f est d’ordre infini, alors

(k)
m ( fT) = O(log (rT'(r, ) (r — oo, r ¢ Ey),

ou Ey est un ensemble de mésure linéaire ne dépasse pas 2

Définition 1.8 (/2]) Soit f(z) une fonction méromorphe non-constante dans le

plan complexe, on définit la quantité S (r, ) par
S(r,f)=o(T(r,f)), (r—o0).
Si f est d’ordre fini,et
S(rf)=o(T(r,f)), (r—o0, r¢kE),

ot Ey est un ensemble de mésure linéaire finie si f est d’ordre infini.
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Chapitre 2

Introduction a la théorie d’unicité

des fonctions méromorphes

La théorie d’unicité des fonctions méromorphes étudie principalement les condi-
tions pour les quelles il existe une et une seule fonction satisfaisante a ces conditions.
I est bien connu que tout polynéme est déterminé par ses zéros (I’ensemble dans
lequel le polynoéme prend ses zéros) sauf pour un facteur non nul, mais ce n’est pas
vrai pour une fonction entieére transcendante ou méromorphe.

Dans ce chapitre, on va citer quelques résultats connus sur la théorie d’unicité des
fonctions méromorphes dans le plan complexe. En premier lieu, on donne quelques

défmitions :

Définition 2.1 ([6])Soient f et g deuz fonctions méromorphes d’un variable com-
plexe, et a € C. On dit que

(i) f et g partagent la valeur a CM (comptant la multiplicité) si f(z) — a et
g(z) — a admettent les mémes zéros avec les mémes multiplicités.

(i) f et g partagent la valeur a IM (ignorant la multiplicité) si f(z)—a et g(z)—a

admettent les mémes zéros sans tenir compte de leurs multiplicités.
Exemple 2.1 Les fonctions e* et e=* partagent 0,1, —1,00 CM.

Exemple 2.2 Les fonctions p(z) = (z—1)(2—2)% et q(2) = (2—1)%(2—2) partagent
0 IM.

17



2.1. L’unicité des polynomes 18

—428 —4z

Exemple 2.3 Les fonctions p(z) = ey q(z) = TG partagent 0, o0
et 1 IM.

2.1 L’unicité des polyndmes

Dans cette section, on va citer quelques résultas connus sur le théorie d’unicité

des polynomes

Théoréme 2.1 (/0]) Soient f et g deux polynémes non-constants. Si f et g par-

tagent la valeur a CM alors f(z) = c g(z) ou ¢ est une constante.

Preuve du théoréme 2.1. Soit H la fonction rationnelle défine par

f(z) —a

Hz) = g(z) —a’

Comme f — a et g — a ont les mémes zéros avec les mémes multiplicités. Alors

A

9(z) —a
ou h est une fonction entiére.
D’autre part, si h est non-constante, Alors H n’est pas une fonction rationnelle.

Contradiction.

Corollaire 2.1 ([0]) Soient f et g deux polynémes non-constants et a un nombre

complexe finie. Si f et g partagent a CM et il existe un point zg tel que
f(z0) = g(20) # a

Alors f(2) = g(2).

Pour le cas ou les polyndomes partagent des valeurs IM .Adams et Straus (voir

[6]) ont prouvé ce résultat :

Théoréme 2.2 ([6]) Soient f et g deuz polyndmes non-costants et a,b deux nombres

complzes. Si f et g partagent deuz a et b IM, alors f(z) = g(z).
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2.2. L’unicité des fonctions rationnelles 19

Preuve du théoréme 2.2 Sans perdre de généralité, on suppose que

deg(f) =p > deg(g) = ¢ > 0.

On suppose que f(z) # g(z),soit le polynome H définie par

On remarque que

deg H < 2p—1.

D’autre part, on a

H(z) = f'(2)(f(2) —a—(9(2) — a))
= () (f(z) —b—(9(z) = b))

ce qui implique que si zg est un zéro de f(z) —a ou un zéro de f(z) — b, alors z; est

un zéro aussi de H, d’ou deg H > 2p. Contradiction.

2.2 L’unicité des fonctions rationnelles

Dans cette section,on va citer quelques résultas connus sur la théorie d’unicité

des fonctions rationnelles, afin d’énnocer

Lemme 2.1 ([0]) Soient f et g deuz fonctions rationnelles non constantes. Si f et

g partagent 0,00 CM ,alors il existe une constante k # 0 telle que :

f(2) = kg(2)
Preuve du lemme 2.1 On définit la fonction rationnelle H
56
9(2)

cette fonction n’ademt pas ni zéros ni poles. Donc la fonction H = e” ot h est une
fonction entiére. h doit etre une constante, car sinon on trouve une contradiction

avec I’hypothése de H rationnelle.
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2.2. L’unicité des fonctions rationnelles 20

Par le lemme 2.1, on déduit le résultat suivant.

Théoréme 2.3 ([0]) Soient f et g deuz fonctions rationnelles non-constantes.Si f
et g partagent deux valeurs a et b CM .Alors il existe une constante k # 0 telle que

f—a g-—
f—b =k —b

Preuve du théoréme 2.3 On définit les deux fonctions :
flz)—a 9(z) —a
F(z)=————, G(2) = —F——
e T m
On remarque que F' et G partagent 0, co CM. D’apres le lemme 2.1, il existe une

constante k # 0 telle que F' = kG.

Corollaire 2.2 (/0]) Soient f et g deux fonctions rationnelles non-constantes. Si f
et g partagent deux valeurs a et b CM, et s’il existe un point zq tel que g(zo) ¢ {a, b} .
Alors f=g.

Théoréme 2.4 ([0]) Soient f et g deux fonctions rationelles non-costantes. Si f et

g partagent les valeurs distinctes ay,as,azet ag IM Alors f = g.

Preuve du théoréme 2.4 Sans perdre de généralité, on suppose que a; = 0,

as = 00, az = a et ay = b.Sinon il suffit d’étudier les deux fonctions

f(z) —a Gl _g(x)—a

f(z) —ay’ 9(2) = az

car F' et GG partagent 0, 0o, Zz Z;, Zi Zl IM. On définit les deux fonctions suivantes

F(z) =

_h(2) ) = 91(2)
f(Z) - fQ(Z)a g( ) 92<Z)

ou fi, fa, g2, g2 sont des polynomes tels que f; et fo (resp.gs et go) n'ont pas de

facteurs communs. On remarque que les fonctions f; et g; (i = 1,2) partagent 0 IM,

les fonctions fi(z) — afa(2) et g1(z) — aga(z) partagent 0 IM, et. fi(z) — bfa(2)et
91(2) — bge(2) partagent 0 IM. Sans pérdre de géneralité,On suppose que

deg(f1) > max {deg(f>),deg(g1),deg(g2)}, (2.1)
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2.2. L’unicité des fonctions rationnelles 21

et on note par H;

Hy = fogo(f — 9) = f192 — fon (2.2)

alors, les poles, les zéros, les a-points et les b-points de f sont aussi des zéros de H;.

Posons maintenant

Hy = fifolfr — af2)(fi — bf2). (2.3)

Alors Hs(z) = 0 si et seulement si z est un zéro, pole, a-point et le b-point de f. On

définit la fonctiaon Hj par

Hy = (fifa— fifo) H (2.4)
évidement ,les zéros, les poles, les a-points et les b-points de f sont des zéros de Hj
telle que la multiplicité de Hs dans I'un de ces points est superieure ou égale a celle

de H,. Ce qui implique

Hs = FHy (2.5)
ou F' est un polynome. On définit
§ = min {deg(f1)7deg(f1 - an)v deg(fl - be)} ) (26)
comme
f{fz—flfé = (fl—(lf2)/f2—(f1—af2)fé (2-7)
= (fl - bfz),fz - (fl - bfz)fé-
On obtient.

deg(fifo — fify) < s+ deg(fa) — 1 (2.8)

D’ou la formule (2.5) nous donne

deg(Hs3) = deg(F) + deg(Ha) (2.9)
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2.3. L’unicité des fonctions méromorphes d’ordre inférieur a 1 22

d’apres (2.1),(2.3) et (2.6), on a

deg(H2) > deg(f2) +2deg(f1) + s. (2.10)

(2.1) et (2.6), nous donne

deg(H,) < 2deg(f1) (2.11)

Il résulte de (2.4), (2.8),(2.11)

deg(Hs) < s + deg(f2) — 1+ 2deg(f1) (2.12)

Substitution (2.10) et (2.12) dans (2.9), on obtient

deg(F') 4 deg(f2) +2deg(f1) +s < s+ deg(f1) — 1 + 2deg(f1).

Donc deg(F) < —1, d’ou F = Hz = 0. Comme

. fife = fifs
f3

et f est non-constante, alors f| fo — f1f5 # 0, ce qui implique que H; = 0 et d’apres

(2.4).on déduit que f = g.

2.3 L’unicité des fonctions méromorphes d’ordre
inférieur a 1

Dans cette section ,on va citer quelques résultas connus sur le théorie d’unicité

des fonctions méromorphes d’ordre < 1.

Théoréme 2.5 ([0]) Soient f et g deux fonctions méromorphes non-constantes

d’ordre < 1.51 f et g partagent 0,00 CM. Alors il’existe une costante k # 0 telle

que [ =kg.

Preuve du Théoréme 2.5 Notons par H la fonction méromorphe défine par

m=?
9
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Comme f et g partagent 0,00 CM, il résulte que H = e*, ol k est un polynéme. Si

k est non constante, on trouve

1 >max{p(f),p(9)} Zp@) =p (") =deghk > 1,

contradiction.

Corollaire 2.3 (/0])Soient f et g deux fonctions méromorphe non-constantes d’ordre

< 1.5i f et g partagent deux valeurs a,b CM et s’il y a un point zy tel que f(z) =
g(z) ¢ {a,b}. Alors f = g.

Corollaire 2.4 ([6]) Soient f et g deux fonctions méromorphe non-constantes d’ordre

< 1. Si f et g partagent une valeur a CM, et s’il y a un zy point tel que f(z9) =
9(z0) # a. Alors f = g.

2.4 Théoréme de cinq valeurs de Nevanlinna

Naturellement on pose la question suivante : combien de valeurs déterminent une

fonction méromorphe ?

Théoréme 2.6 ([0, 5]) (Le théoréme des cing valeurs de Nevanlinna (Ne-
vanlinna 1929)) Si deux fonctions méromorphes f et g partagent cing valeurs CM,

alors elles sont identiques.

Preuve du théoréme 2.6. On suppose d’abord que tous les valeurs a; (j =1, ..., 5)

sont finis. D’apres le deuxiéme théoréme fondamental

3T (r,f) <Y N <r, f_#a) +S(r, f) (2.13)

J=1

et
5

3T (r,g) < ZW (r, —1a4) +S(r,g). (2.14)

j=1 9=

Supposons aussi que f # g. Alors, d’aprés 'hypotheése

. 1 5_ 1 1
;N(T’f—%’) N ZN<T79—%') SNO’H)

< T(rf-g)+0(1)
< T(rf)+T(rg) +0(1) (2.15)
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D’apres (2.13) — (2.15)
3(T(r, f)+T(r,9) <2(T(r, f)+T(r,9)+5(r f)+5(r9),

ce qui est une contradiction. donc f = g.
On suppose maintenant que 1'un des valeurs a; (j = 1, ..., 5) est infini, sans perdre
de généralité, on suppose que as = 0co.

Soit a € C tel que a # a; (j =1,...,5) . Posons

1 1
PO =5 ¥ =m—a
et
b, = 1 =1 4). b= =0
]_aj_a (]_ bR | )7 5_ .

Il est claire que F' et G partagent les valeurs b; (j = 1,...,5) IM, d’aprés le premier

cas, on trouve que F (z) = G (2), ce qui implique que f = g.

Exemple 2.4 Soit f(z) = exp(z) et g(z) = exp(—=z). Alors f et g partagent les

quatres valeurs 0,1, —1,00 IM .Mais f et g sont déférentes.

Théoréme 2.7 ([1]) (Le théoréme de quatre valeurs de Nevanlinna) Si deux
fonction méromorphes partagent quatre valeurs CM, Alors f est une transformation

de Mébius de g.

Remarque 2.1 La transformation de Mobius d’ une fonction définie comme la com-
posée d un nombre fini d’inversions par rapport & des plans ou sphére. En particulier
,Si on identifie R? a C,Alors on peut prouver que les transformations de Mdobius

conservant [’orientation sont de la forme :

az+b
cz+d

M:z—

avec a, b, c et d quatres nombres complzes tel que ad — bc # 0
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Chapitre 3

Valeurs partagées par une fonction

entiére et sa dérivée

3.1 Introduction et résultat

Le probléme d’unicité des fonctions entiéres qui partagent une valeur non nulle
finie a avec leurs dérivées est récemment étudié. Dans cette section on étudie le
probléme des deux valeurs partagées par une fonction entiére et sa dérivée.

En 1977, L.A. Rubel et C-C. Yang ont démontré le résultat suivant.

Théoréme 3.1 ([/, 0]) Soit f est une fonction entiére non-constante .Si f et f’

partagent deux valeurs finies distincts a et b CM. Alors f' = f.

Exemple 3.1 la fonction f(z) = €* et sa dérivée f'(z) = e* partagent deuz valeurs

Oetl CM

3.2 Lemmes préliminaires

Pour démontrer le Théoréme 3.1 on aura besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.1 ([, 0]) Soient ayg(z),a1(z2), ....,a,(2) des fonctions méromorphes et

91(2), 92(2), ..., gn(2) des fonctions entiéres, telles que

n

T(r,a;) = O(Z m(r,e?)), (j=1,...n)

v=1

25
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en dehors d’un ensemble de mesure logarithmique finie. St

Alors

Z ay(2)e9" ) = ag(2).
v=1

Z Cvav(z)eg“(z) =0
v=1

ot les constantes C,, (v = 1....,n) non toutes nulles

Lemme 3.2 (/0]) Soient f; (j = 1,2,3) des fonctions méromorphes telles que f

n’est pas constante. Si fi + fo+ fs =1, et

J=1

Z N(r, flj) +2 éﬁ(r, i) < A+o(1)T (r)

ou A <1 et T(r)=maxi<j<3T(r, f;). Alors fo =1 ou f3 =1.

Lemme 3.3 ’[6]) Soit h une fonction entiére non-constante et f(z) = ). Alors

(4) T(r,h) = o(T(r, f)) (r — o0).

(i) T(r,h') = S(r, f).

3.3 Preuve du théoréme 3.1

Pour montrer ce théoréme on distingue les deux cas suivants :

Cas 1. Si ab = 0,Sans pérdre de généralitié,on suppose que a = 0 et b # 0. Donc

0 doit étre une valeurs exptionnelle de Picard, d’ou

f(2) = e et f/(2) = ¥, (3.1)

ol « et 3 sont des fonctions entiere.D’apres (3.1) on a

D’autre part, on a

ef =ale” (3.2)
J{__l; = ¢, (3.3)
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3.3. Preuve du théoréme 3.1 27

ou § est une fonction entiere. D’apres (3.3) et (3.1), on a

1eo‘ +é — 1€ﬁ+6 =1 (3.4)

b b
En utilisant le Lemme 2.1, on obtient

1
_6B+5

§—
=1 — 1.
e ou )

Si ¢’ =1, alors d’aprés (3.3) on en déduit que f’' = f.

Si —1e?T =1, alors ” = —be™? et I'équation (3.4) devient

e =bPe e,
Par ceci et (3.2), on trouve la contradiction

b2
62(1 — )
!

Cas 2. Siab#0,0n a

{f/_a =< (3.5)

ou « et [ sont des fonctions entiéres. Supposons que [’ # f. D’aprés le systéme

(3.5)
be? —ae® +a—b
[ = T
ef —e
et
be® — ae’ + (a — b)e*tF
f = - ) (3.6)
Donc

ae® +be* + (a — b)e** TP — (a — b)e TP

—((b—a)(B —a') = (a+)e*™ + (a —b)'e” — (a—b)d/e* =0 (3.7)

Il est clair que

SERRADJ Sid Ahmed
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3.3. Preuve du théoréme 3.1 28

T(r, f) < 2(T(r,e*) + T(r,e")) + O(1) (3.8)

Supposons que e* = ¢ (¢ # 0,1), ol est une constante, alors D’aprés (3.8) ¢ n’est

pas une constante et (3.7) devient
Ae*P 4 BeP +bc? =0 (3.9)

ol
A=a—(a—1V)ec,
B=(a—bc+((b—a)p —(a+bc+ (a—b)s
D’apres lemme 3.3 on obtient

T(r,3) = S(r, ).

D’ou (3.9) est imposible et e® n’est pas constante.
En utilisant la méme méthode, on trouve que e?, e~ /=2 €29~ sont toutes
non-constantes.

En divisie la formule (3.7) par ¢”, on obtient

ae’+be** P (a—b)e**—(a—b)e* PP+ ((b—a)(B'—a')—(a+b))e*—(a—b)a/e* P = —(a—b)A .
(3.10)

D’apres le Lemme 3.1, ils existent des constantes C; (j =1, ..., 6) telles que

CheP + Che®@ ™ 4 Cye® — 04 + Cs((b— a) (B — o) — (a +b))e® — Coae®P = 0
(3.11)

En divisie la formule (3.11) par e®, on obtient

CreP~ 1 Cye™ P + Cue® — Cae + Coale® = —Ci((b—a)(F' — o) — (a +1)) (3.12)

D’aprés le Lemme 3.1, ils existent des constantes d; (j =1, ...,5) telles que

di€”™" + dae® ™ + dze” + dye” + dsale ™’ =0 (3.13)

En multipliant maintenant (3.13) par e, on obtient
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3.3. Preuve du théoréme 3.1 29

d1€? ™ 4 dye® + dze® P + dye?’ = —dsa/ (3.14)

D’aprés le lemme 3.1, ils existent des constantes ¢; (j = 1,...,4) telles que

177 + the® + t3e* 0 4+ 1% =0 (3.15)

Sans pérdre de généralité, on suppose que ¢4 # 0 et (3.15) devient

t t t
— e a2 _ Beab (3.16)
ty ty ty

[0}

ce qui une contradiction avec le lemme 3.1 car e=®, e 25 ¢ % ne sont pas des

constantes et ' = f.
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