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Introduction

La théorie des inégalités jouent un roéle trés important dans presque tous les domaines
des mathématiques. Plusieurs applications des inégalités se retrouvent dans divers domaines
des sciences ( Physique, Sciences de 'ingénieur..etc).

Ce travaille se compose d’une introduction et trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on va présenter certaines inégalités classiques et leurs applica-
tions, on va aussi étudier quelques propriétés des fonctions convexes.

Dans le deuxiéme chapitre, on va prouver une nouvelle version de I'inégalités de Cheby-
chev pour certaines classes des fonctions qui n’ont pas nécéssairement la meme direction de
variation.

Dans le troisiéme chapitre, on va montrer une nouvelle type de I'inégalité de Griiss pour
les fonctions convexes, on va aussi comparer entre nos résultats et celle de I'inégalité classique
de Griiss.



Chapitre 1

Quelques inégalités classiques

Dans ce chapitre, on va présenter quelque inégalitées nécéssaires et donner quelques défini-
tions, résultats et applications dont on aura besoin tout au long de ce travail.
1.1 Fonctions convexes

Définition 1.1 Soit I un intervalle de R. Alors f : I — R est dite conveze si pour tout
r,yel et Ae[0,1] ona:

FAz+ (1 =Ny) <Af (@) + (1 =) f (). (1.1.1)

Si Uinégalité (1.1.1) est stricte pour tout © # y et A € ]0,1[, alors f est dite strictement
convexe. [ sera dite concave si —f est conveze.

Interpétation géométrique

(x)s <A

flcy=<d

c=(1ta+tbh
d = (1-t)-f(a) + t-fib)

Une fonction réelle d’'une variable réelle est dite convexe si :
(i) Quels que soient deux points a et b du graphe de la fonction, le segment [ab]est
entiérement situé au-dessus du graphe.



Remarque 1.1 L’ inégalité (1.1.1) est équivalente a :

1 (p:r+qy> i (@) +af (y)

Ptq Ptq

Pourz,y € I, p+q > 0.
Remarque 1.2 [7] Si z1 < zo < x3 sont des points dans I , alors 1’ inégalité (1.1.1) est

équivalante a :

1 f(z) 1
z2 [(x2) 1| =(23—x2) f(21)+ (21— x3) f (22) + (22 — 1) f (23) = 0.
zy f(z3) 1
ot T3 — T Ty — T
flx2) < Ii _xif(xl) + Ij _xif(xs,)-
et sans la condition de la monotonie sur x1,xs,x3 on a :
f(z1) f(x2) f(3)
+ (2 — 71)(z3 — 73) + (73 — 21) (25 — 72) > 0. (1.1.2)

(w1 — x2) (21 — 73)
Remarque 1.3 [7] f est a la fois convexe et concave si et seulement si f(x) = A\x + ¢ pour

certains A, ¢ € R.
Remarque 1.4 [7] L’inégalité (1.1.2) peut étre réécrit sous la forme

f(a:l) — f<$2> < f(xQ) — f(ﬂ?3) (-Tl < Ty < $3)'

Ty — T3

T1 — T2
Remarque 1.5 [7] Si f une fonction convexe dans I et si x1 < yi, Ta < Yo, T1 # Ta,

Y1 # Y2, alors
flz) = fla1) _ fly2) = F(y)
h Y2 —

To — I

pour x <y, et z >0, on obtient :

fla+2) = f(2) < fly+2) = f(y).
Proposition 1.1 [7] Soit f une fonction convexe définie sur l'intevalle I C R. Si x,y,z

sont trois points de I tels que r <y < z, on a

fy) = f(x) Sf(Z)—f(éL‘) Sf(Z)—f(y)'

y—x z—x z—1

z—x !

Preuve. Posons t = =2 alors 0 < ¢ < 1 et
y=z+@y—z)=x+t(z—x)=(1—1t)x+tz,

donc par la convexité de f on a
(1.1.3)

fy)=F((A=ta+iz) <A =1) f(x) +1f(2) = [(2) + 1 (2) = [ (2)),



d’ou

)= F@) StFE) - f ()
F)~f@) _ fE) - f)

Yy—x B Z—x

et

et pour l'autre inégalité, on transforme (1.1.3) en

(I=0)(f(2) = f(2) < f(2) = f ()

donc
f(z) = f(x) < f2) = fy)

z2—x z—

Notation 1.1 Soit 2o € R on note par f. (o) (resp.f_ (w0)) la dérivée de f a droite (a
gauche) au point x.

Proposition 1.2 [7,9] Soit I est un intervalle dans R et f : [ — R est convexe. Alors f..
et f existe et sont croissantes sur I, et f < f;_, si f est strictement convexe, alors ces
dérivées sont strictement croissantes.

Proposition 1.3 [7] Soit f : [a,b] — R on a les assertions suivantes :
(i) f est (strictement) convexe si et seullement si elle existe une fonction croissante
g :la,b] — R est ¢ € [a,b] un nombre réel tel que, pour tout x € |a, b]

x

f<x>=f<c>+/g<t>dt.

[

(it) Si f est dérivable, alors f est (strictement) convexe si et seullement si f' est (stric-
tement) croissante.

(ii5) Si f" existe sur [a,b], alors f est convere si et seullement si f* (x) > 0.

(i) Si f" (x) > 0, alors f est strictement convere.

Notation 1.2 Pour n > 0, un n-uplet est une collection de n objets ( par exemple p =
(p1,p2, .-.,pn) est un n-uplet )

1.2 Inégalité de Jensen

L’inégalité de Jensen a été découverte a la fin du XIX éme siécle et il donna la preuve
en 1906 par le mathématicien Danois Johan Jensen, cette inégalité est une généralistion de
I'inégalité de la convexite a plusieur nombres, comme, par exemple, la comparaison entre la
moyenne arithmétique et la moyenne géométrique de plusieur nombres. On peut 1’écrire de
deux manieére :



1.2.1 Le cas discrét :

Théoréme 1.1 [6,7,8] Soit f une fonction convere sur I C R, x = (x1,22,...,2,) € 1",
(TL = 2) etp = (pbp?? 7pn) € R:Ld alors :

f (% me-) <5 sz (1) . (1.2.1)
=1
avec P, = zn:pi
i=1

Preuve. On va démontrer par recurrence. Pour n = 2 :

1
i L - r1 + xT ,
<p1+pzzp > <p1+p2 (P171 + P2 2))

comme f est une fonction convexe, alors :

1 D1 D2
r1 + pax < r1) + T
f(pl + D2 (prvs 4 p2 2>> P11+ D2 f (@) P1 +p2f( 2)

P (p1f (21) + paf (22))

IN

IA
=
_I._
=
[\
R
||'Mw
=
kﬁ
=
~_

< %2 <szf($z)) .

Donc l'inégalité (1.2.1) est vrai pour n = 2. On suppose que 'inégalité (1.2.1) est vrai pour
n et on montre quel est vrai pour n + 1,

n+1 D P 1 n
n+1 n
Dili | = —Tpt1 T 5 piZi |,
( n—&-lZ > ( n+1 - Pn—i—lpnizl )

comme f est une fonction convexe, alors :
Prn+1 pn 1 & Pn+1 P, 1
{5 — ) _piwi| < f(@n41) + 5 D_piti
Pr o Pri1 Pn i1 Pt (1) Poia Py, Z
1 n+1
< pif (i) |-
e (S o)

Comme l'inégalité (1.2.1) est vrai pour n + 1, alors elle est vrai pour tout n € N

1 « 1 —
/ (Fn ZX;%%) < E;pz‘f ()




1.2.2 Le cas Intégrale (continue) :

La forme intégrale de I'inégalité de Jensen a la forme suivante.

Théoréme 1.2 [6,7,8] Soit f une fonction convexe sur l'intervalle I, u : [a,b] — I une
fonction continue. Alors,

[pats | [psa)is
flees—1|<" , (1.2.2)

/ pla)dz /b p(a)dz

ot p est positif continue sur [a,b] .

Preuve. Comme f est une fonction convexe sur l'intervalle [a, b], alors pout tout to € [a, b],
il existe § € R tel que
f(t) _f(t(J) > ﬂ(t—to), te [aab]'

d’ou
p () f(u(t) = B(u(t)—to)p(t) + f(to)p (). (1.2.3)
Posons ,
/p (t)u(t)dt
to=2

b b () u (t)dt (tHu(t)dt |
[ro sy = 5 [pa u<t>a/pb dt+ f /p— [riaya
“ “ [pteras [ota|”

b . p(Hu(t)dt |
_ ﬁ(/p(t)u(t)dt/p(t)u(t)dt)+f / : /p(t)dt.
’ ‘ /p(t)dt ‘



Ce qu’implique

1.2.3 Applications

Dans ce qui suit on donne quelques application direct de I'inégalité de Jensen

Proposition 1.4 (Comparaison entre moyenne géométrique et moyenne arithmétique) Soit
(21,22,...,2,) € R} ,0n a

n o
(E xl) < - ZZ:; Zi.
Preuve. Considérons la fonction f définie par :
Ve e R, f(z)=—In(2)
on a alors
22

on en déduit que f est convexe. En appliquant 'inégalité de Jensen, on obtient :

“In (Zn: %) < Zn: — h;(xi),

i=1

donc
- In(z;) "z
<1 —
2on(3:2)
i=1 i=1
Qui s’écrit
n N n ;
| I I —
()= (E2)
i=1 i=1
donc
| nol < —
n(l_[:/L'z _ln<zn>,
i=1 =1
alors
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Proposition 1.5 Soit n € N*, Vp € N* et (1,2, ..., 2,,) € R}

;
(3)=(h2e)
i=1 =1

Preuve. Considérons la fonction f : R — R définie par :

f(x) = a

on a alors

"

f(@)=pp—1)a">

Par conséquent f est convexe. En appliquant I'inégalité de Jensen, on obtient :
1< )\ 1
(13a) <i3a
i=1 i=1

et en élevant les deux membres & la puissance ]1] on obtient
1
1 n 1 n P
— . — p
(2n)<(i2)
i=1 =1

Remarque 1.6 Si l'on pose n = 2 dans la formule précédente on obtient

Par conséquent,

1.3 Inégalité de Hermite-Hadamard

L’inégalité classique de Hermite-Hadamard nous donne une estimation, d’en bas et
d’en haut , de la valeur moyenne d’une fonction convexe a été publie pour la premiére fois
dans [1]

Théoréme 1.3 [1,8,12] Soit f : [a,b] — R est une fonction convexe. Alors

f (a;b) s bia/bf(x)dx S M 3y

a

Pour la démonstration, on a besoin du Lemme suivant
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Lemme 1.1 [1,12] Soit f une fonction intégrable dans I. Alors on a

b 1

bia/f(:p)dx = /f()\b+(1—/\)a)d)\

a 0
1

_ /f()\a (1= Ab)dA.

0

Preuve du Théoréme 1.3 Soit f est une fonction convexe on a pour tout A € [0, 1]

f<a+b) _ f<)\b+(1—>\)a—|—)\a+(l—)\)b)

2 2
fOb+(1—=XNa)+ f(Aa+ (1 =A)D)
- 2
< MO+ =NF@) +Afla) + (1= N)f(b)
- 2
_ f@+ 1)
- 2
alors en peut écrire :
f <a—21—b> < fb+(1— /\)a)—;—f(/\anL (1—=X)d) < f(a)—|2—f(b)' (13.2)

En integre 'inégalité (1.3.2) sur [0, 1] par rapport & A et on utulise le Lemme 1.1 on obtient

1

/1f (a‘;b> i < % (/f(xm (1= N)a)dA + /1f()\a+ (1- A)b)dA)

< [Latso,

alors

1.4 Inégalité de Fejér
L’inégalité de Fejér est une généralisation de I'inégalité de Hermite-Hadamard.

Théoréme 1.4 [11] Soit f une fonction convexe sur [a,b], et soit p : [a,b] — RT est une
fonction intégrable et symétrique par rapport a v = “T*b (i.e p(x) =pla+b—1x)). Alors

f(“;b) /b p(t)dt < /b p(t) f(t)dtgw /b p(t)dt. (1.4.1)

a a
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Pour la démonstration on besoin du lemme suivant

Lemme 1.2 [5] Soit [ :[a,b] — R une fonction conveze, alors

2 (“*b) < f@) + fla+b—2) < fla) + F(D).

Preuve du Théoréme 1.4 Comme [ une fonction convexe sur [a, b , et soit p : [a,b] — R
une fonction intégrable et symétrique par rapport a x = “TJ“I’ On a

—+b
o b

((55) o= (252 o (252

Ai,

Comme p est symétrique par rapport a r = “+b on obtient

a+b a+b

f(“‘z”’) /bp(t)dt — jf(a;_b>p(t)dt+/Qf(aTM)p(a—kb—t)dt

a a a

a+b

- FUER) e

a

on utulise le Lemme 1.2, on obtient

F(“57) froar < [ir@ssaro- oo (14.2)
a C% .
= [0 s+ [ r@ptea
. 2
- / p(t) F(t)dt
Et
—ﬂa);f(b)/p(t)dt = /f() dt+/f pla+b—t)dt
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d’apres le Lemme 1.2 on obtient

f(a);f(b)/p(t)dt > /[f(t)+f(a+b—t)]p(t)dt (1.4.3)

Alors de (1.4.2) et (1.4.3) on obtient

(57 /bpu)dtg /bp(t)f(t)dtéw /bp@)dt

2

a a

1.5 Inégalité de Holder

I'inégalité de Holder est une inégalité fondamentale relative aux espaces de fonctions L”

1.5.1 Le cas déscrit

Théoréme 1.5 [8] Soient a = (ay,as,...,a,) € R}, b= (b1,by,...,0,) € R} et p,q € RY tels
que % + % =1ona

S =

i aibi S (i af) ' <zn: bg) ' . (124)

=0

Preuve. On applique 'inégalité de Jensen avec n = 2, p; = %, P2 = %, f(z)=—1In(z) et
x1 > 0, 9 > 0 on obtient

n (ﬂ N ﬁ) o () In(w)

p q p q
1 1
< —ln(xf)—ln(xé’),
par la fonction exponentielle on obtient
1 Loz T
xy ok Ty < 2422
p q
Posons , .
a; _ b
X1 — et ro = —;
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On obtient ) )
P q
al b? a? b?

n : n ’ é nZ + nZ
sl || vxa oy
=0 =0 =0 1=0

C’est-a-dire , .
azbz S ai ‘I‘ b’L

=0 i—0 =0 1=0
SOMmMIMons
n n
aibi af bg
2 : 1 1 S n + n
n P n q
=0 =0 q
<§ :@:f> ( bf) p E a q E b;
i—0 i—0 =0 1=0
d’ou

1=0
1 1 — n + n
n P n q
S p) P2l g b
i=0 i=0 l =0 =0
qui se simplifie
aibz-
i=0 1
<Z+-=1
p q

et finalement :

3

N
>
Il 3
o
)
B
N R
- -
Il 3 Il 3
o o
=) =
SRS =0
\__/ v
I 2=
N
I\ M 3
o
>
o
~
Q|

1.5.2 Le cas Intégrale (continue)

Théoréme 1.6 Soient [ et g deux fonctions continue et intégrable sur |a,b], Soient 1 < p,
q < +o0 avec % —1—5 = 1. Alors

b

/bf(:v)g(w)dx <| [y / (9(2)) do

a

1
q

ST

pour la démonstration on a besion le Lemme suivant
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Lemme 1.3 (Inégalité de Young) Soit a,b € R* etp >0, ¢ > 0 tels que %—i—% =1,0na
P q
ab < CL_ + b_
p q

Preuve du Théoréme 1.6 On suppose que

b b
/|f(:c)]pd:c7é0et/]g(x)]ngg;éo_

On applique L’inégalité de Young avec

|f ()]

a= -etb= -
P b P}

/blf(x)lpdar /|g(x)|qu

On obtient

|f ()] g (=)] f@F 1 lg@f

1 .
/blf(@lpda: /b|g(x)|qu E p/lf )" dx q/yg(x)yqu

a

3=

On inteégre sur [a, b] par rapport & x on obtient

b b b

J1r@la @) s [irwra [uwre
- I r < lab +1“b
b p b 7 P q
/\f(ar)!”da: /\g(:ﬁ)|qdm /If(m)lpd:c /|g(m)|qu
a a S 1:—1 a
2
= 1.

Alors

/\f o ()] de /\f Vo | | [lo@r i

1.6 Inégalité de Minkovsky

I'inégalité de Minkowski est 1'inégalité triangulaire pour la norme des espaces LP pour
p=>1
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1.6.1 Le cas discrét

Théoréme 1.7 [8] Soient a = (ay,as,...,a,) € R} et b = (by,ba,...,0,) € R}, p > 1 et

a € 10,1]. Alors 1 1 1
(Sreror) = (55e) ()

i=1

sip<1(p+#0), linégalité s’inverse. Dans les deux cas l’égalité est valide si et seullment si
a et b sont proportionnel.

Preuve.

n

(Z (@ + bz')p) = (D (aa+(@—a)b)"+> ((1-a)ai+ abi>p>

=1 =1 =1

> (ag; + (1-a) b»”) + (Z (1—a)a; + abi)p)

=1

Z (&ai)p>

B =
3 =

B =

IN

IN

s
+
R
—
|
£
S
—
+

1.6.2 Le cas Intégrale(continue)

Théoréme 1.8 Soient [ et g deux fonctions continue et intégrable sur [a,b], Alors

(/b (f (x)+g(w)>pdﬂ7)p = (/b (f (fff))pdfﬂ)p+ (/b (9 (x))pdw)p-

a a

oup > 1.
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Preuve. On utilise I'inégalité de Holder, on obtient
b

b
/ f+glPde < / (U] + 19D 1f + 9" da

a

b b
- /|f| gl e+ / gl 1f + 9P da

a a

S =
SIS
S
|
—

IA

/b (F@yds)| + / (9(@)) da

S
SIS
f=a
=

(f@)de ] + | [ (9(2))dx /\f+g|”dx

I
Se—
Se—

ce qui est implique

/b|f+g\pdar ) 1 \ !
: = | < | [ewra] +| [owra
[1s+gr s “ “
donc ' e ) 7
/b|f+glpdx e /b(f(w))”d:r i /b<g<x>>pdx ,,
alors 1
/b (@ o) < / (f @) da +(b<g<x>>pdx p
.

1.7 Inégalité de Chybechev

L’inégalité classique de Chebyshev implique la différence entre la moyenne du produit de
deux fonctions et le produit du moyen des fonctions individuelles.

1.7.1 Le cas discrét :

Théoréme 1.9 [2] Soient a = (a1, aq, ...,a,) € R", b = (b1, by, ...,b,) € R" monotone dans
la méme direction et n € N* alors :

% (iaibi) > (%i%) <%ibz> : (1.5.1)
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Si a et b sont monotone dans le sens inverse, alors l'inégalité (1.5.1) s’inverse.

Preuve. On suppose que a = (ay, ag, ..., a,) € R", b = (b, by, ..., b,) € R™ monotone dans la
méme direction et n € N*. Alors

(ai—aj)(bl-—bj)z(), 1§2<]<n

ce qu’'implique
aibi + Cljbj Z ajbi + (libj, (1)

en somment 'inégalité (1) par rapport a ¢ on obtient

(zn: azbl> + najbj Z Q; zn: bz + bj zn: a;, (2)
i=1 =1

=1

en somment I'inégalité (2) par rapport a j on obtient

n (Zaibi) +n (Zaﬂy) > Zajzbi+zbjzai7
i=1 =1 =1 =1 j=1 =1

en fait 'inégalité en méme indice

(5o (50 (50)

Donc
(Sen)= (5) (5
i=1 i=1 i=1
Alors
1 (< 1 & 1 &
H(Ze)=(5) (52
[

1.7.2 Le cas Intégrale (continue)

Théoréme 1.10 [4] Soient f,g: [a,b] — R, et p: [a,b] — R une fonction intégrable, si
f et g sont monotone dans la méme direction alors

b b b b

[owris [ f@g@ar> [pe)@ds [pgos. (1.5.2)

a a a a

Si f et g sont monotone dans le sens inverse, alors l'inverse de l'inégalité (1.5.2) s’inverse,
dans les deux cas, 'égalité dans (1.5.2) reste vrai si et seullement si f ou g est constante.
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Preuve. Comme f,¢g : [a,b] — R deux fonctions monotones dans la méme direction et
p: [a,b] — R, fonction intégrable on a

(f (@) = f W) (g (=) —g(y) 20, (1.5.3)
en multiplie (1.5.3) par p (x) p (y) on obtient
p(@)p ) (f (2) = f W) (9(x) —g(y) =0, (1.5.4)

on intégre I'inégalité (1.5.4) par rapport a = et y on obtient

b b
/ / p(x)p (W) (F () — £ 1)) (g (x) — g (4)) dady > 0, (15.5)

en multiplie (1.5.5) par 3 on obtient

3] [p@p@ 7 @) = £ ) (0/0) ~ g ) dody = 0 (156)
d’ou \ \ . .
o) [s@rs@gtars - [po)f@s [pgis
= %/b/bp (@) p (y) (f (2) = f () (9 () — g (y)) dzdy > 0.
Donc , o , . .
o) [yt > [pa) 1@ [l
.

1.8 Inégalité de Griiss
1.8.1 Le cas discrét

Dans le cas discét 'inégalité de Griiss est une estimation de la déffirence :

I(a,b;p) := P, En:piaibi — En:piai En:pﬂ% (1.6.1)
i=1 i=1

=1

ou P, = Zn:pi.
i=1
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Théoréme 1.11 [5] Soient a = (aq, as, ...,a,) € R™ et b = (by, ba, ..., b,) € R" deuz n-uplet
de tels que
(ai—aj)(bi—bj)ZO, 1§Z<]§’I’L

et soit p = (p1, D2, ..., pn) € R7. Alors
[(a,b;p)| < |an — a1] |by — by 1<I§1<aiil Py (P, — Pja).

J
k=1
Une autre version de l'inégalité de Griiss due a M. Biernacki, H. Pidek et C. Ryll-

Nardzewski est donné par

Théoréme 1.12 [5] Soit a = (a1, as,...,a,) € R*, b= (b1, bs,...,b,) € R™ tels que r < a; <
R, et s <b; < S pour tousi=1,...,n. Alors on a

s e 3w < 5] (15 5] -0

=1

Ou | x| est la partie entiére de x, x € R.

1.8.2 Le cas Intégrale (continue)

Dans le cas continue I'inégalité de Griiss est donnée une approximation de l'intégrale du
produit en tremes de produit des intégrales comme suit

Théoréme 1.13 [3,7] Soient f et g deux fonctions continues de [a,b] dans R. Soient éga-
lement o, A et B, B des réels tels que ¥Vt € |a,b],

o0 < f(t)<AetB<g(t)<B

/} )t — /f hﬁwwt <1(A-a)(B-5).

Preuve. Comme f, g : [a,b] — R deux fonctions intégrables sur [a, b] et Vt € [a, b]

a< f(t)<Aet f<g(t)<B

fgw—/f 1)t - /f /Wﬂt

Tout d’abors, nous utilisons cette identité prouvée par K.A.Andreiev, qui affirme que T (f, g)
peut étre écrit comme

on note que

b

b
//U@»—ﬂwxmm—g@»mw.

l\DI»—t
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D’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

T*(f,9) <T(f.f)T(9.9)-

On désigne par K(f) la moyenne intégrale arithmétique

d’autre part

= /bf(t)f(t)dt— (/bf(t)dt) (/bf(t)dt)

- )

On peut facilement voir que I'identitie suivante est également vraie

T(f.f) = (A= K(N) (K(f) = a) = = [ (A= f() (f(2) — @) dr,

a

ce qui implique
T(f, f) < (A= K(f)) (K(f) —a).

De méme, on a

T(g,9) < (B = K(9)) (K(g9) = 5) .

En combinant les étapes précédentes

T*(f.9) < (A= K(f)) (K(f) — a) (B = K(9)) (K(g) - §).

Enfin, par I'inégalité A-G, il est évident que

(A=K (K(H—a) £ ;(A=a),
(B~ K(9) (K(g) ) < (B
donc )
T2(f,9) < 1 (A= a)* (B - 5)
d’ou )
T(f.9) < 5 (A-0) (B 5)



Chapitre 2

Sur les inégalités de Chebychev pour
les fonctions convexes

2.1 Introduction et Résultats

Il existe plusieurs résultats qui montrent que l'inégalité Chebyshev est valide sous les
conditions plus faibles, par exemple la condition que les fonctions soient monotones étre
remplacés par la condition qu’ils soient ordonnés de la méme fagon. Dans ce cas, le théoréme
1.12 est un simple conséquence de 'identité suivante :

b

/p(iv)dw/bp(iv)f(iv)g(ﬁﬁ)dx - /bp(fv)f(fv)m/p(%)g(m)dw (2.1.2)

= 5/ [P (7@ - 1) (9(0) - o(0) ddy

Notez que les fonctions f, g : I — R sont dits étre ordonnés de la méme fagon si

(f(z) = f(v)) (g(x) —g(y)) =0 pour toute x,y € I.

Et on dit qu’ils sont ordonnés d’une facon opposée si I'inégalité ci-dessus est inversée.
Une autre contribution sur les conditions de I'inégalité de Chebyshev a été donnée par
Levin et Steckin, et ils ont prouvé le résultat suivant :

Théoréme 2.1 [4] Soit p(x) défini sur [0,1] et les conditions suivantes sont vérifie :
(i) p(z) est croissante pour z € [0,1] .
(1) p(z) = p(1 — ) pour z € [0,1].
Alors, pour toute fonction convexe continue f, on a

/1 p(z)f(z)de < /1 plx)da /1 fla)da.

En 2011, Z.Latreuch et B.Belaidi ont montré un nouveau type d’inégalités pour les fonc-
tions convexes
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Théoréme 2.2 [4] Soit f,g : [a,b] — R des fonctions convezxe (ou concave) et p : [a,b] —
R, wune fonction symétrique par rapport a x = “TH’ (c¢’est-a-dire p(a + b — x) = p(x) pour
tout x € [a,b]). Alors

/ p(2)f (@) g(x)da + / p(z) f(z)g(a + b — z)da (2.1.3)

Si [ est une fonction convexe (ou concave) et g est fonction concave (ou convexe), alors
Uinégalité (2.1.3) s’inverse, l’égalité dans (2.1.3) tient si et seulement si g ou f est linéaire.

Théoréme 2.3 [4] Soit f,g: [a,b] — R deuz fonctions conveze (ou concave).
(1) Si f et g sont ordonnés de la méme fagon, alors

/bf(ﬂf)g(fli)dfl? + /bf(fli)g(a +b—x)dr

> / F(x)da / 9(x)d.

(ii) Si f et g sont ordonnés d’une fagon opposée, alors

/b f(2)dz /b g(x)da
/b f(z)g(z)dz

Corollaire 2.1 [4|Soit f, g : [a,b] — R des fonctions convexe (ou concave). Si g est fonc-

tion symétrique par rapport a x = ﬁ, alors

/f m>—/f dx/ (2.1.4)

Si f est fonction convexe (ou concave) et g est fonction concave (ou convexe), alors l'inégalité
(2.1.4) est renversé, l’égalité dans (2.1.4) est vérifiée si et seulement si g ou f est linéaire.

A%

[ f@(wyiz

a

b

/ f(@)gla+b—z)de >

a
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2.2 Lemmes Préliminaires

Lemme 2.1 [4] Soit f : [a,b] — R une fonction convexe (ou concave). Alors

F(z)= f(z)+ fla+b—1x) (2.1.5)

est décroissante (croissante) sur [a, %] et croissante (ou décroissante) sur [“£2,b] .

Preuve. Supposons que f soit une fonction convexe. Puisque f est une fonction convexe,
alors soit f est monotone sur |a,b[, ou il existe un ¢ €la,b| tel que f décroissante sur
I'intervalle [a, (] et croissante sur 'intervalle [(,b]. Comme F' est une fonction convexe sur

[a,b], et symétrique par rapport & x = “T”’, donc on peut déduire facilement que F doit

décroissante sur Uintervalle [a, 28] et croissante sur lintervalle [%t2 p]. Maintenant, si
)9 2 )

est une fonction concave, alors en utilisant la méme preuve comme ci-dessus, nous obtenons
le résultat. m

Lemme 2.2 [4] Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions intégrables. Si f et g sont ordonnés
de la méme fagon, alors

b

b
/f(x)g(x)dx > /f(x)g(a +b— x)dz. (2.1.6)

a

Si f et g sont ordonnés de fagon opposée, l'inégalité (2.1.6) est inversée.
Preuve. Puisque f et g sont ordonnés de la méme fagon, on a pour tout z € [a, b]
(f(z) = fla+b—=)) + (g9(x) —gla+b—1x)) =0, (2.1.7)
Ce qui implique que
f(@)g(z)+ fla+b—2x)gla+b—2x) > f(z)gla+b—2)+ fla+b—x)g9(x), (2.1.8)

En intégrant les deux cotés de 'inégalité (2.1.8) par rapport & x sur le segment |a, b], on
obtient

b b
/f(:):)g(:v) + fla+b—2x)gla+b—z)dr > /f(a:)g(a+b—x) + fla+b—x)g(x)dz

ce qui implique que

b b b

/f(:c)g(:c)dxz /f(x)g(a—i—b—m)dx—i—/f(a—i—b—a:)g(:c)da:—/f(a+b—x)g(a+b—x)dx

a a a

donc

b
/ f(2)g(x)da > / Fogla s b 2)de.

a
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2.3 Preuve du Théorémes

Preuve du Théoréme 2.2 Tout d’abord, on suppose que f et g sont des fonctions convexes
(ou concave), et on désigne par F' et G

F(z) = f(@) + fla+b—2), G(z)=g(z)+gla+b—2)

Puisque f et g sont des fonctions convexes, alors d’apres le Lemme 2.1, on déduit que F et
GG ont la méme variation. En appliquant I'inégalité de Chebyshev sur I'intervalle [a, “TH’] , on

obtient
ath atb a+b
2 2

/ p(o) F(z)Gla)ds > ———— / (@) P (x)dz / ()G (x)dx (2.1.9)

a /p(m)dm a a

ou p: [a,b] — R, est une fonction symétrique intégrable. (2.1.9) devient

b

b
/p(x) [f(@)g(x) + fla+b—x)g(a+b— =) dr+ /p(x) [fla+b—x)g(z) + f(x)g(a+b— )] da

a

> a;bl /p<m>[f<a+b—x>+f<x>]da: /p<x>[g<a+b—x>+g<x>]da:
(x)dx ’ ’

et
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on obtient

p :
[ @i+ [ps@oa +

+ /p(x)f(x)g(a +b—x)dr+ /p(x)f(x)g(a +b—a)dz (2.1.10)

a+b a+b
2

(=

> | [t@de s [p@ras | | [o@gis+ [ s

/ p(x)dz \* kR ‘

a

De (2.1.10), on obtient facilement (2.1.9).

Maintenant, si f est convexe (ou concave) et g est concave (ou convexes), en utilisant la
méme preuve que ci-dessus, nous obtenons le résultat.

On démontre maintenant que 1'égalité dans (2.1.9) est valide si et seulement si f ou g
est linéaire. Sans perdre de généralité, on suppose que f est linéaire et g est une fonction
convexe (ou concave). alors

F(z) = f(x)+ fla+b—2)
= ar+fB+ala+b—2z)+p
= a(a+0b)+208

et
G(z) =g(z) +gla+b—2)

Comme F' est constante, G monotone sur [a “—“’] et [“TH’,Z)], alors en appliquant le

172
Théoréme 1.10, on obtient
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Ce qui est équivalent a

Preuve du Théoréme 2.3.
(i) Puisque f et g sont deux fonctions convexes et ordonnée de la méme fagons, alors
d’aprés le Lemme 2.2 on a

[ f@gats = / f(@)gla+b - a)de,

a

d’ou
b

Q/bf(m dx>/f ga+b—a) dm+/f( \g(x)da. (2.1.11)

D’aprés le Théoréme 2.2 et (2.1. 11) on a

b

2/f(x)g(x)dx > / gla+b—) + F(z)g(x)] dz

Alors

v

/bf(rv)g(ﬂf>d:v (/ dx+/f gla+b—z)d )

() (o)

(ii) Puisque f et g sont deux fonctions convexes, alors d’apres le théoréme 2.3

v

b b

/f FRTER. ( /m)dx) ( /gmdx) 211
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D’autre part, on a

b b b
= ( / / @f)dﬂf) ( / 9($>dx) > / f(@)g(x)dx. (2.1.13)

Car f et g sont ordonnées d’une fagon opposée, par (2.1.12) et (2.1.13) on obtient

/bf(:v)g(aer—:c)d:c > bia (/bf(a:)da:) (/bg(x)d:lg)

a

> /f(fli)g(x)dw-

a



Chapitre 3

Sur les inégalités de Griiss pour les
fonctions convexes

3.1 Introduction et Résultats

Le but de ce chapite est de donner une nouvelle version de I'inégalité de Griiss pour les
fonctions convexes et de trouver une nouvelle classe de fonctions qui satisfaite 'inégalité de
Griiss, avant I’énnonce de nos résultats, on note par

b b

/ f(@)da / o(x)dz (3.2.1)

a a

—a

T(1,9) = = [ Flgta)dos [ Flag(arb-ado— =

et

Pr= 2 2

En 2013, A. El farissi et Z.latreuch ont montré que

fla) + £0) (a+b)

Théoréme 3.1 [3] Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions convexe (concave), alors

0<T(f,g9) < 1pfpg, (3.2.2)
Si f est convexe (ou concave) et g est concave (ou convexe), 'inégalité (3.2.2) s’inverse.
Corollaire 3.1 [3] Soient f,g : [a,b] — R deuz fonctions convexe (concave) telles que
v< fle) ST, @ <gle) <V

pour tout x € [a,b], ou v, I, ® et ¥ sont des constantes réelles. Alors

T(f,g9) < %pfpg
< L))

Ou la constante % est la meilleure dans sens qu’il ne peut pas étre remplacé par une autre
plus petite.

29
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Preuve. Supposons que f et g sont des fonctions convexes. Par le théoréme 1.1, nous avons

(20 (5 (252 (5

y< flx) <T, @ <g(x) <V,

telle que

Pour chaque x € [a,b], ou 7, T, Pet ¥ des constantes réelles. Alors

0< HOEIO _p(220) <(p- s,

et

Ce qui implique que

(o0 (228 ()00 (1Y)

Alors

T(f.0) < 5 (T —7) (¥~ @).

Corollaire 3.2 [3] Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions convexes (concave). Si f ou g

est une fonction symétrique par rapport & r = “TH’, alors

b b

/f s o _1a)2/f(:c)d:v/g(a:)da: < 1050y

vy< f(x) <T, d<g(x) < V.

De plus, st

pour tout x € |a,b], ou v, I',® et U sont des constantes réelles. Alors

/f

Corollaire 3.3 [3|Soit f : [a,b] — R une fonction convexe (ou concave) et symétrique par

rapport @ x = %2 alors
X 2
/f( Jdz | < L
z)dx —p4.
a _4'0f

/ M<4m%_iﬂ‘vﬂw ®).

2
X b
b_g/ﬂ(m)dm—

Ou la constante i est la meilleure possible dans le sens qu’elle ne peut pas étre remplacée
par une autre plus petite.
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3.2 Lemmes Préliminaires

Lemme 3.1 [3|Soit f : [a,b] — R est une fonction convexe (ou concave), alors la fonction

1
F(z) = 5(f(z) + fla+b—2))
Satisfaite ce qui suit :
(1) F est une fonction convezre (ou concave).
(2) Pour tout x € [a,b] :

F <a ; b) < F(z) < F(a) = F(b).

Si F est concave on a

b
F <a; > > F(z) > F(a) = F(b).
Preuve. [3] (1) Soit f une fonction conveze. Pour tout z,y € [a,b] et A € [0,1], on a

Fox+(1—-XNy) = 1(f()\zzr—i—(1—)\)y)—|—f()\(a+b—x)—|—(1—)\)(a—irb—y)))

2
< SOS@) + (1= NF() + Af(a+b—2) + (1= X)f(a+b—y))
= AGU) + fla+b— ) + (1= NG + flatb—y)

= AF(z)+ (1 —=XN)F(y).

Par conséquent, F' est une fonction convexe.
(2) Soit f une fonction conveze, on a

b b— 1 1
F(a; ):F(w)<_mx>+§ma+6_@,

2 -2
et ; ;
r—a, T— r—a T —
g < et
F(z) F(b_ab—{—b_aa)_b_aF(b)—l—b_aF(a) F(a)

Lemme 3.2 [3] Soit f : [a,b] — R est une fonction conveze (ou concave), alors

F(z) = 2 () + f(a+ b 1)

est décroissante (croissante) sur [a, “TH’} et croissante (décroissante) sur [%%7 b} .

Preuve. Supposons que f une fonction convexe, Soient =,y € [a, “TJ“b] tels que x < y, alors

il existe A € [0,1] de telle sorte que y = Az + (1 — A)%2. Comme F est une fonction convexe,
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alors

Fly) = F(Ax+(1—A)a;_b>

< AF(z)+ (1 - NF (“ ; b)

— F()+(1— ) (F (“ . b) - F(x))
a-i-b]

d’apres le Lemme 2.1, on obtient que F'(y) < F(z), alors F' est décroissante dans [a, 2.
Maintenant, soient z,y € [QTH’, b] de telle sorte que = > y, alors il existe A € [0, 1] tel que
z =Xy + (1 —\)%2. Comme F est une fonction convexe, alors

Flz) = F(/\y+(1—>\)a_2|_b>

2
= Fly)+(1-X (F (“;b> —F(y)) ,

d’apres le Lemme 2.1, on a F(z) < F(y) , puis I croissante dans [“TH’, b] [ |

< AF(y)+ (1 NF (“ i b)

3.3 Preuve du Théorémes

Preuve du Théoréme 3.1 Tout d’abord, on suppose que f et g sont des fonctions convexes
et nous désignons par F et GG les fonctions suivantes

Fo) = 5(f(@)+ fla+ b)),

G) = 5(ola) +gla+b— 1))

Puisque f et g sont des fonctions convexes, et en utilisant Lemma 2.2 et Lemma 2.1, on
déduit que I’ et G ont la méme variation et

F(‘Q”’) < F(z) < F(a) = F(b),

G (a ; b) < G(x) < Gla) = Gb).

Pour tout x € [a, b]. Ensuite, en appliquant 1'inégalité Griiss pour F' et G et en utilisant
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I'inégalité de Chebychev, on obtient

IN
= o
N |

d’ou
bia/b[f(ﬂ’?)g(x)+f(a+b—x)g(a+b—x)]dx
‘I'bia/b[f(ﬂ?)g(aﬂLb—ﬁ) + f(z)gla+b— )] dx
_(b_la)2 (/b[f@)"‘f(a"‘bx)]dx) (/b[g(x)—i-g(a—irbx)]dx)
< i (F(a) —F (“;Z’)) (G(a) e <a‘2”’>) ,
En utilisant les identités
/bf(f)d$=/bf(a+b—:c)d:c,
et . b
/ gla+b—z)dr = /g fla+b—z)d
On obtient

/f P)dr+ 5 /b (2)g(a+b— z)dx — (6_4&)2 (/bf(x)dx) (/bg(x)d:v)
< }l(f<>+f<> f(aTM»(g(Hg(b)—%(a;b))

Ce qui est équivant a
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Maintenant, supposons que f est une fonction convexe et que g est une fonction concave,
on en déduit que F' et G sont ordonnées d’une fagcon opposée et d’apres le Lemma 2.1, nous

avolms :
P (a—l—b) <
2

G (a - b) > G(z) > Gla) = Gb).

I
|
=
A
g
S
I
5
S

Pour tout z € [a, b]. Ensuite, en appliquant I'inégalité de Griiss pour F et G et en utilisant
L’inégalité de Chebychev, on obtient

b i aa/bF(@G(:v)d:c - ﬁ/bF(x)da:a/bG(az)da;

b b b
1

- a/F(m)G(m)dm -G _1a)2a/F(x)dx/G(x)dx

a

3{rer () on-e(5)

Par le méme raisonnement ci-dessus, on trouve

1
T(f.9) 2 5pspy



Bibliographie

1]
2]
3]
[4]

[5]

[6]
7]

8]
[9]

[10]
[11]

[12]

J. Hadamard, Etude sur les propriétés des fonctions entiéres et en particulier d’une
fonction considérée par Riemann, J. Math Pures Appl, 58 (1893), 171-215.

Z.Latreuch, B.Belaidi, New Inequalities For Convexr Sequences With Applications,
Int.J.Open Problems Comput. Math, Vol. 5, No. 3, September, 2012.

A. El Farissi, Z. Latreuch, New type of Chebychev-Griiss inequalities for convex
function.Acta Universitatis Apulensis ISSN : 1582-5329. 34/2013.

Z.Latreuch, B.Belaidi, like Chebyshev’s inequalities for convex functions and appli-
cations, 2000 Mathematics Subject Classification : 26D15 No 35/2013.

S. S. Dragomir et N. T. Diamond, A Disceret Griiss type inequalities ans appli-
cations for the moments of random wvariables and geussing mappings, po Box 14428,
Melborne City, MC 8001 Australia.

F.Proschan, J.E.Pecari¢, Y.L.Tong, Convex function, Partial orderings, and sta-
tistical applications, Mathematics in science and engineering vol 187 1992.

D.S.Mitrinovic, J.E.Pecari¢, A.M.Fink, Classical and New Inequalitiesin Analysis,
Mathematics and its application 1993.

O.Bagdasar, Inequalities and Applications, Cluj Napoca, 2006.

D.S.Mitrinovi¢, Analytic inequalities,Springer-Verlag Berlin. heidelberg. New york
1970.

X.K.Chai, Y.Miao, Note on the Griiss Inequality, Général Mathematics Vol. 19, No.
3 (2011), 93-99.

S.S.Dragomir, I.Gomm , Some Applicatios of fejér’s inequality for convex functions
(I), , published 2 May, 2013.

A El Farissi, simple proof and refinment of Hermite—Hadamard inequality, Journal of
Mathematical InequalitiesVol 4, Num 3 (2010), 365-369.

35



