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Introduction

La théorie des inégalités jouent un rôle trés important dans presque tous les domaines
des mathématiques. Plusieurs applications des inégalités se retrouvent dans divers domaines
des sciences ( Physique, Sciences de l�ingénieur..etc).

Ce travaille se compose d�une introduction et trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on va présenter certaines inégalités classiques et leurs applica-
tions, on va aussi étudier quelques propriétés des fonctions convexes.

Dans le deuxième chapitre, on va prouver une nouvelle version de l�inégalités de Cheby-
chev pour certaines classes des fonctions qui n�ont pas nécéssairement la meme direction de
variation.

Dans le troisième chapitre, on va montrer une nouvelle type de l�inégalité de Grüss pour
les fonctions convexes, on va aussi comparer entre nos résultats et celle de l�inégalité classique
de Grüss.
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Chapitre 1

Quelques inégalités classiques

Dans ce chapitre, on va présenter quelque inégalitées nécéssaires et donner quelques dé�ni-
tions, résultats et applications dont on aura besoin tout au long de ce travail.

1.1 Fonctions convexes

Dé�nition 1.1 Soit I un intervalle de R: Alors f : I ! R est dite convexe si pour tout
x; y 2 I et � 2 [0; 1] on a :

f (�x+ (1� �) y) � �f (x) + (1� �) f (y) : (1.1.1)

Si l�inégalité (1:1:1) est stricte pour tout x 6= y et � 2 ]0; 1[ ; alors f est dite strictement
convexe. f sera dite concave si �f est convexe.

Interpétation géométrique

Une fonction réelle d�une variable réelle est dite convexe si :
(i) Quels que soient deux points a et b du graphe de la fonction, le segment [ab]est

entièrement situé au-dessus du graphe.
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Remarque 1.1 L�inégalité (1:1:1) est équivalente à :

f

�
px+ qy

p+ q

�
� pf (x) + qf (y)

p+ q
:

Pour x; y 2 I; p+ q > 0:

Remarque 1.2 [7] Si x1 < x2 < x3 sont des points dans I , alors l� inégalité (1:1:1) est
équivalante à :������

x1 f (x1) 1
x2 f (x2) 1
x3 f (x3) 1

������ = (x3 � x2) f (x1) + (x1 � x3) f (x2) + (x2 � x1) f (x3) � 0:
où

f (x2) �
x3 � x2
x3 � x1

f (x1) +
x2 � x1
x3 � x1

f (x3) :

et sans la condition de la monotonie sur x1; x2; x3 on a :

f(x1)

(x1 � x2)(x1 � x3)
+

f(x2)

(x2 � x1)(x2 � x3)
+

f(x3)

(x3 � x1)(x3 � x2)
> 0: (1.1.2)

Remarque 1.3 [7] f est à la fois convexe et concave si et seulement si f(x) = �x+ c pour
certains �; c 2 R:

Remarque 1.4 [7] L�inégalité (1:1:2) peut être réécrit sous la forme

f(x1)� f(x2)
x1 � x2

6 f(x2)� f(x3)
x2 � x3

(x1 < x2 < x3):

Remarque 1.5 [7] Si f une fonction convexe dans I et si x1 6 y1; x2 6 y2; x1 6= x2;
y1 6= y2; alors

f(x2)� f(x1)
x2 � x1

6 f(y2)� f(y1)
y2 � y1

pour x 6 y; et z > 0; on obtient :

f(x+ z)� f(x) 6 f(y + z)� f(y):

Proposition 1.1 [7] Soit f une fonction convexe dé�nie sur l�intevalle I � R. Si x; y; z
sont trois points de I tels que x < y < z; on a

f (y)� f (x)
y � x � f (z)� f (x)

z � x � f (z)� f (y)
z � y :

Preuve. Posons t = (y�x)
z�x ; alors 0 < t < 1 et

y = x+ (y � x) = x+ t (z � x) = (1� t)x+ tz;

donc par la convexité de f on a

f (y) = f ((1� t)x+ tz) � (1� t) f (x) + tf (z) = f (x) + t (f (z)� f (x)) ; (1.1.3)
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d�où
f (y)� f (x) � t (f (z)� f (x))

et
f (y)� f (x)

y � x � f (z)� f (x)
z � x

et pour l�autre inégalité, on transforme (1:1:3) en

(1� t) (f (z)� f (x)) � f (z)� f (y)

donc
f (z)� f (x)

z � x � f (z)� f (y)
z � y :

Notation 1.1 Soit x0 2 R on note par f
0
+ (x0) (resp.f

0
� (x0)) la dérivée de f a droite (a

gauche) au point x0:

Proposition 1.2 [7; 9] Soit I est un intervalle dans R et f : I �! R est convexe. Alors f 0+
et f

0
� existe et sont croissantes sur I, et f

0
� � f

0
+; si f est strictement convexe, alors ces

dérivées sont strictement croissantes.

Proposition 1.3 [7] Soit f : [a; b] �! R on a les assertions suivantes :
(i) f est (strictement) convexe si et seullement si elle existe une fonction croissante

g : [a; b] �! R est c 2 [a; b] un nombre réel tel que, pour tout x 2 [a; b]

f (x) = f (c) +

xZ
c

g (t) dt:

(ii) Si f est dérivable, alors f est (strictement) convexe si et seullement si f 0 est (stric-
tement) croissante.
(iii) Si f 00 existe sur [a; b], alors f est convexe si et seullement si f

00
(x) � 0:

(iiii)Si f
00
(x) > 0, alors f est strictement convexe.

Notation 1.2 Pour n > 0, un n-uplet est une collection de n objets ( par exemple p =
(p1; p2; :::; pn) est un n-uplet ).

1.2 Inégalité de Jensen

L�inégalité de Jensen a été découverte à la �n du XIX ème siècle et il donna la preuve
en 1906 par le mathématicien Danois Johan Jensen, cette inégalité est une généralistion de
l�inégalité de la convexite à plusieur nombres, comme, par exemple, la comparaison entre la
moyenne arithmétique et la moyenne géométrique de plusieur nombres. On peut l�écrire de
deux manière :
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1.2.1 Le cas discrèt :

Théorème 1.1 [6; 7; 8] Soit f une fonction convexe sur I � R, x = (x1; x2; :::; xn) 2 In;
(n > 2) et p = (p1; p2; :::; pn) 2 Rn+, alors :

f

 
1

Pn

nX
i=1

pixi

!
� 1

Pn

nX
i=1

pif (xi) : (1.2.1)

avec Pn =
nX
i=1

pi

Preuve. On va démontrer par recurrence. Pour n = 2 :

f

 
1

p1 + p2

2X
i=1

pixi

!
= f

�
1

p1 + p2
(p1x1 + p2x2)

�
;

comme f est une fonction convexe, alors :

f

�
1

p1 + p2
(p1x1 + p2x2)

�
� p1

p1 + p2
f (x1) +

p2
p1 + p2

f (x2)

� 1

p1 + p2
(p1f (x1) + p2f (x2))

� 1

p1 + p2

 
2X
i=1

pif (xi)

!

� 1

P2

 
2X
i=1

pif (xi)

!
:

Donc l�inégalité (1:2:1) est vrai pour n = 2: On suppose que l�inégalité (1:2:1) est vrai pour
n et on montre quel est vrai pour n+ 1;

f

 
1

Pn+1

n+1X
i=1

pixi

!
= f

 
pn+1
Pn+1

xn+1 +
Pn
Pn+1

1

Pn

nX
i=1

pixi

!
;

comme f est une fonction convexe, alors :

f

 
pn+1
Pn+1

xn+1 +
pn
Pn+1

1

pn

nX
i=1

pixi

!
� pn+1

Pn+1
f(xn+1) +

Pn
Pn+1

f

 
1

Pn

nX
i=1

pixi

!

� 1

Pn+1

 
n+1X
i=1

pif (xi)

!
:

Comme l�inégalité (1:2:1) est vrai pour n+ 1; alors elle est vrai pour tout n 2 N

f

 
1

Pn

nX
i=1

pixi

!
� 1

Pn

nX
i=1

pif (xi) :
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1.2.2 Le cas Intégrale (continue) :

La forme intégrale de l�inégalité de Jensen à la forme suivante.

Théorème 1.2 [6; 7; 8] Soit f une fonction convexe sur l�intervalle I; u : [a; b] �! I une
fonction continue: Alors,

f

0BBBBBBB@

bZ
a

p(x)u(x)dx

bZ
a

p(x)dx

1CCCCCCCA
6

bZ
a

p(x)f(u(x))dx

bZ
a

p(x)dx

; (1.2.2)

où p est positif continue sur [a; b] :

Preuve. Comme f est une fonction convexe sur l�intervalle [a; b]; alors pout tout t0 2 [a; b];
il existe � 2 R tel que

f(t)� f(t0) � � (t� t0) , t 2 [a; b]:
d�où

p (t) f(u (t)) � � (u (t)� t0) p (t) + f(t0)p (t) : (1.2.3)

Posons

t0 =

bZ
a

p (t)u (t) dt

bZ
a

p(t)dt

et on intègre l�inégalité (1:2:3) on obtient

bZ
a

p (t) f(u (t))dt � �

bZ
a

p (t)

0BBBBBBB@
u (t)�

bZ
a

p (t)u (t) dt

bZ
a

p(t)dt

1CCCCCCCA
dt+ f

0BBBBBBB@

bZ
a

p (t)u (t) dt

bZ
a

p(t)dt

1CCCCCCCA
bZ
a

p (t) dt

= �

0@ bZ
a

p (t)u (t) dt�
bZ
a

p (t)u (t) dt

1A+ f
0BBBBBBB@

bZ
a

p (t)u (t) dt

bZ
a

p(t)dt

1CCCCCCCA
bZ
a

p (t) dt:
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Ce qu�implique
bZ
a

p (t) f(u (t))dt

bZ
a

p (t) dt

� f

0BBBBBBB@

bZ
a

p (t)u (t) dt

bZ
a

p(t)dt

1CCCCCCCA
:

1.2.3 Applications

Dans ce qui suit on donne quelques application direct de l�inégalité de Jensen

Proposition 1.4 (Comparaison entre moyenne géométrique et moyenne arithmétique) Soit
(x1; x2; :::; xn) 2 Rn+,on a  

nY
i=1

xi

! 1
n

� 1

n

nX
i=1

xi:

Preuve. Considérons la fonction f dé�nie par :

8x 2 R�+ f (x) = � ln(x)

on a alors
f
00
(x) =

1

x2

on en déduit que f est convexe. En appliquant l�inégalité de Jensen, on obtient :

� ln
 

nX
i=1

xi
n

!
�

nX
i=1

� ln(xi)
n

;

donc
nX
i=1

ln(xi)

n
� ln

 
nX
i=1

xi
n

!
:

Qui s�écrit

ln

 
nX
i=1

x
1
n
i

!
� ln

 
nX
i=1

xi
n

!
;

donc

ln

 
nY
i=1

x
1
n
i

!
� ln

 
nX
i=1

xi
n

!
;

alors  
nY
i=1

xi

! 1
n

� 1

n

nX
i=1

xi:
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Proposition 1.5 Soit n 2 N�, 8p 2 N� et (x1; x2; :::; xn) 2 Rn+ 
1

n

nX
i=1

xi

!
�
 
1

n

nX
i=1

xpi

! 1
p

:

Preuve. Considérons la fonction f : R �! R dé�nie par :

f (x) = xp

on a alors
f
00
(x) = p (p� 1)xp�2:

Par conséquent f est convexe. En appliquant l�inégalité de Jensen, on obtient : 
1

n

nX
i=1

xi

!p
� 1

n

nX
i=1

xpi ;

et en élevant les deux membres à la puissance 1
p
on obtient

 
1

n

nX
i=1

xi

!
�
 
1

n

nX
i=1

xpi

! 1
p

:

Remarque 1.6 Si l�on pose n = 2 dans la formule précédente on obtient

1

n

nX
i=1

xi �

vuut 1

n

nX
i=1

x2i :

Par conséquent,  
nY
i=1

xi

! 1
n

� 1

n

nX
i=1

xi �

vuut 1

n

nX
i=1

x2i

1.3 Inégalité de Hermite-Hadamard

L�inégalité classique de Hermite-Hadamard nous donne une estimation, d�en bas et
d�en haut , de la valeur moyenne d�une fonction convexe a été publie pour la première fois
dans [1]

Théorème 1.3 [1; 8; 12] Soit f : [a; b] �! R est une fonction convexe. Alors

f

�
a+ b

2

�
6 1

b� a

bZ
a

f(x)dx 6 f(a) + f(b)

2
: (1.3.1)

Pour la démonstration, on a besoin du Lemme suivant
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Lemme 1.1 [1; 12] Soit f une fonction intégrable dans I. Alors on a

1

b� a

bZ
a

f(x)dx =

1Z
0

f(�b+ (1� �)a)d�

=

1Z
0

f(�a+ (1� �)b)d�:

Preuve du Théorème 1.3 Soit f est une fonction convexe on a pour tout � 2 [0; 1]

f

�
a+ b

2

�
= f

�
�b+ (1� �)a+ �a+ (1� �)b

2

�
� f (�b+ (1� �)a) + f (�a+ (1� �)b)

2

� �f(b) + (1� �)f(a) + �f(a) + (1� �)f(b)
2

� f(a) + f(b)

2

alors en peut écrire :

f

�
a+ b

2

�
� f (�b+ (1� �)a) + f (�a+ (1� �)b)

2
� f(a) + f(b)

2
: (1.3.2)

En intègre l�inégalité (1:3:2) sur [0; 1] par rapport à � et on utulise le Lemme 1.1 on obtient

1Z
0

f

�
a+ b

2

�
d� � 1

2

0@ 1Z
0

f(�b+ (1� �)a)d�+
1Z
0

f(�a+ (1� �)b)d�

1A
�

1Z
0

f(a) + f(b)

2
d�;

alors

f

�
a+ b

2

�
6 1

b� a

bZ
a

f(x)dx 6 f(a) + f(b)

2
:

1.4 Inégalité de Fejér

L�inégalité de Fejér est une généralisation de l�inégalité de Hermite-Hadamard.

Théorème 1.4 [11] Soit f une fonction convexe sur [a; b] ; et soit p : [a; b] �! R+ est une
fonction intégrable et symétrique par rapport à x = a+b

2
(i.e p(x) = p(a+ b� x)): Alors

f

�
a+ b

2

� bZ
a

p(t)dt �
bZ
a

p(t)f(t)dt � f(a) + f(b)

2

bZ
a

p(t)dt: (1.4.1)
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Pour la démonstration on besoin du lemme suivant

Lemme 1.2 [5] Soit f : [a; b] �! R une fonction convexe, alors

2f

�
a+ b

2

�
� f(x) + f(a+ b� x) � f(a) + f(b):

Preuve du Théorème 1.4 Comme f une fonction convexe sur [a; b] ; et soit p : [a; b] �! R+
une fonction intégrable et symétrique par rapport à x = a+b

2
: On a

f

�
a+ b

2

� bZ
a

p(t)dt =

a+b
2Z
a

f

�
a+ b

2

�
p(t)dt+

bZ
a+b
2

f

�
a+ b

2

�
p(t)dt:

Comme p est symétrique par rapport à x = a+b
2
on obtient

f

�
a+ b

2

� bZ
a

p(t)dt =

a+b
2Z
a

f

�
a+ b

2

�
p(t)dt+

a+b
2Z
a

f

�
a+ b

2

�
p(a+ b� t)dt

=

a+b
2Z
a

�
f

�
a+ b

2

�
+ f

�
a+ b

2

��
p(t)dt;

on utulise le Lemme 1.2, on obtient

f

�
a+ b

2

� bZ
a

p(t)dt �

a+b
2Z
a

[f (t) + f (a+ b� t)] p(t)dt (1.4.2)

=

a+b
2Z
a

f (t) p(t)dt+

bZ
a+b
2

f (t) p(t)dt

=

bZ
a

p(t)f(t)dt:

Et

f(a) + f(b)

2

bZ
a

p(t)dt =

a+b
2Z
a

f(a) + f(b)

2
p(t)dt+

a+b
2Z
a

f(a) + f(b)

2
p(a+ b� t)dt

=

a+b
2Z
a

[f(a) + f(b)] p(t)dt;
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d�après le Lemme 1.2 on obtient

f(a) + f(b)

2

bZ
a

p(t)dt �

a+b
2Z
a

[f(t) + f(a+ b� t)] p(t)dt (1.4.3)

=

a+b
2Z
a

f (t) p(t)dt+

bZ
a+b
2

f (t) p(t)dt

=

bZ
a

p(t)f(t)dt:

Alors de (1:4:2) et (1:4:3) on obtient

f

�
a+ b

2

� bZ
a

p(t)dt �
bZ
a

p(t)f(t)dt � f(a) + f(b)

2

bZ
a

p(t)dt

1.5 Inégalité de Hölder

l�inégalité de Hölder est une inégalité fondamentale relative aux espaces de fonctions Lp

1.5.1 Le cas déscrit

Théorème 1.5 [8] Soient a = (a1; a2; :::; an) 2 Rn+, b = (b1; b2; :::; bn) 2 Rn+ et p; q 2 R�+ tels
que 1

p
+ 1

q
= 1 on a

nX
i=0

aibi �
 

nX
i=0

api

! 1
p
 

nX
i=0

bqi

! 1
q

: (1.2.4)

Preuve. On applique l�inégalité de Jensen avec n = 2; p1 = 1
p
; p2 =

1
q
; f (x) = � ln (x) et

x1 > 0; x2 > 0 on obtient

� ln
�
x1
p
+
x2
q

�
� � ln (x1)

p
� ln (x2)

q

� � ln
�
x
1
p

1

�
� ln

�
x
1
q

2

�
;

par la fonction exponentielle on obtient

x
1
p

1 � x
1
q

2 �
x1
p
+
x2
q
:

Posons

x1 =
api
nX
i=0

api

et x2 =
bqi
nX
i=0

bqi

.
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On obtient 0BBBB@ api
nX
i=0

api

1CCCCA
1
p
0BBBB@ bqi

nX
i=0

bqi

1CCCCA
1
q

� api

p

nX
i=0

api

+
bqi

q

nX
i=0

bqi

:

C�est-à-dire
aibi 

nX
i=0

api

! 1
p
 

nX
i=0

bqi

! 1
q

� api

p

nX
i=0

api

+
bqi

q

nX
i=0

bqi

;

sommons
nX
i=0

aibi 
nX
i=0

api

! 1
p
 

nX
i=0

bqi

! 1
q

�
nX
i=0

api

p

nX
i=0

api

+
bqi

q

nX
i=0

bqi

d�où
nX
i=0

aibi 
nX
i=0

api

! 1
p
 

nX
i=0

bqi

! 1
q

�

nX
i=0

api

p
nX
i=0

api

+

nX
i=0

bqi

q
nX
i=0

bqi

qui se simpli�e
nX
i=0

aibi 
nX
i=0

api

! 1
p
 

nX
i=0

bqi

! 1
q

� 1

p
+
1

q
= 1

et �nalement :
nX
i=0

aibi �
 

nX
i=0

api

! 1
p
 

nX
i=0

bqi

! 1
q

:

1.5.2 Le cas Intégrale (continue)

Théorème 1.6 Soient f et g deux fonctions continue et intégrable sur [a; b] ; Soient 1 < p;
q < +1 avec 1

p
+ 1

q
= 1: Alors

0@ bZ
a

f (x) g (x) dx

1A �

0@ bZ
a

(f (x))p dx

1A
1
p
0@ bZ
a

(g (x))q dx

1A
1
q

:

pour la démonstration on a besion le Lemme suivant
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Lemme 1.3 (Inégalité de Young) Soit a; b 2 R�+ et p > 0; q > 0 tels que 1
p
+ 1

q
= 1; on a

ab � ap

p
+
bq

q
:

Preuve du Théorème 1.6 On suppose que

bZ
a

jf (x)jp dx 6= 0 et
bZ
a

jg (x)jq dx 6= 0:

On applique L�inégalité de Young avec

a =
jf (x)j0@ bZ

a

jf (x)jp dx

1A
1
p

et b =
jg (x)j0@ bZ

a

jg (x)jq dx

1A
1
q

:

On obtient

jf (x)j0@ bZ
a

jf (x)jp dx

1A
1
p

jg (x)j0@ bZ
a

jg (x)jq dx

1A
1
q

� 1

p

jf (x)jp
bZ
a

jf (x)jp dx

+
1

q

jg (x)jq
bZ
a

jg (x)jq dx

:

On intègre sur [a; b] par rapport à x on obtient

bZ
a

jf (x)j jg (x)j dx

0@ bZ
a

jf (x)jp dx

1A
1
p
0@ bZ
a

jg (x)jq dx

1A
1
q

� 1

p

bZ
a

jf (x)jp dx

bZ
a

jf (x)jp dx

+
1

q

bZ
a

jg (x)jq dx

bZ
a

jg (x)jq dx

� 1

p
+
1

q
= 1:

Alors 0@ bZ
a

jf (x)j jg (x)j dx

1A �

0@ bZ
a

jf (x)jp dx

1A
1
p
0@ bZ
a

jg (x)jq dx

1A
1
q

:

1.6 Inégalité de Minkovsky

l�inégalité de Minkowski est l�inégalité triangulaire pour la norme des espaces Lp pour
p � 1



16

1.6.1 Le cas discrét

Théorème 1.7 [8] Soient a = (a1; a2; :::; an) 2 Rn+ et b = (b1; b2; :::; bn) 2 Rn+, p > 1 et
� 2 [0; 1] : Alors  

nX
i=1

(ai + bi)
p

! 1
p

�
 

nX
i=1

api

! 1
p

+

 
nX
i=1

bpi

! 1
p

;

si p < 1 (p 6= 0) ; l�inégalité s�inverse. Dans les deux cas l�égalité est valide si et seullment si
a et b sont proportionnel.

Preuve. 
nX
i=1

(ai + bi)
p

! 1
p

=

 
nX
i=1

(�ai + (1� �) bi)p +
nX
i=1

((1� �) ai + �bi)p
! 1

p

�
 

nX
i=1

(�ai + (1� �) bi)p
! 1

p

+

 
nX
i=1

((1� �) ai + �bi)p
! 1

p

�
 

nX
i=1

(�ai)
p

! 1
p

+

 
nX
i=1

((1� �) bi)p
! 1

p

+

+

 
nX
i=1

((1� �) ai)p
! 1

p

+

 
nX
i=1

(�bi)
p

! 1
p

=

0@� nX
i=1

(ai)
p

! 1
p

+ (1� �)
 

nX
i=1

(bi)
p

! 1
p

1A+
+

0@(1� �) nX
i=1

(ai)
p

! 1
p

+ �

 
nX
i=1

(bi)
p

! 1
p

1A
=

 
nX
i=1

api

! 1
p

+

 
nX
i=1

bpi

! 1
p

:

1.6.2 Le cas Intégrale(continue)

Théorème 1.8 Soient f et g deux fonctions continue et intégrable sur [a; b], Alors0@ bZ
a

(f (x) + g (x))p dx

1A
1
p

�

0@ bZ
a

(f (x))p dx

1A
1
p

+

0@ bZ
a

(g (x))p dx

1A
1
p

:

où p > 1:
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Preuve. On utilise l�inégalité de Hölder, on obtient
bZ
a

jf + gjp dx �
bZ
a

(jf j+ jgj) jf + gjp�1 dx

=

bZ
a

jf j jf + gjp�1 dx+
bZ
a

jgj jf + gjp�1 dx

�

0B@
0@ bZ
a

(f (x))p dx

1A
1
p

+

0@ bZ
a

(g (x))p dx

1A
1
p

1CA
0@ bZ
a

jf + gj(p�1)(
p

p�1) dx

1A
p�1
p

=

0B@
0@ bZ
a

(f (x))p dx

1A
1
p

+

0@ bZ
a

(g (x))p dx

1A
1
p

1CA
0@ bZ
a

jf + gjp dx

1A
p�1
p

ce qui est implique0BBBBBBBB@

bZ
a

jf + gjp dx

0@ bZ
a

jf + gjp dx

1A
p�1
p

1CCCCCCCCA
�

0@ bZ
a

(f (x))p dx

1A
1
p

+

0@ bZ
a

(g (x))p dx

1A
1
p

donc 0@ bZ
a

jf + gjp dx

1A1� p�1
p

�

0@ bZ
a

(f (x))p dx

1A
1
p

+

0@ bZ
a

(g (x))p dx

1A
1
p

alors 0@ bZ
a

(f (x) + g (x))p dx

1A
1
p

�

0@ bZ
a

(f (x))p dx

1A
1
p

+

0@ bZ
a

(g (x))p dx

1A
1
p

:

1.7 Inégalité de Chybechev

L�inégalité classique de Chebyshev implique la di¤érence entre la moyenne du produit de
deux fonctions et le produit du moyen des fonctions individuelles.

1.7.1 Le cas discrèt :

Théorème 1.9 [2] Soient a = (a1; a2; :::; an) 2 Rn; b = (b1; b2; :::; bn) 2 Rn monotone dans
la même direction et n 2 N� alors :

1

n

 
nX
i=1

aibi

!
�
 
1

n

nX
i=1

ai

! 
1

n

nX
i=1

bi

!
: (1.5.1)
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Si a et b sont monotone dans le sens inverse, alors l�inégalité (1:5:1) s�inverse.

Preuve. On suppose que a = (a1; a2; :::; an) 2 Rn; b = (b1; b2; :::; bn) 2 Rn monotone dans la
même direction et n 2 N�: Alors

(ai � aj) (bi � bj) � 0; 1 � i < j � n

ce qu�implique
aibi + ajbj � ajbi + aibj; (1)

en somment l�inégalité (1) par rapport a i on obtient 
nX
i=1

aibi

!
+ najbj � aj

nX
i=1

bi + bj

nX
i=1

ai; (2)

en somment l�inégalité (2) par rapport a j on obtient

n

 
nX
i=1

aibi

!
+ n

 
nX
j=1

ajbj

!
�

nX
j=1

aj

nX
i=1

bi +
nX
j=1

bj

nX
i=1

ai;

en fait l�inégalité en même indice i

2n

 
nX
i=1

aibi

!
� 2

 
nX
i=1

ai

! 
nX
i=1

bi

!
:

Donc

n

 
nX
i=1

aibi

!
�
 

nX
i=1

ai

! 
nX
i=1

bi

!
:

Alors
1

n

 
nX
i=1

aibi

!
�
 
1

n

nX
i=1

ai

! 
1

n

nX
i=1

bi

!
:

1.7.2 Le cas Intégrale (continue)

Théorème 1.10 [4] Soient f; g : [a; b] �! R, et p : [a; b] �! R+ une fonction intégrable, si
f et g sont monotone dans la même direction alors

bZ
a

p(x)dx

bZ
a

p(x)f(x)g(x)dx �
bZ
a

p(x)f(x)dx

bZ
a

p(x)g(x)dx: (1.5.2)

Si f et g sont monotone dans le sens inverse, alors l�inverse de l�inégalité (1:5:2) s�inverse,
dans les deux cas, l�égalité dans (1:5:2) reste vrai si et seullement si f ou g est constante.



19

Preuve. Comme f; g : [a; b] �! R deux fonctions monotones dans la même direction et
p : [a; b] �! R+ fonction intégrable on a

(f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) � 0; (1.5.3)

en multiplie (1:5:3) par p (x) p (y) on obtient

p (x) p (y) (f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) � 0; (1.5.4)

on intègre l�inégalité (1:5:4) par rapport a x et y on obtient

bZ
a

bZ
a

p (x) p (y) (f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) dxdy � 0; (1.5.5)

en multiplie (1:5:5) par 1
2
on obtient

1

2

bZ
a

bZ
a

p (x) p (y) (f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) dxdy � 0; (1.5.6)

d�où
bZ
a

p(x)dx

bZ
a

p(x)f(x)g(x)dx�
bZ
a

p(x)f(x)dx

bZ
a

p(x)g(x)dx

=
1

2

bZ
a

bZ
a

p (x) p (y) (f (x)� f (y)) (g (x)� g (y)) dxdy � 0:

Donc
bZ
a

p(x)dx

bZ
a

p(x)f(x)g(x)dx �
bZ
a

p(x)f(x)dx

bZ
a

p(x)g(x)dx:

1.8 Inégalité de Grüss

1.8.1 Le cas discrèt

Dans le cas discét l�inégalité de Grüss est une estimation de la dé¢ rence :

I(a; b; p) := Pn

nX
i=1

piaibi �
nX
i=1

piai

nX
i=1

pibi; (1.6.1)

où Pn =
nX
i=1

pi:



20

Théorème 1.11 [5] Soient a = (a1; a2; :::; an) 2 Rn et b = (b1; b2; :::; bn) 2 Rn deux n-uplet
de tels que

(ai � aj) (bi � bj) � 0; 1 � i < j � n
et soit p = (p1; p2; :::; pn) 2 Rn+. Alors

jI(a; b; p)j � jan � a1j jbn � b1j max
1�j�n�1

Pj (Pn � Pj+1) :

Où Pj =
jX
k=1

pk:

Une autre version de l�inégalité de Grüss due à M. Biernacki, H. Pidek et C. Ryll-
Nardzewski est donné par

Théorème 1.12 [5] Soit a = (a1; a2; :::; an) 2 Rn; b = (b1; b2; :::; bn) 2 Rn tels que r < ai <
R, et s < bi < S pour tous i = 1; :::; n: Alors on a����� 1n

nX
i=1

aibi �
1

n

nX
i=1

ai:
1

n

nX
i=1

bi

����� � 1

n

jn
2

k�
1� 1

n

jn
2

k�
(R� r)(S � s);

Où bxc est la partie entière de x; x 2 R:

1.8.2 Le cas Intégrale (continue)

Dans le cas continue l�inégalité de Grüss est donnée une approximation de l�intégrale du
produit en tremes de produit des intégrales comme suit

Théorème 1.13 [3; 7] Soient f et g deux fonctions continues de [a; b] dans R. Soient éga-
lement �, A et �, B des réels tels que 8t 2 [a; b],

� � f(t) � A et � � g(t) � B;

alors ������
bZ
a

f(t)g(t)dt�

0@ bZ
a

f(t)dt

1A0@ bZ
a

g(t)dt

1A������ � 1

4
(A� �) (B � �) :

Preuve. Comme f; g : [a; b] �! R deux fonctions intégrables sur [a; b] et 8t 2 [a; b]

� � f(t) � A et � � g(t) � B

on note que

jT (f; g)j =

������
bZ
a

f(t)g(t)dt�

0@ bZ
a

f(t)dt

1A0@ bZ
a

g(t)dt

1A������
Tout d�abors, nous utilisons cette identité prouvée par K.A.Andreiev, qui a¢ rme que T (f; g)
peut être écrit comme

T (f; g) =
1

2

bZ
a

bZ
a

(f(x)� f(y)) (g(x)� g(y)) dxdy:
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D�après l�inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

T 2 (f; g) � T (f; f)T (g; g) :

On désigne par K(f) la moyenne intégrale arithmétique

K(f) =
1

b� a

bZ
a

f(x)dx;

d�autre part

T (f; f) =

bZ
a

f(t)f(t)dt�

0@ bZ
a

f(t)dt

1A0@ bZ
a

f(t)dt

1A
=

bZ
a

f(t)2dt�

0@ bZ
a

f(t)dt

1A2

= K(f 2)�K2(f) � 0:

On peut facilement voir que l�identitie suivante est également vraie

T (f; f) = (A�K(f)) (K(f)� �)� 1

b� a

bZ
a

(A� f(x)) (f(x)� �) dx;

ce qui implique
T (f; f) � (A�K(f)) (K(f)� �) :

De même, on a
T (g; g) � (B �K(g)) (K(g)� �) :

En combinant les étapes précédentes

T 2(f; g) � (A�K(f)) (K(f)� �) (B �K(g)) (K(g)� �) :

En�n, par l�inégalité A-G, il est évident que

(A�K(f)) (K(f)� �) � 1

4
(A� �)2 ;

(B �K(g)) (K(g)� �) � 1

4
(B � �)2 :

donc
T 2(f; g) � 1

16
(A� �)2 (B � �)2 ;

d�où
jT (f; g)j � 1

4
(A� �) (B � �) :



Chapitre 2

Sur les inégalités de Chebychev pour
les fonctions convexes

2.1 Introduction et Résultats

Il existe plusieurs résultats qui montrent que l�inégalité Chebyshev est valide sous les
conditions plus faibles, par exemple la condition que les fonctions soient monotones être
remplacés par la condition qu�ils soient ordonnés de la même façon. Dans ce cas, le théorème
1.12 est un simple conséquence de l�identité suivante :

bZ
a

p(x)dx

bZ
a

p(x)f(x)g(x)dx�
bZ
a

p(x)f(x)dx

bZ
a

p(x)g(x)dx (2.1.2)

=
1

2

bZ
a

bZ
a

p(x)p(y) (f(x)� f(y)) (g(x)� g(y)) dxdy:

Notez que les fonctions f; g : I �! R sont dits être ordonnés de la même façon si

(f(x)� f(y)) (g(x)� g(y)) � 0 pour toute x; y 2 I:

Et on dit qu�ils sont ordonnés d�une façon opposée si l�inégalité ci-dessus est inversée.
Une autre contribution sur les conditions de l�inégalité de Chebyshev a été donnée par

Levin et Steckin, et ils ont prouvé le résultat suivant :

Théorème 2.1 [4] Soit p(x) dé�ni sur [0; 1] et les conditions suivantes sont véri�e :
(i) p(x) est croissante pour x 2

�
0; 1

2

�
:

(ii) p(x) = p(1� x) pour x 2 [0; 1] :
Alors, pour toute fonction convexe continue f , on a

1Z
0

p(x)f(x)dx �
1Z
0

p(x)dx

1Z
0

f(x)dx:

En 2011, Z.Latreuch et B.Belaïdi ont montré un nouveau type d�inégalités pour les fonc-
tions convexes

22
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Théorème 2.2 [4] Soit f; g : [a; b] �! R des fonctions convexe (ou concave) et p : [a; b] �!
R+ une fonction symétrique par rapport à x = a+b

2
(c�est-à-dire p(a + b � x) = p(x) pour

tout x 2 [a; b]). Alors

bZ
a

p(x)f(x)g(x)dx+

bZ
a

p(x)f(x)g(a+ b� x)dx (2.1.3)

� 2
bZ
a

p(x)dx

bZ
a

p(x)f(x)dx

bZ
a

p(x)g(x)dx:

Si f est une fonction convexe (ou concave) et g est fonction concave (ou convexe), alors
l�inégalité (2:1:3) s�inverse, l�égalité dans (2:1:3) tient si et seulement si g ou f est linéaire.

Théorème 2.3 [4] Soit f; g : [a; b] �! R deux fonctions convexe (ou concave).
(i) Si f et g sont ordonnés de la même façon, alors

bZ
a

f(x)g(x)dx � 1

2

0@ bZ
a

f(x)g(x)dx+

bZ
a

f(x)g(a+ b� x)dx

1A
� 1

b� a

bZ
a

f(x)dx

bZ
a

g(x)dx:

(ii) Si f et g sont ordonnés d�une façon opposée, alors

bZ
a

f(x)g(a+ b� x)dx � 1

b� a

0@ bZ
a

f(x)dx

1A0@ bZ
a

g(x)dx

1A
�

bZ
a

f(x)g(x)dx:

Corollaire 2.1 [4]Soit f; g : [a; b] �! R des fonctions convexe (ou concave). Si g est fonc-
tion symétrique par rapport à x = a+b

2
; alors

bZ
a

f(x)g(x)dx � 1

b� a

bZ
a

f(x)dx

bZ
a

g(x)dx: (2.1.4)

Si f est fonction convexe (ou concave) et g est fonction concave (ou convexe), alors l�inégalité
(2:1:4) est renversé, l�égalité dans (2:1:4) est véri�ée si et seulement si g ou f est linéaire.
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2.2 Lemmes Préliminaires

Lemme 2.1 [4] Soit f : [a; b] �! R une fonction convexe (ou concave). Alors

F (x) = f(x) + f(a+ b� x) (2.1.5)

est décroissante (croissante) sur
�
a; a+b

2

�
et croissante (ou décroissante) sur

�
a+b
2
; b
�
:

Preuve. Supposons que f soit une fonction convexe. Puisque f est une fonction convexe,
alors soit f est monotone sur ]a; b[, ou il existe un � 2]a; b[ tel que f décroissante sur
l�intervalle [a; �] et croissante sur l�intervalle [�; b]. Comme F est une fonction convexe sur
[a; b], et symétrique par rapport à x = a+b

2
, donc on peut déduire facilement que F doit

décroissante sur l�intervalle
�
a; a+b

2

�
et croissante sur l�intervalle

�
a+b
2
; b
�
. Maintenant, si f

est une fonction concave, alors en utilisant la même preuve comme ci-dessus, nous obtenons
le résultat.

Lemme 2.2 [4] Soient f; g : [a; b] �! R deux fonctions intégrables. Si f et g sont ordonnés
de la même façon, alors

bZ
a

f(x)g(x)dx �
bZ
a

f(x)g(a+ b� x)dx: (2.1.6)

Si f et g sont ordonnés de façon opposée, l�inégalité (2:1:6) est inversée.

Preuve. Puisque f et g sont ordonnés de la même façon, on a pour tout x 2 [a; b]

(f(x)� f(a+ b� x)) + (g(x)� g(a+ b� x)) � 0; (2.1.7)

Ce qui implique que

f(x)g(x) + f(a+ b� x)g(a+ b� x) � f(x)g(a+ b� x) + f(a+ b� x)g(x); (2.1.8)

En intégrant les deux côtés de l�inégalité (2:1:8) par rapport à x sur le segment [a; b], on
obtient

bZ
a

f(x)g(x) + f(a+ b� x)g(a+ b� x)dx �
bZ
a

f(x)g(a+ b� x) + f(a+ b� x)g(x)dx

ce qui implique que

bZ
a

f(x)g(x)dx �
bZ
a

f(x)g(a+ b�x)dx+
bZ
a

f(a+ b�x)g(x)dx�
bZ
a

f(a+ b�x)g(a+ b�x)dx

donc
bZ
a

f(x)g(x)dx �
bZ
a

f(x)g(a+ b� x)dx:
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2.3 Preuve du Théorèmes

Preuve du Théorème 2.2 Tout d�abord, on suppose que f et g sont des fonctions convexes
(ou concave), et on désigne par F et G

F (x) = f(x) + f(a+ b� x); G(x) = g(x) + g(a+ b� x)

Puisque f et g sont des fonctions convexes, alors d�après le Lemme 2.1, on déduit que F et
G ont la même variation. En appliquant l�inégalité de Chebyshev sur l�intervalle

�
a; a+b

2

�
; on

obtient
a+b
2Z
a

p(x)F (x)G(x)dx � 1
a+b
2Z
a

p(x)dx

a+b
2Z
a

p(x)F (x)dx

a+b
2Z
a

p(x)G(x)dx (2.1.9)

où p : [a; b] �! R+ est une fonction symétrique intégrable. (2:1:9) devient

bZ
a

p(x) [f(x)g(x) + f(a+ b� x)g(a+ b� x)] dx+
bZ
a

p(x) [f(a+ b� x)g(x) + f(x)g(a+ b� x)] dx

� 1
a+b
2Z
a

p(x)dx

0B@
a+b
2Z
a

p(x) [f(a+ b� x) + f(x)] dx

1CA
0B@

a+b
2Z
a

p(x) [g(a+ b� x) + g(x)] dx

1CA :

En utilisant les identités
a+b
2Z
a

f(x)dx =

bZ
a+b
2

f(a+ b� x)dx;

a+b
2Z
a

p(x)dx =
1

2

bZ
a

p(x)dx;

et
a+b
2Z
a

f(x)g(a+ b� x)dx =
bZ

a+b
2

g(x)f(a+ b� x)dx;
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on obtient

a+b
2Z
a

p(x)f(x)g(x)dx+

bZ
a+b
2

p(x)f(x)g(x)dx+

+

a+b
2Z
a

p(x)f(x)g(a+ b� x)dx+
bZ

a+b
2

p(x)f(x)g(a+ b� x)dx (2.1.10)

� 2
bZ
a

p(x)dx

0B@
a+b
2Z
a

p(x)f(x)dx+

bZ
a+b
2

p(x)f(x)dx

1CA
0B@

a+b
2Z
a

p(x)g(x)dx+

bZ
a+b
2

p(x)g(x)dx

1CA

De (2:1:10), on obtient facilement (2:1:9).
Maintenant, si f est convexe (ou concave) et g est concave (ou convexes), en utilisant la

même preuve que ci-dessus, nous obtenons le résultat.
On démontre maintenant que l�égalité dans (2:1:9) est valide si et seulement si f ou g

est linéaire. Sans perdre de généralité, on suppose que f est linéaire et g est une fonction
convexe (ou concave). alors

F (x) = f(x) + f(a+ b� x)
= �x+ � + � (a+ b� x) + �
= � (a+ b) + 2�

et
G(x) = g(x) + g(a+ b� x)

Comme F est constante, G monotone sur
�
a; a+b

2

�
et
�
a+b
2
; b
�
, alors en appliquant le

Théorème 1.10, on obtient

a+b
2Z
a

p(x)F (x)G(x)dx =

0BBBBBBBB@
1

a+b
2Z
a

p(x)dx

1CCCCCCCCA
0B@

a+b
2Z
a

p(x)F (x)dx

a+b
2Z
a

p(x)G(x)dx

1CA :
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Ce qui est équivalent à
bZ
a

p(x)f(x)g(x)dx+

bZ
a

p(x)f(x)g(a+ b� x)dx

=

0BBBBBBB@
2

bZ
a

p(x)dx

1CCCCCCCA
0@ bZ
a

p(x)f(x)dx

bZ
a

p(x)g(x)dx

1A :

Preuve du Théorème 2.3.
(i) Puisque f et g sont deux fonctions convexes et ordonnée de la mème façons, alors

d�après le Lemme 2.2 on a
bZ
a

f(x)g(x)dx �
bZ
a

f(x)g(a+ b� x)dx;

d�où

2

bZ
a

f(x)g(x)dx �
bZ
a

f(x)g(a+ b� x)dx+
bZ
a

f(x)g(x)dx: (2.1.11)

D�après le Théorème 2.2 et (2:1:11) ; on a

2

bZ
a

f(x)g(x)dx �
bZ
a

[f(x)g(a+ b� x) + f(x)g(x)] dx

� 2

b� a

0@ bZ
a

f(x)dx

1A0@ bZ
a

g(x)dx

1A :
Alors

bZ
a

f(x)g(x)dx � 1

2

0@ bZ
a

f(x)g(x)dx+

bZ
a

f(x)g(a+ b� x)dx

1A
� 1

b� a

0@ bZ
a

f(x)dx

1A0@ bZ
a

g(x)dx

1A :
(ii) Puisque f et g sont deux fonctions convexes, alors d�après le théorème 2.3

bZ
a

f(x)g(a+ b� x)dx� 1

b� a

0@ bZ
a

f(x)dx

1A0@ bZ
a

g(x)dx

1A (2.1.12)

� 1

b� a

0@ bZ
a

f(x)dx

1A0@ bZ
a

g(x)dx

1A� bZ
a

f(x)g(x)dx:
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D�autre part, on a

1

b� a

0@ bZ
a

f(x)dx

1A0@ bZ
a

g(x)dx

1A �
bZ
a

f(x)g(x)dx: (2.1.13)

Car f et g sont ordonnées d�une façon opposée, par (2:1:12) et (2:1:13) on obtient

bZ
a

f(x)g(a+ b� x)dx � 1

b� a

0@ bZ
a

f(x)dx

1A0@ bZ
a

g(x)dx

1A
�

bZ
a

f(x)g(x)dx:



Chapitre 3

Sur les inégalités de Grüss pour les
fonctions convexes

3.1 Introduction et Résultats

Le but de ce chapite est de donner une nouvelle version de l�inégalité de Grüss pour les
fonctions convexes et de trouver une nouvelle classe de fonctions qui satisfaite l�inégalité de
Grüss, avant l�énnonce de nos résultats, on note par

T (f; g) =
1

b� a

bZ
a

f(x)g(x)dx+
1

b� a

bZ
a

f(x)g(a+b�x)dx� 2

b� a

bZ
a

f(x)dx

bZ
a

g(x)dx (3.2.1)

et

�f =
f(a) + f(b)

2
� f

�
a+ b

2

�
En 2013, A. El farissi et Z.latreuch ont montré que

Théorème 3.1 [3] Soient f ,g : [a; b] �! R deux fonctions convexe (concave), alors

0 � T (f; g) � 1

2
�f�g; (3.2.2)

Si f est convexe (ou concave) et g est concave (ou convexe), l�inégalité (3:2:2) s�inverse.

Corollaire 3.1 [3] Soient f ,g : [a; b] �! R deux fonctions convexe (concave) telles que

 � f(x) � �, � � g(x) � 	:

pour tout x 2 [a; b] ; où ;�;� et 	 sont des constantes réelles. Alors

T (f; g) � 1

2
�f�g

� 1

2
(�� ) (	� �) :

Où la constante 1
2
est la meilleure dans sens qu�il ne peut pas être remplacé par une autre

plus petite.

29
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Preuve. Supposons que f et g sont des fonctions convexes. Par le théorème 1.1, nous avons

T (f; g) � 1

2

�
f(a) + f(b)

2
� f

�
a+ b

2

���
g(a) + g(b)

2
� g

�
a+ b

2

��
telle que

 � f(x) � �, � � g(x) � 	:
Pour chaque x 2 [a; b] ; où ;�;�et 	 des constantes réelles. Alors

0 � f(a) + f(b)

2
� f

�
a+ b

2

�
� (�� ) ;

et

0 � g(a) + g(b)

2
� g

�
a+ b

2

�
� (	� �) ;

Ce qui implique que

1

2

�
f(a) + f(b)

2
� f

�
a+ b

2

���
g(a) + g(b)

2
� g

�
a+ b

2

��
� 1

2
(�� ) (	� �) :

Alors
T (f; g) � 1

2
(�� ) (	� �) :

Corollaire 3.2 [3] Soient f ,g : [a; b] �! R deux fonctions convexes (concave). Si f ou g
est une fonction symétrique par rapport à x = a+b

2
, alors

1

b� a

bZ
a

f(x)g(x)dx� 1

(b� a)2

bZ
a

f(x)dx

bZ
a

g(x)dx � 1

4
�f�g:

De plus, si
 � f(x) � �, � � g(x) � 	:

pour tout x 2 [a; b] ; où ;�;� et 	 sont des constantes réelles. Alors

1

b� a

bZ
a

f(x)g(x)dx� 1

(b� a)2

bZ
a

f(x)dx

bZ
a

g(x)dx � 1

4
�f�g �

1

4
(�� ) (	� �) :

Corollaire 3.3 [3]Soit f : [a; b] �! R une fonction convexe (ou concave) et symétrique par
rapport à x = a+b

2
; alors

1

b� a

bZ
a

f 2(x)dx�

0@ 1

b� a

bZ
a

f(x)dx

1A2

� 1

4
�2f :

Où la constante 1
4
est la meilleure possible dans le sens qu�elle ne peut pas être remplacée

par une autre plus petite.
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3.2 Lemmes Préliminaires

Lemme 3.1 [3]Soit f : [a; b] �! R est une fonction convexe (ou concave), alors la fonction

F (x) =
1

2
(f(x) + f(a+ b� x))

Satisfaite ce qui suit :
(1) F est une fonction convexe (ou concave).
(2) Pour tout x 2 [a; b] :

F

�
a+ b

2

�
� F (x) � F (a) = F (b):

Si F est concave on a

F

�
a+ b

2

�
� F (x) � F (a) = F (b):

Preuve. [3] (1) Soit f une fonction convexe. Pour tout x; y 2 [a; b] et � 2 [0; 1], on a

F (�x+ (1� �)y) =
1

2
(f(�x+ (1� �)y) + f(�(a+ b� x) + (1� �)(a+ b� y)))

� 1

2
(�f(x) + (1� �)f(y) + �f(a+ b� x) + (1� �)f(a+ b� y))

= �(
1

2
(f(x) + f(a+ b� x))) + (1� �)(1

2
(f(y) + f(a+ b� y)))

= �F (x) + (1� �)F (y):

Par conséquent, F est une fonction convexe.
(2) Soit f une fonction convexe, on a

F

�
a+ b

2

�
= F

�
a+ b� x+ x

2

�
� 1

2
F (x) +

1

2
F (a+ b� x);

et

F (x) = F

�
x� a
b� a b+

x� b
b� aa

�
� x� a
b� aF (b) +

x� b
b� aF (a) = F (a)

Lemme 3.2 [3] Soit f : [a; b] �! R est une fonction convexe (ou concave), alors

F (x) =
1

2
(f(x) + f(a+ b� x))

est décroissante (croissante) sur
�
a; a+b

2

�
et croissante (décroissante) sur

�
a+b
2
; b
�
:

Preuve. Supposons que f une fonction convexe, Soient x; y 2
�
a; a+b

2

�
tels que x � y, alors

il existe � 2 [0; 1] de telle sorte que y = �x+(1��)a+b
2
. Comme F est une fonction convexe,
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alors

F (y) = F

�
�x+ (1� �)a+ b

2

�
� �F (x) + (1� �)F

�
a+ b

2

�
= F (x) + (1� �)

�
F

�
a+ b

2

�
� F (x)

�
d�après le Lemme 2.1, on obtient que F (y) � F (x), alors F est décroissante dans

�
a; a+b

2

�
.

Maintenant, soient x; y 2
�
a+b
2
; b
�
de telle sorte que x � y, alors il existe � 2 [0; 1] tel que

x = �y + (1� �)a+b
2
. Comme F est une fonction convexe, alors

F (x) = F

�
�y + (1� �)a+ b

2

�
� �F (y) + (1� �)F

�
a+ b

2

�
= F (y) + (1� �)

�
F

�
a+ b

2

�
� F (y)

�
;

d�après le Lemme 2.1, on a F (x) � F (y) , puis F croissante dans
�
a+b
2
; b
�

3.3 Preuve du Théorèmes

Preuve du Théorème 3.1 Tout d�abord, on suppose que f et g sont des fonctions convexes
et nous désignons par F et G les fonctions suivantes

F (x) =
1

2
(f(x) + f(a+ b� x));

G(x) =
1

2
(g(x) + g(a+ b� x)):

Puisque f et g sont des fonctions convexes, et en utilisant Lemma 2.2 et Lemma 2.1, on
déduit que F et G ont la même variation et

F

�
a+ b

2

�
� F (x) � F (a) = F (b);

G

�
a+ b

2

�
� G(x) � G(a) = G(b):

Pour tout x 2 [a; b]. Ensuite, en appliquant l�inégalité Grüss pour F et G et en utilisant
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l�inégalité de Chebychev, on obtient������ 1

b� a

bZ
a

F (x)G(x)dx� 1

(b� a)2

bZ
a

F (x)dx

bZ
a

G(x)dx

������
=

1

b� a

bZ
a

F (x)G(x)dx� 1

(b� a)2

bZ
a

F (x)dx

bZ
a

G(x)dx

� 1

4

�
F (a)� F

�
a+ b

2

���
G(a)�G

�
a+ b

2

��
d�où

1

b� a

bZ
a

[f(x)g(x) + f(a+ b� x)g(a+ b� x)] dx

+
1

b� a

bZ
a

[f(x)g(a+ b� x) + f(x)g(a+ b� x)] dx

� 1

(b� a)2

0@ bZ
a

[f(x) + f(a+ b� x)] dx

1A0@ bZ
a

[g(x) + g(a+ b� x)] dx

1A
� 1

4

�
F (a)� F

�
a+ b

2

���
G(a)�G

�
a+ b

2

��
:

En utilisant les identités

bZ
a

f(x)dx =

bZ
a

f(a+ b� x)dx;

et
bZ
a

f(x)g(a+ b� x)dx =
bZ
a

g(x)f(a+ b� x)dx:

On obtient

2

b� a

bZ
a

f(x)g(x)dx+
2

b� a

bZ
a

f(x)g(a+ b� x)dx� 4

(b� a)2

0@ bZ
a

f(x)dx

1A0@ bZ
a

g(x)dx

1A
� 1

4

�
f(a) + f(b)� 2f

�
a+ b

2

���
g(a) + g(b)� 2g

�
a+ b

2

��
Ce qui est équivant à

T (f; g) � 1

2
�f�g:
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Maintenant, supposons que f est une fonction convexe et que g est une fonction concave,
on en déduit que F et G sont ordonnées d�une façon opposée et d�après le Lemma 2.1, nous
avons :

F

�
a+ b

2

�
� F (x) � F (a) = F (b);

G

�
a+ b

2

�
� G(x) � G(a) = G(b):

Pour tout x 2 [a; b]. Ensuite, en appliquant l�inégalité de Grüss pour F etG et en utilisant
L�inégalité de Chebychev, on obtient������ 1

b� a

bZ
a

F (x)G(x)dx� 1

(b� a)2

bZ
a

F (x)dx

bZ
a

G(x)dx

������
=

1

b� a

bZ
a

F (x)G(x)dx� 1

(b� a)2

bZ
a

F (x)dx

bZ
a

G(x)dx

� 1

4

�
F (a)� F

�
a+ b

2

���
G(a)�G

�
a+ b

2

��
Par le même raisonnement ci-dessus, on trouve

T (f; g) � 1

2
�f�g:
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