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Introduction

Un modèle mathématique est une représentation mathématique d’un phénomène
naturel. Il est utilisé pour décrire toute sorte de situation, par exemple, on peut l’utili-
ser pour décrire des des phénomènes de physique, de biologie...etc. La modélisation est
un outil très important dans la recherche scientifique, en particulier en biologie, les résul-
tats obtenus de l’analyse et la simulation des modèles sont utilisées pour tester et valider
la théorie biologique et suggèrent des nouvelles théories et expériences.

Vu que le calcul fractionnaire et les équations différentielles fractionnaires ont été ap-
pliqués dans la modélisation de beaucoup de problèmes physiques et biologiques, notre
travail traite l’application de ces équations dans la modélisation du diabète.

Le diabète est une maladie chronique, le nombre des personnes atteintes de cette
maladie est passé de 108 millions en 1980 à 422 millions en 2014 et ne cesse d’augmen-
ter. C’est la cause majeure de cécité, d’insuffisance rénale, d’accidents cardiaques, d’ac-
cidents vasculaires cérébraux et d’amputation des membres inférieurs. L’OMS prévoit
qu’en 2030, le diabète sera la septième cause de décès dans le monde [23]. Pour com-
prendre et contrôler cette maladie, un grand nombre de modèles mathématiques a été
développé parmi ces modèles on cite ([4], [5], [18]). Dans notre mémoire, on s’intéresse
au modèle de Topp qui modélise l’interaction glucose-insuline et cellules β, notre but
dans ce travail consiste à proposer un modèle fractionnaire d’ordre α basé sur le modèle
de Topp [18].

Pour la résolution numérique de ce système fractionnaire, on présente une méthode
numérique basée sur la famille des polynômes de Legendre et les méthodes des résidus
pondérés. Dans cette approche les racines du polynôme de Jacobi sont choisies comme
points de collocation.

Le mémoire est divisé en quatre chapitres en plus d’une introduction. Dans le premier
chapitre, on donne un aperçu général sur le diabète. Le deuxième chapitre est consacré
à la modélisation mathématique du diabète. Dans le troisième chapitre, on donne une
description détaillée de la méthode utilisée (Legendre-collocation orthogonale). Le qua-
trième chapitre est destiné à l’application et la simulation numérique, deux exemples sont
alors présentés pour mieux illustrer l’efficacité de notre méthode et une étude numérique
du comportement de notre modèle est développée. Une conclusion générale résume les
idées fondamentales citées dans ce travail tout en discutant sur les perspectives et les ob-
jectifs à atteindre.
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Chapitre 1

Informations sur le diabète

Le diabète est une pathologie en constante progression, ce qui pose un problème de
santé publique important au niveau mondial.

Avant de parler du diabète, on doit se familiariser avec trois facteurs qui agissent en-
semble, ces facteurs sont le glucose, les cellules β pancréatiques et l’insuline.

Dans ce chapitre, on va présenter quelques notions de base sur le diabète. On com-
mence par décrire chaque facteur (glucose-insuline-cellules β) et la relation qui existe
entre eux. Ensuite, on définit le diabète de façon générale (type, cause, symptôme . . . ).

1 La relation entre glucose,insuline et cellules β

Avant de parler de la relation entre l’insuline,le glucose et les cellules β, on doit tout
d’abord définir chacun de ces facteurs individuellement.

1.1 Glucose

Le glucose est un sucre simple omniprésent dans le métabolisme humain et animal.
Un taux anormal peut entraîner une hypoglycémie ou une hyperglycémie et peut s’expli-
quer, entre autres, par un diabète [20].

Le glucose est souvent considéré comme le carburant essentiel de l’ensemble de l’or-
ganisme [20].

Le corps subvient à ses besoins en glucose de deux manières, soit le glucose est fourni
par la digestion des aliments (source exogène), soit il est fabriqué par le corps lui-même
(source endogène).

La masse de glucose présente dans le corps sous forme libre est d’environ 15 à 17
g, dont 5 à 7 g dans le sang. Cette faible quantité s’épuiserait rapidement si le corps ne
pouvait pas stocker et relâcher facilement ses réserves de glucose. Le glucose est donc
stocké sous forme de glycogène, longue chaîne dont chaque maillon est une molécule
de glucose, soluble dans un très faible volume d’eau. Les stocks de glycogène se trouvent
dans le foie : environ 100 g et dans les muscles : environ 250 g. Ces réserves correspondent
à peu près à la consommation quotidienne du corps humain : elles seraient épuisées en
24 heures sans les apports alimentaires et la néoglycogenèse. Tous les apports servent à
reconstituer le stock de glycogène. Les excédents de glucides qui ne peuvent être stockés
sous forme de glycogène sont transformés en acides gras et stockés sous forme de graisse.
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CHAPITRE 1. INFORMATIONS SUR LE DIABÈTE

1.2 Insuline

Les informations sur l’insuline sont bien décrites dans [13],

— L’insuline est une hormone naturellement sécrétée par le pancréas, plus précisé-
ment par des cellules spécialisées situées dans les îlots de Langerhans (cellules β) ;

— les acides aminés sont captés grâce à l’insuline par les cellules ;

— l’insuline aide la conversion des acides aminés en sucre ;

— l’insuline stimule la lipogenèse donc la fabrication de lipides ;

— l’insuline favorise la libération de la leptine par les adipocytes ;

— l’insuline favorise l’entrée du potassium dans les cellules musculaires ;

— l’insuline permet au glucose (sucre) d’entrer dans les cellules du corps. Celles-ci
utiliseront le glucose comme énergie où le mettront en réserve pour une utilisation
future.

En résumé l’insuline participe au contrôle du métabolisme énergétique et en particu-
lier, du métabolisme du glucose. C’est la seule hormone hypoglycémiante. Sa structure
a été remarquablement conservée au cours de l’évolution. Sa production et sa sécrétion
par les cellules β du pancréas sont très étroitement contrôlées.

1.3 Cellules β

Les cellules β pancréatiques représentent chez les mammifères l’unique type cellu-
laire capable de synthétiser et de sécréter l’insuline, seule hormone hypoglycémiante de
l’organisme. Cette sécrétion est modulée en fonction des concentrations plasmatiques
des nutriments, notamment du glucose, et permet en retour de maintenir l’homéostasie
glucidique. Le glucose, aux concentrations physiologiques, est également connu pour fa-
voriser la croissance des cellules bêta et protéger celles-ci de la mort par apoptose (mort
programmée) [9].

1.4 Effets du glucose sur la sécrétion d’insuline

Les agents stimulants de la sécrétion d’insuline peuvent être classés en deux groupes :

— Les stimuli déclencheurs, qui possèdent la capacité de déclencher la sécrétion d’in-
suline, comme le glucose;

— les stimuli potentialisateurs (ou amplificateurs), qui n’exercent pas un effet stimu-
lant direct sur la sécrétion d’insuline qu’en présence d’un stimulus déclencheur
dont ils amplifient l’effet.

Le glucose est non seulement l’agent déclencheur le plus puissant, mais il conditionne
en plus la réponse insulinosécrétrice à tous les autres stimuli.

1.5 Effets du glucose sur les cellules β pancréatiques

Il est connu qu’une première exposition du pancréas au glucose conditionne la ré-
ponse insulinique des cellules β. Suivant la durée et la nature de la stimulation préalable,
la réponse insulinosécrétrice à la deuxième stimulation est soit amplifiée (phénomène de
mémoire positive au glucose), soit inhibée (phénomène de mémoire négative au glucose).

La masse des cellules β est clairement soumise à des variations chez l’adulte et est
étroitement régulée par le glucose. De nombreuses études ont montré que la viabilité des
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CHAPITRE 1. INFORMATIONS SUR LE DIABÈTE

cellules β dépendait de la concentration de glucose environnante. La concentration de
glucose qui favorise la survie des cellules β in vitro se situe aux alentours de 5,6 mM chez
l’homme. Le glucose est connu pour favoriser la survie des cellules β via l’activation d’une
protéine clé. [9].

2 Le diabète

Le diabète est une maladie caractérisée par une élévation anormale de la glycémie
(hyperglycémie) à jeun et/ou post-prandiale. Cette anomalie est le résultat de la détério-
ration du contrôle du métabolisme glucidique dans lequel l’insuline produite et libérée
par les cellules β du pancréas joue un rôle central. On distingue, schématiquement, deux
grands types de diabètes. Le diabète de type 1 (10 % des diabétiques) où les cellules β
sont détruites par un processus auto-immun, et le diabète de type 2 (DT2), de loin le plus
fréquent (90 % des diabétiques), dont la physiopathologie est plus complexe [21].

2.1 Diabète de Type 1

Le diabète de type 1 était autrefois appelé diabète juvénile ou insulino-dépendant.
Il est généralement causé par une réaction auto-immune où le système de défense im-
munitaire du corps attaque les cellules qui produisent l’insuline (dysfonctionnement du
pancréas). La raison pour laquelle cela se produit n’est pas entièrement comprise à pré-
sent. Les personnes atteintes de diabète de type 1 produisent très peu ou pas d’insuline.
La maladie peut affecter des personnes de tout âge, mais se développe habituellement
chez les enfants ou les jeunes adultes. Les personnes atteintes de cette forme de diabète
ont besoin d’injections d’insuline tous les jours afin de contrôler les niveaux de glucose
dans le sang. Si les gens atteints de diabète de type 1 n’ont pas accès à l’insuline, ils mour-
ront [23].

2.2 Diabète de Type 2

Le diabète de type 2 était autrefois appelé diabète non insulino-dépendant ou diabète
de l’adulte et représente au moins 90% de tous les cas de diabète. Il est caractérisé par un
fonctionnement normal de pancréas, pour des raisons diverses le corps n’utilise pas l’in-
suline. Le diagnostic du diabète de type 2 peut survenir à tout âge et peut rester inaperçue
pendant de nombreuses années et le diagnostic est souvent fait quand une complication
apparaît. Les personnes atteintes par ce type de diabète peuvent souvent initialement gé-
rer leur maladie grâce à l’exercice et l’alimentation. Cependant, au fil du temps la plupart
des gens auront besoin des médicaments ou de l’insuline [23].

2.3 Causes

La physiopathologie nous apprend que le diabète de type 1 a une origine auto-immune.
Le système immunitaire va détruire les îlots de Langherans du pancréas en raison de fac-
teurs génétiques et/ou d’une infection virale (rubéole par exemple).

La physiopathologie du diabète de type 2 est caractérisée par une diminution de la
sécrétion d’insuline entraînant une hyperglycémie. Néanmoins il ne s’agit pas d’une pa-
thologie auto-immune. Le diabète de type 2 est dû à un ensemble de gènes qui peuvent
s’exprimer en fonction de facteurs environnementaux et alimentaires [19].
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CHAPITRE 1. INFORMATIONS SUR LE DIABÈTE

2.4 Symptômes

Ces manifestations peuvent apparaître brutalement lors d’un diabète de type 1 [19] :

— Sensation d’avoir toujours soif ;

— besoin d’uriner fréquemment;

— une augmentation de l’appétit ;

— un amaigrissement ;

— somnolence ;

— fatigue ;

— changement brutal de la vision;

— perte de connaissance.

Les signes pouvant annoncer un diabète de type 2 sont les suivants [19] :

— Fatigue ;

— troubles de la vision;

— sensation de bouche sèche;

— besoin d’uriner souvent, d’avoir d’avantage faim ou soif ;

— picotements dans les pieds, infections qui guérissent mal.

2.5 Petite histoire sur diabète

Le diabète occupe une grande place dans l’histoire de la médecine. C’est 4000 ans
avant J. C. en Chine que le diabète a été mentionné pour la première fois, on parlait alors
d’urine sucrée ou d’urine de miel [22]. 1550 avant J. C, les thérapeutes Indiens ont remar-
qué que les fourmis et les mouches sont attirées par l’urine des diabétiques. Une des-
cription d’une maladie ressemblant au diabète remonte à l’antiquité (1500 ans avant J. C)
égyptienne, un papyrus égyptien, appelé Papyrus Ebers, décrit des symptômes similaires
à ceux du diabète : soif intense et amaigrissement ([22],[24]). 250 ans avant J.C un méde-
cin grec, Aretaeus, décrit la nature destructrice sur la catastrophe, qu’il nomma "diabète"
du mot grec signifiant "siphon". Une prochaine étape est franchie avec le médecin arabe
Ibn Sina, il complète le tableau en attribuant notamment deux complications au diabète,
à savoir la gangrène et la perte des fonctions sexuelles [24].

Au fil des siècles et des avancées de la recherche médicale, des expériences ont été
réalisées pour comprendre et trouver des traitements au diabète. Voici les étapes clés de
la découverte de cette maladie et des progrès réalisés par la recherche.

Quelques dates

— 1869 : découverte des îlots de Langerhans par l’étudiant allemand Paul Langhe-
rhans.

— 1889 : lien établi entre le pancréas et le diabète par les allemands Oskar Minkowski
et Josef Von Mering.

— 1921 : découverte de l’insuline par Frederick Grant Banting et Charles Best.

— 1922 : première injection d’insuline (extraite du pancréas de porc) sauvant un en-
fant de 14 ans.

— 1923 : prix Nobel décerné à Frederick Grant Banting pour cette grande avancée. Dé-
but de la production industrielle et commercialisation d’insuline par des labora-
toires à partir du pancréas de bœuf et de porc.
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CHAPITRE 1. INFORMATIONS SUR LE DIABÈTE

— 1955 : Frederick Sanger décrit la structure chimique de l’insuline humaine.

— 1978-1982 : grâce aux progrès des technologies, l’insuline est produite par génie
génétique.

En parallèle les premières pompes à insuline sont commercialisées.
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Chapitre 2

Modélisation de la dynamique de
l’insuline-glucose

Dans ce chapitre, on examine le modèle de Topp [18] qui propose que l’homéostasie
du glucose soit contrôlée par l’effet de l’augmentation du taux du glucose dans le sang
sur la stimulation de la sécrétion d’insuline. L’insuline agit sur le foie pour inhiber la pro-
duction de glucose et sur les tissus adipeux et les muscles pour stimuler l’absorption du
glucose. Si une personne avec des îlots pancréatiques normaux devient résistante à l’in-
suline, le maintien de la glycémie est préservé par la capacité des îlots à augmenter la
sécrétion d’insuline d’une manière compensatoire.

FIGURE 2.1 – La relation entre glucose-insuline et cellules β.

 

La figure 2.1 résume la relation qui existe entre le glucose, l’insuline et les cellules β

Notre contribution dans ce mémoire consiste à proposer un modèle fractionnaire
basé sur le modèle de Topp.
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CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA DYNAMIQUE DE L’INSULINE-GLUCOSE

1 Développement du modèle

1.1 Dynamique du glucose

Dans la période post absorptive, le glucose est libéré dans le sang par le foie, retiré du
liquide interstitiel par toutes les cellules du corps et distribué dans de nombreux compar-
timents physiologiques (par exemple, sang artériel et sang veineux). Malgré la complexité
de la distribution du glucose, Steele (1959) a suggéré que les taux de production et d’ab-
sorption de glucose pourraient être représenté avec un modèle à un seul compartiment.
Bergman et al (1979) ont démontré qu’un seul compartiment peut être utilisé pour mo-
déliser la cinétique du glucose. L’ensemble de ces études suggèrent qu’un modèle à un
seul compartiment est approprié lorsque la cinétique du glucose est relativement lente.
Étant donné que nous nous intéressons principalement à l’évolution des taux de glycémie
à jeun sur une échelle de quelques jours à plusieurs années, la dynamique du glucose est
modélisée par une équation à un seul compartiment.

dG

d t
= Pr oducti on −Absor pti on (2.1)

Où G est la concentration du glucose dans le sang (mesurée en mg dl−1) et t le temps
(mesuré en jours). Les taux de production et d’absorption de glucose dépendent des taux
de glucose et d’insuline, ces relations ont été déterminées expérimentalement. pour une
valeur d’insuline constante la production diminue alors que l’absorption augmente, à la
fois de façon linéaire par rapport aux taux de glucose. Les pentes de ces dépendances
linéaires sont les paramètres d’efficacité de glucose. Des études ont montré que les para-
mètres d’efficacité de glucose sont linéairement relatés au niveau d’insuline. La pente de
l’efficacité du glucose par rapport à la courbe d’insuline est appelée sensibilité à l’insu-
line. Par conséquent,

Pr oducti on = P0 − (EG0P +SIPI)G (2.2)

Absor pti on = U0 + (EG0U +SIUI)G (2.3)

Où

P0 taux de production du glucose à zéro glucose(mg dl−1d−1).

U0 taux d’absorption à zéro glucose (mg dl−1d−1).

EG0P et EG0U (d−1) l’efficacité du glucose à zéro insuline pour production et absorp-
tion.

SIP, SIU (µU−1ml d−1) sensibilité à l’insuline pour la production et l’absorption.

I représente les concentrations d’insuline dans le sang (µU−1ml ).

En remplaçant les équations 2.2 et 2.3 dans l’équation 2.1, on obtient

dG

d t
= R0 − (EG0 +SII)G (2.4)

Où R0 (R0 = P0−U0) est le taux net de production à zéro glucose, EG0 (EG0 = EG0P+EG0U)
est L’efficacité totale en glucose à zéro insuline, et SI (SI = SIP+SIU) est la sensibilité totale
à l’insuline.
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CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA DYNAMIQUE DE L’INSULINE-GLUCOSE

1.2 Dynamique d’insuline

L’insuline est sécrétée par les cellulesβpancréatiques. Notre principale préoccupation
est l’évolution à long terme des taux d’insuline à jeun dans le sang périphérique. Puisque
la dynamique des niveaux d’insuline à jeun sur cette échelle de temps est lente, nous
utilisons une équation à un seul compartiment donnée par,

dI

d t
= Sécr ét i on −Cl ai r ance (2.5)

Le taux de clairance de l’insuline est proportionnel aux taux d’insuline dans le sang.

Cl ai r ance = kI (2.6)

Où k est une constante de clairance qui représente l’absorption d’insuline au niveau
du foie, des reins et des récepteurs de l’insuline.

Le taux de sécrétion d’insuline à partir du tissu pancréatique est une fonction sig-
moïde de la concentration en glucose. Des études ont démontré que le taux de sécrétion
des cellules β individuelles varie avec le glucose. L’utilisation réussie des taux de sécrétion
sigmoïde d’insuline dans des modèles existants (Cobelli et al 1980, Rudenski et al 1991)
indique que le taux net de sécrétion d’insuline peut être modélisé en tant que fonction
sigmoïde du glucose niveau. Par conséquent, on suppose que

Sécr ét i on =
σβG2

(α+G2)
(2.7)

Où β est la masse des cellules β pancréatiques (mesurée en mg ). On suppose que
toutes les cellulesβ sécrètent de l’insuline à la même vitesse maximaleσ (µU−1ml−1 j our−1)

et G2

(α+G2)
est une fonction Hill avec coefficient 2 qui décrit un sigmoïde allant de 0 à 1 qui

atteint la moitié de son maximum quand G = α1/2. En remplaçant les équations (2.6) et
(2.7) dans l’équation (2.5), on obtient,

dI

d t
=

σβG2

(ᾱ+G2)
−kI (2.8)

1.3 Dynamique de la masse des cellules β

Malgré une répartition complexe des cellules β pancréatiques dans le pancréas, la dy-
namique de masse des cellules β a été quantifiée avec succès avec un modèle à un seul
compartiment.

dβ

d t
= Répl i cati on −Mor t al i t é (2.9)

Où "Réplication" et "Mortalité" représentent les taux auxquels la masse de cellules β
est ajoutée à ou enlevée de la population respectivement.

Des études in vitro montrent que le pourcentage de cellules β en formation varie en
fonction non linéaire du taux de glucose dans le milieu. Les taux de formation des cellules
β augmentent avec l’augmentation des taux de glucose; cependant, à une hyperglycémie
extrême, la formation des cellules βpeut être réduite. Ce comportement est modélisé avec
un simple polynôme de second degré,

Répl i cati on = (r1r G− r2r G2)β (2.10)

Où r1r (mg−1dl d−1) et r2r (mg 2dl 2d−1) sont des constantes de vitesse.
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CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA DYNAMIQUE DE L’INSULINE-GLUCOSE

Les cellules peuvent être perdues de la masse des cellules β par apoptose (mort cellu-
laire programmée), nécrose (mort cellulaire non programmée). Pour le modèle présenté
ici, le taux de trans-différenciation est supposé négligeable. In vitro,la mort des cellules β
varie non linéairement avec le glucose. D’après une étude expérimentale l’augmentation
du taux de glucose de 0 à environ 11mM dans le milieu entourant les cellules β a réduit
le taux de mortalité des cellules β. Au-dessus de 11mM de glucose, le taux de mortalité
des cellules β soit est resté faible ou augmenté [3]. Ce comportement est modélisé avec
un simple polynôme de second degré,

Mor t al i t é = (d0 − r1aG+ r2aG2)β (2.11)

Où d0 (d−1) est la vitesse de mortalité à zéro glucose, r1a (mg−1dl d−1) et r2a (mg 2dl 2d−1)
sont des constantes. En remplaçant les équations (2.10) et (2.11) dans l’équation (2.9), on
obtient l’équation de la dynamique de masse des cellules β,

dβ

d t
= (−d0 + r1G− r2G2)β (2.12)

Où r1 (r1 = r1r + r1a) et r2 (r2 = r2r + r2a) sont des constantes.
Par conséquent, le modéle de Topp s’écrit,

dG

d t
(t ) = R0 − (EG0 +SII(t ))G(t )

dI

d t
(t ) =

σβ(t )G2(t )

(ᾱ+G2(t ))
−kI(t )

dβ

d t
(t ) = (−d0 + r1G(t )− r2G2(t ))β(t ).

(2.13)

les tableaux 2.1 et 2.2 suivant représente les paramètres et les variables de Topp

1.4 Modèle fractionnaire

Pour passer au modèle fractionnaire, on doit introduire de nouveaux paramètres Ib ,
βb et Gb , qui représente respectivement l’insulinémie de base, la masse des cellules β de
base et la glycémie de base. D’après Bergman le taux R0 peut être écrit comme suite.

R0 = r0 ×Gb ,

où r0 est l’assimilation glucidique. En se basant sur cette idée, on va transformer le modèle
de Topp en un modèle fractionnaire. En effet, l’unité du premier membre de l’équation du
glucose (2.4) est unité(G)×temps−1 et de même pour le second membre de cette équation,
pour les paramètres de l’équation du glucose, on a

uni t é(R0) = uni t é(G)× temps−1,

implique
R0 = r0Gb ,

et
uni t é(r0) = temps−1.

Pour le deuxième paramétre
uni t é(EG0 ) = temps−1

13



CHAPITRE 2. MODÉLISATION DE LA DYNAMIQUE DE L’INSULINE-GLUCOSE

TABLEAU 2.1 – Les paramètres du modèle de Topp.

Paramètre Unités Signification 

R₀ mgdl⁻¹d⁻¹ 
Le taux de la production moyenne du glucose hépatique 

par jour 

EG₀ d⁻¹ 
Le taux de la clairance du glucose indépendamment de 

l'insuline 

SI mlμU⁻¹d⁻¹ La sensibilité à l'insuline 

σ μUmgml⁻¹d⁻¹ Le taux de la sécrétion de l'insuline par les cellules-β 

α mg²dl⁻² Point d'inflexion de la fonction sigmoïde 

k d⁻¹ Le taux de la clairance de l'insuline 

d₀ d⁻¹ Le taux de mortalité naturelle de cellules-β 

r₁ mg⁻¹dld⁻¹ 
Détermination de la plage de tolérance au glucose des 

cellules-β 

r₂ mg⁻²dl²d⁻¹ 
Détermination de la plage de tolérance au glucose des 

cellules-β 
 

et
uni t é(SII(t )) = temps−1

implique

uni t é(SI) =
temps−1

uni t é(I)
=⇒ SI =

sI

Ib
=⇒ uni t é(sI) = temps−1.

Pour la forme fractionnaire d’ordreα de l’équation, le premier membre de l’équation ainsi
que le second membre doivent avoir la même unité "unité(G)×temps−α", d’où l’équation
devient,

Dα
t G(t ) = r α0 Gb −

(
EαG0

+ sαI
I(t )

Ib

)
G(t ).

Pour l’équation de l’insuline (2.12), on fait de même, on a

uni t é

(
σ

G2(t )

(ᾱ+G2(t ))
β(t )

)
= temps−1 ×uni t é(I)

uni t é(ᾱ) = uni t é(G2) =⇒ uni t é

(
G2(t )

(ᾱ+G2(t ))

)
= sans uni t é

σβ(t ) → temps−1 ×uni t é(I) =⇒ uni t é(σ) = uni t é

(
temps−1 ×uni t é(I)

uni t é
(
β
) )

=⇒σ =σ0
Ib
βb

=⇒ uni t é(σ0) = temps−1

uni t é(kI(t )) = temps−1 ×uni t é(I) =⇒ uni t é(k) = temps−1

d’où l’équation devient,

Dα
t I(t ) =σα0

Ib

βb

G2(t )

(ᾱ+G2(t ))
β(t )−kαI(t ).
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TABLEAU 2.2 – Les variables dumodèle de Topp.

Paramètre Unités Signification 

G mgdl⁻¹ La concentration du glucose dans le sang 

I μUml⁻¹ La concentration de l’insuline dans le sang 

β mg La masse des cellules β 
 

De même pour l’equation (2.8), on a

uni t é(d0) = temps−1

uni t é(r1G(t )) = temps−1 =⇒ uni t é(r1) = temps−1

uni t é(G)
=⇒ r1 =

r1,0
Gb

=⇒ uni t é(r1,0) = temps−1

uni t é(r2G2(t )) = temps−1 =⇒ uni t é(r2) = temps−1

uni t é(G2)
=⇒ r2 =

r2,0

G2
b

=⇒ uni t é(r2,0) = temps−1,

l’équation devient,

Dα
t β(t ) =

(
−dα

0 +
r α1,0

Gb
G(t )−

r α2,0

G2
b

G2(t )

)
β(t ).

D’où le système (3.22) devient,

Dα
t G(t ) = r α0 Gb −

(
EαG0

+ sαI
I(t )

Ib

)
G(t )

Dα
t I(t ) =σα0

Ib

βb

G2(t )

(ᾱ+G2(t ))
β(t )−kαI(t )

Dα
t β(t ) =

(
−dα

0 + r α1,0

G(t )

Gb
− r α2,0

G2(t )

G2
b

)
β(t )

(2.14)

Le système (2.14) représente le modèle de Topp fractionnaire.

Remarque 2.1 Pour avoir plus de détails sur le modèle de Topp voir [8], [1], [14] et [18].

2 Les positions d’équilibre du modèle GIβ

Pour les points d’équilibre, on a le résultat suivant :

Théorème 2.1 Le modèle fractionnaire admet dansΩ =R3+ trois points d’équilibre,

1.

E0 =

(
r α0 Gb

EαG0

,0,0

)
.

2. Si (r α1,0)2 −4r α2,0dα
0 > 0, alors

15
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(a) si
r α0 Gb

EαG0

> G1alors, on a

E1 =

(
G1,

(r α0 Gb −EαG0
G1)

sαI G1
Ib ,

kα

σα0

βb

G3
1sαI

(
r α0 Gb −EαG0

G1

)(
G2

1 + ᾱ
))

.

(b) Si
r α0 Gb

EαG0

> G2, on a

E2 =

(
G2,

(r α0 Gb −EαG0
G2)

sαI G2
Ib ,

kα

σα0

βb

G3
2sαI

(
r α0 Gb −EαG0

G2

)(
G2

2 + ᾱ
))

.

Avec 
G1 =

(
r α1,0 −

√
(r α1,0)2 −4r α2,0dα

0

)
Gb

2r α2,0

G2 =

(
r α1,0 +

√
(r α1,0)2 −4r α2,0dα

0

)
Gb

2r α2,0

Preuve. Les points d’équilibre s’obtiennent comme les solutions du système d’équations
algébriques

r α0 Gb −
(
EαG0

+ sαI
I

Ib

)
G = 0, (2.15)

σα0
Ib

βb

G2

(ᾱ+G2)
β−kαI = 0, (2.16)(

−dα
0 + r α1,0

G

Gb
− r α2,0

G2

G2
b

)
β = 0. (2.17)

On distingue deux cas selon l’équation (2.17)

Cas 1 : Pour β = 0, l’équation (2.16) implique que

I = 0

L’équation (2.15) donne

G =
r α0 Gb

EαG0

d’ou

E0 =

(
r α0 Gb

EαG0

,0,0

)
.

Cas 2 : Pour β 6= 0 et −dα
0 + r α1,0

G

Gb
− r α2,0

G2

G2
b

= 0.

1. Pour (r α1,0)2 −4r α2,0dα
0 < 0 d’après Topp [18] ce cas n’existe pas biologiquement.

2. Pour (r α1,0)2 −4r α2,0dα
0 > 0, alors l’equation

−dα
0 + r α1,0

G

Gb
− r α2,0

G2

G2
b

= 0
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admet deux solutions,
G1 =

(
r α1,0 −

√
(r α1,0)2 −4r α2,0dα

0

)
Gb

2r α2,0

G2 =

(
r α1,0 +

√
(r α1,0)2 −4r α2,0dα

0

)
Gb

2r α2,0

.

Pour la solution G1, l’équation (2.15) donne

I =
(r α0 Gb −EαG0

G1)Ib

sαI G1

=

 2r α2,0r α0

sαI

(
r α1,0 −

√
(r α1,0)2 −4r α2,0dα

0

) − EαG0

sαI

 Ib ,

I est positive si
r α0 Gb

EαG0

> G1.

L’équation (2.16) donne

β = kα
(ᾱ+G2

1)βb

σα0 G2
1Ib

I

= kα
(ᾱ+G2

1)βb

σα0 G2
1

 2r α2,0r α0

SαI

(
r α1,0 −

√
(r α1,0)2 −4r α2,0dα

0

) − EαG0

sαI


d’ou

E1 =

(
G1,

(r α0 Gb −EαG0
G1)

sαI G1
Ib ,

kα

σα0

βb

G3
1sαI

(
r α0 Gb −EαG0

G1

)(
G2

1 + ᾱ
))

.

Pour la solution G2, l’équation (2.15) donne

I =
(r α0 Gb −EαG0

G2)Ib

sαI G2

=

 2r α2,0r α0

sαI

(
r α1,0 +

√
(r α1,0)2 −4r α2,0dα

0

) − EαG0

sαI

 Ib ,

I est positive si
r α0 Gb

EαG0

> G2.

L’équation (2.16) donne

β = kα
(ᾱ+G2

2)βb

σα0 G2
2Ib

I

= kα
(ᾱ+G2

2)βb

σα0 G2
2

 2r α2,0r α0

sαI

(
r α1,0 +

√
(r α1,0)2 −4r α2,0dα

0

) − EαG0

sαI

 ,

d’ou

E2 =

(
G2,

(r α0 Gb −EαG0
G2)

sαI G2
Ib ,

kα

σα0

βb

G3
2sαI

(
r α0 Gb −EαG0

G2

)(
G2

2 + ᾱ
))

.
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3 La stabilité des points d’équilibre

En linéarisant le système (2.14) au voisinage des points d’équilibres, on obtient le sys-
tème linéarisé suivant

 Dα
t G(t )

Dα
t I(t )

Dα
t β(t )

 =



−
(
EαG0

+ sαI
I

Ib

)
−sαI

G

Ib
0

σα0
Ib

βb

2ᾱG

(ᾱ+G2)2
β −kα σα0

Ib

βb

G2

(ᾱ+G2)(
r α1,0

Gb
−2r α2,0

G

G2
b

)
β 0 −dα

0 + r α1,0

G

Gb
− r α2,0

G2

G2
b


 G

I
β

 ,

et la matrice jacobienne est donnée par

J(E) =



−
(
EαG0

+ sαI
I

Ib

)
−sαI

G

Ib
0

σα0
Ib

βb

2ᾱG

(ᾱ+G2)2
β −kα σα0

Ib

βb

G2

(ᾱ+G2)(
r α1,0

Gb
−2r α2,0

G

G2
b

)
β 0 −dα

0 + r α1,0

G

Gb
− r α2,0

G2

G2
b

 .

3.1 Etude de la stabilité au point E0

La jacobienne au point E0 s’écrit

J(E0) =



−EαG0
−sαI

r α0 Gb

IbEαG0

0

0 −kα σα0
Ib

βb

r 2α
0 G2

b

ᾱE2α
G0

+ r 2α
0 G2

b

0 0 −dα
0 + r α1,0

r α0
EαG0

− r α2,0

(r α0 )2

(EαG0
)2


.

Les valeurs propres de J(E0) sont
λ1 = −EαG0

< 0
λ2 = −kα < 0

λ3 = −dα
0 + r α1,0

r α0
EαG0

− r α2,0

(r α0 )2

(EαG0
)2

< 0

alors le point E0 est asymptotiquement stable.

3.2 Etude de la stabilité au point E1

La matrice jacobienne J(E1) est donnée par

J(E1) =


−r α0 Gb

G1
−sαI

G1

Ib
0

−2kαᾱ
Ib

G2
1sαI

(
EαG0

G1 − r α0 Gb

)
G2

1 + ᾱ
−kα σα0

Ib

βb

G2
1

(ᾱ+G2
1)

A 0 0

 ,
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avec 
G1 =

(
r α1,0 −

√
(r α1,0)2 −4r α2,0dα

0

)
Gb

2r α2,0

A = −kα

σα0

βb

(
EαG0

G1 − r α0 Gb

)
G3

1Gb sαI

√
r 2α

1,0 −4dα
0 r α2,0

(
G2

1 + ᾱ
)

.

On pose

J(E1) =

 −A1 −A2 0
−A3 −A4 A5

−A6 0 0


avec 

A1 =
r α0 Gb

G1
> 0

A2 = sαI
G1

Ib
> 0

A3 = 2kαᾱ
Ib

G2
1sαI

(
EαG0

G1 − r α0 Gb

)
(
G2

1 + ᾱ
) < 0

A4 = kα > 0

A5 =σα0
Ib

βb

G2
1

(ᾱ+G2
1)

> 0

A6 = −A < 0.

Le calcule du déterminant de J(E1) donne

det(J(E1)) = A2A5A6 =
kα

Gb

√
r 2α

1,0 −4dα
0 r α2,0

(
EαG0

G1 − r α0 Gb

)
,

on a

G1 <
r α0 Gb

EαG0

implique

det(J(E1)) < 0.

La trace et le déterminant de la matrice J(E1) sont tous les deux négatifs, alors on a une
valeur propre λ1 négative.

Pour λ2 et λ3, on calcule le deuxième composé (the second cumpound) de la matrice
jacobienne au point E1,

J[2](E1) =

 − (A1 +A4) −A4 0
0 −A1 −A2

A6 −A3 −A4

 ,

les valeurs propres de cette matrice sont (λ1 +λ2), (λ1 +λ3) et (λ2 +λ3) (λ1,λ2 et λ3 sont
les valeurs propres de J(E1)) et son déterminant est donné par

det(J[2](E1)) = A2A1A3 +A2A3A4 +A2A4A6 −A2
1A4 −A1A2

4,

puisque A3 < 0 et A6 < 0 alors det(J[2](E1)) < 0.
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Résumé :

1. det(J(E1)) < 0, implique qu’il existe au moins une valeur propre de partie réelle né-
gative et

si g ne(Re(λ2)×Re(λ3)) > 0

2. tr (J(E1)) < 0 implique qu’il existe au moins une valeur propre de partie réelle néga-
tive, supposons λ1 et

|Re(λ1)| > |Re(λ2)+Re(λ3)| (2.18)

3. det(J[2](E1)) < 0 veut dire que

si g ne
(
det(J[2](E1))

)
= si g ne (Re(λ1 +λ2)×Re(λ1 +λ3)×Re(λ2 +λ3)) ,

puisque on a (2.18) alors

si g ne
(
Re(λ1 +λ2)) = si g ne(Re(λ1 +λ3)

)< 0,

d’ou
si g ne

(
Re(λ1 +λ2))× si g ne(Re(λ1 +λ3)

)> 0,

on peut déduire que
si g ne (Re(λ2 +λ3)) < 0,

et
si g ne (Re(λ2)×Re(λ3)) > 0,

donc
si g ne (Re(λ2)) = si g ne (Re(λ3)) < 0.

D’ou la stabilité asymptotique de E1

3.3 Etude de la stabilité au point E2

La jacobienne au point E2 est donnée par

J(E2) =


−r α0 Gb

G2
−sαI

G2

Ib
0

−2kαᾱ Ib

G2
2sαI

EαG0
G2−rα0 Gb

G2
2+ᾱ

−kα σα0
Ib

βb

G2
2

(ᾱ+G2
2)

B 0 0

 ,

avec 
G2 =

(
r α1,0 +

√
(r α1,0)2 −4r α2,0dα

0

)
Gb

2r α2,0

B = kα

σα0

βb

G3
2Gb sαI

(
EαG0

G2 − r α0 Gb

)√
r 2α

1,0 −4dα
0 r α2,0

(
G2

2 + ᾱ
)

.

On calcule le déterminant de la matrice J(E2)

det(J(E2)) = −kα

Gb

√
r 2α

1,0 −4dα
0 r α2,0

(
EαG0

G2 − r α0 Gb

)
,

puisque

G2 <
r α0 Gb

EαG0

,
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alors
det(J(E1)) > 0,

ce qui nous permet de dire qu’il existe au moins une valeur propre positive et par
conséquent, le point E2 n’est pas stable.Le tableau 2.3 résume le travail fait dans cette
section.

TABLEAU 2.3 – Stabilité des points d’équilibre.

 Δ≥0 

A<G₁ E₀stable 

A>G₁ E₁stable 
 

avec

A =
r α0 Gb

EαG0

,

∆ = (r α1,0)2 −4r α2,0dα
0 .
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Chapitre 3

La méthode de résolution

Dans ce chapitre, on présente dans un premier temps quelques définitions et théo-
rèmes de base sur le calcul fractionnaire et les polynômes orthogonaux plus précisément
les polynômes de Jacobi. Ensuite, on développe notre méthode de résolution.

1 Généralités et notions de base

1.1 Calcul fractionnaire

Définition 3.1 (Fonction Gamma d’Euler) La fonction Gamma d’Euler est une fonction
complexe. Elle prolonge la fonction factorielle à l’ensemble des nombres complexes. Elle est
donneé pour Re(z) > 0 par,

Γ(z) =
∫ ∞

0
exp(−t )t z−1d t .

Elle peut aussi être définie pour des valeurs réelles z > 0 par la même expression,

Γ(z) =
∫ ∞

0
exp(−t )t z−1d t .

Propriètes 3.1 1. Γ(z +1) = zΓ(z), z > 0;

2. ∀n ∈N, Γ(n +1) = n!.

Intégrale fractionnaire (Reimann-Liouville)

Définition 3.2 Soit f : [a,b] →Rune fonction continue. On définit l’intégrale fractionnaire
d’ordre α au sens de Riemman-Liouville de f par

Iαa f (t ) =

{
1
Γ(α)

∫ t
a (t −τ)α−1 f (τ)dτ α> 0

f (t ) α = 0
.

Soit f : [a,b] →R une fonction continue, si α,β> 0, on a

(IαIβ) f (t ) = (IβIα) f (t ) = Iβ+α f (t ).
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Dérivée au sens de Caputo

Définition 3.3 La dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre α> 0 d’une fonction f :
[a,b] →R de classe Cn[a,b], est donnée par

c Dα
a f (t ) = In−α

a (
d n

d t n
f (t ))

=
1

Γ(n −α)

∫ t

a
(t −τ)n−α−1 f n(τ)dτ,

avec n −1 < α< n, n ∈N∗.

Propriètes 3.2 — La dérivée de Caputo d’une fonction constante est nulle,
c Dα

aC = 0,C ∈R;

— Soit 0 < n−1 < α< n , n ∈N∗ et β> n−1, la dérivée au sens de Caputo de f (t ) = (t−a)β

est donné par
c Dα

a f (t ) =
Γ(β+1)

Γ(β−α+1)
(t −a)β−α;

— On a aussi pour 0 < n −1 < α< n , n ∈N∗,
c Dα

a(Iαa f (t )) = f (t ),

et

Iαa(c Dα
a f (t )) = f (t )−

n−1∑
k=0

f (k)(a)(t −a)k

k !
. (3.1)

Remarque 3.1 Pour avoir plus de détails sur le calcul fractionnaire voir [16].

1.2 Les polynômes orthogonaux

On va présenter quelque notion de base concernant les polynômes orthogonaux, vu
qu’il sont très utilisé dans les approximations des méthodes spectrales.

Rappelons d’abord qu’on travaille sur l’espace L2.

Rappelle sur l’espace de Hilbert (L2)

Un espace de Hilbert est un espace normé complet, dont la norme dérive d’un produit
scalaire.

Définition 3.4 (L’espace L2(Ω)) Soit Ω un ouvert de Rn , L2(Ω) est l’espace des fonctions
carrées intégrables,

L2(Ω) =

{
f :Ω→R/

∫
Ω

f 2(x)d x <∞
}

.

L2 est muni du produit scalaire noté 〈,〉 et qui est défini ∀ f , g ∈ L2(Ω) par

〈 f , g 〉 =
∫
Ω

f (x)g (x)d x.

Et de la norme notée ‖.‖2 qui est définie par :∥∥ f
∥∥

2 =

(∫
Ω

f 2(x)d x

)1/2

.

Remarque 3.2 L2(Ω) muni du produit scalaire est un espace de Hilbert.

Définition 3.5 Une suite de polynômes
{

pn
}

n∈N, est dite orthogonale dans L2(Ω), si ∀n 6=
m, on a

〈pn , pm〉 = 0.
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Polynômes de Jacobi

On considère l’opérateur singulier de Sturm-Liouville,

Lα,βu : = −(1− t )−α(1+ t )−β∂t ((1− t )α+1(1+ t )β+1∂t u(x)) (3.2)

= (t2−1)∂2
t u(t )+ (α+β+ (α+β+2)t )∂t u(t ).

Comme c’est indiqué dans [10], l’équation différentielle suivante,

Lα,βu(t ) = λu(t ),

à une solution polynomiale pas identiquement nul. Cette solution est le polynômes

de Jacobi noté Jα,β
n , si et seulement si λ = n(n+α+β+1), donc les polynômes de Jacobi Jα,β

n

sont les fonctions propres du problème suivant :

Lα,βJα,β
n (t ) = λα,β

n Jα,β
n (t ).

Les valeurs propres correspondantes sont,

λ
α,β
n = n(n +α+β+1).

On a d’après ([10]), les polynômes de Jacobi peuvent être exprimés de la manière sui-
vante :

Jα,β
n (t ) =

Γ(n +α+1)

n!Γ(n +α+β+1)

n∑
k=0

(
n
k

)
Γ(n +k +α+β+1)

Γ(k +α+1)

(
(t −1)

2

)k

, (3.3)

avec

(
n
k

)
=

n!

k !(n −k)!
.

La formule suivante, dite formule de Rodrigues, donne l’expression de Jα,β
n pour tout

entier n ≥ 0.

Théorème 3.1 (Formule de Rodrigues) Jα,β
n est un polynôme de degré n, on a

(1− t )α(1+ t )βJα,β
n (t ) = (−1)n

2n n! ∂
n
t

[
(1− t )n+α(1+ t )n+β] ∀n ∈N . (3.4)

On va présenter quelques résultats tirés de la formule de Rodrigues,

— L’expansion de la ni ème dérivée dans (3.4), nous donne la formule explicite suivante,

Jα,β
n (t ) = 2−n

n∑
j =0

(
n +α

j

)(
n +β
n − j

)
(t −1)n− j (t +1) j .

— Si on remplace t avec(−t ), on tombe immédiatement sur la relation symétrique sui-
vante,

Jα,β
n (−t ) = (−1)nJα,β

n (t ).

Les polynômes de Jacobi sont orthogonaux par rapport à la fonction poids de Jacobi
ωα,β(t ) = (1− t )α(1+ t )β sur l’intervalle I = [−1,1], c’est-à-dire, pour n,m ∈ N et α,β > −1,
on a ∫ 1

−1
Jα,β

n (t )Jα,β
m (t )ωα,β(t )d t = γα,β

n (t )δnm , (3.5)

avec

γ
α,β
n =

2α+β+1Γ(n +α+1)Γ(n +β+1)

(2n +α+β+1)n!Γ(n +α+β+1)
.
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Preuve
On multiplie la formule de Rodrigues (3.4) par Jα,β

n (t ), puis on intègre l’égalité qui on
résulte sur [−1,1]. Nous tirons de l’intégration par parties le résultat suivant,∫ 1

−1
(1− t )α(1+ t )β[Jα,β

n (t )]2d t

=
(−1)n

2nn!

∫ 1

−1
∂n

t [(1− t )n+α(1+ t )n+β]Jα,β
n (t )d t

=
(−1)2n

2nn!

∫ 1

−1
(1− t )n+α(1+ t )n+β∂n

t Jα,β
n (t )d t

=
kα,β

n

2n

∫ 1

−1
(1− t )n+α(1+ t )n+βd t

où kα,β
n est le coefficient du degré nième du polynôme de Jacobi,

kα,β
n =

Γ(2n +α+β+1)

2nn!Γ(n +α+β+1)
. (3.6)

On a en particulier pour α,β>−1,∫ 1

−1
(1− t )n+α(1+ t )n+β =

∫ 1

0
22n+α+β+1xβ(1−x)αd x (3.7)

= 22n+α+β+1Γ(n +α+1)Γ(n +β+1)

Γ(2n +α+β+2)
.

On utilisant les deux formules (3.6) et (3.7) on tombe directement sur le résultat,

γ
α,β
n =

2α+β+1Γ(n +α+1)Γ(n +β+1)

(2n +α+β+1)n!Γ(n +α+β+1)
.

Formules de récurrences

Les polynômes de Jacobi sont générés par la relation de récurrence à trois termes sui-
vants, pour n > 1,α,β>−1,

Jα,β
n+1(t ) = (aα,β

n t −bα,β
n )Jα,β

n (t )− cα,β
n Jα,β

n−1(t )

avec {
Jα,β

0 (t ) = 1

Jα,β
1 (t ) = 1

2 (α+β+2)t + 1
2 (α−β).

Où

aα,β
n =

(2n +α+β+1)(2n +α+β+2)

2(n +1)(n +α+β+1)
,

bα,β
n =

(β2 −α2)(2n +α+β+1)

2(n +1)(n +α+β+1)(2n +α+β)
,

et

cα,β
n =

(n +α)(n +β)(2n +α+β+2)

(n +1)(n +α+β+1)(2n +α+β)
.

Cette relation nous permet d’évaluer les polynômes de Jacobi à n’importe quelle point
donnée entre [−1,1], nous énonçons ci-dessous deux formules très utiles.
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Théorème 3.2 Les polynômes de Jacobi satisfont, pour α,β>−1,

Jα,β
n−1 = Jα,β−1

n (t )− Jα−1,β
n (t ),

et

Jα,β
n (t ) =

1

n +α+β [(n +β)Jα,β−1
n (t )+ (n +α)Jα−1,β

n (t )].

La forme analytique du polynôme de Jacobi est donné par la formule suivante,

Jα,β
n (t ) =

(−1)n

2nn!(1− t )α(1+ t )β
∂n

t ((1− t )α(1+ t )β(1− t 2)n). (3.8)

Dans l’équation (3.8) pour α = β = 0, on tombe sur les polynômes de Legendre, pour
α = β = −1

2 c’est les polynômes de Tchebychev et pour α = β les polynômes de Gegenbauer.

Remarque 3.3 Les polynômes utilisés dans ce mémoire sont les polynômes de Legendre, ils
constituent l’exemple le plus simple d’une suite de polynômes orthogonaux, ces polynômes
ont de nombreuses applications en mathématiques et en physique, par exemple en phy-
sique, où l’équation de Legendre apparaît lors de la résolution des équations de Laplace, ou
encore pour la décomposition d’une fonction en série de polynômes de Legendre qui est le
cas dans notre mémoire.

Nous désignerons Les polynômes de Legendre dans la suite par une lettre majuscule
Pn , ils sont proportionnels aux polynômes J0,0

n . Ils sont donc donnés, grâce à la formule
de récurrences de Jacobi pour α = β = 0, par,

Pn+1(t ) =
(2n +1)

(n +1)
t Jα,β

n (t )− n

(n +1)
Pn−1(t )

avec {
P0(t ) = 1
P1(t ) = t .

Exemple 3.1 La figure 3.1 représente les cinq premiers polynômes de Legendre,

P0(t ) = 1
P1(t ) = t

P2(t ) = 3
2 t 2 − 1

2
P3(t ) = 5

2 t 3 − 3
2 t

P4(t ) = 35
8 t 4 − 30

8 t 2 + 3
8

Remarque 3.4 Pour avoir plus de détails sur les polynômes orthogonaux voir [11, 7, 12, 10].
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FIGURE 3.1 – Les cinq premiers polynômes de Legendre.

 

2 Méthode spectral (collocation orthogonale)

Les méthodes spectrales sont des méthodes puissantes utilisées pour résoudre des
équations différentielles. Contrairement aux méthodes de différence finies, ils sont des
méthodes globales, où le calcul à un point donné dépend non seulement des informa-
tions aux points voisins, mais des informations provenant de tout le domaine. Les mé-
thodes spectrales convergent exponentiellement, ce qui les rend plus précis que les mé-
thodes locales [7]. Le but de ce chapitre est de présenter de façon simple la méthode de
Legendre-collocation orthogonale combinée avec la technique de découplage et quasi-
linéarisation. Dans cette section, on commence par rappeler les méthodes des résidus
pondérés, ensuite, on va parler de la matrice opérationnelle d’intégration et on développe
en détaille la méthode de Legendre-collocation orthogonale. On termine par la technique
de découplage et quasi-linéarisation et des exemples pour illustrer notre méthode.

Pour adapter les polynômes de Legendre à notre méthode, on a besoin du translaté
sur [0,1] du polynôme de Legendre, alors, on a pour 0 < t < 1,

Lm(t ) = Pm(2t −1), (3.9)

où m = 0, ..,nc −1 (nc ∈N\{0}), nc représente le nombre de points de collocation et m
est le degré du polynôme de Legendre.

la formule analytique du translaté du polynôme de Legendre est donné par

Lm(t ) =
m∑

k=0
(−1)k+m (m +k)!

(m −k)! (k !)2 t k .

On peut normaliser Lm(t ) pour 0 < t < 1 par,

P̃m(t ) =
p

2m +1Lm(t ). (3.10)

La famille
{
P̃m(t )

}
m forme une base orthonormale de L2([0,1]).
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2.1 Fonction d’approximation

Dans notre travail, on va utiliser les polynômes orthogonaux P̃m cités en (3.10) comme
fonction d’approximation.

Toute fonction u de L2([0,1]) se développe de façon unique sous la forme,

u(t ) =
+∞∑
m=0

cmP̃m(t ), (3.11)

où cm = 〈u, P̃m〉, 〈., .〉 représente le produit scalaire sur L2([0,1]).
Une approximation de cette fonction u(t ) est donnée par

u(t ) ≈ û(t ) =
nc−1∑
m=0

cmP̃m(t ),

les coefficients cm représentent les paramètres de l’approximation.
Une écriture compacte de û(t ) est donnée par,

û(t ) = CTP̃(t ), (3.12)

où {
CT = [c0, .....,cnc−1]
P̃(t ) = [P̃0, ....., P̃nc−1].

Exemple 3.2 u(t ) = a, a ∈R

cn,m = 〈u, P̃m〉
=

∫ 1

0
u(t )P̃m(t )d t

= a
∫ 1

0

p
2m +1Pm(2t −1)d t

= a
p

2m +1
∫ 1

0
Pm(2t −1)d t

= a
p

2m +1
∫ 1

−1
1×Pm(t )d t

= a
p

2m +1
∫ 1

−1
P0 ×Pm(t )d t

= a
p

2m +1δ0,m ,

où δ0,m est le symbole de Kronecker.

Propriètes 3.3 La propriété suivante sera utilisée le long de ce mémoire [17].

ATP̃(t )P̃T(t ) = P̃T(t )Ã, (3.13)

où A est un vecteur de nc coefficients et Ã est une matrice de dimension (nc ×nc).
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2.2 Méthode des résidus pondérés

La méthode des résidus pondérés est une technique utilisée pour trouver des solu-
tions approximatives aux EDO et EDP de la forme,{

L(û(t )) = f (t ) pour t ∈Ω
Conditions aux limites,

avec L est un opérateur différentiel etΩ le domaine de travail [6].
on suppose que la solution û de ce problème est dans L2(Ω), alors

û(t ) =
+∞∑
m=0

cmP̃m(t ),

et la solution approchée s’écrit,

u(t ) =
nc−1∑
m=0

cmP̃m(t ),

En remplaçant cette solution approchée dans l’équation du problème, le résultat n’est
pas en général f (x) par conséquent, on a un résidu,

R(t ) = L(u(t ))− f (t ) 6= 0.

Le but principal des méthodes de résidus pondérés est de minimiser le résidu R(t ) au
sens des distributions, en le pondérant par une fonction poids sur le domaineΩ,∫

Ω
R(t )ωi (t )d t = 0, i = 0, ...,nc −1,

oùωi est une fonction régulière. Le choix de la fonction teste définie la méthode choi-
sie [6].

Dans cette section, on va présenter les méthodes les plus utilisées.

Méthode de collocation par points

Dans cette méthode, les fonctions de poids sont choisies pour être des fonctions de
Dirac,

ωm(t ) = δ(t − tm) =

{
1, si t = tm

0, sinon.

Méthode des sous-domaines

Dans cette méthode le domaine est subdivisé en M sous-domaines {Dm}m=1...M , où,

ωm(t ) =

{
1, si t ∈ Dm

0, sinon.

Cette méthode minimise le résidu dans chacun des sous-domaines choisis. le choix
des sous-domaines est libre. Dans de nombreux cas, une division équidistante du do-
maine total est le meilleur choix.
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Méthode de Galerkin

Dans cette méthode, les fonctions de poids sont choisies pour être identiques aux
fonctions de la base,

ωm(t ) = P̃m(t ).

Remarque 3.5 La méthode de collocation par points est plus simple à réaliser, de ses avan-
tages le calcule d’intégrale est évité, mais donne les résultats les moins bons. La méthode de
Galerkin est la plus compliquée à réaliser, mais donne de très bonnes résultat.

La méthode qui nous intéresse dans ce travail est la méthode de collocation orthogo-
nale, qui consiste à la méthode de collocation par points, en choisissant les racines du
polynôme de Jacobi comme points de collocation. Elle s’avère une méthode simple à réa-
liser et donne des résultats aussi bons que ceux de la méthode de Galerkin.

2.3 La matrice operationnelle d’inégration

Pour la réalisation de notre méthode on a besoin de connaitre l’expression de l’inté-
grale de notre base P̃(t ) dans cette base, c-à-d,∫ t

0
P̃(τ)dτ = LP̃(t ), (3.14)

où L est la matrice opérationnelle d’intégration de dimension (nc ×nc) définie par

L =
1

2



1 1p
3

0 · · · 0

− 1p
3

0
p

5
5
p

3

. . .
...

0 −
p

5
5
p

3
0

. . . 0
...

. . . . . . . . .
p

(2nc−1)
(2nc−1)

p
(2nc−3)

0 · · · 0 −
p

(2nc−1)
(2nc−1)

p
(2nc−3)

0


. (3.15)

En effet, pour 0 < t < 1, on a

P̃0(t ) = 1
P̃1(t ) =

p
3(2t −1)

P̃2(t ) =
p

5
(
6t 2 −6t +1

)
P̃3(t ) =

p
7
(
20t 3 −30t 2 +12t −1

)
P̃4(t ) =

p
9
(
70t 4 −140t 3 +90t 2 −20t +1

)
...

On intègre chaque élément sur [0, t ], puis on écrit chaque terme dans la base des poly-
nômes P̃m , ∫ t

0
P̃0(t )d t = t

=
1

2
P̃0(t )+ 1

2
p

3
P̃1(t )

=

[
1

2

1

2
p

3
0 · · · 0

]
.
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∫ t

0
P̃1(t )d t =

p
3(t 2 − t )

= − 1

2
p

3
P̃0(t )+

p
5

10
p

3
P̃2(t )

=
[
− 1

2
p

3
0

p
5

10
p

3
0 · · · 0

]
.

∫ t

0
P̃2(t )d t =

p
5
(
2t 3 −3t 2 + t

)
= −

p
5

10
p

3
P̃1(t )+

p
7

14
p

5
P̃3(t )

=
[

0 −
p

5
10

p
3

0
p

7
14

p
5

0 · · ·
]

.

∫ t

0
P̃3(t ) =

p
7
(
5t 4 −10t 3 +6t 2 − t

)
= −

p
7

14
p

5
P̃2(t )+

p
9

18
p

7
P̃4(t )

=
[

0 0 −
p

7
14

p
5

0
p

9
18

p
7

0 · · ·
]

De même on obtient∫ t

0
P̃4(t ) =

[
0 0 0 −

p
9

18
p

7
0 −

p
11

22
p

9
0 · · ·

]
.

Basé sur les résultats obtenus on peut facilement déduire que,∫ t

0
P̃n−2(t ) =

[
0 · · · 0 −

p
(2nc−1)

2(2nc−1)
p

(2nc−3)
P̃n−3 0

p
(2nc−1)

2(2nc−1)
p

(2nc−3)
P̃n−1

]
,∫ t

0
P̃n−1(t ) =

[
0 · · · 0 0 −

p
(2nc−1)

2(2nc−1)
p

(2nc−3)
P̃n−2 0

]
.

Par conséquent ∫ t

0
P̃(τ)dτ = LP̃(t ),

avec 3.15.

Proposition 3.1 Soient t ∈ [0,1] et 0 < α< 1. Alors

(Iαt P̃)(t ) = LαP̃(t ). (3.16)

Preuve. Ce n’est pas difficile de voir que

(I0
t P̃)(t ) = P̃(t )

(I1
t P̃)(t ) =

∫ t

0
P̃(x)d x = LP̃(t )

(I2
t P̃)(t ) =

∫ t

0
(
∫ s

0
P̃(x)d x)d s = L×LP̃(t ) = L2P̃(t )

...

(In
t P̃)(t ) =

∫ t

0

(∫ s

0
....

(∫ τ

0
P̃(x)d x

)
d s

)
= L×L× ...× P̃(t ) = LnP̃(t ).
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En développant le calcul des intégrales pour t ∈ [0,1], on obtient,

In
t P̃(t ) =

1

(n −1)!

∫ t

0
(t −τ)n−1P̃(τ)dτ.

En utilisant le produit de convolution, on peut écrire

In
t P̃(t ) = (P̃×φ)(t ),

où φ(t ) une fonction causale

φ(t ) =
(t −τ)n−1

Γ(n)
,

grâce à la continuité de la fonction, on peut définir l’opérateur d’intégration d’ordre α par

Iαt P̃(t ) =

{
1
Γ(α)

∫ t
0 (t −τ)α−1P̃(τ)dτ pour α> 0

P̃(t ) pour α = 0,

alors

(Iαt P̃)(t ) = LαP̃(t ).

Fonctions bloc d’impulsion

Les fonctions blocs forment un ensemble complet de fonctions orthogonales qui peuvent
être définies sur [0,T] par :

bi (t ) =

{
1 i−1

nc T < t < i
nc T

0 sinon
.

où, i = 1, ..,nc [2]. On définit le vecteur B(t ) par

B(t ) = (b1(t ),b2(t ), ...,bnc (t ))T .

Propriètes 3.4 Les propriétés les plus importantes sont la disjonction et l’orthogonalité.

— La disjonction se caractérise comme suite [15],

B(t )BT(t )V = ṼB(t ).

Avec

Ṽ =

 V1 0
. . .

0 Vnc

 .

— L’orthogonalité ∫ T

0
bi (t )b j (t ) =


T

nc
si i = j

0 sinon,

où i , j = 1, ....,nc.
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Relation entre P̃(t ) et B(t )

Théorème 3.3 Pour m = 0,1, ...,nc −1, la relation entre P̃(t ) et B(t ) peut être écrite comme
suite

P̃(t ) = HB(t ) (3.17)

où H est la matrice de passage d’ordre (nc ×nc) [15]

H =


h1,0 · · · · · · h1,nc−1

... h2,1
. . .

...
...

. . . . . .
...

hnc,0 0 · · · hnc,nc−1

 ,

où

hi ,m =
p

2m +1
m∑

k=0
(−1)m+k (m +k)!

(k !)2(m −k)!nck+1

(i )k+1 − (i −1)k+1

(k +1)

avec i = 1, ..,nc ,m = 0, ..,nc −1.

Preuve. Soit

hi ,m =
∫ 1

0
P̃m(t )bi (t )d t =

p
2m +1

∫ i
nc

i−1
nc

Pm(2t −1)d t

alors

hi ,m =
p

2m +1
∫ i

nc

i−1
nc

Pm(2t −1)d t

on prend x = 2t −1

hi ,m =
p

2m +1
∫ 2i

nc −1

2(i−1)
nc −1

Pm(x)d x

=
p

2m +1
∫ 2i

nc −1

2(i−1)
nc −1

m∑
k=0

(−1)m+k (m +k)!

(m −k)!(k !)2
xk d x

=
p

2m +1
m−1∑
k=0

(−1)m+k (m +k)!

(m −k)!(k !)2

[
xk+1

k +1

] 2i
nc −1

2(i−1)
nc −1

=
p

2m +1
m−1∑
k=0

(−1)m+k (m +k)!

(m −k)!(k !)2nck+1

(i )k+1 − (i −1)k+1

(k +1)
.

Théorème 3.4 Soit α> 0. L’intégrale fractionnaire du vecteur de fonction bloc d’impultion
peut être écrite comme

(IαB)(t ) = FαB(t ) (3.18)

où Fαest une matrice de dimention (nc ×nc)

Fα =

(
T

nc

)α 1

Γ(α+2)


f1 f2 f3 · · · fnc

f1 f2 · · · fnc−1

f1 · · · fnc−2

0
. . .

...
f1
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et {
f1 = 1
fp = pα+1 −2(p −1)α+1 + (p −2)α+1, p = 2,3, ...,nc − i +1

avec i = 1,2, ...,nc.

Théorème 3.5 La matrice operationnelle d’inégration fractionnaire est donnée par

Lα = HFαH−1 (3.19)

Preuve. En utilisant (3.17) et (3.18), on peut écrire(
IαP̃

)
(t ) =

(
IαHB

)
(t ) (3.20)

= H
(
IαB

)
(t )

= HFαB(t ).

Grâce à (3.16), on trouve
LαP̃(t ) = HFαB(t ), (3.21)

et
LαHB(t ) = HFαB(t ),

d’ou le résultat
Lα = HFαH−1.

2.4 Développement de la méthode

On considère le probléme suivant pour 0 < α< 2 et t ∈ [0,1] ,

Dαu(t ) = g (t )u(t )+ f (t ), (3.22)

avec {
u(0) = u0

u′(0) = u1,
(3.23)

la condition u′(0) = u1 est utilisée quand 1 < α< 2, où g , f ∈ L2([0,1]).
On exprime Dαu et les fonctions g et f dans la base (3.10), on obtient

Dαu(t ) = UTP̃(t )
g (t ) = GTP̃(t )
f (t ) = FTP̃(t ).

(3.24)

En utilisant (3.1) et (3.16), on peut écrire

u(t ) = Iα(Dαu(t ))+u(0)+u′(0)t (3.25)

= UTLαP̃(t )+u0d TP̃(t )+u1ETP̃(t )

= (UTLα+u0d T +u1ET)P̃(t )

où d = 〈1, P̃(t )〉L2([0,1]) et E = 〈t , P̃(t )〉L2([0,1]).
En remplaçant (3.25) et (3.24) dans (3.22), on obtient

UTP̃(t ) = GTP̃(t )(UTPα+u0d T +u1ET)P̃(t )+FTP̃(t )

P̃(t )TU = GTP̃(t )P̃(t )T(UTPα+u0d T +u1ET)T + P̃(t )TF,
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grâce à (3.13), on obtient

P̃(t )TU = P̃(t )TG̃(UTPα+u0d T +u1ET)T + P̃(t )TF,

ce qui donne le système algébrique suivant,

(I− G̃(Pα)T)U = F+u0G̃d +u1G̃E.

La solution du système algébrique est obtenue ont utilisant une méthode comme LU
et on injecte cette solution dans l’expression (3.25) de u(t ).

3 LA technique de découplage et quasi-linéarisation

La technique itérative de découplage et de linéarisation (TDQL) est une technique qui
nous permet de découpler et linéariser un système non linéaire.

Soit un système d’équations différentielles ordinaires non linéaires sur un domaine
[0,1] 

Dαy1(x) = f1(x, y1, y2, ..., yp )
Dαy2(x) = f2(x, y1, y2, ..., yp )
...
Dαyp (x) = fp (x, y1, y2, ..., yp ).

(3.26)

Le second membre de chaque équation du système (3.26) peut s’écrire sous la forme
suivante, pour i = 1, .., p,

f i (x, y1, y2, ..., yp ) = ai (x, y1, y2, ..., yp )yi (x)+ gi (x, y1, y2, ..., yp ).

La technique de découplage et de quasi-linéarisation consiste a se donner des profils
initiaux des solutions, ensuite, on utilise le schéma suivant,

(
Dαy1(x)

)(k+1) = a1(x, y (k)
1 , y (k)

2 , ..., y (k)
p )y (k+1)

1 (x)+ g1(x, y (k)
1 , y (k)

2 , ..., y (k)
p )(

Dαy2(x)
)(k+1) = a2(x, y (k+1)

1 , y (k)
2 , ..., y (k)

p )y (k+1)
2 (x)+ g2(x, y (k+1)

1 , y (k)
2 , ..., y (k)

p )
...(
Dαyp (x)

)(k+1) = ap (x, y (k+1)
1 , y (k+1)

2 , ..., y (k+1)
p−1 , y (k)

p )y (k+1)
1 (x)+ gp (x, y (k+1)

1 , y (k+1)
2 , ..., y (k+1)

p−1 , y (k)
p )

(3.27)
avec

— y (k+1) représente l’approximation de y à l’itération en cours.

— y (k) représente l’approximation de y à l’itération précédente.

3.1 L’algorithme

On se donne les profiles initiaux
(

y (0)
1 ,...,y (0)

p

)
.

Tant que Er r eur > Tol ér ence∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

y(k+1)
1 (x) =solver

((
Dαy1(x)

)(k+1) = a1(x, y (k)
1 , y (k)

2 , ..., y (k)
p )y (k+1)

1 (x)+ g1(x, y (k)
1 , y (k)

2 , ..., y (k)
p )

)
y(k+1)

2 (x) =solver
((

Dαy2(x)
)(k+1) = a2(x, y (k+1)

1 , y (k)
2 , .., y (k)

p )y (k+1)
2 (x)+ g2(x, y (k+1)

1 , y (k)
2 , .., y (k)

p )
)

...

y (k+1)
1 (x) = solver

(
Dα

(
yp (x)

)(k+1) = ap (x, y (k+1)
1 , .., y (k+1)

p−1 , y (k)
p )y (k+1)

1 (x)+ gp (x, y (k+1)
1 , .., y (k+1)

p−1 , y (k)
p )

)
Erreur =Max

(
||y (k+1)

1 − y (k)
1 ||, ||y (k+1)

2 − y (k)
2 ||, .., ||y (k+1)

p − y (k)
p ||

)
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Fin
solver : représente la méthode décrite dans la section précédente.
Max : représente la fonction maximum d’un vecteur.
‖.‖ : représente la norme euclidienne.
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Chapitre 4

La simulation numérique

Dans ce chapitre, on présente quelques exemples numériques pour prouver l’effica-
cité de l’approche proposée. Ensuite, on simule différents scénarios de notre modèle de
l’interaction glucose-insuline et cellules β.

1 Test numérique de la méthode

1.1 Exemple 1

On considère le système suivant défini sur l’intervalle [0,1] :

Dαu(t )+u(t ) = 0, (4.1)

avec les conditions
u(0) = 1, si 0 < α< 1, (4.2)

et {
u(0) = 1
u′(0) = 0

si 1 < α< 2. (4.3)

La solution exacte du problème (4.1) avec les conditions (4.2) ou (4.3) est donnée par
la fonction d’ordre α de Mittag-Leffler,

ue (t ) =
+∞∑
i =0

(−tα)i

Γ(iα+1)
.

Il n’est pas difficile de voir que,

ue (t ) =

{
exp(−t ) si α = 1
cos(t ) si α = 2.

Nous considérons L’erreur ponctuelle

Ei = |ui −ue (ti )|.

On résout le problème (4.1) avec les conditions (4.2) ou (4.3) avec l’approche propo-
sée, on obtient les résultats suivants.

Pour nc = 15 la figure suivante représentent l’erreur ponctuelle pour α = 0.9 et α = 1.1.
On remarque que l’erreur est maximale quand t = 0 puis elle diminue considérablement
en approchant t = 1.
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FIGURE 4.1 – L’erreur ponctuelle pour α = 0.9 et α = 1.1.

 

TABLEAU 4.1 – Les erreurs absolues pour différentes valeurs de α et nc.

 nc=5 nc=10 nc=15 nc=20 nc=25 

α=0.7 7.3369e-02 3.7036e-02 2.5998e-02 2.0664e-02 1.7734e-02 

α=0.9 6.1107e-03 2.3872e-03 1.4798e-03 1.0851e-03 8.7517e-04 

α=1.5 4.6e-03 1.3e-03 6.2303e-04 3.9640e-04 2.8193e-04 

α=1.9 2.1e-03 7.3566e-04 3.9290e-04 2.5377e-04 1.8092e-04 
     

Le tableau 4.1 représente les erreurs absolues quand (α = 0.7, 0.9, 1.5 et 1.9) pour (nc =
5, 10, 20 et 25),

En analysant le tableau 4.1, on remarque que si on augmente le nombre de points
de collocation l’erreur absolue diminue, donc on peut conclure qu’un grand nombre de
points de collocation nous fournit une meilleure précision.

La figure 4.2 représente la solution exacte et approchée pour des α différents. On peut
facilement remarquer que pour chaque α choisi la solution approchée coïncide avec la
solution exacte.
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FIGURE 4.2 – La solution exacte et approchée pour différentes valeurs de α.

 

1.2 Exemple 2

Pour 0 < α< 1 et t ∈ [0,1] , on considère le système,
Dαu(t ) = u2(t )+ v(t )+ Γ(β+1)

Γ(β+1−α)
tβ−α− t 2β− t

γ
2

Dαv(t ) = v2(t )+u(t )+ Γ(β+1)

Γ(γ2 +1−α)
t
γ
2 −α− tγ− tβ,

(4.4)

avec les conditions, {
u(0) = 0
v(0) = 0.

(4.5)

La solution exacte du problème (4.4) (4.5) est donnée par,{
ue (t ) = tβ

ve (t ) = t
γ
2 .

Pour obtenir la solution approchée de ce système, on a utilisé la méthode de Legendre-
collocation orthogonale, combiné avec la technique de découplage et quasi-linéarisation.
Les points de collocation choisis sont les racines du polynôme de Legendre cité dans la
première section.

Pour β = 2, γ = 3 et α = 0.9, on a les résultats suivants,
La figure 4.3 décrit l’évolution du logarithme de l’erreur induite par le découplage et la

technique de quasi-linéarisation. On remarque une diminution stricte de l’erreur, ce qui
explique la convergence et la stabilité de la solution.

Le tableau 4.2 représente les erreurs absolues pour différentes valeurs de nc avec α =
0.9 pour u et v respectivement.

Concernant la figure 4.4, on remarque que seulement un petit nombre de points de
collocation est nécessaire pour obtenir une bonne solution approximative. Les solutions
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FIGURE 4.3 – L’évolution du logarithme de l’erreur.

 

TABLEAU 4.2 – Les erreurs absolues pour différentes valeurs de nc.

 nc=5 nc=10 nc=15 nc=20 nc=25 

|u-ue| 7.6939e-02 2.0011e-02 1.0240e-02 6.8795e-03 5.5068e-03 

|v-ve| 8.2964e-02 1.8024e-02 1.5072e-02 1.3836e-02 1.2706e-02 

 

obtenues montrent que cette approche peut résoudre les systèmes d’équations différen-
tielles fractionnaires.
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FIGURE 4.4 – La solution exacte et approché.

 

2 L’étude numérique du comportement du modèle (GIβ)

Dans cette section, on analyse numériquement le modèle formulé dans le chapitre 2.
On va confirmer numériquement les résultats théoriques obtenus sur les points d’équi-
libres et leurs stabilités. Ensuite, on présente différents scénarios du modèle en changeant
l’ordre de la dérivée fractionnaire, les programmes de simulation sont implémentés avec
le logiciel Matlab, version 2014, pour la simulation numérique, on utilise les paramètres
communément fixés représentés dans le tableau 4.3. À la fin, on discute les résultats ob-
tenus.

TABLEAU 4.3 – Les paramètres pour une personne normale.

 

Paramètres Valeurs Unités Paramètres Valeurs Unités 

R₀ 864 mgdl⁻¹d⁻¹ d₀ 0.06 d⁻¹ 

EG₀ 1.44 d⁻¹ r₁ 0.84×10⁻³ mg⁻¹dld⁻¹ 

SI 0.72 mlμU⁻¹d⁻¹ r₂ 0.24×10⁻⁵ mg⁻²dl²d⁻¹ 

σ 43.2 μUml⁻¹d⁻¹ Gb 92 mgdl⁻¹ 

α 20000 mg²dl⁻² Ib 11 μUml⁻¹ 

k 432 d⁻¹ βb 200 mg 
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3 Comportement du modèle (GβI)

Le modèle peut être décomposé en deux sous-systèmes : rapide (G,I) et lent (β). Le
sous-système rapide décrit des changements aigus des niveaux du glucose et de l’insuline
sur une échelle de temps de minutes tandis que le sous-système lent décrit l’évolution de
la masse de cellules bêta et la masse grasse sur une échelle de temps de jours.

sous-système rapide−−−−−−−−−−−−−−−−−→


Dα

t G(t ) = r α0 Gb −
(
EαG0

+ sαI
I(t )

Ib

)
G(t )

Dα
t I(t ) =σα0

Ib

βb

G2(t )

(ᾱ+G2(t ))
β(t )−kαI(t )

(4.6)

sous-système lent−−−−−−−−−−−−−−−→Dα
t β(t ) =

(
−dα

0 + r α1,0
G(t )

Gb
− r α2,0

G2(t )

G2
b

)
β(t )

3.1 Analyse du sous-système rapide

En raison de sa dynamique lente, la masse des cellules-β sera considérée comme un
paramètre noté β̂ lors de l’analyse du sous-système rapide (G,I).

Pour Dα
t G = 0 et Dα

t I = 0, on trouve que le système (4.6) a une solution stationnaire
réelle positive Ē,

Ē =

(
Ḡ,

σα0 Ib

kαβb
β̂

Ḡ2

ᾱ+ Ḡ2

)
,

avec

Ḡ = − 1

3A
B+ 3

√
P+

√
Q− 3AC−B2

9A2 3
√

P+√
Q

,

et 

A =
β̂σα0 sαI
βbkα

+EαG0

B = −r α0 Gb

D = −αr α0 Gb

C = αEαG0

P = − 1
2A D− 1

27A3 B3 + 1
6A2 BC

Q = 1
4A2 D2 + 1

27A3 C3 + 1
27A4 B3D− 1

108A4 B2C2 − 1
6A3 BCD.

L’étude de stabilité du point d’équilibre Ē, donne

J(Ē) =

 −r α0 Gb

Ḡ
−sαI

Ḡ

Ib
kα2ᾱ

Ḡ(ᾱ+ Ḡ2)
Ī −kα

 .

Les valeurs propres de cette matrice sont :
λ1 = − 1

2Ḡ

(
r α0 Gb + Ḡkα−

√((
r α0 Gb − Ḡkα

)2 − 8Ḡ2kαᾱĪsαI
Ib

))
< 0

λ2 = − 1
2Ḡ

(
r α0 Gb + Ḡkα+

√((
r α0 Gb − Ḡkα

)2 − 8Ḡ2kαᾱĪsαI
Ib

))
< 0,

alors le point Ē est stable.
Pour des valeurs de masse de cellules bêta données et pour α = 1, on présente la figure

4.5.

42



CHAPITRE 4. LA SIMULATION NUMÉRIQUE

FIGURE 4.5 – Le comportement du sous-système rapide pour α = 1.

 

(A) (B) 

FIGURE 4.6 – Le comportement du sous-système rapide pour α = 0.9.

 

La figure 4.5-(A) décrit le comportement global du sous-système rapide pour une
masse de cellule fixée à 300

(
mg d−1

)
. L’analyse de stabilité nous confirme que le point

fixe, situé à l’intersection du glucose et de l’insuline, est un point d’équilibre stable.

La figure 4.5-(B) décrit Le comportement du glucose et de l’insuline pour β̂ = 150,300
et 400. L’effet de la masse des cellules-β sur le comportement du sous-système rapide
est démontré dans cette figure. On constate que le point d’équilibre se déplace vers des
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niveaux de glucose inférieurs et des niveaux d’insuline plus supérieurs, mais le compor-
tement global reste inchangé.

Quel que soit l’ordre de la dérivé fractionnaire le comportement du sous-système ra-
pide reste inchangeable, on prend par exemple α = 0.9.

La question qui se pose, quel est l’ordre de la dérivée fractionnaire le plus approprié
pour notre modèle?

Pour répondre à cette question, on continue l’analyse du comportement du modèle,
maintenant on va analyser le sous-système lent pour différentes valeurs de α.

3.2 Analyse du sous-système lent

FIGURE 4.7 – Le comportement du sous-système lent pour α = 0.7, 0.8 ,0.873, 0.9, 0.95, 1.

              

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                         E1           E2      E0                                         

                                                                                               E1           E2         E0                      E1          E2                 E0  

A 

C 

A B 

B B 

C 

A 

C 

la figure 4.7 représentent le comportement des taux de reproduction (2.10) et de mor-
talité (2.11) tracé par rapport au niveau de glucose dans le sang, pour α = 0.7, 0.8 ,0.873,
0.9, 0.95, 1.

Pour α < 0.873 On remarque que les deux courbes ne s’intersectent pas donc le sys-
tème n’admet pas de points d’équilibres.

Pour α = 0.873, on remarque que les deux graphes se croisent en un point mais les
taux de mortalité sont toujours supérieurs aux taux de réplication quel que soit le niveau
de glucose ce qui est impossible biologiquement.
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donc on conclut que si α6 0.873 le modèle obtenu n’est pas fiable vu que le résultat
obtenu n’a pas de sens biologique.

Pour α = 1, les deux courbes se croisent en deux points donc ses figures peuvent être
divisées en trois zones. La zone A représente une hypoglycémie, on constate un taux de
mortalité supérieur au taux de réplication et une diminution de la masse des cellules bêta
ce qui provoque une augmentation du glucose en s’approchant de l’état d’équilibre phy-
siologique E1. Ainsi, le glucose est régulé de nouveau au point physiologique E1. Dans la
zone B qui représente une hyperglycémie légère, on remarque que la réplication est plus
grande que la mortalité ainsi, la masse des cellules bêta augmente ce qui entraîne une di-
minution du glucose au voisinage de l’état d’équilibre physiologique E1 et donc le glucose
retourne à nouveau à l’état stationnaire physiologique. Dans la zone C où il y a une hy-
perglycémie sévère, les niveaux de mortalité dépassent les niveaux de réplication ce qui
conduit à des niveaux de glucose encore plus élevés. L’instabilité de point d’équilibre E2

poussent le niveau du glucose vers un état stationnaire pathologique E0 ([12], [18]).
Pour 0.873 < α6 1, le comportement global du sous-système lent ne change pas, les

trois zones A, B et C existe quels que soient la valeur de α, les zones A et B constituent un
bassin de régulation à l’état stationnaire physiologique E1. Cependant, dans la zone C la
convergence est toujours vers le point pathologique E0.

En conclusion, l’ordre de dérivation fractionnaire α compris entre 0.873 et 1 repré-
sente les meilleures valeurs pour notre modèle.

Remarque 4.1 En changeant l’ordre de la dérivée fractionnaire les points (E0,E1,E2) changent.

3.3 La simulation numérique du modèle fractionnaire

En premier, on simule le modèle fractionnaire chez une personne normale et on com-
pare les résultats obtenus avec celle de Topp puisque la convergence des deux modèles
dépend des données initiales choisies, on va tester les résultats pour(

G(0), I(0),β(0)
)

= (150,6.5,200),

et (
G(0), I(0),β(0)

)
= (600,10,100).

en changeant les donnés initiaux et pour α = 0.95, la figure suivante résume les résultats
obtenus quand

(
G(0), I(0),β(0)

)
= (150,6.5,200) figure 4.8, Cette simulation montre qu’une

augmentation du niveau de l’insuline se traduit par une diminution du glucose. En outre,
les résultats montrent aussi, une augmentation de la masse de cellules bêta. En compa-
rant les résultats obtenus avec ceux de Top, on constate que notre modèle décrit bien ce
phénomène, malgré l’écart entre les deux solutions.

pour
(
G(0), I(0),β(0)

)
= (600,10,100)

figure 4.9, Cette simulation montre qu’un taux très élevé de glucose aux alontoure de
600 à 500 mg dl 1 provoque une diminution des cellules β, cette diminution se traduit par
un abaissement du niveau de l’insuline, comme dans le premier cas il existe un petit écart
entre le résultat de Topp et le résultat obtenu pour α = 0.95, mais les deux modèles ont le
même comportement.

3.4 L’effet du Changements des paramètres sur le comportement glo-
bal

Dans cette sous-section on va étudier l’effet du changement des paramètres sur le
modèle fractionnaire pour α = 0.9 et on le compare avec les donnés obtenus dans la sous-

45



CHAPITRE 4. LA SIMULATION NUMÉRIQUE

FIGURE 4.8 – La simulation numérique du modèle fractionnaire α = 0.95 et le modèle de Topp pour
une personne normale avec

(
G(0), I(0),β(0)

)
= (150,6.5,200).

 

FIGURE 4.9 – La simulation numérique du modèle fractionnaire α = 0.95 et le modèle de Topp pour
une personne normale avec

(
G(0), I(0),β(0)

)
= (600,10,100).

 

section précédente, les paramètres qu’on va étudier sont la sensibilité à l’insuline sI et
l’efficacité du glucose indépendant de l’insuline EG0 .

En analysant la figue 4.10, on remarque que quand on augmente la valeur de la sen-
sibilité du glucose a l’insuline (sI) le niveau de glucose diminue par rapport au premier
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CHAPITRE 4. LA SIMULATION NUMÉRIQUE

FIGURE 4.10 – la simulation numérique du modèle fractionnaire α = 0.95 pour sI=0.5, 0.72 (per-
sonne normale) et 1.

 

cas.

pour une valeur de sI inférieur au normal le niveau de glucose converge vers un tau
supérieur, donc on peut conclure qu’une valeur anormale de sI ne change pas le compor-
tement global mais elle a un effet sur le niveau de glucose.

FIGURE 4.11 – la simulation numérique du modèle fractionnaire α = 0.95 pour EG0 =0.9, 1.44 (per-
sonne normale) et 2.
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CHAPITRE 4. LA SIMULATION NUMÉRIQUE

En analysant la figue 4.11, pour une valeur EG0 inférieur au normal le niveau de glu-
cose converge vers un taux élevé, dans le cas contraire si EG0 est supérieur au normal le
glucose diminue par rapport au cas normal.
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Conclusion

Ce travail se divise en deux parties dans la première partie, on se focalise sur le mo-
dèle fractionnaire de l’interaction glucose-insuline et cellules β et la deuxième partie est
consacrée à l’approche numérique utilisée pour résoudre un système fractionnaire. On
a présenté un nouveau modèle fractionnaire qui modélise l’interaction glucose-insuline
et cellules β, en se basant sur le modèle de Topp. Le modèle fractionnaire obtenu a été
simulé pour un α compris entre 0 et 1. En se basant sur des donnés expérimentaux, on
a étudié le comportement du modèle au voisinage des points stationnaires. Cette étude
nous a permis de trouver l’ordre fractionnaire le plus approprié pour la modélisation de
ce phénomène, 0.873 < α6 1. Concernant l’approche utilisée pour la simulation numé-
rique, on a proposé une nouvelle méthode de résolution des EDF qui est la méthode de
Legendre-collocation orthogonale, tout en présentant une nouvelle matrice opération-
nelle d’intégration fractionnaire. La combinaison de cette dernière avec la technique de
découplage et quasi-linéarisation a donné des résultats très encourageants.
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