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Introduction

Dans ce mémoire, on va étudier la croissance des solutions des deux équations suivantes pour
n> 2,
FO 4 A () fO Y 4 Ag(2)f =0 (1.1)

FO 4 A () FO) 4 Ag(2) f = F(2) (1.2)

o Ap_1(2), ..., A1(2), Ao(2)(#£ 0) et F(z)(z 0) sont des fonctions analytiques dans le disque
unité A = {z € C: |z| < 1}. On s’intéresse aussi a I’étude de la relation entre les solutions
des équations (1.1) et (1.2) et les fonctions de petites croissances.

En 2000, Heittokangas [5] a étudié les équations différentielles linéaires complexes dans le
disque unité a coefficients fonctions analytiques. En 2004, Heittokangas, Korhonen et Riit-
tyd ont donné des estimations de croissance pour les solutions des équations différentielles
complexes linéaires ( voir [6]). Beaucoup de mathématiciens ont étudiés les équations diffé-
rentielles linéaires dans le disque unité (e.g.[2], [5]). En 2014, Hui Hu et Xiu-Min Zheng ont
étudié la croissance des solutions des équations différentielles linéaires a coefficients fonctions
analytiques d’ordre [p, ¢| dans le disque uniteé.

Ce travail a pour but d’exposer de la maniére la plus simple le travail de Hui Hu et Xiu-Min
Zheng. Il est composé de deux chapitres.

Dans le premier chapitre, on donne quelques définitions, notions, propositions et des exemples
simples concernant la théorie de Nevanlinna.

Au deuxiéme chapitre, on va démontrer les résultats principaux de ce mémoire. Afin de
prouver ces résultats on donne des lemmes préliminaires. Enfin, on présente quelques exemples
d’applications concernant les théorémes.



Chapitre 1

La théorie de R.Nevanlinna

Dans ce chapitre, on donne quelques définitions indispensable, on distingue essentiellement
la théorie de R. Nevanlinna.

Définition 1.0.1 ([10]) Pour tout réel x > 0, on définit

Inz,z >1

In" 2 = max(Inz,0) = {070 o<l

Lemme 1.0.1 ([10]) On a les propriété suivantes :

Dlnz <In*x

2)In" 2z <In"y(0 <z <y)
1
3)ln:c:1n+:v—ln+—
T
+ + 1
4)|Inz]=In"z+In" —
x

5)In" <H a:j> < lerfr x;
J:

6)In" (Z xj> <> Itz +Inn

Jj=1

1.1 La fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Définition 1.1.1 ([10]) Soit f une fonction méromorphe on désigne par n(r,a, f) le nombre
de racines de l’équation f(z) = a dans le disque |z| < r, chaque racine étant compté avec
son ordre de multiplicité. On désigne par n(r, o0, f) le nombre de poles de f dans le disque
|z| <, chaque pdle étant compté selon son ordre de multiplicité.



2 La théorie de R.Nevanlinna

Définition 1.1.2 ([10]) (Fonction a—points) Soit f une fonction méromorphe. On définit
fonction a—points de f par

T

N(r,a,f) =N (r, fia) :/n(t7a’f);n([)’a’f)dt—i—n(o,a,f)lnr

si f#£aeClet

N(r,o00,f)=N(r,f) = /n(t,oo,f) ; n<0’oo’f)dt+n(0,oo,f) Inr.
0

Définition 1.1.3 ([10]) Soit f une fonction méromorphe. On définit la fonction de prozimité
de f par

2w
1 1
m(r, a, f) = %0 ln+ deb, f §é aeC
27
miroo ) = mir.f) = o [ W[ 7lre)| do,
0

Définition 1.1.4 ([10]) Soit f une fonction méromorphe. Alors la fonction caractéristique
de Nevanlinna est définie par :

T(r,f) = N(r, f) +m(r, f).

Example 1 Soit f(z) = exp(+=)

1—z
On calcule la fonction caractéristique de la fonction f(z) = exp (112) Cette fonction est
analytique dans le disque unité A = {z € C: |z| < 1}. Donc N(r, f) = 0. Donc

r(now (1)) i (1) - (1),

Définition 1.1.5 ([10]) Soit f une fonction méromorphe. On définit la fonction de prozimité
d’ordre p de f par

2
1 1
my(r,a, f) = §/h§md¢, f#ael
0

2m
mp(r,00, f) = my(r, f) = %/ln; {f(rei¢)|dgb.
0
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1.2 Premier théoréme fondamental de R. Nevanlinna

Théoréme 1.2.1 ([10]) Soient a € C et f une fonction méromorphe, soit

+o00 .
f(z) —a= > a;?’, a, #0,m e L.

j=m

le développement de Laurent de f(z) — a autour de lorigine. Alors
1
T (n s ) =T = o] + 6(0.0).
—a

ot |p(r,a)] < In" |a| +In2.

Remarque 1.2.1 ([10]) Le premier théoréme fondamental peut-étre formulé comme suit :
pour tout a € C

T (r, ﬁ) =T(r,f)+0O(), r — +oo.

1.3 L’ordre et I’hyper-ordre de croissance d’une fonc-
tion méromorphe ou analytique dans le disque unité]

Définition 1.3.1 ([8]) L’ordre d’une fonction méromorphe f(z) dans le disque unité A =
{z € C:|z| <1} est défini par

ot T(r, f) est la fonction caractéristique de Nevanlinna de la fonction f. L’ordre d’une fonc-
tion analytique f(z) dans A est défini par

ou M(r, f) = max;— | f(2)].

Définition 1.3.2 ([8]) L’hyper-ordre o5(f) d’une fonction méromorphe f(z) dans le disque
unité A = {z € C: |z| < 1} est défini par

. log"log™ T'(r, f)
7] = s = )

Proposition 1.3.1 ([10]) Soient f et g deux fonctions méromorphes non constantes. Alors

Do(f+9) < max{o(f),o(g)}
2)o(fg) < max{o(f),o(g)}-
3) Sio(g) < o(f), alorso(f+g)=a(fg) =o(f).



4 La théorie de R.Nevanlinna

i
1—z

T<r,exp< ! )) :iln(1+r>.
1—=2 27 1—r

log(1+71)+ log(ﬁ)
log(1=)

Example 2 D’aprés l’exemple précédent pour f(z) = exp ( ) , on a

o(f) = lim suplog

r—1-

r—1-

= lim suplog (1 +

Lemme 1.3.1 ([12]) Soit g(z) = exp ((171z)ﬂ> =1, 0onaoy(g) =p o(g) =p—1.

Lemme 1.3.2 ([13]) Soit f(z) = exp (exp(+)> , g(z) = exp <ﬁ) > 1. Alors, on
a

Exzample 3 Soit f(z) = exp (ﬁ) ;onaoy(f)=1

1.4 Le type de croisance d’une fonction méromorphe

ou analytique dans le disque unité

Définition 1.4.1 ([8]) Soit f une fonction méromorphe dans A, d’ordre o (0 < 0 < c0) et
d’ordre inférieur p (0 < p < 00) on définit le type et type inférieur de [ par

7(f) = lim sup(l—7)7T(r, f),
z(f) = lim inf(1 —r)*T(r, f).

Si f est une fonction analytique d’ordre oy(0 < oy < 00), et d’ordre inférieur p,, (0 <
iy < 00) on définit le type et le type inférieur de f par

Tu(f) = lim sup(l —r)" log™ M(r, f),
Tu(f) = liI{l_ inf(1 — r)*™ log™ M(r, f).

Example 4 Soit f(z) = exp (1) . Alors, on a

1—z
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1.5 L’exposant de convergence des zéros

Définition 1.5.1 ([8]) Soit f une fonction méromorphe dans A, on définit l’exposant de
convergence des zéros de [ par

ol

r 1 1
1 n t,— —n 0,— 1
w(ed) - [ Oy 0
0
telle que n (t, %) désigne le nombre de zéros de la fonction f dans le disque |z| < r.

Définition 1.5.2 ([8]) On définit I’exposant de convergence des zéros distincts d’une fonction
méromorphe f par

ol

avec n (t, %) désigne le nombre de zéros distincts de la fonction f dans le disque |z] < r.

Ezample 5 Soit f(z) = exp (£2). On a

M) =) =0.

1.6 La mesure linéaire et la mesure logarithmique

Définition 1.6.1 ([11]) Supposons que E C [1,+00), on désigne par m(E) la mesure linéaire
de lensemble E et par Im(E) la mesure logarithmique de l’ensemble E, avec

et
+oo
Im(E) = [ XET(t)dt,
1

ot x(t) est la fonction indicatrice de l’ensemble E.
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Example 6 1) La mesure linéaire de Uensemble E = [e2,¢?] C [1,+00) est

+00 e?
m(E) = [ xp(t)dt = fdt:eQ—e%.
1

1
e2

2) La mesure logarithmique de l'ensemble E = [e2,e?] C [1,+00) est

a

*dt
t

—

=3

mp) = [y

[T

e

1.7 La notion d’ordre [p,q] d’une fonction méromorphe
ou analytique

Définition 1.7.1 ([8]) Soient p,q des entiers tels que p > q > 1, et f(z) une fonction
méromorphe sur A. L’ordre [p, q] et l’ordre inférieur [p, q] de f(z) sont définis respectivement
par

—log; T'(r, f)
O-[P#Z](f) = rligl_ 1ng (L) )
q \1—r

log, T'(r, f)
log, () -
Pour une fonction analytique f(z) dans A, nous définissons aussi

log).; M(r, f)
- p+1 )
Ty (F) = 1= Ty

lu[p,q](f) = h_nhﬂﬂlf

Remarque 1.7.1 ([11] Par cette définition, nous avons que

‘7[1,1](f) =o1(f) = a(f), 0[2,1](f) = 03(f)

et
o1y (f) = opra(f)

Définition 1.7.2 ([8]) Soient p,q des entiers tels que p > q > 1, et f(z) une fonction
méromorphe d’ordre [p,q], 0(0 < 0 < o0) et d’ordre inférieur [p,q], p (0 < pu < c0) dans
A. Le type [p,q] et le type inférieur [p,q] de f(z) sont définis respectivement par

— i
el g, ()
log, 4 T(r, f)

Ta(f) = lim inf :
[p.d] ) r—1- (logq—l (%))“
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Pour une fonction analytique f(z) dans A, on définit aussi

. log M (r, f)
Tump,qg(f) = lim sup P —
Bl T

. logy M(r, f)
T = lim inf P
Tarfp.q) (f) awepd (logq,l (ﬁ))ﬂk[
Définition 1.7.3 ([8]) Soient p,q des entiers tels que p > q > 1, a € CU{oc}, et f(2z) une
fonction méromorphe sur A. Les exposants de convergence [p,q| de la suite des a-points et
des a—points distincts de f(z) sont définis respectivement par

log;N( ,fia)
A —a) = lim su

_ log N <7“, #)
Apa(f —a) = Tll{{{ Sup 1o ( 1 )

q \1—r

)

Définition 1.7.4 ([8]) Les exposants de convergence inférieurs [p, q) de la suite des a—points
et des a—points distincts de f(z) sont définis respectivement par

o log;N <r,ﬁ>
A[I’#ﬂ(f_a) - rligl_ inf logq (1%)

b

_ o logp N< - )
A[p,q}(f—a) = Tlgfl_ inf qu( ) :

Proposition 1.7.1 ([2]) Soient p,q des entiers tels que p > q > 1, et f(z) une fonction
analytique d’ordre [p, q] dans A. On a, les deux assertions suivantes :

(i) Sip = q, alors opq(f) < Oarfpa(f) < Opg(f) + 1.
(it) Sip > q, alors opq(f) = oapg(f)
Preuve. (i) Pour p = q =1 l'inégalité est évident
o(f) <om(f) <1+0a(f).
Pour p = q > 2 par inégalité standard [9, p.26].

1+37"T 1+7r
1—7r 2

T(f) < log* M(r,f) < ,f) 0<r<1)

1
14 3r 1+r
;:_1 M(?", f) < 1ng (ﬁ) + lngT (—, f) + C,

2
log, T(r, f) _ log,,, M(r.f)
)

1+37’ 1+r
log, T f) < log,log” M f) < tog, (107 (£57,5))

IA
<)
o]

logq(ﬁ - L
_ o T(HES) g, (4) g, () | ¢
log, () log,(i%5) = log,(i%) = log, (i)’
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d’ot o (f) < ormpg(f) < opg(f) + 1. (i) Sip>q>1, d’aprés Uinégalité standard on a

log, T'(r, f) < log;;rl M(r, f) < max {logp (14Tr> ,log, T (1_—;—7“’ f)} (1.7)

d’aprés (1.7) nous avons
Olpa)(f) = Ont,fp,a) (f)-

De méme on démontre la Proposition 1.7.1

Proposition 1.7.2 ([8]) Soient p,q des entiers tels que p > q > 1, et f(z) une fonction
analytique d’ordre inférieur |p, q] dans A. On a les deuz assertions suivantes :

(i) Sip = q, alors pp, g (f) < piar g () < b (F) + 1,
(i) Sip > q, alors pyy(f) = parpg (f)-



Chapitre 2

Croissance des solutions des équations
différentielles linéaires a coefficients
fonctions analytiques d’ordre [p,q]
dans le disque unité

Dans ce chapitre on va considérer les équations (1.1) et (1.2) pour n > 2. L’équation (1.1)
a été étudiée par Hui Hu et Xiu-Min Zheng ([8]) dans le plan complexe C et ils ont établi le
résultat suivant :

Théoréme 2.0.1 ([8]) Soit Ay(z), ..., An—1(2) des fonctions entiéres satisfaisant
max{opq(A;):j=1,...,n—1} <opqa(d) < o0,
max{7(,q(A4;) : 0p.q(A;) = Tpg(Ao) > 0,j # 0} < 7ppq(Ao).
Alors toute solution non triviale f(z) de (1.1) vérifie

i1, (f) = g (Ao)-

Dans ce chapitre on va étudier la relation entre les solutions des équations (1.1) et (1.2) et les
fonctions de petite croissance. De plus, on obtient les résultats sur 'exposant de convergence
[p, q] et Pexposant de convergence inférieur [p, q] de la suite des zéros distincts de f(z) — ¢(z).

Théoréme 2.0.2 ([8]) Soient p, q des entiers tels quep > q > 2 et Ap,—1(2), ..., A1(2), Ao(2)(#]
0) des fonctions analytiques dans A avec 0 < p = pu, 1 (Ag) < 0ppq(Ao) < 00. Supposons que

max{opq(A;) 1 j =1,....n = 1} < g, 1 (Ao),
et que
max{7 (g (A4))|0p.q(A)) = tpq(Ao), J # 0} < 7, 1 (Ag) = T < 00
Si f(2)(#£ 0) est une solution de (1.1), alors nous avons

Apirg(F = &) = bpr1,g () = 1. (A0) < 0ppg1(A0) = 01, (f) = Apsra (f — @),

ot ¢(2)(F# 0) est une fonction analytique dans A avec o114 (9) < 1y 4 (Ao).
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Théoréme 2.0.3 ([8]) Soient p, q des entiers tels quep > q > 1 et Ap—1(2), ..., A1(2), Ao(2)(#]
0) des fonctions analytiques dans A avec 0 < p = puy, 1 (Ag) < 0ppq(Ao) < 00. Supposons que

max{op,q(A4;) 1 j=1,...,n =1} < py, 4(Ao),
et que
—Im(r, A;)
lim su — < 1.
Y (. Ao)

r—1- j= 1m

Si f(2)(£ 0) est une solution de (1.1), alors nous avons
Api1.g(f = 0) = b1, () = tpp g (Ao) < 1 (Ao) = 019 (f) = Apira (f = ),
ot p(2)(# 0) est une fonction analytique dans A avec ojp11,4(9) < 1y 4 (Ao).

Remarque 2.0.2 ([8]) Dans les Théorémes 2.0.2 et 2.0.3, on considére simplement le cas
p > q pour s’assurer que les Lemmes 2.1.8 et 2.1.11 sont valides. De plus, g > 2 est nécessaire
dans le Théoréeme 2.0.2 pour utiliser le Lemme 2.1.10.

2.1 Lemmes préliminaires

Lemme 2.1.1 ([6]) Soient A;(z), j =0,...,n — 1 des fonctions analytiques dans Dr (Dg =
{z€C/|z|}), o0 0 < R < 0 et f(z) une solution de (1.1) dans Dg, 1 < p < oo. Alors
pour tout 0 < r < R, on a

my(r, f)P < C Z//\A se®

JOO

" std9+1 :

ot C = C(n) > 0 est une constante dépendant de p et sur les valeurs initiales de f(z) au
point zp, o A;(z9) # 0 pour un certain j =0,...,n — 1.

Lemme 2.1.2 ([5]). Soit f(z) une fonction méromorphe sur A, et k € N. Alors

m ( ?) — S(r, ).

ol S = O (log* T(r, f) +log (1)), éventuellement en dehors d’un ensemble E, C
1-r
avec f I < oo, Si f(z) est d’ordre fini (4 savoir d’ordre 1 itératif fini), alors
].

(7)o (e ()

Preuve. On démontre le lemme par récurrence. Nous avons déja l'assertion pour k =1 ([10],
p. 241 — 246). Supposons ensuite que nous avons

m rﬁ) r
<7f _S(7f)
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Alors
(p)

m(r, ) < m ( 7) e, J) = m(r f) + S(r. ).

Si f a un pole d’ordre |1 en zy, alors f® a un péle d’ordre p+p < (p+ 1) en zy, donc
N(r, f) < (p+ 1)N(r, f).

Par conséquent,
T(r, f?) < (p+ 1T(r, f) + S(r. )

cela implique immeédiatement

(p+1)
m (r, —ff(p) > = S(r, f(p)) =S(r, f)

et donc

(p+1) (p+1) (»)
m (r, / 7 ) <m (r,ffT) +m <T, fT) =S(r, )+ S(r, f)=S(r, f).

Lemme 2.1.3 ([2]). Soient p > q > 1 et k > 1 des nombres entiers et f(z) une fonction
méromorphe sur A telle que oy, q(f) = 0 < 0o. Alors, pour tout e > 0 et tout r — 1~

(k)
m (n ) = Ofexp, (o + o, (1))

en dehors d’un ensemble Ey C [0,1) avec /% < oo.en dehors d’un ensemble Ey C [0,1)

E>

Preuve. Pour k=1, 0 q(f) =0 <o0,Vr — 17, 0na

)}

T(r, f) < exp,{(o + ) log,(7—

Par le Lemme 2.1.2, on a

m (r, f7) _0 (1n+ T(r, ) +In(- L r)) (2.4)

pour tout 7 en dehors d’un ensemble Ey C [0,1) avec / % < 00. Donc on obtient

Eo

m (r, f7> ~0 (exppl{(a +o) logq(ﬁ}> ré B (2.5)
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Supposons
) 1
m <7“, T) =0 (epr_1{<O' + 5) logq(m}) , T §é EQ (26)

pour un entier £ > 1. On a
N(r, f®) < (k+ 1)N(r, f),

T(r, f®) = m(r, f9) + N(r, £ >>
< (,ff) m(r, )+ O+ DN, /)
< m(r,%) (r, f)

= 0

= 0 (expyrllo + 9ton, (1 ﬁ}) + (b4 DT f)
( )}) _ (2.7)

1
exp,{(c +¢ logq(1 .

Par (2.4) et (2.7), on obtient

m (7“, @) =0 (1n+ I(r, f(k)) + ln(l i T))

7
=0 (exppl{(é +¢) logq(%}) , 7 & FEo (2.8)
et alors,
() < o) )
_ 0 (expp_l{(a o) logq(i}) r¢ By (2.9)
]

Lemme 2.1.4 ([1]). Soient g : (0,1) — R et h : (0,1) — R des fonctions croissantes
monotones telles qu’on a g(r) < h(r) en dehors d’un ensemble exceptionnel E5 C [0,1) avec
f — < o0. Alors il existe une constante d € (0,1) telle que si s(r) =1 —d(1 —r), alors

g(r) < h(s(r)), Yr €0,1).

Preuve. Par hypothése, il existe un ensemble Fs3 avec f 1% = 0 < +o0 tel que pour
E3
€10,1) et r ¢ E3, on a g(r) < h(r). Alors si on pose

o(r) = (1 —r)(1—e "),
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donc pour tout r € [0,1) on vérifie facilement que Uintervalle J, = [r,r + ¢(r)] C [0,1), et
I'intégrale
a7
T = / T = (- DI = —In ((r — 1)e” @) 4 In(r — 1) = 0 + 1.
Jr r

Donc J, ne peut pas étre contenu dans Fs, alors il existe t € [r,r 4 ¢(r)] tel que g(t) < h(t).
Par la monotonie de g et h on obtient

g(r) < h(r+ ¢(r)).
Si on pose d = e~ (“*Y alors r + ¢(r) = s(r).
Lemme 2.1.5 ([8]) Soient p,q des entiers tels que p > q > 1 et A,—1(2), ..., A1(2), Ao(2)(F
0), F'(2)(# 0) des fonctions méromorphes sur A. Si f(z) est une solution méromorphe de
(1.2) satisfaisant
max{opq(F), opg(A;)] j=0,....,n—1} <opq(f) =0 < oo.
Alors _
Al (f) = Apal () = 0p.q(f)-

Preuve. Par (1.2), nous avons
1 1 /f® (n—1)
o EXf f

Si f(2) aun zéro en zg € A d’ordre y(> n) et A,_1(2), ..., A1(2), Ao(2) sont toutes analytiques
en zg, alors F(z) a un zéro d’ordre au moins v — n. Par conséquent, nous avons

N(r,f) <nN (r, %) + N (7“, %) + S:N(T, A;) (3.2)

Par (3.1), nous avons

m(r2) <m(r L +nz_1m(7“,Aj)+ QU G T (3.3)
/ F : /

D’apreés le Lemme 2.1.3, nous avons

(- 22) <0 (o e (VW)

pour tout € > 0 et tout r — 1~ en dehors d’un ensemble Ey C [0,1) avec [ 1% < oo.Par
Eo

conséquent, par (3.2) — (3.3) et le premier théoréme fondamental,

T f) = T (ﬁ) +0(1)

< N <r,l>+T(r,F)+ T(r, A,)

1
f =

+0 <expp1 {(a +e)log, (1 ! T) }) (3.5)
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pour tout r — 17, r & Fy. Posons

P = max{a[p,q](F), J[p’q](AjN j = 0, = 1}.
Alors pour r — 17, nous avons

n—

T(r, A;) + T(r, F) < (n + 1) exp, {(p +e)log, (i) } (3.6)

1
Jj=0

Ainsi, par (3.5) et (3.6), pour tout r — 1=, r ¢ E,, on a
— 1 1
T(r,f) < nN <r, ?) + (n + 1) exp, {(p—l—a) log, (1 — 7“)}

+0 (epr_l {(0 +e)log, <1—ir> }) (3.7)
nN <r, %) + exp, {(/) + 2¢) log, (1 i T) }

Par conséquent, par le Lemme 2.1.4 et la formule (3.7), Vr — 17, on a

T(r f) < nN <s(r), %) + exp, {(p 120 log, (1_;8(& } , (3.8)

ot s(r) =1—d(1—r), d € (0,1). Si MNpg(f) < opg(f) = o, alors pour tout ¢ (0 < 3¢ <
o — max{Ap.q(f), p}) et tout r — 17, nous avons

1) < me, (Bt v, () o, 20, ()
< (n+1)exp, {(0’ ~¢)log, (1 _15(7»)) }

ce qui conduit & la contraduction o = oy, q(f) < 0 —e. Par conséquent, on a

X[p,q](f) > opqlf) =0.

IN

Comme B
)‘[p,q](f) < )‘[p,q]<f) < U[m}(f)

alors, on a le résultat. O

g

Lemme 2.1.6 ([8]) Soient p,q des entiers tels que p > q > 1 et A,_1(2), ..., A1(2), Ao(2)(F
0) et F(z)(# 0) des fonctions méromorphes sur A.Si f(z) est une solution méromorphe de
(1.2) satisfaisant

maX{O_[P#}](F)? O-[qu](AJM .] = 07 = ]‘} < lu[p,q](f) < J[ﬁa‘ﬂ(f) < 00.

Alors on a

X[p,q](f) = A[p,q}(f) = :u[p,q](f)
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Preuve. On a
maX{O—[qu](F% O-[qu](AJ)| .] = 07 ey = 1} < IU’[p,q](f)
Pour r — 1~
T(r,F)=o0(T(r,f)), T(r,A;) =0T(r,f), j=0,...,n—1 (3.9)

Par (3.5) et (3.9), on a

(1= o()T(r, f) < nN <r, %) e (exppl {(aw( f) +¢)log, (1 ! T) }) (3.10)

pour tout € > 0 et r — 17, r ¢ Ey, on Fy C [0,1) vérifie 1% < oo. Alors, par le Lemme
E>
2.1.4 et la formule (3.10), pour tout r — 17, on a

(0= o)1) < 0 (50005 ) + O (e, 1 {0l + Do, (=5 ) ).

ous(r)=1—d(1—r),de (0,1). Donc on a

X[p,q] (f) = ppq(f)

et

D’ou le résultat. U

Lemme 2.1.7 ([8]) Soient p,q des entiers tels que p > q > 1 et f(z) une fonction analytique
sur A avec puy, o (f) = p < oo. Alors pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble E4 C [0,1)

vérifiant [ % = oo tel que

log, T'(r, f)
w=pp, (f)= lm —p
P r—1-,r€ky qu (%)

1
T(T,f) Sepr{(M+€)lqu <:>}, TEE4,7“—> 1~

Mazs, si p > q > 1, alors nous avons

1
M(r, f) < exp,,, {(u—i—s)logq (1——7“) } ,re€ FEyr— 1"
Preuve. Par la définition de l'ordre inférieur [p, ¢|, il existe une suite {r,} =, telle que

1 T uz
i 8 L) gy
(=)

el Iqu 1—7r
—I'n
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1—rp

T, Ty, ON &

Alors pour tout r € [1 —

logg T(r. ) _ logg T(r /) 08 ()
log, (%) ~ logq< L ) log, (%)

log, ()

Lorsque ¢ > 1, on a

—1,r, =1

log, (1)
Soit By = | [1 — l’d’”n,rn} ol np est un entier positif suffisamment grand, alors pour tout
ni
€ > 0 donné, on a
lo log " T'(ry,
- g, T(r, J)‘) . g, I(rn, f)

1
r—1—,rekE. Og (_ rpn—1" —
* 7\ " lqu 1—ry

1111 ﬁ = M[p,q](f>-

1
T(r, f) <exp, {(,u—i—s) log, (E) } re Byr— 1.

_Z/l 1rn1—t—zlogd

n=ni n=ni

Sip > q > 1, alors par I'inégalité

ﬂnﬁSkQMﬂnﬁsl+%T(““10,

1—7r 2
lo JrT' T, lo A M r,
im gp (1 f) _ lim gp-‘rl 1( f)
r—1-rekEy qu (E) r—17,reEy lqu (E)

Donc,

U
Lemme 2.1.8 ([8]) Soient p,q des entiers tels que p > q¢ > 1, et Ap—1(2), ..., A1(2), Ao(2)
(# 0) des fonctions analytiques sur A telle que max{o, q(A;)| j # s} < pp, g(As) < 0o, Si
f(2) (#0) est une solution de (1.1), alors on a

/’L[p—&-l,q}(f) S :u[p7q(As>‘

Preuve. Si pu, 4(f) < oo, alors

Hipr1,g) (f) =0 < g 1 (As).
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Donc, nous supposons fi, ;(f) = oo. Par Le Lemme 2.1.1, on a

n_1 2T

TG f) = m(r,f)<C Z//}Aj(seie)yf—jdsdeﬂ

< 2nC <”Z_1 rM(r, Aj) + 1) , (3.11)

J=0

ou C' = C(n) > 0 est une constante dépendant des valeurs initiales de f(z) au point z,
o A;(z9) # 0 pour un certain j = 0,....,n — 1. Posons b = max{o,pq(A4;)| J # s} =
max{os;p.q(A;)| j # s}. Alors on a

1
M) < exppos {0+ 2tog, () i 2o (3.12)
Ve > 0, et r — 1. Par le Lemme 2.1.7, il existe un ensemble E,; C [0,1) avec [ 1% = oo tel
que b
1
M(r, As) < expp,, {(,u[p’q] (As) +€)log, (E) } , € By, r—17. (3.13)

Par (3.11) — (3.13), pour r € E4, 7 — 17, on a

T(r, f) <O (expp+1 {(um (As) + 2¢) log, <1 i r) }) (3.14)

Par la formule (3.14) et la Proposition 1.6, on a

MM,[p+1,q}(f) < Hip.ql (As) = IU’M,Lp,q]<AS)‘
O

Lemme 2.1.9 ([8]) Soient p,q des entiers tels que p > q > 1, et Ap_1(2), ..., A1(2), Ao(2)
(# 0) des fonctions analytiques sur A. Supposons que max{opq(A;)] j =1,..,n -1} <

Hip,q)(Ao) = 1 (0 < p < 00) et max{T(pq (Aj)| oppg(A)) = pipq(Ao), J # 0} <7 (Ao) =7
(0 <7 <00). Sif(z) (#£0) est une solution de (1.1), alors nous avons

ipa1,g(f) = Lppg(Ao)-

Preuve. Supposons que f(z) est une solution non nulle de (1.1), on obtient

() (5 (n-1)( »
—Ag(2) = ) +Anf1(2)—f (2) + ... +A1(z)%.

i) i) (3.15)

Par (3.15), nous avons

T(r,Ag) = m(r, Ag) < Em(r, A+ im (r, ﬁ) :
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Donc, par Lemme 2.1.2, on a

T(r, Ag) < Xj )+ 0 <1og+ T(r, f) + log <1 ! r)) | (3.16)

pour r ¢ Ey, ou E; C [0, 1) satisfait f - < 0o. Posons

b =max{oq(Aj)|opq(A4;) < ppg(do) =p, j=1,...,n—1}

Si 0pq(As) < pypq(Ao) = 1, alors pour tout £(0 < 2 < min{y —b,7—71}) et tout r — 17,
on a

mir, A) = T(r A < epr{(bJrs) log, (1—:)}
< expp{(ﬂ—g) log, <1i7~)} (3.17)

T1 = maX{T[pﬁq] (Aj)‘a[p,q](Aj) = Kip,q (Ao),j # 0}.

Soit

Alors 71 < 7. Si
Tipal(A5) = fppg(Ao) = 11, Tppg(A;) <71 <7,

alors pour  — 17 et pour € (0 < 26 < min{y — b, 7 — 71}), nous avons

m(r, A;) = T(r, A;) < expy 1 {(Tl o) (logql (ﬁ) ) “} | (3.18)

Par la définition de type inférieur [p, ¢], pour » — 17, nous avons

T(r, Ao) > exp, 4 {<T _e) (1ogq_1 (%) ) “} | (3.19)

En remplagant (3.17) — (3.19) dans (3.16), nous aurons
1 H
exp,_; {(7’ — 2¢) (logq_1 <1—>) } <O(log*T(r,f)), r¢ By, r — 1. (3.20)
—r
Donc par le Lemme 2.1.4 et la formule (3.20), pour tout r — 17, on a

expy 1 { (7 —20) (10,1 (1))} = 000" 7050 ).

ous(r)=1—d(1—r),de (0,1). Par conséquent, nous avons

ipi1,q () = 1 g (Ao)-
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Lemme 2.1.10 ([8]) Soient p,q des entiers tels que p > q > 2 et f(z) une fonction ana-
lytique sur A avec 0 < oppq(f) < oco. Alors pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble
E5 C[0,1) avec [ %= = oo tel que

Es

log;—l T(’I", f)
1m .
r—1—, rébs <logq_1( 1 ))U[p,q](f)

1—r

T="Tpq(f) =

Preuve. Par la définition de type [p,q|, il existe une suite {r,}>%, qui tende vers 1~
satisfaisant 1 — d(1 —r,) < 141 (0 < d < 1) telle que
log, 1 T(rn, f)

T = i e (L))

Alors Vr € [r,, 1 —d(1 —1,)], on a

log, 1 T(rn, f) log, (=) el < log,  T(r, f)
(log,y(25;))7 D \ log,1(5) = (log,_1(2)) ra®

Lorsque ¢ > 2, nous avons

logqfl(l_;rpn)
logq—l(l%r)
Soit £ = U2, [rn, 1 —d(1—r,)], oit n; est un entier positif suffisamment grand, alors on a

-1, r,—1".

n=ni

. log,  T(r, f) : log, 1 T(rn, f)

lim 1o L vounalf) Tipal(f)
r—1-, reEs (logq_l(ﬁ)) [p.a] rn—1 (logq_l(l_rn)) [p.a]

et

dr o= (A &
Efl_:Z/ _l_t:;llogd:oo.

g

Lemme 2.1.11 ([8]) Soient p,q des entiers tels que p > q > 1. Si Ap—1(2), ..., A1(2), Ao(2)
(# 0) sont des fonctions analytiques d’ordre [p, q] sur A, alors toute solution f(z) (£ 0) de
(1.1) vérifie

Olp+1.4)(f) < max{op,q(Aj)] j=0,...,n =1},
Preuve. Soit b = max{op,q(A;)| j = 0,...,n — 1} = max{oy,pq(4,) j = 0,...,n — 1}.
Donc on a

1

pour tout £ > 0 donné et r — 17. Par (3.11) et (3.21), pour tout ¢ > 0 et r — 17, nous
avons

M(r, Aj) < exppy {(b +¢)log, (%) } , (3.21)

T(r,f) =m(r,f) <O (eprH {(b + 2¢) log, (1—ir> }) : (3.22)

Par conséquent,
O-[p—&—l,q}(f) S ma‘X{J[PaQ](Aj)|j = 07 = 1}
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2.2 Preuve du Théoréme 2.0.2

Par le Lemme 2.1.11, on a
Oipr1,q(f) < 0ppg(Ao).
Soit
b = max{0},q)(A4;)|0p,q(A;) < opg(Ao)}-
Si
Tpa(Aj) < i g (Ao) < 0ppg(Ao) 0w o g (A7) < papp 9(Ao) < T g (Ao),

alors pour tout ¢ donné (0 < 2e < o q(A;) —b) et r— 17, 0ona

m(r,4;) = T(r,A;) < exp, {(b +¢)log, (1 i 7,) }

1
< exp, {(a[p,q] (Ag) — ) log, (E) } ) (4.2)
Soit
71 = max{7q(4)] 0p.q (A7) = Hypg(Ao), J 7 0}
Si opq(A)) = lypg(Ao) = 0ppg(Ao), alors nous avons 71 < 7 < 7, (Ag). Par conséquent,

m(r, A;) = T(r, A;) < exp,_, {(Tl +e) (logq_l (1 i ))o—[p,q]mo)} o

r

pour tout r — 17, et quelque soit € donné (0 < 2 < 7, (Ag) —71). Par la définition du type

[p, q] et le Lemme 2.1.10 pour tout r — 17, r € E5, ou E5 C [0,1) satisfaisant [ % = 00,
Es

T(r, Ao) > exp, 4 {(T[p,q](A(J) o) (logql (%))MMO)} (4.3)

Donc par (3.16) et (4.1) — (4.3), pour tout » — 17, r € E5\E; et £(0 < 2e < 7, 4(Ao) — 71),
ou Ey C [0,1) satisfaisant [ ;% < oo, on a
Ey

on a

1
-

exp, | {(T@,q](AO) —¢) (logql (1 ))U[p’Q](AO)} <O@og" T(r,f)).  (44)

Par (4.4), on a

Olp+1.4(f) = Tppg)(Ao)-
Ainsi, nous avons

Tipt1.0)(f) = O1p.g)(Ao)-

Par les Lemmes 2.1.8 et 2.1.9, on sait que toute solution f(z) (# 0) de (1.1) satisfait
pr1,q () = tp g (Ao). 11 faut donc prouver que

z[p—i-l,q](f - (b) = /’l’[p—&-l,q}(f) et X[p—&-l,q}(f - Qb) = O-[p—l-l,q](f)'
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Soit g = f — ¢, comme op11,4(0) < M[M](Ag), on a

O[p+1,q] (9) = U[p+1,q}(f) = U[p+1,q]<A0)7 Hp+1,q] (9) = M[p+1,q}(f) = M[p,q](Ao)7
/\[P‘H#Z] (g) = /\[p+17lﬂ(f - Qb) et A[p+1,q} (g) - A[erl,q](f - ¢)
En substituant f =g+ ¢, f'=¢ + ¢, ..., f® = ¢ + ¢™ dans (1.1), on obtient
g™ + A1 (2)g" Y 4+ L+ Ag(2)g = —[6™ + An_1(2)0" Y + L+ Ag(2)9). (4.5)

Si F(2) = o™ 4+ A,_1(2)0" ™V + ...+ Ag(2)¢ = 0, alors par le Lemme 2.1.9, on a

Hip+1,q) (¢) > Hip.ql (Ao),

ce qui est une contradiction. Ainsi, F'(z) # 0. De plus

U[p+1,q}(F) < 0[p+1,q](¢) < M[p,q](AO) = #[p+1,q}(f) = Hp+1,q] (9) < O p+1,q] (9) = U[p+1,q}(f)-

Par le Lemme 2.1.5 et la formule (4.5), on aura

Ap+1.4(9) = Apr1.9(9) = Tpr1.9(9) = opg(Ao),
i. e., B
Apt1.a)(f = @) = Api1.g(f — @) = 0pr1,q(f) = o (Ao).
Par le Lemme 2.1.6 et la formule (4.5), on a

Z[p—i—l,q] (g) = /I’[p—O—l,q} (g)7

ie., B
A[p-i—l,q](f - ¢) = M[p+1,q}(f) = :u[p,q](AO)'

Par conséquent,

z[p+17q](f —¢) = M[p+1,q](f) = Hip,q (Ao)
Tlpa(A0) = Oppi1.q(f) = Apr1.g (f = ) = Apr1.g(f — ).

IN

La preuve est compleéte.

Example 7 Considérons l’équation

R B T Y

On prend p=3,9=2. On a

)= (o () e s e ()

)= (o (1)) 0 - (o ()
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Donc

Inlnlnln M(r, Ag)
Hpa (o) = itypaz(Ao) = lim b ==r ey

o lnln(14 X 1%) | (ln4+21n—)
= lim inf ———— = lim in
r—1- Inln () r—1- Inln ()
n (I (24 724 ))
- . . 1—r _
= lim inf i (D) =1 = 0739 (A0),

(32 (A1) = M[&Q](Al) =1,

Inlnln M(r, A
M2 (A1) = T3 (Ar) = lim sup Mffu

r—1- 1

1[3,2](140) = 7= lim inf Inlnln M(r, Ao)

r—1- In (fr)

o <1n4+21n(L)>
= lim inf — | =2.

rlT In (l r)

On a Ag(z), A1(2) sont des fonctions analytiques dans A avec

0< on = IU[372}(A0) =1 S 0'[372]<A0) =1< o0

et
032/(A1) =1 < o (Ao) =

max{732)(A1)|tz2(A0) = g (A1)} =1 < 1j39(A0) =2
Si f(2)(# 0) est une solution de l'équation (4.6) et ¢(z) = exp (exp (1=

ou(¢) =0< H3,2] (Ao) =1,

z)) avec

alors d’aprés le Théoréme 2.0.2 on a

Mg (f = 0) = 1109 (f) = pyzo9(A0) < 01321(Ao) = oz (f) = Az (f — @)

2.3 Preuve du Théoréme 2.0.3

Par le Lemme 2.1.11, on obtient

Opi1,g(f) L oppg(Ao).

o lim suanI (%) <b )
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pour r — 17, on a

n—1
Z m(h A])
j=1

— A p—
m(T,AO) < A+e=o0

5 (4.8)

m(r, A;) < om(r, Ag) = oT'(r, Ap)

1

J
ot o € (0,1). Par (3.16) et (4.8), pour r — 17, r ¢ Ey, ou E; C [0,1) vérifiant [ 2 < oo,
£

nous avons
T(r,Ag) <O (logJr T(r, f)+ log (1—i7">) (4.9)

Par le Lemme 2.1.4 et la formule (4.9), on a
Tlp+1,6)(f) 2 Oppq(Ao)-
Ainsi,
Tpt1.4 () = g (Ao).
Par le Lemme 2.1.4 et la formule (4.9), on a
Lipt1,q () = 11 g (Ao)-

Par le Lemme 2.1.8, on a
ipi1,q () < g g (Ao).

Ainsi
ﬂ[p+1,q}(f) = M[p,q](Ao).

En utilisant une preuve semblable a celle du Théoréme 2.0.2 on obtient

z[p+1,q}(f -¢) = M[p+1,q](f) = HKipql (Ao)
U[p,q](AO) = U[p+1,q](f) = X[p+1,q}(f —¢) = )‘[p+1,q]<f - 9).

IN

La preuve du théoréme est achevée.

Example 8 Considérons l’équation
(4.10)
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M[l,Q}(AO) = lim sup

on2(Ae) = 1, opg(A) =1

donc
0 < p = pup(Ag) < opaz(Ag) < 00,
m<7"7 Al) 1 < 1
m<7”7 AO) 2

Si f(2)(#£ 0) est une solution de l’équation (4.10), alors d’aprés le Théoréme 2.0.3, on a

X[zg](f - Cb) = N[2,2](f) = H1,2) (AO) < 0[1,2] (AO) = ‘7[2,2](f) = X[2,2](f - Cb)

¥

ot ¢(z) = exp ({£) est une fonction analytique dans A avec oj9)(¢) =0 < 11,91 (Ao)-

2.4 Conclusion

Dans ce mémoire on a étudié la croissance et 'oscillation des solutions des équations diffé-
rentielles linéaires dont les coefficients sont des fonctions analytiques. Les questions suivantes
se posent : Peut-on généraliser les résultats lorsque les coefficients sont des fonctions méro-
morphes ? Et sous quelles conditions cette généralisation serait possible 7.
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