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0.1 Résumé

Le principe de ce travail est étudier le problème de la croissance et l�oscillation des polynômes

di¤érentiels dans le plan complexe, on a montré sous certaines conditions que le polynôme

di¤érentiel possedent les mêmes propriérés des solutions, d�une manière analogue, on a étudie

le même problème pour les polynômes des solutions

gf = d1f1 + d2f2;

lorsque f1 et f2 ne sont pas solutions de la même équation.
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0.3 Introduction

A la �n des années vingt; la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes

a été fondée par Rolf Nevanlinna. Cette théorie joue un rôle trés important dans l�étude de

la croissance et l�oxillation des solutions des équations di¤érentielles linéaires dans le domaine

complexe.

Le but de ce travail est d�étudier les propriétes des solutions des équations di¤érentielles

linéaires à coe¢ cients fonctions entières transcendantes.I.laine et B.Bank parmi les premiers

mathématiciens qui se sont intéresse aux solutions des équations di¤érentielles linéaires du

second ordre à coe¢ cients fonctions entières transcendantes.

En 1982, ils ont étudié la distribution des zéros des solutions des équations di¤érentielles

linéaires

f 00 +A (z) f = 0

où A (z) est un polynôme ou une fonction transcendante. On va étudier la croissance et

l�oscillation de

gf = d1f1 + d2f2

où f1; f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de l�équation ci-dessus, et d1; d2 sont

des fonctions entières d�ordre �ni non toutes identiquement nulles
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Chapitre 1

Quelques Eléments de la théorie de

R. Nevanlinna

1.1 Fonction carastéristique de R. Nevanlinna

Dans ce chapitre, on introduit les notations et les théorèmes de base utilisés dans la théorie de

R. Nevanlinna. Pour plus détails(voir [6] ; [7] ; [9])

Fonction carastéristique de R. Nevanlinna

Théorème 1.1.1 : (voir [6] ; [7]):(formule de Jensen) soit f une fonction meromorphe telle

que f (0) 6= 0; 1 et soient a1; a2; : : : ; an ( respectivement b1; b2; : : : ; bn) ses zéros (respective-

ment ses pôles) chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

log jf (0)j = 1

2�

Z 2�

0
log
��f �rei'��� d'+ X

jbj j<r
log

r

jbj j
�
X
jaj j<r

log
r

jaj j

Preuve. On démontre le théorème dans le cas où f ne possède ni zéros ni pôles sur le cercle

jzj = r:Considérons la fonctions

h (z) = f (z)

Q
0<jaj j<r

r2�ajz
r(z�aj)Q

0<jbj j<r

r2�bjz
r(z�bj)

:
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Alors h 6= 0;1 dans le disque jzj < r et log jh (z)j est une fonction harmonique.D�après la

formule de la moyenne d�une fonction harmonique, on a

log jh (0)j = 1

2�

Z 2�

0
log
��h �rei'��� d': (1.1.1)

D�autre part,

jh (0)j = jf (0)j

Q
0<jaj j<r

r
jaj jQ

0<jbj j<r

r
jbj j

d�où

log jh (0)j = log jf (0)j �
X

0<jbj j<r
log

�
r

jbj j

�
+

X
0<jaj j<r

log

�
r

jaj j

�
: (1.1.2)

Pour z = rei'; on a

���� r2 � ajzr (z � aj)

���� = ���� r2 � ajrei'r (rei' � aj)

���� = 1; ���� r2 � bjzr (z � bj)

���� = ���� r2 � bjrei'r (rei' � bj)

���� = 1:
De plus ��h �rei'��� = ��f �rei'��� :
D�apres 1.1.1 et 1.1.2, on obtient

log jf (0)j = 1

2�

Z 2�

0
log
��f �rei'��� d'+ X

jbj j<r
log

r

jbj j
�
X
jaj j<r

log
r

jaj j
:

Ceci preuve le théorème.

Dé�nition 1.1.1 (voir [6] ; [7]): Pour tout réel x > 0; on dé�nit

log+ x = max (log x; 0) =

8>>><>>>:
log x; x > 1

0; 0 � x � 1

Lemme 1.1.1 (voir [6] ; [7]): On a les résultats suivants:

(1) log x � log+ x
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(2) log+ x � log+ y pour tout (0 < x � y)

(3) log x = log+ x� log+ 1
x

(4) jlog xj = log+ x+ log+ 1
x

(5) log+

0@ mY
j=1

xj

1A �
mP
j=1

log+ xj

(6) log+

 
mP
j=1

xj

!
�

mP
j=1

log+ xj + logm

Preuve. Montrons (5) et (6) :

(5)Si
mY
j=1

xj � 1: Alors l�inégalité est triviale. Si
mY
j=1

xj > 1; alors

log+

0@ mY
j=1

xj

1A = log

0@ mY
j=1

xj

1A =
mX
j=1

log xj �
mX
j=1

log+ xj :

(6)En utilisant (2) ; (5) ; on obtient

log+

0@ mX
j=1

xj

1A � log+
�
m max
i�j�m

xj

�
� logm+ log+

�
max
i�j�m

xj

�
� logm+

mX
j=1

log+ xj :

Fonction a-points

Dé�nition 1.1.2 : (voir [6] ; [7]):Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe

a; on désigne par n(t; a; f) le nombre des racines de l�équation f(z) = a; situées dans le

disque jzj � t et par n(t; a; f) le nombre de racines distinctes de l�équation f(z) = a; situées

dansledisque jzj � t:Chaque racine étant compté avec son ordre de multiplicité.On désigne par

n(t; 1; f) le nombre des pôles de la fonction f dans le disque jzj � t; et par n(t; 1; f) le

nombre des pôles distinctes de la fonction f dans le disque jzj � t. Chaque pôle étant compté

avec son ordre de multiplicité, on dé�nit:

N (r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
=

Z r

0

n(t; a; f)� n(0; a; f)
t

dt+ n(0; a; f) log r; a 6= 0
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N (r; 1; f) = N (r; f) =

Z r

0

n(t; 1; f)� n(0; 1; f)
t

dt+ n(0; 1; f) log r

N (r; a; f) =

Z r

0

n(t; a; f)� n(0; a; f)
t

dt+ n(0; a; f) log r; a 6= 0

N (r; 1; f) = N (r; f) =

Z r

0

n(t; 1; f)� n(0; 1; f)
t

dt+ n(0; 1; f) log

N (r; f) est appelée la fonction a-points de la fonction f dans le disque jzj � r.

Fonction de proximité

Dé�nition 1.1.3 (voir [6] ; [7]): Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre

complexe. Alors, on dé�nit la fonction de proximité de la fonction f par

m(r; a; f) = m(r;
1

f � a) =
1

2�

Z 2�

0
log+

1

jf(re��)� ajd�; a 6=1

et

m(r; 1; f) = m(r; f) =
1

2�

Z 2�

0
log+

���f(re��)��� d�
m(r; f) est appelée la fonction de proximité de la fonction f au point a:

Dé�nition 1.1.4 (voir [6] ; [7]):On dé�nit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna f par:

T (r; 1; f) = T (r; f) = m(r; f) +N (r; f)

Proposition 1.1.1 (voir [6] ; [7]): Soient f; f1; � � � ; fn des fonctions méromorphes et a; b; c;

d des nombres complexes tels que : ad� cb 6= 0: Alors, on a les propriétés suivantes :

1)T

 
r;

nP
j=1

fj

!
�

nP
j=1

T (r; fj) + log n

2)T

0@r; nY
j=1

fj

1A �
nP
j=1

T (r; fj)

3)T (r; fn) = nT (r; f) (n 2 N�)

4)T
�
r; af+bcf+d

�
= T (r; f) +O1
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Preuve. 1) on a

T

 
r;

nP
j=1

fj

!
= m

 
r;

nP
j=1

fj

!
+ N

 
r;

nP
j=1

fj

!
�

nP
j=1

m (r; fj) +
nP
j=1

N (r; fj)

= T (r; fj) + log n

2) on a

m

0@r; nY
j=1

fj

1A �
nX
j=1

m (r; fj)

et

N

0@r; nY
j=1

fj

1A �
nX
j=1

N (r; fj)

donc

T

0@r; nY
j=1

fj

1A = m

0@r; nY
j=1

fj

1A+N
0@r; nY

j=1

fj

1A �
nX
j=1

T (r; fj) :

3) si jf j � 1; on a jf jn � 1; alors

m (r; fn) =
1

2�

Z 2�

0
log+

���fn(re��)��� d� = 0
et

N (r; fn) = nN (r; f)

donc
T (r; fn) = m (r; fn) + N (r; fn)

= nN (r; f)

= nT (r; f)
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si jf j > 1; alors

m (r; fn) = 1
2�

Z 2�

0
log+

��fn(re��)�� d�
= 1

2�

Z 2�

0
log
��f(re��)��n d�

= n
2�

Z 2�

0
log
��f(re��)�� d�

= n
2�

Z 2�

0
log+

��f(re��)�� d�
= nm (r; f)

et

N (r; fn) = nN (r; f)

donc
T (r; fn) = nm (r; f) + nN (r; f)

= nT (r; f)
:

4) Posons

f0 = f ; f1 = f0 +
d

c
; f2 = cf1; f3 =

1

f2
; f4 =

bc� ad
c

f3; f5 = f4 +
a

c
:

Si c 6= 0; alors

T (r; fi+1) = T (r; fi) +O (1) :

D�où le résultats.

Exemple 1 Soit f (z) = ez

z cette fonction admet un pôle simple en z = 0 donc

N (r; 1; f) = N (r; f) =

Z r

0

n(t; 1; f)� n(0; 1; f)
t

dt+ n(0; 1; f) log r = log r
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d�autre part,

m(r;1; f) = m(r; f) = 1
2�

Z 2�

0
log+

��f(re��)�� d�
= 1

2�

Z 2�

0
log+

�
er cos �

r

�
d�

= 1
2�

Z �
2

��
2

log
�
er cos �

r

�
d�

= 2
2�

Z �
2

0
r cos �d� � 1

2 log r =
r
� �

1
2 log r

= 2
2�

Z �
2

0
r cos �d� � 1

2 log r =
r
� �

1
2 log r

.

Alors,

T

�
r;
ez

z

�
=
r

�
� 1
2
log r + log r =

r

�
+
1

2
log r

d�ou,

T

�
r;
ez

z

�
=
r

�
+O (log r) :

Exemple 2 Soit

g (z) =
3e2iz � 1
e2iz + 1

on posse f (z) = e2iz donc ad� bc = 3 + 1 = 4 6= 0; alors

T
�
r; 3e2iz�1

e2iz+1

�
= T

�
r; e2iz

�
+ O (1)

= 2r
� + O (1)

:

1.1.1 Premier théorème fondamental de R. Nevanlinna

Théorème 1.1.2 (voir [6] ; [7]): Soit f une fonction méromorphe non constante avec le déveleppe-

ment de laurent

f (z)� a =
1X
j=n

cjz
j ; cn 6= 0; n 2 Z; a 2 C:

Alors

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� log jcnj+ " (r; a)

où

j" (r; a)j � log 2 + log+ jaj

et

log jcnj =
1

2�

Z 2�

0
log
���f(re��)��� d� +N (r; f)�N �r; 1

f

�
11



Remarque 1 Le premier théorème fondamental peut être formuler comme suit pour tout a 2 C;

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O (1) ; r ! +1

Dé�nition 1.1.5 (voir [5] ; [10]): Soit f une fonction méromorphe. Alors l�ordre et l�hyper

ordre de f sont dé�ni par :

� (f) = lim sup
r!+1

log T (r; f)

log r

�2 (f) = lim sup
r!+1

log log T (r; f)

log r
:

Où T (r; f) est la fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

Proposition 1.1.2 Soient f et g deux fonctions méromorphes non constantes. Alors

(1) � (f + g) � max f� (f) ; � (g)g :

(2) � (fg) � max f� (f) ; � (g)g :

(3) Si � (g) < � (f) ; alors

� (f + g) = � (fg) = � (f) :

Preuve.

(1) Posons � (f) = �1 et � (g) = �2:

Soit " > 0 donneé. Alors pour r assez grand T (r; f) � r�1+" et T (r; g) � r�2+";

donc

T (r; f + g) � T (r; f) + T (r; g) + log 2

� r�1+" + r�2+" + log 2

� 2rmaxf�1; �2g + log 2

) � (f + g) � max f� (f) ; � (g)g

(2) De même,

T (r; fg) � T (r; f) + T (r; g)
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� r�1+" + r�2+"

� 2rmaxf�1; �2g

) � (fg) � max f� (f) ; � (g)g

(3) Supposons que � (g) < � (f) : Alors, on a

� (f + g) � max f� (f) ; � (g)g = � (f)

et

T (r; f) = T (r; f + g � g) � T (r; f + g) + T (r; g) +O (1)

) � (f) � max f� (f + g) ; � (g)g = � (f + g)

d�où

� (f + g) = � (f) :

De même � (fg) � � (f) on a

T (r; f) = T

�
r;

fg

g

�
� T (r; fg) + T

�
r;
1

g

�

� T (r; fg) + T (r; g)

13



) � (f) � max f� (fg) ; � (g)g = � (fg)

donc

� (fg) = � (f) :

Exemple 3 (1) pour f (z) = ez

z on a

T (r; f) =
r

�
+O (log r)

donc

�

�
ez

z

�
= lim sup

r!+1

log T
�
r�e

z

z

�
log r

= lim sup
r!+1

log
�
r
� +O (log r)

�
log r

= 1

et

�2 (f) = 0:

(2) Soit h (z) = ee
z
; alors (voir [6]):

Alors

T (r; f) � er

(2�3r)
1
2

(quandr ! +1) :

D�ou

�
�
ee

z�
=1 et �2 (f) = 1:

(3) �
�
z2 + 3

�
= 0; et �2(z

2 + 3) =1:

Remarque 2 Si f est d�ordre �ni, alors l�hyper ordre de cette fonction est nulle.

Dé�nition 1.1.6 (voir [5] ; [10]): Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l� exposant et
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l�hyper-exposant de convergence des zéros de la fonction f respectivement par :

� (f) = lim sup
r!+1

logN
�
r; 1

f

�
log r

�2(f) = lim sup
r!+1

log logN
�
r; 1

f

�
log r

où

N(r;
1

f
) =

Z r

0

n(t; 1
f )� n(0;

1
f )

t
dt+ n(0;

1

f
) log r

est la fonction de comptage de zéros de f(z) dans fz : jzj � rg :

Exemple 4 Soit f (z) = ez � 1:

On a ez = 1, z = i (arg 1 + 2k�) ; (k 2 Z)

jzj � t) �t � 2�k � t

) �t
2�

� k � t

2�

) n(t;
1

f
) � t

�
; t! +1

) N(r;
1

f
) =

r

�
+O (1)

) � (f) = 1:

Dé�nition 1.1.7 (voir [5] ; [10]): On dé�nit l�lexposant et �hyper-exposant de convergence des

zéros distincts de f respectivement par:

� (f) = lim sup
r!+1

logN
�
r; 1

f

�
log r

15



�2(f) = lim sup
r!+1

log logN
�
r; 1

f

�
log r

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n(t; 1
f )� n(0;

1
f )

t
dt+ n(0;

1

f
) log r

N
�
r; 1

f

�
est la fonction de comptage de zéros distincts de f:

Dé�nition 1.1.8 (voir [2] ; [7]): Soit f une fonction meromorphe.On dé�nit l� exposant et

l�hyper-exposant de convergence des points �xes de la fonction f respectivement par :

� (f � z) = lim sup
r!+1

logN
�
r; 1

f�z

�
log r

�2(f � z) = lim sup
r!+1

log logN
�
r; 1

f�z

�
log r

Dé�nition 1.1.9 (voir [2] ; [7]): Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l� exposant et

l�hyper-exposant de convergence des points �xes distincts de la fonction f respectivement par :

� (f � z) = lim sup
r!+1

logN
�
r; 1

f�z

�
log r

�2(f � z) = lim sup
r!+1

log logN
�
r; 1

f�z

�
log r

:
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Chapitre 2

Quelques propriétés des solutions

des équations di¤érentielles linéaires

de second ordre

2.0.2 Introduction et résultats

Supposons que f1 et f2 soient deux solutions linéarement indépendents de l�equation di¤éren-

tielle linéaire complexe

f 00 +A(z)f = 0 (2.0.1)

et le polynôme des solutions

gf = d1f1 + d2f2 (2.0.2)

où A et dj(j = 1; 2) sont des fonctions entières d�ordre �ni dans le plan complexe. Il

est clair que si dj(j = 1; 2) sont des nombres complexes telles que d1 = cd2 où c est un nombre

complexe, alors gf est un solution de 2:0:1 ou a les même propriétés des solutions. Il est naturel

de demander ce que l�on peut dire sur les propriétés de gf dans le cas où d1 6= cd2 où c est un

nombre complexe et sous quelles conditions gf conserve les mêmes propriétés des solutions de

2:0:1:

Dans [2], Chen a étudié les points �xes et hyper-ordre de la solutions d�équations di¤éren-
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tielles linéaires de second ordre avec des coe¢ cients entiers et a obtenu les résultats suivants:

Théorème 2.0.3 (A) :(voir [2]) : Pour toute solution non triviale f de 2:0:1 on a

(i) si A est un polynôme avec degA = n � 1; alors

� (f � z) = � (f) =
n+ 2

2
:

(ii)si A est un transcendante et �(A) <1; alors on a:

� (f � z) = � (f) =1

et

�2 (f � z) = �2 (f) = � (A) :

Avant d�énoncer nos résultats, nous dé�nit h et 	 par

h =

������������

d1 0 d2 0

d
0
1 d1 d

0
2 d2

d
00
1 � d1A 2d

0
1 d

00
2 � d2A 2d

0
2

d
000
1 � 3d

0
1A� d1A

0
d
00
1 � d1A+ 2d

00
1 d

000
2 � 3d

0
2A� d2A

0
d
00
2 � d2A+ 2d

00
2

������������
et

	(z) =
2
�
d1d

0
2 � d22d01

�
h

'(3) + �2'
00
+ �1'

0
+ �0';

où ' 6= 0 est la fonction entière d�ordre �ni et

�2 =
3d22d

00
1�3d1d2d

00
2;

h
(2.0.3)

�1 =
2d1d2d

0
2A+6d2d

0
1d
00
2�6d2d

0
2d
00
1�2d22d

0
1A

h
(2.0.4)
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�0 =
2d2d

0
1d
000
2 �2d1d

0
2d
000
2 �3d1d2d

00
2A�3d2d

00
1 d

00
2

h

+
2d1d2d

0
2A

0�4d2d
0
1d
0
2A�6d

0
1d
0
2d
00
2+3d1

�
d
00
2

�2
h

+
4d1

�
d
0
2

�2
A+3d22d

00
1A+6

�
d
0
2

�2
d
00
1�2d22d

0
1A

0

h

(2.0.5)

Théorème 2.0.4 (B) :(voir [2]) : Pour toute solution non triviale f de 2:0:1 on a

(i) si A est un polynôme avec degA = n � 1; alors

� (gf � z) = � (f) =
n+ 2

2
:

(ii) si A est un transcendante et �(A) <1; alors on a:

� (gf � z) = � (f) =1

et

�2 (gf � z) = �2 (f) = � (A) :

Le sujet de ce mémoire est d�étudier les problémes des solutions de l�équation di¤érentielle

2:0:1:

En e¤et, nous étudions la croissance et l�oscillation de

gf = d1f1 + d2f2

où f1 et f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de 2.0.1 et d1 et d2 sont des fonctions

entières d�ordre �ni qui ne disparaissent pas toutes identiquement nulle et satisfont d1 6= cd2 où

c est un nombre complexe, et nous obtenons les résultats suivants.

Théorème 2.0.5 (1) Soit A (z) une fonction entière transcendante d�ordre �ni. Soient dj (z)

(j = 1; 2) des fonctions entières d�ordre �ni non toutes identiquement nulles telles que maxf� (d1) ; � (d2)g <

� (A) ; si f1 et f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de 2:0:1; alors le polynôme des

solutions 2:0:2 véri�e:

� (gf ) = � (fj) =1 (j = 1; 2)

19



�2 (gf ) = �2 (fj) = � (A) (j = 1; 2) :

Exemple 5 On considère l�équation f 00 +A(z)f = 0 avec A(z) = 3e4z
2
:

Soient d1 (z) = z3 + 1 et d2 (z) = 6z4 + 5; on a � (A) = 2; � (d1) = � (d2) = 0;

tel que maxf� (d1) ; � (d2)g < � (A) ; alors le polynôme des solutions gf = d1f1 + d2f2 véri�e

� (gf ) = � (f1) = � (f2) =1 et �2 (gf ) = �2 (f1) = �2 (f2) = � (A) = 2:

Théorème 2.0.6 (2) Soit A (z) une fonction entière transcendante d�ordre �ni. Soient dj (z)

(j = 1; 2) des fonctions entières d�ordre �ni non toutes identiquement nulles telles que maxf� (d1) ;

� (d2)g < � (A) ; soit ' (z) 6= 0 une fonction entiére d�ordre �ni telle que 	(z) 6= 0: Si f1 ; f2
sont deux solutions linéairement indépendantes de 2:0:1; alors le polynôme des solutions 2:0:2

véri�e:

� (gf � ') = � (gf � ') = � (f1) = � (f2) =1

et

�2 (gf � ') = �2 (gf � ') = � (A) :

Exemple 6 On considère l�équation f 00 +A(z)f = 0 avec A(z) = �
�
ez + e2z

�
:

Soit d1 (z) = z3 + 1 et d2 (z) = 6z4 + 5; on a � (A) = 1; � (d1) = � (d2) = 0 tel que maxf� (d1) ;

� (d2)g < � (A) :

Soit ' (z) = ez 6= 0 telle que 	(z) 6= 0.

Alors le polynôme des solutions gf = d1f1 + d2f2 véri�e � (gf � ez) = � (gf � ez) = � (f1) =

� (f2) =1 et �2 (gf � ez) = �2 (gf � ez) = � (A) = 1:

Théorème 2.0.7 (3) Soit A (z) un polynôme de degA = n soient dj (z) (j = 1; 2) des fonc-

tions entières d�ordre �ni non toutes identiquement nulles telles que h 6= 0 et max f� (d1) ; � (d2)g <
n+2
2 ; si f1; f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de 2:0:1; alors le polynôme des

solutions 2:0:2 véri�e:

� (gf ) = � (f1) = � (f2) =
n+ 2

2
:
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Exemple 7 Considérons l�équation f 00 +A(z)f = 0 avec A(z) = z4 + 3
2z:

Soient d1 (z) = 2z5 + 1
2z
3 + z et d2 (z) = z4 + 5z2 + 2; on a deg (A) = 4; � (d1) = � (d2) = 0

telles que h 6= 0 et max f� (d1) ; � (d2)g < n+2
2 = 3:

Alors le polynôme des solutions gf = d1f1 + d2f2 véri�e � (gf ) = � (f1) = � (f2) =
n+2
2 = 3:

Théorème 2.0.8 (4) Soit A (z) un polynôme de degA = n soient dj (z) (j = 1; 2) des fonc-

tions entières d�ordre �ni non toutes identiquement nulles telles que h 6= 0 et max f� (d1) ; � (d2)g <
n+2
2 ; soit ' (z) 6= 0 une fonction entiére d�ordre � (') <

n+2
2 telle que 	(z) 6= 0: Si f1 ; f2 sont

deux solutions linéairement indépendantes de 2:0:1; alors le polynôme des solutions 2:0:2 véri�e:

� (gf � ') = � (gf � ') =
n+ 2

2
:

Exemple 8 Considérons l�équation f 00 +A(z)f = 0 avec A(z) = z4 + 3
2z:

Soient d1 (z) = 2z5 + 1
2z
3 + z et d2 (z) = z4 + 5z2 + 2; on a deg (A) = 4; � (d1) = � (d2) = 0

telles que h 6= 0 et max f� (d1) ; � (d2)g < n+2
2 = 3: Soit ' (z) = cos z d�ordre � (cos z) = 1 < 3;

telle que 	(z) 6= 0: Alors le polynôme des solutions gf = d1f1 + d2f2 véri�e � (gf � cos z) =

� (gf � cos z) = 3:

Pour démontrer les théorèmes ci dessus on a besoin les lemmes suivants.

2.0.3 Lemmes préliminaires

Lemme 2.0.2 (1) (voir [1] ; [3]) : Soient A0; A1; : : : ; Ak�1; F 6= 0 des fonctions méromorphes

d�ordre �ni.Si f est une solution méromorphe de l�équation

fk +Ak�1f
k�1 + : : :+A1f

0 +A0f = F

avec � (f) = +1 et �2 (f) = �; alors f satisfait

� (f) = � (f) = � (f) = +1

�2 (f) = �2 (f) = �2 (f) = �:
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Ici, on donne un cas particulier du résultat obtenu par T. B. Cao, Z. X. Chen, X. M. Zheng et

J. Tu dans [4] :

Lemme 2.0.3 (2) Soient A0; A1; : : : ; Ak�1; F 6= 0 des fonctions méromorphes d�ordre �ni.Si

f est une solution méromorphe de l�équation

fk +Ak�1f
k�1 + : : :+A1f

0 +A0f = F

avec max f� (Aj) (j = 0; 1; : : : ; k � 1) ; � (F )g < � (f) < +1 alors

� (f) = � (f) = � (f) :

2.0.4 Preuves des théorèmes

Preuve du théorème 2.0.4

Preuve. Supposons que f1 et f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de 2:0:1:

Alors d�aprés le théoreme (2.0.2) on a

� (f1) = � (f2) =1

et

�2 (f1) = �2 (f2) = � (A)

Si on suppose que d1 = cd2 où c est un nombre complexe, alors d�aprés 2:0:2 on a

gf = cd2f1 + d2f2 = d2 (cf1 + f2)

Comme f = cf1 + f2 est un solution de(1) et � (d2) < � (A) ; alors on a

� (gf ) = � (cf1 + f2) =1

et

�2 (gf ) = �2 (cf1 + f2) = � (A) :
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Supposons maintenant que d1 6= cd2 où c est un nombre complexe. On a

gf = d1f1 + d2f2

en dérivant les deux côtes de l�équation 2.0.2, on obtient

g0f = d01f1 + d1f
0
1 + d

0
2f2 + d2f

0
2 (2.0.6)

en dérivant les deux côtes de l�équation 2:0:6, on obtient

g
00
f = d001f1 + 2d

0
1f
0
1 + d1f

00
1 + d

00
2f2 + 2d

0
2f
0
2 + d2f

00
2 (2.0.7)

en substituant f 00j = �Afj (j = 1; 2) dans l�équation 2:0:7, on trouve

g
00
f =

�
d001 � d1A

�
f1 + 2d

0
1f
0
1 +

�
d002 � d2A

�
f2 + 2d

0
2f
0
2

en dérivant les deux côtes de l�équation 2:0:7, et en substituant f 00j = �Afj (j = 1; 2), on

obtient

g000f =
�
d0001 � 3d01A� d1A0

�
f1+

�
d001 � d1A+ 2d001

�
f 01+

�
d0002 � 3d02A� d2A0

�
f2+

�
d002 � d2A+ 2d002

�
f 02

(2.0.8)

De 2:0:2; 2:0:7; 2:0:6; et 2:0:8 on a8>>>>>><>>>>>>:

gf = d1f1 + d2f2

g0f = d01f1 + d1f
0
1 + d

0
2f2 + d2f

0
2

g00f = d001f1 + 2d
0
1f
0
1 + d1f

00
1 + d

00
2f2 + 2d

0
2f
0
2 + d2f

00
2

g000f = (d0001 � 3d01A� d1A0) f1 + (d001 � d1A+ 2d001) f 01 + (d0002 � 3d02A� d2A0) f2 + (d002 � d2A+ 2d002) f 02
Pour résoudre ce système d�équations, nous devons d�abord prouver que h 6= 0: Par des

calculs simples, on trouve
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h =

������������

d1 0 d2 0

d
0
1 d1 d

0
2 d2

d
00
1 � d1A 2d

0
1 d

00
2 � d2A 2d

0
2

d
000
1 � 3d

0
1A� d1A

0
d
00
1 � d1A+ 2d

00
1 d

000
2 � 3d

0
2A� d2A

0
d
00
2 � d2A+ 2d

00
2

������������

=

�
4d21

�
d
0
2

�2
+ 4d22

�
d
0
1

�2
� 8d1d2d01d02

�
A + 2d1d2d

0
1d
000
2

+ 2d1d2d
0
2d
000
1 � 6d1d2d

00
1d
00
2

� 6d1d
0
1d

0
2d
00
2 � 6d2d

0
1d
0
2d

00
1

+ 6d1

�
d
0
2

�2
d
00
1 + 6d2

�
d
0
1

�2
d
00
2

� 2d22d
0
1d

000
1 � 2d21d

0
2d
000
2

+ 3d21

�
d
00
2

�2
+ 3d22

�
d
00
1

�2
Pour montrer que 4d21

�
d
0
2

�2
+ 4d22

�
d
0
1

�2
� 8d1d2d01d02 6= 0; on suppose que

d21

�
d
0
2

�2
+ d22

�
d
0
1

�2
� 2d1d2d01d02 = 0 (2.0.9)

en divisant les deux côtes de l�équation 2:0:9 par (d1d2)
2 ; on obtient

 
d
0
2

d2

!2
+

 
d
0
1

d1

!2
� 2d

0
1

d1

d
0
2

d2
= 0

ce qui équivalent à  
d
0
1

d1
� d

0
2

d2

!
= 0

ce qui implique que d1 = cd2 où c est un nombre complexe, c�est une contraduction.

Comme maxf� (d1) ; � (d2)g < � (A) et 4d21
�
d
0
2

�2
+ 4d22

�
d
0
1

�2
� 8d1d2d01d02 6= 0; alors

� (h) = � (A) > 0:

Ainsi h 6= 0: Par la méthode de Cramer, on a
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f1 =

������������

gf 0 d2 0

g0f d1 d
0
2 d2

g00f 2d
0
1 d

00
2 � d2A 2d

0
2

g000f d
00
1 � d1A+ 2d

00
1 d

000
2 � 3d

0
2A� d2A

0
d
00
2 � d2A+ 2d

00
2

������������
h

d�où

f1 =
2
�
d1d2d

0
2 � d22d01

�
h

g
(3)
f + �2g

00
f + �1g

0
f + �0gf (2.0.10)

où �j (j = 1; 2) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni dé�nies dans 2:0:3; 2:0:4 et 2.0.5:

Supposons maintenant � (gf ) <1; alors d�apres 2.0.10 on obtient � (f1) <1; c�est une contra-

duction et � (gf ) = 1: De 2.0.2 on a �2 (gf ) � � (A) ; si on suppose que �2 (gf ) < � (A) ; alors

d�apres 2:0:10 on obtient �2 (f1) < � (A) ; c�est une contraduction, donc �2 (gf ) = � (A) :

Preuve du théorème 2.0.5

Preuve. D�apres le théoreme (2.0.4) on a � (gf ) = 1 et �2 (gf ) = � (A). Posons ! (z) =

d1f1+d2f2�': Comme � (') <1 on a � (!) = � (gf ) =1: Pour prouver que � (gf � ') =1;

Il su¢ t de montrer que � (!) =1: De gf = ! + ' et d�apres 2:0:10

f1 =
2
�
d1d2d

0
2 � d22d01

�
h

!(3) + �2!
00 + �1!

0 + �0! +  

où

 =
2
�
d1d2d

0
2 � d22d01

�
h

'(3) + �002'+ �
0
1'+ �0' (2.0.11)

En substituant ?? dans l�équation 2:0:1; on obtient

2
�
d1d2d

0
2 � d22d01

�
h

!(5) +

4X
j=0

�j!
(j) = �

�
 
00
+A 

�
= B

où �j (j = 0; � � � ; 4) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni. Comme  6= 0 et

� ( ) < 1; il s�ensuit  n�est pas une solution de 2:0:1; ce qui implique que B 6= 0: En

appliquant le lemme(2.0.1) on obtient
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� (gf � ') = � (gf � ') = � (f1) = � (f2) =1

�2 (gf � ') = �2 (gf � ') = � (A) :

Preuve du théorème 2.0.6

Preuve. Supposons que f1 et f2 sont deux solutions linéairement indépendantes de 2:0:1:

Alors d�aprés le théorème (2.0.2) on a

� (f1) = � (f2) =
n+ 2

2
:

Par le même raisonnement du théorème (2.0.4), on a

h =

������������

d1 0 d2 0

d
0
1 d1 d

0
2 d2

d
00
1 � d1A 2d

0
1 d

00
2 � d2A 2d

0
2

d
000
1 � 3d

0
1A� d1A

0
d
00
1 � d1A+ 2d

00
1 d

000
2 � 3d

0
2A� d2A

0
d
00
2 � d2A+ 2d

00
2

������������
Comme h 6= 0 et par la méthode de Cramer, on a

f1 =

������������

gf 0 d2 0

g0f d1 d
0
2 d2

g00f 2d
0
1 d

00
2 � d2A 2d

0
2

g000f d
00
1 � d1A+ 2d

00
1 d

000
2 � 3d

0
2A� d2A

0
d
00
2 � d2A+ 2d

00
2

������������
h

d�où

f1 =
2
�
d1d2d

0
2 � d22d01

�
h

g
(3)
f + �2g

00
f + �1g

0
f + �0gf

où �j (j = 1; 2) sont des fonctions méromorphes avec �
�
�j
�
< n+2

2 (j = 0; 1; 2) dé�nies dans

2:0:3; 2:0:4 et 2:0:5: D�après 2:0:2 on a � (gf ) � n+2
2 ; si on suppose que � (gf ) < n+2

2 ; alors

d�après 2:0:10 on obtient � ( f1) < n+2
2 ; c�est une contradiction, donc � (gf ) = n+2

2 :
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Preuve du théorème 2.0.7

Preuve. D�apres le théoreme (2.0.6) on a � (gf ) = n+2
2 : Posons ! (z) = d1f1 + d2f2 � ':

Comme � (') < n+2
2 on a � (!) = � (gf ) =

n+2
2 : Pour prouver que � (gf � ') = n+2

2 ; Il su¢ t de

montrer que � (!) = n+2
2 : De gf = ! + ' et d�apres 2:0:10

f1 =
2
�
d1d2d

0
2 � d22d01

�
h

!(3) + �2!
00 + �1!

0 + �0! +  

où

 =
2
�
d1d2d

0
2 � d22d01

�
h

'(3) + �002'+ �
0
1'+ �0'

En substituant ?? dans l�équation 2:0:1; on obtient

2
�
d1d2d

0
2 � d22d01

�
h

!(5) +
4X
j=0

�j!
(j) = �

�
 
00
+A 

�
= B

où �j (j = 0; � � � ; 4) sont des fonctions méromorphes d�ordre �ni. Comme  6= 0 et

� ( ) < 1; il s�ensuit  n�est pas une solution de 2:0:1; ce qui implique que B 6= 0: En

appliquant le lemme(2.0.2) on obtient

� (gf � ') = � (gf � ') =
n+ 2

2
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2.1 Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié le problème de la croissance et l�oscillation des polynômes dif-

férentielles dans le plan complexe, on a montré sous certaines conditions que les polynômes

di¤érentielles

gf = d1f1 + d2f2

possedent les mêmes propriétés des solutions.

L�outil principal utilisé dans ce travaille étude étant la théorie de Nevanlinna.Cette théorie

est la plus approprié dans l�étude des équations di¤érentielles.
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