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0.1 Résumé

Le principe de ce travail est étudier le probleme de la croissance et ’oscillation des polyn6émes
différentiels dans le plan complexe, on a montré sous certaines conditions que le polyndéme
différentiel possedent les mémes propriérés des solutions, d’une maniére analogue, on a étudie

le méme probléme pour les polynoémes des solutions

gy = dif1 +dafo,

lorsque f1 et fo ne sont pas solutions de la méme équation.
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0.3 Introduction

A la fin des années vingt; la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes
a été fondée par Rolf Nevanlinna. Cette théorie joue un roéle trés important dans ’étude de
la croissance et I'oxillation des solutions des équations différentielles linéaires dans le domaine
complexe.

Le but de ce travail est d’étudier les propriétes des solutions des équations différentielles
linéaires a coeflicients fonctions entiéres transcendantes.l.laine et B.Bank parmi les premiers
mathématiciens qui se sont intéresse aux solutions des équations différentielles linéaires du
second ordre & coefficients fonctions entiéres transcendantes.

En 1982, ils ont étudié la distribution des zéros des solutions des équations différentielles
linéaires

f"+AR) f=0

ol A(z) est un polynéme ou une fonction transcendante. On va étudier la croissance et
loscillation de

gr =dif1 +dafo

ol f1, fo sont deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation ci-dessus, et dy, ds sont

des fonctions entieres d’ordre fini non toutes identiquement nulles



Chapitre 1

Quelques Eléments de la théorie de

R. Nevanlinna

1.1 Fonction carastéristique de R. Nevanlinna

Dans ce chapitre, on introduit les notations et les théorémes de base utilisés dans la théorie de

R. Nevanlinna. Pour plus détails(voir [6], [7], [9])

Fonction carastéristique de R. Nevanlinna

Théoréme 1.1.1 : (voir [6], [7]).(formule de Jensen) soit f une fonction meromorphe telle
que f(0) # 0, 0o et soient a1, ag, ..., a, ( respectivement by, ba, ..., by,) ses zéros (respective-

ment ses poles) chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Alors

1 27 )
log|f(0)|:277/0 log‘f(rew)|dg0+ Z log“j;’ Z log;‘

[bj|<r laj|<r

Preuve. On démontre le théoréme dans le cas ol f ne posséde ni zéros ni poles sur le cercle

|z| = r.Considérons la fonctions




Alors h # 0,00 dans le disque |z| < r et log|h(z)| est une fonction harmonique.D’aprés la

formule de la moyenne d’une fonction harmonique, on a

1 2m )
log |h (0)| = 27r/0 log |1 (re'?) | dep. (1.1.1)

D’autre part,

0<|H|< ﬁ
Qaq '
|h (0)] = [£ (0)] ﬁ -
0 1651
<|bj|<7’
d’ou
r r
log |k (0)] = log|f (0)| — Z log <\b]> + Z log (W) . (1.1.2)
0<|bj|<r J 0<|aj|<r J
Pour z = re’?, on a
7“2—chz _ rz—ﬁjrei¢ _q 7“2—Ez _ 7«2_(7].%%0 _
r(z—aj) r (re' — aj) "l (2= bj) r (re’? — bj)

De plus
[ (re®?) [ =|f (re®?)].

D’apres 1.1.1 et 1.1.2, on obtient

1 27 )
10gf(0)|:27r/0 log‘f(rew)‘dcp—k Zlog“:j— Zlogé.
lajl<r

‘bj‘<7’

Ceci preuve le théoréme. =

Définition 1.1.1 (voir [6], [7]). Pour tout réel x > 0; on définit

logz; z > 1
logtz = max(logz, 0) =

0;0<z<1

Lemme 1.1.1 (voir [6], [7]). On a les résultats suivants:

() logz < logtx



(2)log™ z < logty pour tout (0 < z < y)
(3)logz = logt x — log™ %

(4) logz| = log" z 4+ log™ 1

NE

(5)log™ log™ x;

—-

Ll?j S

1 J=1

J

m
(6)log™ ( xj> < > logtz; +logm
=1 =1

NE

J J=

Preuve. Montrons (5) et (6).

m m
(5)Si H xj < 1. Alors 'inégalité est triviale. Si H xj > 1, alors

j=1

j=1

m m m m
log™ H x; | =log H z; | = Zlog z; < Z:log+ zj.
Jj=1 j=1 j=1 j=1

(6)En utilisant (2), (5), on obtient

m
log™ z;nj <log™ <m max xj> <logm + log™ (
j=1

i<j<m

Fonction a-points

j=1

m
max :Uj> <logm + Zlog+ xj.

i<j<m

Définition 1.1.2 : (voir [6],[7]).Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre compleze

a, on désigne par n(t, a, f) le nombre des racines de l’équation f(z) = a, situées dans le

disque |z| < t et par ni(t, a, f) le nombre de racines distinctes de l’équation f(z) = a, situées

dansledisque |z| < t.Chaque racine étant compté avec son ordre de multiplicité. On désigne par

n(t, oo, f) le nombre des poles de la fonction f dans le disque |z| < t, et par n(t, oo, f) le

nombre des pdles distinctes de la fonction f dans le disque |z| < t. Chaque pole étant compté

avec son ordre de multiplicité, on définit:

N o = (r )< [ A0 e )

f—a

t

dt +n(0, a, f)logr;

a#0



N (r, oo, f)=N(r, f) :/Orn(t, i f);n(O, 0, f>dt+n(0, oo, f)logr

N (r, a, f):/0 nt, e, f) - " (0, e, f>dt—|—ﬁ(0, a, f)logr; a#0

Nin oo f) =N = [MEe Dm0 )

dt +n(0, oo, f)log

N (r, f) est appelée la fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < r.

Fonction de proximité

Définition 1.1.3 (voir [6], [7]). Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre

complexe. Alors, on définit la fonction de prozimité de la fonction f par

1 1 [ 1
m(T, a, f) = m(T, ﬁ) = 2ﬂ_/(; long md@,a 7é o0

et
2m
mir, o0, ) =mir, £)= 5 [ tog" |fre)]ao

m(r, f) est appelée la fonction de proximité de la fonction f au point a.

Définition 1.1.4 (voir [6], [7]).On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna f par:

T(Tv 0, f):T(Tv f):m(r7 f)_'_N(Ta f)

Proposition 1.1.1 (voir [6], [7]). Soient f, fi,---, fn des fonctions méromorphes et a, b, c,

d des nombres complexes tels que: ad — cb # 0. Alors, on a les propriétés suivantes:

)T (r, ifj) < iT(T,f]’) +logn
j=1 j=1

M:

)7 (rn][#] < 2T )
7j=1
)T (r, f*)=nT(r,f)  (neN)




Preuve. 1) on a

T(ﬁifj) = m(ﬁifj
j=1 Jj=1
S Zm(raf])
7j=1
= T(rfj)
2) on a
m
et
N
donc

3)si|f]<1,onalf[" <1, alors

m(r, ")

et

donc

T(r, [*)

) + N r, Zf]
7j=1
+ X N(rf))
7j=1
+ logn

2m
= 2177/0 log® | f™(re?)| df = 0
N(r, [*)=nN(r, [)
= m(r, [*) + N f")
= nN(r, f)
= nT(r, f)



si |f| > 1, alors
27

m(r, f*) = g [ log"[f"(re”)|do
0

et

donc

4) Posons

fo=f5 fi=fo+ 55 fa=chi fo= i o= fy = it S

f c

Si ¢ # 0, alors
T(r, fixr)=T(r, fi)+0O(1).

D’ou le résultats. m

Exemple 1 Soit f (z) = ezz cette fonction admet un pole simple en z = 0 donc

Tn(ta 00, f)_n(07 0, f)
t

N(r, o, f)=N(r, f)z/o dt -+ (0, 00, f)logr = logr

10



27
m(roo,f) = mirf) = & /0 log* | f(ret®)| df

2m 7 cos 6
— %o log+<er )d@
) 1 % ercos@
d’autre part, = 5 Wlog( = )d&
2
2
% ; rcos@d@—%logrz%—%logr
%
227r/0 rcos@d&—%logrz%—%logr
Alors,
# 1 1
T r,e— zz—flogr—klogrzz—kflogr
z T 2 T 2
d’ou,

Exemple 2 Soit
3e2iz — 1

on posse f (z) = €2”* donc ad —bc =3+ 1 =4 # 0, alors

T(n BE2) = T )+ 0

1.1.1 Premier théoréme fondamental de R. Nevanlinna

Théoréme 1.1.2 (voir [6], [7]). Soit f une fonction méromorphe non constante avec le déveleppe-

ment de laurent

f(z)—a:chzj,cn#O, neZ, acC.
j=n
Alors
1
T ('I", f-a/) = T(T, f) — log ‘CTL| + g (T, (1)
ol
le (r,a)] <log2 + log™ |al
et

27
log |c,| = 217r/0 log’f(re“’)‘ dd+ N (r, f)— N (r, })

11



Remarque 1 Le premier théoréme fondamental peut étre formuler comme suit pour tout a € C,

1
T(r ) =T )40 oo

Définition 1.1.5 (voir [5], [10]). Soit f une fonction méromorphe. Alors 'ordre et l’hyper
ordre de f sont défini par:

log T
o (f) = limsup 8L > )
r——+o0 log r
loglogT (r, f)

:1'
P2 (f) = limenp =2

Ou T (r, f) est la fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

Proposition 1.1.2 Soient f et g deux fonctions méromorphes non constantes. Alors

(1) p(f+9) <max{p(f), p(g)}.
(2) p(fg) <max{p(f), p(9)}-
(3) Sip(g) <p(f), alors
p(f+9)=p(fg)=p(f).

Preuve.

(1) Posons p(f) = py et p(g) = py.
Soit € > 0 donneé. Alors pour r assez grand T (r, f) < rP1te et T (r, g) < rrf2te,

donc

T(r, f+9) <T(r, f)+T(r, g)+log2
< pPrte L pP2tE 4 og 2

S 27ﬂma’x{p17 p2} + log 2

= p(f+g9) <max{p(f), p(g)}

(2) De méme,

T(r, fg) <T(r, /)+T(r, g)

12



< pP1TE 4 pPatE

< QTmaX{Pl s P2}

= p(fg) <max{p(f), p(9)}

(3) Supposons que p(g) < p(f). Alors, on a

p(f+g) <max{p(f), p(9)}=p(f)

et
T(r, )=T(r, f+9—9)<T(r, f+9)+T(r, 99 +0(1)

= p(f) <max{p(f+9), p(9)}=p(f+9)

d’ou

p(f+9)=p(f).

De méme p(fg) < p(f) on a

<T(r, fg)+T(r, g)

13



= p(f) <max{p(fg), p(9)} = p(f9)

donc

p(fg)=p(f).

e?

Exemple 3 (1) pour f(2) =< on a

T(r, f)= % + O (logr)

donc - )
o(5) = me 5 = im0
et
p2 (f) =0.

(2) Soit h (z) = e, alors (voir [6]).
Alors

67’

(quandr — +00) .
(2m3r)

T(T’, f)N

N[

D’ou

p(e) =00 et py () = 1.

(3) p (2% +3) =0, et py(2? + 3) = 0.
Remarque 2 Si f est d’ordre fini, alors ’hyper ordre de cette fonction est nulle.

Définition 1.1.6 (voir [5], [10]). Soit f une fonction méromorphe. On définit I’ exposant et

14



Uhyper-exposant de convergence des zéros de la fonction f respectivement par:

A(f) = limsuplogN(r,]lc)

r——400 log T

loglog N (r, %)
A2(f) = limsup
F— 400 logr
ot
) - n(oa l)

1, r n(t, 7 1
N(r, f)—/o ; dt + n(0, f)logr

est la fonction de comptage de zéros de f(z) dans {z: |z| <7r}.

=

Exemple 4 Soit f (z) =¢€* — 1.

Onae*=1<z=i(argl +2km),(k € Z)

2] <t = —t <2mk <t

Définition 1.1.7 (voir [5], [10]). On définit Ulexposant et hyper-exposant de convergence des

zéros distincts de f respectivement par:

log N (r, %)
A(f) = limsup————+
r—+400 10g r

15



_ loglog N (r, %)
Ao(f) = limsup
F— 400 logr

ou
1

— ra(t, +) —mn(0,
N(r, }) :/0 & f) tn( f)dt—i—ﬁ((), ch)logr

N (r, %) est la fonction de comptage de zéros distincts de f.

Définition 1.1.8 (voir [2], [7]). Soit f une fonction meromorphe.On définit I’ exposant et

Uhyper-exposant de convergence des points fixes de la fonction f respectivement par:

logN<r, ﬁ)
A(f —z) =limsup

r—-00 log

loglog N (r, fiz>
Xo(f — z) = limsup
s logr

Définition 1.1.9 (voir [2], [7]). Soit f une fonction méromorphe. On définit I’ exposant et

Uhyper-exposant de convergence des points fixes distincts de la fonction f respectivement par:

B logﬁ(r, fiz>
A(f — z) = limsup

r— 00 logr

- log logﬁ (7“, fiz)
Xa(f — z) = limsup
F— 400 logr

16



Chapitre 2

Quelques propriétés des solutions
des équations différentielles linéaires

de second ordre

2.0.2 Introduction et résultats

Supposons que f1 et fo soient deux solutions linéarement indépendents de I’equation différen-

tielle linéaire complexe

"+ AR) =0 (2.0.1)

et le polynéme des solutions

gr =dif1 +dafo (2.0.2)

ott Aet d;(j =1, 2) sont des fonctions entiéres d’ordre fini dans le plan complexe. Il
est clair que si d;(j = 1, 2) sont des nombres complexes telles que d; = cds ot ¢ est un nombre
complexe, alors gy est un solution de 2.0.1 ou a les méme propriétés des solutions. Il est naturel
de demander ce que I'on peut dire sur les propriétés de gy dans le cas ot di # cdp ol ¢ est un
nombre complexe et sous quelles conditions gy conserve les mémes propriétés des solutions de
2.0.1.

Dans [2], Chen a étudié les points fixes et hyper-ordre de la solutions d’équations différen-

17



tielles linéaires de second ordre avec des coefficients entiers et a obtenu les résultats suivants:

Théoréme 2.0.3 (A) :(voir[2]). Pour toute solution non triviale f de 2.0.1 on a

(7) si A est un polyndome avec deg A = n > 1, alors

n+2

A== =p(f) = "=

(74)si A est un transcendante et p(A) < oo, alors on a:

AMf—2)=p(f) =00

et
M (f=2)=p(f)=p(A).

Avant d’énoncer nos résultats, nous définit A et ¥ par

0
do
2d,

dl 0 d2
h - ” dll dl, " dl2
dl — dlA 2d1 dz - dQA
di —3dA—diA" d] —diA+2d, dy —3dyA—dyA" dy — dy A+ 2d,

et
2 (dld; - dgd'l)
h

U (2) = 03+ dop0” + b1 + dop,

ol ¢ # 0 est la fonction entiére d’ordre fini et

3d3d, —3dydady,

Py = h
6 = 2 dady A+6dad,dy —6dadyd, —2d3d; A
1 = h

18

(2.0.3)

(2.0.4)



i

b = 2dod,dy —2d1dydy —3didady A—3dady dy
0o = h

2
2d1dady A —Adydy dy A—6d, dyd +3ds (d))
3
2 2
4dy (dy)” A+3d3dy A+6(d,) " d) —2d3d; A
3

(2.0.5)

Théoréme 2.0.4 (B) :(voir[2]). Pour toute solution non triviale f de 2.0.1 on a

(7) si A est un polyndome avec deg A =n > 1, alors

n+ 2

Mg —2)=p(f) = ——

(73) si A est un transcendante et p(A) < oo, alors on a:

Agr—2)=p(f) =00

et
(g —2)=pa(f) =p(A).

Le sujet de ce mémoire est d’étudier les problémes des solutions de 1’équation différentielle
2.0.1.

En effet, nous étudions la croissance et I'oscillation de

gr =dif1 +dafa

ou f1 et fs sont deux solutions linéairement indépendantes de 2.0.1 et dy et do sont des fonctions
entiéres d’ordre fini qui ne disparaissent pas toutes identiquement nulle et satisfont d; # cds o

¢ est un nombre complexe, et nous obtenons les résultats suivants.

Théoréme 2.0.5 (1) Soit A(z) une fonction entiére transcendante d’ordre fini. Soient d; ()
(j =1, 2) des fonctions entiéres d’ordre fini non toutes identiquement nulles telles que max{p (d1) , p (d2)} <
p(A), si fi et fa sont deux solutions linéairement indépendantes de 2.0.1, alors le polynome des

solutions 2.0.2 vérifie:

plgr) =p(fj) =00 (j=1,2)

19



p2(gr) = p2 (f5) = p(A) (1=1,2).

Exemple 5 On considere Uéquation f" + A(z)f =0 avec A(z) = 3¢**”.
Soient dy (z) =23+ 1 et dy (2) = 621 +5, on a p(A) =2, p(d1) = p(da) =0,
tel que max{p (d1),p(d2)} < p(A), alors le polynome des solutions g = di f1 + da fo vérifie

p(gr) = p(f1) = p(f2) = 00 et py(gr) = po (f1) = p2 (f2) = p(A) =2.

Théoréme 2.0.6 (2) Soit A(z) une fonction entiére transcendante d’ordre fini. Soient d; ()
(j =1, 2) des fonctions entiéres d’ordre fini non toutes identiquement nulles telles que max{p (dy) ,
p(da)} < p(A), soit v (z) # 0 une fonction entiére d’ordre fini telle que U (z) # 0. Si f1 , fa
sont deux solutions linéairement indépendantes de 2.0.1, alors le polyndéme des solutions 2.0.2

vérifie:

Agr =) =gy —¢) =p(fr) =p(f2) =

et
X2 (g =) =22 (gr — ) =p(A).

Exemple 6 On considére l'équation f” + A(z)f =0 avec A(z) = — (e* + €27).
Soit dy (z) = 23 +1 et dy(2) =622 +5, on a p(A) =1, p(d1) = p(d2) =0 tel que max{p (dy),
p(d2)} < p(A).
Soit ¢ (z) = €* # 0 telle que ¥ (z) # 0.
Alors le polynome des solutions gy = dif1 + dafa vérifie X(gr —e*) = Mgy —€*) = p(f1) =
p(f2) =00 et Az (gp — €*) = X2 (g7 — €*) = p(4) = 1.

Théoréme 2.0.7 (3) Soit A(z) un polynoéme de deg A = n soient d; (z) (j =1, 2) des fonc-

tions entiéres d’ordre fini non toutes identiquement nulles telles que h # 0 et max {p (d1), p(d2)} <

"TH; st f1, fo sont deux solutions linéairement indépendantes de 2.0.1, alors le polynome des

solutions 2.0.2 vérifie:
n+2

p(gr) =p(f1) =p(f2) = o

20



Exemple 7 Considérons l'équation f” + A(z)f =0 avec A(z) = 2% + 3=.
Soient dy (2) = 22° + 223 + 2z et do (2) = 24 + 522 + 2, on a deg(A) =4, p(d1) = p(d2) =0
telles que h # 0 et max{p(di), p(do)} < %2 =3.

Alors le polynome des solutions gy = di f1 + daf2 vérifie p(gr) = p(f1) = p(f2) = 22 = 3.

Théoréme 2.0.8 (4) Soit A(z) un polynome de deg A = n soient d; (z) (j =1, 2) des fonc-
tions entiéres d’ordre fini non toutes identiquement nulles telles que h # 0 et max{p (d1), p(d2)} <
”TH; soit ¢ (2) # 0 une fonction entiére d’ordre p (p) < "TH telle que W (z) # 0. Si f1 , fa sont

deux solutions linéairement indépendantes de 2.0.1, alors le polynéme des solutions 2.0.2 vérifie:

— n+ 2

Mo =) =Algr —9) = ——

Exemple 8 Considérons l'équation f” + A(z)f =0 avec A(z) = 2% + 3=.

Soient dy (2) = 22° + 223 + 2z et do (2) = 2* + 522 + 2, on a deg(A) =4, p(d1) = p(d2) =0
telles que h # 0 et max {p(d1), p(da)} < 242 = 3. Soit ¢ (z) = cosz d’ordre p(cosz) =1 < 3,
telle que W (z) # 0. Alors le polynome des solutions gr = dif1 + dafa vérifie X(gs — cosz) =
A(gf —cosz) = 3.

Pour démontrer les théorémes ci dessus on a besoin les lemmes suivants.

2.0.3 Lemmes préliminaires

Lemme 2.0.2 (1) (voir[l], [3]). Soient Ao, A1, ..., Ax—1; F' # 0 des fonctions méromorphes

d’ordre fini.Si f est une solution méromorphe de ’équation
Pt A Af + Af = F

avec p (f) = +oo et py (f) = p, alors f satisfait



Ici, on donne un cas particulier du résultat obtenu par T. B. Cao, Z. X. Chen, X. M. Zheng et
J. Tu dans [4].

Lemme 2.0.3 (2) Soient Ay, A1, ..., Ax_1; F # 0 des fonctions méromorphes d’ordre fini.Si

f est une solution méromorphe de l’équation

P Ay A+ Af=F

avec max{p(4;) (j=0,1, ..., k—=1), p(F)} <p(f) < +oo alors

2.0.4 Preuves des théorémes

Preuve du théoréme 2.0.4
Preuve. Supposons que f1 et fo sont deux solutions linéairement indépendantes de 2.0.1.

Alors d’aprés le théoreme (2.0.2) on a

p(f1)=p(f2) =00

et
P2 (f1) = pa (f2) = p(A)

Si on suppose que di = cdg ol ¢ est un nombre complexe, alors d’aprés 2.0.2 on a

gr =cdafi +dafo =da(cfi+ fo)

Comme f = cf1 + f2 est un solution de(1) et p(d2) < p(A), alors on a

p(g5) = p(cfi+ fa) = o0

et
P2 (g5) = pa(cfi+ f2) = p(A).
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Supposons maintenant que d; # cds ol ¢ est un nombre complexe. On a
gr = dif1 +daf2
en dérivant les deux cotes de I’équation 2.0.2, on obtient
gy = difr +difi +dyfa+ dafs (2.0.6)
en dérivant les deux cotes de I’équation 2.0.6, on obtient
gf = difi+ 2 f] + dif] + dsfo + 255 + dafy (2.0.7)
en substituant f;' = —Af; (j = 1,2) dans I'équation 2.0.7, on trouve
gf = (df — d1A) f1 +2d} f{ + (df — daA) fo + 2d5f}

en dérivant les deux cotes de I'équation 2.0.7, et en substituant fj’f = —-Af; (j=1, 2), on

obtient

g = (df = 3dyA — dy A') fit(df — diA +2dY) fi+(dy — 3dyA — doA') fot(dy — do A+ 2d3) f

(2.0.8)
De 2.0.2, 2.0.7, 2.0.6, et 2.0.8 on a m
( gr = difi+dafo
9y = difitdifi+dyfot+dafs
9y = difit2difi+difi +d3fo+2d5f5 +daofy
Y = (= 3dA— dyA) fi+ (d — di A+ 2d0) L+ (A — 3dyA — da AY) fo + (df — da A + 2d2) £}

Pour résoudre ce systéme d’équations, nous devons d’abord prouver que h # 0. Par des

calculs simples, on trouve
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dy 0 da 0
dy d dy da
dy —diA 2d, dy — dgA 2d,

/11 111

dy —3dyA—di A" d] —diA+2d] dy —3dyA —daA dy — da A+ 2dy

2 (7 2 2 (7 2 r g 1 i
= (42 (d2> +Ad2 <d1) ~Sdidoddy ) A+ 2didodd!

+  2dydodhd) —  6dydad)dy
— 6dydydydy —  Gdpd, dydy
+ 6dy <d’2)2d'1' + 6dy <d’1)2d'2'
—  2d3dd’ — 2d3d,dy
+ 32 (dg)2 + 3d2 (d'1'>2

/ 2 / 2
Pour montrer que 4d? (dQ) + 4d3 <d1> — 8dydadydl, # 0, on suppose que
2 ()2 2 (7)> >
&2 (d2> + 2 (dl) — 2dydpd)dy = 0

en divisant les deux cotes de I’équation 2.0.9 par (d1d2)2 , on obtient

/ 2 ! 2 ! !
dy dy dy dy
22 -1 _9o 172 _
4 dy
a_22) o

ce qui implique que d; = cds ol ¢ est un nombre complexe, c’est une contraduction.

! 2 / 2
Comme max{p (d1), p(d2)} < p(A) et 4d? <d2> + 4d3 (dl) — 8d1dad)dly # 0, alors

ce qui équivalent a

Ainsi h # 0. Par la méthode de Cramer, on a
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gr 0 dz 0
gy di d; d2
gl 2dy dy — do A 2d,
. gr A —diA+2d) dy —3dyA—dpA dy — dyA+ 2d,
1= h

d’ou
2 (drdody — 3 ) o
fi= . 95 + gy + G195 + dogs (2.0.10)

ou ¢; (j =1, 2) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini définies dans 2.0.3, 2.0.4 et 2.0.5.
Supposons maintenant p (gf) < oo, alors d’apres 2.0.10 on obtient p (f1) < oo, c’est une contra-
duction et p(gy) = oo. De 2.0.2 on a py (gf) < p(A), si on suppose que py (97) < p(A), alors
d’apres 2.0.10 on obtient py (f1) < p(A), c’est une contraduction, donc p, (gf) = p(A).

Preuve du théoréme 2.0.5

Preuve. D’apres le théoreme (2.0.4) on a p(gf) = oo et py(g9f) = p(A). Posons w(z) =
d1 f1+da f2 — . Comme p (p) < coon a p(w) = p(gs) = co. Pour prouver que A (g5 — ¢) = o,
1l suffit de montrer que A (w) = co. De gy = w + ¢ et d’apres 2.0.10

2 (dldgd; - d3d,)

fi= - w® 4 o’ + 10" + pow + ¢

ou
2(ahta- k)
Y= - oD+t + ol + dop (2.0.11)

En substituant 7?7 dans I’équation 2.0.1, on obtient

2 (dldzd; - dgdfl) 4
(5) ) — _ () —
. W 3 Bl = (¢ +A¢)_B
7=0
ou 3, (=0, ---, 4) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini. Comme 1) # 0 et

p (1) < oo, il s'ensuit 1 n’est pas une solution de 2.0.1, ce qui implique que B # 0. En

appliquant le lemme(2.0.1) on obtient
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AMgr—@)=Agr—¢) =p(f1) =p(f2) =0

A2 (g =) =X (gr — ) =p(A).

Preuve du théoréme 2.0.6
Preuve. Supposons que fi et fo sont deux solutions linéairement indépendantes de 2.0.1.

Alors d’aprés le théoréme (2.0.2) on a

n+2

p(f) = p(f2) = =,

Par le méme raisonnement du théoréme (2.0.4), on a

dy 0 dy 0
. d; d1 dy dy
dy —di A 2d, dy — dyA 2d,

di —3djA—diA" d] —diA+2d] dy —3dyA—doA dy — dy A+ 2d,

Comme h # 0 et par la méthode de Cramer, on a

gr O do 0
gy da dy do
gf  2d, dy — dp A 2d,
. gf & —diAved] dy —3dA—dsA dy —dyA+ 2d,
1= h

d’ou
2 (d1d2dl2 B d%dll) (3) " /
fi= . gr + dagy + G195 + G095

ot ¢; (j =1, 2) sont des fonctions méromorphes avec p ((bj) < ”T*Q (j =0, 1, 2) définies dans

2.0.3, 2.0.4 et 2.0.5. D’apres 2.0.2 on a p(gf) < ”TJFQ, si on suppose que p(gf ) < "TH, alors

d’apres 2.0.10 on obtient p( f1) < "T”, c’est une contradiction, donc p (g¢) = "T”
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Preuve du théoréme 2.0.7

Preuve. D’apres le théoreme (2.0.6) on a p(gy) = “E2. Posons w (z) = difi + dafa — .

Comme p (¢) < 242 on a p (w) = p(gf) = “E2. Pour prouver que X (g5 — o) = 2, 1l suffit de

montrer que \ (w) = ”TH De gf =w + ¢ et d’apres 2.0.10 m m

2 (dldzd; - dgdg)

h w(3) + ¢2(JJ/, + Cblwl + Qbow + w

fi=

ou

9 (dldgd; _ dgdfl) e
W = - e + Bl + Pho + dop

En substituant 7?7 dans I’équation 2.0.1, on obtient

2 (dlde; - dgdfl) 4
(5) ) — _ (" —
- W® 138 = (v +4v) =B
7=0
ou 3, (=0, ---, 4) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini. Comme 1) # 0 et

p (1) < oo, il s'ensuit 1 n’est pas une solution de 2.0.1, ce qui implique que B # 0. En

appliquant le lemme(2.0.2) on obtient

_ n+2
AMgr—@)=Agr—¢) = 5
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2.1 Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié le probléme de la croissance et l'oscillation des polynomes dif-
férentielles dans le plan complexe, on a montré sous certaines conditions que les polynomes
différentielles

gr =dif1 +dafo

possedent les mémes propriétés des solutions.
L’outil principal utilisé dans ce travaille étude étant la théorie de Nevanlinna.Cette théorie

est la plus approprié dans ’étude des équations différentielles.
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