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INTRODUCTION
En mathématiques, le contrôle désigne la théorie qui vise à comprendre la façon dont une

commande permet aux humains d�agir sur un système qu�ils souhaitent maîtriser. Cette dé�-

nition recouvre naturellement de très nombreux champs d�applications ; un ingénieur pourra

vouloir contrôler un système mécanique en lui appliquant des forces, un économiste pourra

vouloir agir sur un équilibre �nancier en modi�ant un taux, un chimiste pourra vouloir amé-

liorer son procédé en régulant la température, etc. Nous donnerons dans la suite des exemples

précis de systèmes de contrôle. Il est intéressant de noter que, malgré la diversité des situa-

tions concrètes qui peuvent être appréhendées ainsi, la théorie du contrôle fournit un cadre

commun à tous ces univers. Il est donc remarquable que l�on parvienne à obtenir des résul-

tats généraux, qui pourront s�appliquer dans de nombreux domaines.Une classe particulière

dont l�importance pratique est remarquable est celle des systèmes décrits par des équations

di¤érentielles linéaires. Nous parlons alors de systèmes linéaires.Si elle n�est strictement

que rarement véri�ée en pratique, cette hypothèse de linéarité peut être acceptée pour de

nombreux systèmes évoluant autour d�une position d�équilibre sous l�hypothèse des faible

déviations. Un processus de linéarisation est alors nécessaire. Dans ce travail, une nouvelle

classe de systèmes linéaires fractionnaires et singuliers à temps continu est introduite. Dans

ce mémoire nous allons étudier le problème suivant :

Soit donné une déscription externe du système L.T.I et à temps continu, spécialement étant

donné sa fonction de transfert ou sa réponse impulsionnelle on veut déterminer une déscrip-

tion interne pour le système qui génère la fonction de transfert. C�est donc un problème de

réalisation de système. Di¤érentes approches sont dans la littérature et notre intérêt por-

tera sur la détermination de réalisations contenant le plus petit possible nombre d�énergie

ou stockage d�éléments. Pour acomplir cela, les concepts de contrôlabilité et d�observabilité

jouerons un rôle central dans notre étude. Dire qu�un système est contrôlable et observable

c�est dire que sa réalisation est minimale.

Nous allons établir des conditions nécessaires et su¢ santes garantissant l�existence de réali-

sations pour cette classe de systèmes. Le problème de minimalité est cependant résolu .
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Ce manuscrit s�organise de la façon suivante :

� Le premier chapitre est consacré essenciellement à une présentation de quelques rappels

indispensables et necéssaires à la compréhension de ce mémoire.

� Le chapitre qui suit est dédié à la représentation d�état de systèmes linéaires à temps

continu, en donnant sa solution et quelques critères.

� Le chapitre suivant est consacré à donner une déscription externe d�un système L.T.I et à

la recherche de sa réalisation minimale.

� Dans le quatrième chapitre, nous abbordons une nouvelle classe de systèmes linéaires frac-

tionnaires à temps continu et nous allons établir les conditions nécéssaires et su¢ santes

qui garantissent l�éxistence de la réalisation pour cette classe de systèmes.

� Le cinquième chapitre est organisé de la façon suivante, d�abord nous commençons par une

introduction aux systèmes singuliers aprés nous nous intérèssons à ses propriétés et à la

recherche de la solution de cette classe de systèmes.

� Nous consacrons le dernier chapitre à l�étude d�une nouvelle classe de systèmes qui est celle

des systèmes linéaires fractionnaires et singuliers.



Chapitre 1

Notions de base

L�objectif de ce premier chapitre est de rappeler quelques notions fondamentales qui seront

le plus souvent citées dans notre étude. Les références utilisées sont : [2] [4]

1.1 Fonctions causales

Dé�nition 1.1.1 On dit qu�une fonction f de la variable t est une fonction causale si pour

tout t strictement négatif, on a :

f(t) = 0

1.2 Transformée de Laplace

Dé�nition 1.2.1 La transformée de Laplace d�une fonction causale f est la fonction F de

la variable réelle ou complexe s dé�nie par :

F (s) = L(f(t) =
Z +1

0

f(t)e�stdt

Notons que F existe que si cette intégrale converge.
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1.2.1 Propriétés fondamentales

Nous rappelons ici quelques propriétés élémentaires que nous serons amenés à utiliser par la

suite.

Dérivation

L
�
dx(t)

dt

�
= sX(s)� x(0)

Cela se généralise à :

L
�
d(n)x(t)

dtn

�
= snX(s)� sn�1x(0)� :::� xn�1(0)

1.2.2 Transformée des signaux remarquables

Signal échelon

L[u(t)] = 1

s

Signal impulsion

L[�(t)] = 1

1.3 Produit de convolution

Dé�nition 1.3.1 Le produit de convolution de deux signaux x(t) et y(t), noté x � y(t);est

dé�ni par :

x � y(t) =
Z +1

�1
x(�)y(t� �)d�

Dé�nition 1.3.2 ( La transformée de Laplace inverse )

La transformée de Laplace inverse est dé�nie par :

L�1 [F (s)] =: f(t) = 1

2�i

Z �+i1

��i1
estF (s)ds
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1.4 Série de Laurent

Dé�nition 1.4.1 la transformée en s d�une suite h(n), n = 0; 1; 2; ::: est dé�nie par :

H(s) =
1X
n=0

h(n)s�n

Lorsque cette série converge .

1.5 Théorème de Neumann

Théorème 1.5.1 Soit A une matrice carrée, si kAk � 1 et (I � A) est non singulière alors

(I � A)�1 existe, et (I � A)�1 = I + A+ A2 + :::

c�est à dire :

(I � A)�1 =
+1X
i=0

Ai

1.6 Inégalité du rang de Sylvester

Dé�nition 1.6.1 Pour deux matrices A et B de dimensions m� n et n� p réspéctivement,

on a :

rangA+ rangB � n � rang(AB) � min(rangA; rangB)

1.7 Polynôme monique

Dé�nition 1.7.1 Un polynôme est appelé monique si son terme de degré le plus élevé a un

coe¢ cient égal à un .
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1.8 Exponentielle d�une matrice

Dé�nition 1.8.1 Soit A 2Mn(|), on dé�nit l�exponentielle de la matrice A par :

exp(A) = eA =
X
k�0

Ak

k!

C�est une série normalement convergente sur tout Mn(|):

1.9 Distribution de Dirac

Dé�nition 1.9.1 On appele impulsion de Dirac la fonction �(t) qui véri�e :

� R +1
�1 �(t)dt = 1

�(t) = 0 si t 6= 0
Si l�impulsion se produit à un temps t = a, on écrit : �(t� a).

Un propriété intéressante de la fonction impulsion est qu�elle permet d�écrire :

Z +1

�1
f(t)�(t� a)dt = f(a)



Chapitre 2

Le modèle d�état

Dans le cas des systèmes dynamiques à paramètres localisés en temps continus, une repré-

sentation d�état du système dynamique est donnée par une équation di¤érentielle ordinaire

vectorielle du premier ordre et d�une équation vectorielle algébrique.

2.1 Représentation d�état

Dé�nition 2.1.1 Tout système dynamique � peut être representé par ses équations d�état

dé�nies comme un ensemble d�équations di¤érentielles du premier ordre appelées équations

dynamiques et un ensemble d�équations algébriques appelées équation de sortie ou de mesure :

x�= f(x(t); u(t); t) (2.1.1)

y = g(x(t); u(t); t) (2.1.2)

L�équation (2:1:1) est appelée équation dynamique

L�équation (2:1:2) est appelée équation de mesure

où x(t) 2 Rn est le vecteur d�état, u(t) 2 Rmest le vecteur de commande, y(t) 2 Rrest le

vecteur de sortie .

La fonction f : Rn�Rm�R! Rn est une fonction de Lipshitz par rapport à x, continue par

rapport à u et continue par morceaux par rapport à t a�n que ce système ait une solution
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unique. Les équations d�état caractérisent complètement le comportement dynamique du

système .

2.2 Représentation d�état linéaire

Dé�nition 2.2.1 Si � véri�e l�hypothèse de linéarité alors sa représentation d�état est don-

née par :

x�(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) (2.2.1)

y(t) = C(t)x(t) +D(t)u(t) (2.2.2)

où :

- A(t) 2 Rn�n est la matrice dynamique.

- B(t) 2 Rn�m est la matrice de commande ou d�entrée.

- C(t) 2 Rr�n est la matrice de mesure ou de sortie.

- D(t) 2 Rr�m est la matrice de transmission directe.

Si les matrices A;B;C;D sont constantes, le système est Linéaire à Temps-Invariant

(LTI).

2.3 Solution de l�équation d�état

Dans cette partie, nous nous intéressons plus particulièrement à la solution de l�équation

di¤érentielle d�état ( l�équation dynamique ) :

x�(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)

Dans le cas général où le modèle est à temps-variant, il est nécessaire de dé�nir la matrice

de transition d�état qui intervient dans la solution de l�équation d�état.
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2.3.1 Matrice de Transition

Dé�nition 2.3.1 La solution de l�équation d�état homogène (non commandée) ,

x�(t) = A(t)x(t) x(t0) = x0

où A(t) est continue par rapport à t est donnée par :

x(t) = �(t; t0)x0 8t � t0

où �(t; t0) est la matrice de transition, solution de l�équation di¤érentielle :

��(t; t0) = A(t)�(t; t0) 8t � t0

�(t0; t0) = In

2.3.2 Réponse libre

Dé�nition 2.3.2 La réponse libre d�un système est la réponse du système à ses seules condi-

tions initiales. Dans le cas d�un système représenté par son modèle d�état, elle est donnée par

l�équation :

y(t) = C�(t; t0)x0 8t � t0

2.3.3 Réponse Forcée

Dé�nition 2.3.3 La réponse forcée d�un système est la réponse du système au seul signal

d�entrée et pour des conditions initiales nulles. Dans le cas d�un système représenté par son

modèle d�état, elle est donnée par :

x(t) =

Z t

0

�(t; �)B(�)u(�)d�
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A partir de la donnée de la matrice de transition, il est possible de déterminer la solution

de l�équation dynamique d�état qui correspond à la réponse complète du système par

application du principe de superposition.

2.3.4 Réponse complète

Théorème 2.3.1 La solution de l�équation dynamique d�état :

x�(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) x(t0) = x0

est donnée par :

x(t) = �(t; t0)x0 +

Z t

0

�(t; �)B(�)u(�)d� (2.3.1)

et la sortie s�écrit alors :

y(t) = C(t)�(t; t0)x0 + C(t)

Z t

0

�(t; �)B(�)u(�)d� +D(t)u(t) (2.3.2)

Si maintenant on considère le cas où : A(t) = A ; B(t) = B ; C(t) = C ; D(t) = D autrement

dit le cas des matrices à coe¢ cients constants, le système devient :

x0 = Ax+Bu (2.3.3)

y = Cx+Du (2.3.4)

et alors la solution est donnée par :

x(t) = eA(t�t0)x0 +

Z t

t0

eA(t��)Bu(�)d� (2.3.5)

par suite la réponse sera,

y(t) = CeA(t�t0)x0 +

Z t

t0

CeA(t��)Bu(�)d� +Du (2.3.6)
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2.4 Critère de Kalman

Nous exposons dans cette section quelques tests pour la contrôlabilité et l�observabilité pour

se faire, nous nous basons, sur la référence suivante [1]

2.4.1 Critère de la contrôlabilité

Théorème 2.4.1 Un système LTI d�équation dynamique d�état ,

x0(t) = Ax(t) +Bu(t)

où :

A 2 Rn�n; B 2 Rn�m est contrôlable si et seulement si la matrice de contrôlabilité, notée

C est de rang plein égal à n .

rang(C) = rang
h
B

... AB
... : : :

... An�1B
i
= n

La contrôlabilité d�un système de matrices caractéristiques (A;B) sera appelée contrôlabilité

de la paire (A;B) .

2.4.2 Critère d�observabilité

Théorème 2.4.2 Un système LTI d�équation dynamique et de mesure ,

x0(t) = Ax(t) +Bu(t)

y(t) = Cx(t) +Du(t)

où :

A 2 Rn�n, C 2 Rr�n est observable si et seulement si la matrice d�observabilité, notée O

est de rang plein égal à n .
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rang(O) = rang

0BBBBBBBBB@

26666666664

C
� � �
CA
� � �
...
� � �

CAn�1

37777777775

1CCCCCCCCCA
= n

L�observabilité d�un système de matrices caractéristiques (A;C) sera appelée observabilité de

la paire (A;C) :

2.5 Décomposition de Kalman

Pour valider nos résultats, nous aurons besoin par la suite de quelques résultats utiles, parmi

ces caractérisations nous citerons le théorème de décomposition de Kalman[1] .

Théorème 2.5.1 Pour (A;B)non contrôlable et (A;C) non observable, il existe une matrice

non singulière P tel que :

bA = P�1AP =
2664
A11 0 A13 0
A21 A22 A23 A24
0 0 A33 0
0 0 A43 A44

3775

; bB = P�1B =
2664
B1
B2
0
0

3775
bC = CP = [C1;0; C3; 0]

où :

(i) (Ac; Bc) avec :

Ac =

�
A11 0
A21 A22

�
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et

Bc =

�
B1
B2

�
est contrôlable, où :

Ac 2 Rnr�nr , Bc 2 Rnr�m.

(ii) (Ao; Co) avec :

Ao =

�
A11 A13
0 A33

�
et

Co = (C1; C3)

est observable, où :

Ao 2 Rno�no , Co 2 Rr�no .

La dimension des matrices Aij, Bi, Cj est :

A11 : (nr � nr�o)� (nr � nr�o)

A22 : nr�o � nr�o

A33 : (n� (nr + n�o � nr�o))� (n� (nr + n�o � nr�o))

A44 : (n�o � nr�o)� (n�o � nr�o)

B1 : (nr � nr�o)�m

B2 : nr�o �m

C1 : p� (nr � nr�o)

C2 : p� (n� (nr + n�o � nr�o))
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Le triplet (A11; B1; C1) est tel que :

(A11; B1) est contrôlable et (A11; C1) est observable .



Chapitre 3

Réalisation d�espace d�état d�un
système LTI

Dans cette partie, nous allons donner une description externe d�un système LTI, spéciale-

ment sa fonction de transfert ou sa réponse impulsionnelle. Nous allons s�intérésser aussi à

la recherche de réalisations qui contiennent le moins possible d�éléments d�énergie, i.e des

réalisations de moindre ordre. Pour ce faire nous nous basons sur la référence [1] :

On considère un systeme LTI de type :

�
x0(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(3.0.1)

où : A 2 Rn�n, B 2 Rn�m, C 2 Rr�n , D 2 Rr�m .

La réponse de ce système est donnée par :

y(t) = CeAtx0 +

Z t

0

h(�)u(�)d� (3.0.2)

avec :

h(�) =

�
CeA�B +D�(�) si� � 0;
0 si � � 0: (3.0.3)
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3.1 La réponse impulsionnelle

Dé�nition 3.1.1 La réponse impulsionnelle est simplement dé�nie comme étant la réponse

d�un système physique dont l�entrée est une impulsion de Dirac, elle permet de caractériser

les systèmes linèaires dans le domaine temporel .

3.2 Fonction de transfert

Dé�nition 3.2.1 La fonction de transfert d�un système est la transformée de Laplace de la

réponse impulsionnelle, elle est donnée par :

H(s) = C(sI � A)�1B +D (3.2.1)

En e¤et,

On a :

h(�) = CeA�B +D�(�) si � � 0

L(h(�) = L(CeA�B +D�(�))

= CL(eA� )B +DL(�(�))

= C

Z +1

0

eA�e�s�d�B +D

= C

Z +1

0

e(A�sI)�d�B +D

= C

Z +1

0

e�(sI�A)�d�B +D
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= C[�(sI � A)�1e�(sI�A)� ]+10 B +D

= C[ lim
�!+1

�(sI � A)�1e�(sI�A)� + (sI � A)�1]B +D

= C(sI � A)�1B +D

D�où le résultat .

Dé�nition 3.2.2 Pour H(s) donnée, La réponse impulsionnelle est :

h(t) = L�1 (H(s))

Théorème 3.2.1 h(t) 2 Rr�m est une matrice de réponse impulsionnelle réalisable par

(3:0:1) si et seulement si tous ses éléments de h(t) sont des sommes des fonctions élémentaires

�tke�t et ��(t) avec : �; � 2 R , k 2 N et � 2 C:

3.3 De la représentation d�état à la fonction de trans-
fert

On s�intérèsse dans notre étude au système de type SISO qui représente un système à une

seule entrée et une seule sortie (Single Input-Single Output ) et de conditions initiales nulles.

En utulisant la transformée de Laplace, on trouve pour X(s) = L(x(t)) :

sX(s) = AX(s) +BU(s) (3.3.1)

Y (s) = CX(s) +DU(s) (3.3.2)

A partir de (3:3:1), on obtient :
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X(s) = (sIn � A)�1BU(s) (3.3.3)

Par suite pour (3:3:3) dans (3:3:2), nous avons :

Y (s) = (C(sIn � A)�1B +D)U(s) (3.3.4)

On déduit que :

Y (s) = H(s)U(s) (3.3.5)

La fonction matricielle H(s) est appelée fonction de transfert du système, elle est dé�nie

par :

H(s) = C(sIn � A)�1B +D

= C
adj(sIn � A)
det(sIn � A)

B +D

=
C(com(sIn � A))TB + det(sIn � A)D

det(sIn � A)
(3.3.6)

Notons alors :

H(s) =
N(s)

d(s)
(3.3.7)

Les pôles de la fonction de transfert sont les zéros du polynôme caractéristique :

d(s) = det(sIn � A)

qui sont donc les valeurs propres de la matrice A .
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3.3.1 Ordre et système propre

Dé�nition 3.3.1 L�ordre du modèle LTI est le degré le plus élevé du polynôme caractéris-

tique. Il est donc égal au nombre d�états dans le modèle. Si le système est causal alors n � m.

Pour n = m, le système est dit propre alors que pour n � m, il est dit strictement propre,

tel que :

H(s) =
bms

m + bm�1s
m�1 + ...+ b1s+ b0

ansn + an�1sn�1 + :::+ a1s+ a0
(3.3.8)

3.4 Réalisation

Dé�nition 3.4.1 Une réalisation de H(s) est tout ensemble fA;B;C;Dg tel que :

H(s) = C(sIn � A)�1B +D

3.5 Paramètres de Markov

Dé�nition 3.5.1 Toute matrice de transfert rationnelle réelle H(s) 2 Cr�m peut être dé-

composée en série de Laurent :

H(s) = H0 +H1s
�1 +H2s

�2 + ::: (3.5.1)

où les matrices Hi , i = 1; 2; :::sont les paramètres de Markov du système. Ils peuvent

être calculés par :

H0 = lim
s!+1

H(s);

H1 = lim
s!+1

s(H(s)�H0);
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H2 = lim
s!+1

s2(H(s)�H0 �H1s�1) :::

Théorème 3.5.1 L�ensemble fA;B;C;Dg est une réalisation de H(s) si et seulement si :

H0 = D (3.5.2)

et

Hi = CA
i�1B ; i = 1; 2; ::: (3.5.3)

Preuve

Si la représentation fA;B;C;Dg est une réalisation de la matrice de transfert H(s) alors :

H(s) = C(sIn � A)�1B +D

= C(s(In � s�1A))�1B +D

= Cs�1(In � s�1A)�1B +D

= Cs�1
+1X
i=0

(s�1A)iB +D

= C

1X
i=1

Ai�1s�iB +D

=

1X
i=1

[CAi�1B]s�i +D

D�où le résultat .
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3.6 Réalisation minimale

Dé�nition 3.6.1 Une réalisation minimale ou réalisation irréductible de H(s) est tout en-

semble fA;B;C;Dg tel que son ordre n est minimal .

Théorème 3.6.1 Une réalisation fA;B;C;Dg d�ordre n de H(s) est minimale si et seule-

ment si (A;B) est contrôlable et (C;A) est observable .

Preuve

(N�ecessit�e) Supposons que fA;B;C;Dg est une réalisation minimale mais elle est non contrô-

lable et non observable. En utilisant la décomposition de Kalman, on peut trouver une

autre décomposition (A11; B1) de dimension inférieure et qui est contrôlable et observable,

cela contredit l�hypothèse que fA;B;C;Dg est une réalisation minimale .

(Suffisance) Supposons que la réalisation fA;B;C;Dg d�ordre n est contrôlable et obser-

vable mais elle n�est pas minimale, donc il existe une autre réalisation fA;B;C;Dg d�ordre

n � n .

D�après le théorème de Markov, on a :

D = D

et

CAi�1B = C Ai�1 B; i = 1; 2; :::

Les matrices de contrôlabilité des représentations fA;B;C;Dg et fA;B;C;Dg sont données

par :

Cn =
�
B

... AB
... A2B

... : : :
... An�1B

�

Cn =
�
B

... A B
... A2 B

... : : :
... An�1 B

�
Les matrices d�observabilité des représentations fA;B;C;Dg et fA;B;C;Dg sont données

par :
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On =

0BBBBBBBBB@

C
� � �
CA
� � �
...
� � �

CAn�1

1CCCCCCCCCA

On =

0BBBBBBBBB@

C
� � �
C A
� � �
...
� � �

C An�1

1CCCCCCCCCA
On a cependant,

OnCn =

0BBB@
CB CAB � � � CAn�1B
CAB CA2B � � � CAnB
...

...
. . .

...
CAn�1B CAnB � � � CA2n�2B

1CCCA

=

0BB@
C B C A B ::: C An�1 B

C A B C A2 B :: C An B
::: ::: ::: :::

C An�1 B C An B ::: C A2n�2 B

1CCA
= On Cn

En utilisant l�inégalité du rang de sylvester :

rangOn + rangCn � n � rang(OnCn) � min(rangOn; rangCn)

D�où :

rangOn + rangCn � n � rang(On Cn) � min(rangOn; rangCn)

et puisque fA;B;C;Dg est contrôlable et observable, il s�ensuit,
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rangOn = rangCn = n

Donc :

n � rang(On Cn) � min(rangOn; rangCn) � n

ie :

n � n

Cependant n ne peut pas être supèrieur à n, le fait que la réalisation fA;B;C;Dg est mini-

male, alors n = n .

On conclut que si la réalisation fA;B;C;Dg est contrôlable et observable, donc elle est

minimale .

Exemple 3.6.1 On considère la fonction de transfert suivante :

H(s) =
1

1 + s

et on donne ces di¤érentes réalisations de H(s) :

(i)

�
A =

�
0 1
1 0

�
; B =

�
0
1

�
; C =

�
�1 1

�
; D = 0

�

(ii)

�
A =

�
0 1
1 0

�
; B =

�
�1
1

�
; C =

�
0 1

�
; D = 0

�

(iii)

�
A =

�
1 0
0 �1

�
; B =

�
0
1

�
; C =

�
0 1

�
; D = 0

�

(iv) fA = �1; B = 1; C = 1; D = 0g

- Pour la réalisation (i)

La matrice de contrôlabilité est :
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C = (B AB) =

�
0 1
1 0

�

rangC = 2

La matrice d�observabilité est :

O =

�
C
CA

�
=

�
�1 1
1 �1

�

rangO = 1 � 2

On déduit que la réalisation (i) est contrôlable et non observable .

- Pour la réalisation (ii)

C = (B AB) =

�
�1 1
1 �1

�

rangC = 1 � 2

et :

O =

�
C
CA

�
=

�
0 1
1 0

�

rangO = 2

On déduit que la réalisation (ii) est non contrôlable et observable .

- Pour la réalisation (iii)

C = (B AB) =

�
0 0
1 �1

�

rangC = 1 � 2

et :
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O =

�
C
CA

�
=

�
0 1
0 �1

�

rangO = 1 � 2

On déduit que la réalisation (iii) est non contrôlable et non observable .

- Pour la réalisation (iv)

C = B = 1

rangC = 1

et :

O = C = 1

rangO = 1

On déduit que la réalisation (iv) est contrôlable et observable .

Théorème 3.6.2 Soient fA;B;C;Dg et fA;B;C;Dg deux réalisations deH(s), si fA;B;C;Dg

est une réalisation minimale alors fA;B;C;Dg est aussi une réalisation minimale si et seule-

ment si les deux réalisations sont équivalentes. ie : si et seulement si il existe une matrice

non singulière P tel que :

A = PAP�1

B = PB

C = CP�1
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et

D = D

Preuve Si on suppose que fA;B;C;Dg est une réalisation minimale, ie la paire (A;B) est

contrôlable et la paire (C;A) est observable. Alors,

Si fA;B;C;Dg est équivalente à fA;B;C;Dg, 9P�1 tel que le système (3:0:1) devient :

�
x0(t) = Ax(t) +Bu(t)
y(t) = Cx(t) +Du(t)

(3.6.1)

La matrice de contrôlabilité est :

Cn =
�
B

... A B
... A2 B

... : : :
... An�1 B

�

=
�
PB

... PAP�1PB
... : : :

... PAn�1B
�

=
�
PB

... PAB
... : : :

... PAn�1B
�

= P
�
B

... AB
... : : :

... An�1B
�

= PC

Puisque C est de rang plein donc C est aussi de rang plein

La matrice d�observabilité est :

On =

0BBBBBBBBB@

C
� � �
C A
� � �
...
� � �

C An�1

1CCCCCCCCCA
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=

0BBBBBBBBB@

CP�1

� � �
CP�1PAP�1

� � �
...
� � �

CAn�1P�1

1CCCCCCCCCA

=

0BBBBBBBBB@

C
� � �
CA
� � �
...
� � �

CAn�1

1CCCCCCCCCA
P�1

= OP�1

Puisque O est de rang plein , alors O est de rang plein .

On déduit que fA;B;C;Dg est une réalisation minimale .

3.7 Réalisation par bloc

Une matrice rationnelle H(s) 2 Rr�m est dite propre si lims!+1H(s) � 1 et elle est dite

strictement propre si lims!+1 H(s) = 0 .

Nous allons citer une façon simple pour écrire une réalisation d�éspace d�état d�une matrice

rationnelle H(s):

Nous écrivons :

H(s) =
N(s)

d(s)
(3.7.1)

où le polynôme dénominateur :

d(s) = sr + dr�1s
r�1 + : : :+ d1s+ d0 (3.7.2)

est le multi monique le moins commun des dénominateurs des entrées de H(s), et :

N(s) = Nrd(s) +Nr�1s
r�1 + : : :+N1s+N0 (3.7.3)
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On note que Nr = 0 si H(s) est strictement propre .

Soient :

A =

0BBB@
0 Im � � � 0
...

...
. . .

...
0 0 � � � Im

�d0Im �d1Im � � � �dr�1Im

1CCCA 2 Rrm�rm (3.7.4)

B =

0BBB@
0
...
0
Im

1CCCA 2 Rrm�m (3.7.5)

C =
�
N0 N1 � � � Nr�1

�
2 Rr�rm (3.7.6)

D = Nr 2 Rr�m (3.7.7)

(ou Im est la matrice identité de dimension m�m)

Alors fA;B;C;Dg est une réalisation de H(s):

Lemme 3.7.1 SoitH(s) 2 Rr�m une matrice rationnelle propre satisfaisant (3:7:1); (3:7:2) et (3:7:3)

alors, la représentation fA;B;C;Dg donné par (3:7:4); (3:7:5); (3:7:6); (3:7:7) est une réali-

sation de H(s):

Preuve Soit :

�(s) =
�
�0(s)

T � � � �r�1(s)
T
�T

est une matrice formée par les dernières m colonnes de (SI � A)�1 ,

Il découle ensuite de :

(SI � A) � =
�
0 � � � 0 I

�T
que,

s�0(s) = �1(s); : : : ;
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s�r�2(s) = �r�1(s)

d0�0(s) + � � �+ dr�2�r�2(s) + (s+ dr�1)�r�1(s) = I

Par équivalence nous obtenons :

s�0(s) = �1(s)

s2�0(s) = �2(s); : : : ;

sr�1�0(s) = �r�1(s)

et :

d(s)�0(s) = I

ainsi :

H(s) = C (SI � A)�1B +D

car :

H(s) = Nr +Nr�1
sr�1

d(s)
+ � � �+N1

s

d(s)
+N0

1

d(s)

= Nr +Nr�1�r�1(s) + � � �+N1�1(s) +N0�0(s)

=
�
N0 � � � Nr�2 Nr�1

�
0BBB@
� � � � � �0(s)
...
. . .

...
...

� � � � � �r�2(s)
� � � � � �r�1(s)

1CCCA
0BBB@

0
...
0
Im

1CCCA+Nr (3.7.8)

Exemple 3.7.1 Dans cet exemple, on obtient une réalisation minimale de :
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H(s) =

 
1

(s�1)2
1

(s�1)(s+3)
�6

(s�1)(s+3)2
s�2
(s+3)2

!
En appliquant le théorème de décomposition de Kalman sur ces blocs. Le moins multiple

commun des dénominateurs des entrées de H(s) est donné par :

d(s) = sr + dr�1s
r�1 + : : :+ d1s+ d0

= (s� 1)2 (s+ 3)2

= s4 + 4s3 � 2s2 � 12s+ 9

et on peut écrire :

H(s) =
N(s)

d(s)

où,

N(s) =

�
(s+ 3)2 (s� 1)(s+ 3)
�6(s� 1) (s� 1)2(s� 2)

�

=

�
s2 + 6s+ 9 s2 � 2s� 3
�6s+ 6 s3 � 4s2 + 5s� 2

�

= N4d(s) +N3s
3 +N2s

2 +N1s+N0

avec :

N4 =

�
0 0
0 0

�
;

N3 =

�
0 0
0 1

�
;

N2 =

�
1 1
0 �4

�
;
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N1 =

�
6 2
�6 5

�
;

et

N0 =

�
9 �3
6 �2

�
Alors la réalisation fA;B;C;Dg de H(s) est :

A =

0BB@
0 I2 0 0
0 0 I2 0
0 0 0 I2

�dOI2 �d1I2 �d2I2 �d3I2

1CCA

=

0BBBBBBBBBB@

0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1
�9 0 12 0 2 0 �4 0
0 �9 0 12 0 2 0 �4

1CCCCCCCCCCA

B =

0BB@
0
0
0
I2

1CCA

=

0BBBBBBBBBB@

0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1

1CCCCCCCCCCA
C =

�
N0 N1 N2 N3

�

=

�
9 �3 6 2 1 1 0 0
6 �2 �6 5 0 �4 0 1

�
et :
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D = N4

=

�
0 0
0 0

�

Théorème 3.7.1 H(s) est une matrice de transfert réalisable d�un système L.T.I si et seule-

ment si H(s) est une matrice de fonctions rationnelles tel que :

lim
s!+1

H(s) � 1 (3.7.9)

ie : si et seulement si H(s) est une matrice rationnelle propre .

Preuve

(N�ecessit�e) Si le système (3:0:1) est une réalisation de H(s) = C(sI � A)�1B +D

On a,

H(s) = D +
X1

i=0
(CAi�1B)s�i

d�où,

lim
s!+1

H(s) = D

qui est une matrice réelle �nie .

(Suffisance) : Pour montrer la su¢ sance il su¢ t de se baser sur l�algorithme d�existence de

réalisation et pour cela on se réfère à [29].



Chapitre 4

Systèmes linéaires fractionnaires à
temps continu

Ce chapitre traite une nouvelle classe de systèmes linéaires fractionnaires à temps continu. Des

conditions nécessaires et su¢ santes garantissant l�existence de réalisations pour cette classe

de systèmes sont alors établies. Notre but est donc développer les résultats des chapitres

précédents pour la classe des systèmes fractionnaires.

4.1 Représentation d�état d�un système linéaire frac-
tionnaire à temps continu

On considère le système linéaire fractionnaire à temps continu décrit par ces équations :

D�x(t) = Ax(t) +Bu(t) ; 0 � � � 1 (4.1.1)

y(t) = Cx(t) +Du(t) (4.1.2)

où : x(t) 2 Rn est le vecteur d�état , u(t) 2 Rm est le vecteur d�entrée et y(t) 2 Rr est le

vecteur de sortie. A 2 Rn�n , B 2 Rn�m , C 2 Rr�n , D 2 Rr�m .

La valeure initiale est notée par : x0 = x(0):
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D� dé�nit la dérivée fractionnaire de Caputo d�ordre � (� 2 R�+) pour une fonction N

fois di¤érentiable .

D�f(t) =
1

�(N � �)

Z t

0

f (N) (�)

(t� �)��N+1d� ;N � 1 � � � N (N 2 N�) (4.1.3)

f (N) (�) =
dNf(�)

d�N

et :

�(x) =

Z t

0

e�ttx�tdt

est la fonction Gamma .

4.2 La fonction de transfert

En utilisant la transformée de Laplace et comme (s�I � A) est supposé régulière, il suit alors,

X(s) = (s�I � A)�1BU(s) (4.2.1)

Après l�application de la transformée de Laplace et une subtitution de (4:2:1) dans (4:1:2),

on obtient :

Y (s) =
�
C(s�I � A)�1B +D

�
U(s) (4.2.2)

où la matrice ,

H(s) = C(s�I � A)�1B +D (4.2.3)

est appelée la matrice de transfert du système (4:1:1; 4:1:2)

On déduit qu�il est toujours possible d�obtenir une matrice de transfert à partir d�une repré-

sentation d�état d�un système fractionnaire linéaire à temps continu donné.

L�objetif de ce travail est de montrer comment obtenir une représentation d�état à partir

d�une matrice de transfert donnée.
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Dé�nition 4.2.1 La réalisation d�une matrice de transfert donnée H(s) 2 Rr�m est toute

représentation d�état fA;B;C;Dg tel que :

H(s) = C(s�I � A)�1B +D

La dimension de la matrice A est appelé l�ordre de la réalisation du système.

4.3 L�éxistence de la réalisation du système linéaire
fractionnaire à temps continu

En se basant sur la formule (4:2:1) et en notant :

� = s� (4.3.1)

On peut exprimer H(s) par :

G(�) = C(�I � A)�1B +D (4.3.2)

On déduit alors que la condition pour que la réalisation fA;B;C;Dg de H(s) existe et que

toutes les entrées dans H(s) sont des fonctions rationnelles de l�ordre naturel avec variable

complexe s� satisfaisant

lim
s!+1

H(s) � 1:

En utilisant la formule (4:3:1), on peut développer G(�) dans une série de Laurent :

G(�) = H0 + �
�1H1 + �

�2H2 + : : : (4.3.3)

Par conséquent :

H(s) = H0 + s
��H1 + s

�2�H2 + : : : (4.3.4)
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Dé�nition 4.3.1 Les termes Hi , i = 1; 2; : : : dans la formule (4:3:4) sont l�extension des

paramètres de Markov d�un système linéaire fractionnaire. Ils sont déterminés par les formules

suivantes :

H0 = lim
s!+1

H(s);

H1 = lim
s!+1

s�(H(s)�H0);

H2 = lim
s!+1

s2�(H(s)�H0 �H1s��) :::

Théorème 4.3.1 L�ensemble fA;B;C;Dg est une réalisation de H(s) si et seulement

si :

H0 = D

et

Hi = CA
i�1B ; i = 1; 2; :::

Preuve

Si la représentation fA;B;C;Dg est une réalisation de la matrice de transfert H(s) alors :

H(s) = C(s�In � A)�1B +D

= C(s�(In � s��A))�1B +D

= Cs��(In � s��A)�1B +D

= Cs��
+1X
i=0

(s��A)iB +D

= C

+1X
i=1

Ai�1s��iB +D
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=

+1X
i=1

[CAi�1B]s��i +D

D�où le résultat .

4.4 Réalisation minimale du système linéaire fraction-
naire à temps continu

Si fA;B;C;Dg est une réalisation de H(s), il existe une autre représentation fA;B;C;Dg

qui est aussi une réalisation de H(s) tel que :

A = PAP�1

B = PB

C = CP�1

D = D

avec P une matrice inversible .

Un autre moyen de générer d�autres réalisations de H(s) est,

Si la représentation fA;B;C;Dg est une réalisation de H(s) ensuite le système suivant :

D�x(t) = Ax(t) +Bu(t) ; (0 � � � 1) , x(0) = 0 (4.4.1)

D�z(t) = Az(t) +Bu(t) ; (0 � � � 1) (4.4.2)

y(t) = Cx(t) +Du(t) (4.4.3)

est aussi une représentation de H(s). Ceci est le fait que la deuxième équation d�état (4:4:2)

n�évalue pas l�équation d�état de sortie, par conséquente si la dimension de A est n et la
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dimension de A est n, donc l�ordre de cette nouvelle réalisation est n + n. On déduit qu�on

peut toujours élargir l�ordre d�une réalisation, mais il existe un ordre de réalisation minimale

d�une fonction de transfert donnée .

Dé�nition 4.4.1 Le système (4:1:1)� (4:1:2) est appelé la réalisation minimale de la fonc-

tion de transfert :

H(s) = C(s�In � A)�1B +D

Si la dimension de l�espace d�état est minimale parmi toutes les réalisations possibles deH(s):

Théorème 4.4.1 Une réalisation fA;B;C;Dg d�ordre n de H(s) est minimale si et seule-

ment si (A;B) est contrôlable et (C;A) est observable .

Preuve

(N�ecessit�e) nous prouvons cela par l�absurde, autrement dit,

Supposons que la réalisation fA;B;C;Dg est minimale mais n�est pas contrôlable , en uti-

lisant la décomposition de Kalman pour un système linéaire fractionnaire d�ordre � dans le

sens de Caputo , il existe une matrice non singulière P de même dimension n comme A tel

que :

A = PAP�1 =

�
A11 A12
0 A22

�

B = PB =

�
B1
0

�

C = CP�1 =
�
C1 C2

�
et

D = D

où :
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A11 2 Rq�q; B1 2 Rq�m; C1 2 Rr�q et la paire (A11; B1) est contrôlable .

On a vu précédemment que :

H(s) = C(s�In � A)�1B +D

H(s) = C(s�In � A)�1B +D

Cependant on sait que :

(s�In � A)�1 =
+1X
i=1

Ai�1s��i

(s�In � A)�1 =
+1X
i=1

Ai�1

s�i

et comme :

A =

�
A11 A12
0 A22

�

A2 =

�
A211 A11A12 + A12A22
0 A222

�

=

�
A211

cA2
0 A222

�
Avec :

cA2 = A11A12 + A12A22
de la même manière :

A3 =

�
A311

cA3
0 A322

�

: : : : : :

On déduit que :
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Ai =

�
Ai11 cAi
0 Ai22

�
; i = 0; 1; 2; :::

On obtient cependant :

H(s) =
�
C1 C2

� P+1
i=1

Ai�111

s�i

P+1
i=1

dAi�1
s�i

0
P+1

i=1
Ai�122

s�i

!�
B1
0

�
+D

=
�
C1 C2

� P+1
i=1

Ai�111

s�i
B1

0

!
+D

= C1

+1X
i=1

Ai�111

s�i
B1 +D

= C1 (s
�Iq � A11)�1B1 +D

La représentation fA11; B1; C1; Dg est une représentation de H(s) de dimension q inférieure

à n. C�est une contradiction qui complète la preuve. Même démonstration si la réalisation

est non observable.

(Suffisance) Supposons que la réalisation fA;B;C;Dg d�ordre n est contrôlable et obser-

vable mais elle n�est pas minimale, donc il existe une autre réalisation fA;B;C;Dg d�ordre

n � n .

D�après le théorème (3:0:6), on a :

D = D

et

CAi�1B = C Ai�1 B; i = 1; 2; :::

Les matrices de contrôlabilité des représentations fA;B;C;Dg et fA;B;C;Dg sont données

par :

Cn =
�
B

... AB
... A2B

... : : :
... An�1B

�
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Cn =
�
B

... A B
... A2 B

... : : :
... An�1 B

�
Les matrices d�observabilité des représentations fA;B;C;Dg et fA;B;C;Dg sont décrits

par :

On =

0BBBBBBBBB@

C
� � �
CA
� � �
...
� � �

CAn�1

1CCCCCCCCCA

On =

0BBBBBBBBB@

C
� � �
C A
� � �
...
� � �

C An�1

1CCCCCCCCCA
On a :

OnCn =

0BBB@
CB CAB � � � CAn�1B
CAB CA2B � � � CAnB
...

...
. . .

...
CAn�1B CAnB � � � CA2n�2B

1CCCA

=

0BB@
C B C A B ::: C An�1 B

C A B C A2 B :: C An B
::: ::: ::: :::

C An�1 B C An B ::: C A2n�2 B

1CCA
= On Cn

En utilisant l�inégalité du rang de sylvester :

rangOn + rangCn � n � rang(OnCn) � min(rangOn; rangCn)
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et puisque fA;B;C;Dg est contrôlable et observable, il s�ensuit,

rangOn = rangCn = n

Donc :

n � rang(On Cn) � min(rangOn; rangCn) � n

ie :

n � n

Cependant n ne peut pas être supèrieur à n, le fait que la réalisation fA;B;C;Dg est mini-

male, alors n = n .

On conclut que si la réalisation fA;B;C;Dg est contrôlable et observable, donc elle est

minimale.



Chapitre 5

Systèmes linéaires singuliers à temps
continu

Ce chapitre est organisé de la façon suivante. D�abord, nous commençons par une introduction

aux systèmes singuliers. Après nous nous intéressons à ses propriétés structurelles et à la

recherche de la solution des systèmes linéaires singuliers en temps continu .

Considérons le système linéaire continu suivant :

Ex�(t) = Ax(t) +Bu(t) (5.0.1)

y(t) = Cx(t) +Du(t) (5.0.2)

où :

x(t) 2 Rn est le vecteur d�état , u(t) 2 Rm est le vecteur d�entrée et y(t) 2 Rr est le vecteur

de sortie . A 2 Rn�n , B 2 Rn�m , C 2 Rr�n , D 2 Rr�m , E 2 Rn�n:

Dé�nition 5.0.2 Le système (5:0:1) est dit singulier si detE = 0:

Dans le cas contraire , c�est à dire si detE 6= 0 , il est dit standard .

Si E = In le système est aussi appelé standard ( ou explicite ) .

Le système (5:0:1) est dit régulier si et seulement si :

det(Es� A) 6= 0
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pour un certain s 2 C:

La fonction de transfert

Si on applique la transformée de Laplace, on trouve :

L[Ex�(t)] = L[Ax(t)] + L[Bu(t)]

EL[x�(t)] = AL[x(t)] +BL[u(t)]

où L[x(t)] = X(s), il s�ensuit alors ,

EsX(s) = AX(s) +BU(s)

sEX(s) = AX(s) +BU(s)

sEX(s)� AX(s) = BU(s)

X(s)(sE � A) = BU(s)

Admettons que notre faisceau est régulier et que x0 = 0 donc,

X(s) = (sE � A)�1BU(s) (5.0.3)

et même par rapport à y(t), et si on applique la transformée de Laplace :

L[y(t)] = L[Cx(t)] + L[Du(t)]

L[y(t)] = CL[x(t)] +DL[u(t)]

Y (s) = CX(s) +DU(s) (5.0.4)

Une subtitution de la solution (5:0:3) dans (5:0:4) donne :
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Y (s) = C(sE � A)�1BU(s) +DU(s)

= [C(sE � A)�1B +D]U(s)

= H(s)U(s)

tel que,

H(s) = C(sE � A)�1B +D (5.0.5)

La fonction matricielle H(s) est appelée fonction de transfert du système .

On peut écrire H(s) par :

H(s) = C(sE � A)�1B +D

= C
adj(sE � A)
det(sE � A)B +D

si on pose det(sE � A) = G(s) alors :

H(s) = C
adj(sE � A)

G(s)
B +D

=
Cadj(sE � A)B +DG(s)

G(s)

En notant :

H(s) =
N(s)

G(s)
(5.0.6)

Les pôles de la fonction de transfert sont les zéros du polynôme caractéristique :

G(s) = det(sE � A)

qui sont les valeurs propres de (E;A) :
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Dé�nition 5.0.3 Pour un système singulier, on supposera que det(Es�A) 6= 0 pour uncer-

tain s 2 C. Dans ce cas, on peut écrire la matrice résolvante comme unique série de Laurent

( voir [5])

(sE � A)�1 =
1X

i=��
�is

�(i+1) (5.0.7)

où � est appelé indice de nilpotence de (E;A), il est décrit par :

� = rgE � deg[det(Es� A)] + 1

�i est appelée la matrice fondamentale de (5:0:1) , elle véri�e les propriétés suivantes :

1. �i = 0, pour i � ��

2. �0A�i =
�
�i+1 pour i � 0
0 pour i � 0

3. ���1E�i =
�

0 pour i � 0
�i�1 pour i � 0

4. �0E�i =
�
�i pour i � 0
0 pour i � 0

5. ���1A�i =
�
0 pour i � 0
�i pour i � 0

6. �i = (�0A)i�0 , pour i � 0

7. ��i�1E�i =
�

0 pour i � 0
�i�1 pour i � 0

Exemple 5.0.1 Considérons les matrices E et A suivantes,

E =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 0

1A

A =

0@ 1 0 0
0 0 1
0 1 0

1A
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(Es� A)�1 =

0@ 1
s�1 0 0

0 0 �1
0 �1 �s

1A = ��2s+ ��1 + �0s
�1 + :::

où :

��2 =

0@ 0 0 0
0 0 0
0 0 �1

1A

��1 =

0@ 0 0 0
0 0 �1
0 �1 0

1A
�i = (�0A)

i�0, pour i � 0 ,

�i =

0@ 1 0 0
0 0 0
0 0 0

1A
5.1 Réalisation

Une réalisation de H(s) est tout ensemble noté fE;A;B;C;Dg tel que :

H(s) = C(sE � A)�1B +D

5.2 Paramétres de Markov

Toute matrice de transfert rationnelle réelle H(s) 2 Cr�m peut être décomposée en série de

Laurent :

H(s) = H0 +H1s
�1 +H2s

�2 + :::

où les matrices Hi, i = 1; 2; :::sont les paramètres de Markov du système. Ils peuvent être

calculés par :

H0 = lim
s!+1

H(s);
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H1 = lim
s!+1

s(H(s)�H0);

H2 = lim
s!+1

s2(H(s)�H0 �H1s�1) :::

Théorème 5.2.1 L�ensemble fE;A;B;C;Dg est une réalisation de H(s) si et seulement

si :

H0 = D

et

Hi = C�iB ; i = ��; :::; 0; 1; 2; :::

Preuve

Si la représentation fE;A;B;C;Dg est une réalisation de la matrice de transfert H(s) alors :

H(s) = C(sE � A)�1B +D

= C
1X

i=��
�is

�(i+1)B +D

= C[

1X
i=0

�is
�(i+1)]B + C[

�X
i=1

��is
i�1]B +D

= C[
1X
i=0

(�0A)
is�(i+1)]�0B +

�X
i=1

C��iBs
i�1 +D (5.2.1)

5.3 Réalisation minimale

Dé�nition 5.3.1 Une réalisation minimale ou réalisation irréductible de H(s) est tout en-

semble fE;A;B;C;Dg tel que son ordre n est minimal .
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5.4 Trajectoire d�états de systèmes singuliers en temps
continu

La solution x(t) du système (5:0:1) avec la condition initiale x(t0) = x0 et le contrôle u(t) est

donnée par :

x(t) = e�0At�0Ex0 +

Z t

0

e�0A(t��)�0Bu(�)d� +

�X
j=1

��j(Bu
(j�1)(t) + Ex0�

(j�1)(t)) (5.4.1)

où u(j) = diu
dtj
, j = 1; :::; �� 1:

Preuve

Par application de la transformée de Laplace à l�équation (5:0:1) on obtient,

EsX(s)� Ex0 = AX(s) +BU(s)

EsX(s)� AX(s) = Ex0 +BU(s)

(Es� A)X(s) = Ex0 +BU(s)

Le système (5:0:1) étant régulier, donc(Es�A)�1 existe pour un certain nombre s 2 C, par

suite :

X(s) = (Es� A)�1(Ex0 +BU(s))

De la relation (5:0:7) il s�ensuit :

X(s) =
1X

i=��
�is

�(i+1)(Ex0 +BU(s))

X(s) =

1X
i=��

�is
�(i+1)Ex0 +

1X
i=��

�is
�(i+1)BU(s)
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X(s) =
1X
i=0

�is
�(i+1)Ex0 +

1X
i=0

�is
�(i+1)BU(s) +

�X
i=1

��is
(i�1)Ex0 +

�X
i=1

��is
(i�1)BU(s)

En�n, nous utiliserons la transformée inverse de Laplace et le théorème de convolution pour

obtenir la solution du système, sachant que :

L(e�0At�0) =
1X
i=0

�is
�(i+1)

On aura alors ,

x(t) = e�0At�0Ex0 +BL�1[L(e�0At�0)L[u(t)]] + Ex0
�X
i=1

��i�
(i�1) +B

�X
i=1

��iu
(i�1)(t)

x(t) = e�0At�0Ex0 + [(e
�0At�0) �B[u(t)]] + Ex0

�X
i=1

��i�
(i�1)(t) +B

�X
i=1

��iu
(i�1)(t)

Par conséquent :

x(t) = e�0At�0Ex0 +

Z t

0

e�0A(t��)�0Bu(�)d� +

�X
i=1

��i(Bu
(i�1)(t) + Ex0�

(i�1)(t))

Exemple 5.4.1 Si on considère le système (5:0:1) avec :

E =

0@ 0 1 0
0 0 1
0 0 0

1A ; A =
0@ 1 0 0
0 0 0
0 1 0

1A ; B =
0@ 1
0
1

1A
C =

�
0 0 1

�
; D = 2

alors ,

det(sE � A) = �s
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et :

(sE � A)�1 =

0@ �1 0 �s
0 0 �1
0 1

s
0

1A
donc le système est régulier et l�indice de nilpotence � = 2, par conséquent les matrices

fondamentales sont tels que,

��2 =

0@ 0 0 �1
0 0 0
0 0 0

1A ;��1 =
0@ �1 0 0

0 0 �1
0 0 0

1A ;�0 =
0@ 0 0 0
0 0 0
0 1 0

1A
par suite ,

�0A =

0@ 0 0 0
0 0 0
0 0 0

1A ; e�0A =
0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 1

1A
d�après la propriété 2, on obtient,

�i = �0A�i�1 =

0@ 0 0 0
0 0 0
0 0 0

1A ; pour i � 0
La solution du système est par suite donnée par,

x(t) = e�0At�0Ex0 + ��1Bu(t) + ��1Ex0�(t) + ��2Bu
(1)(t) + ��2Ex0�

(1)(t)

x(t) =

0@ �u(t)� x2;0�(t)� u(1)(t)
�u(t)
x3;0

1A

5.5 La réponse de systèmes singuliers en temps continu

La sortie du système singulier (5:0:1) est donnée par :

y(t) = Cx(t) +Du(t)
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y(t) = Ce�0At�0Ex0+

Z t

0

Ce�0A(t��)�0Bu(�)d�+

�X
i=1

C��i(Bu
(i�1)(t)+Ex0�

(i�1)(t))+Du(t)

(5.5.1)

En substituant x(0) = 0 et u(t) = �(t) dans (5:5:1), on obtient la réponse impulsionnelle h(t)

du système (5:0:1) :

h(t) =

�
Ce�0At�0B pour t � 0

Ce�0At�0B +
P�

i=1C��i(B�
(i�1)(t)) +D�(t) pour t = 0



Chapitre 6

Systèmes linéaires fractionnaires et
singuliers à temps continu

Dans cette partie, l�accent est mis sur une nouvelle classe de systèmes qui est celle des

systèmes fractionnaires et singuliers. Notre objectif dans cette séction est d�addapter

quelques résultats sur ce type de systèmes .

On considère le système linéaire fractionnaire et singulier à temps continu décrit par les

équations :

ED�x(t) = Ax(t) +Bu(t) ; 0 � � � 1 (6.0.1)

y(t) = Cx(t) +Du(t) (6.0.2)

où : x(t) 2 Rn est le vecteur d�état, u(t) 2 Rm est le vecteur d�entrée et y(t) 2 Rr est le

vecteur de sortie .E 2 Rn�n; A 2 Rn�n , B 2 Rn�m , C 2 Rr�n , D 2 Rr�m .

La condition initiale est notée par : x0 = x(0):

D� dé�nit la dérivée fractionnaire de Caputo d�ordre � (� 2 R�+) pour une fonction n

fois di¤érentiable .



6.1 La fonction de transfert 55

6.1 La fonction de transfert

En utilisant la transformée de Laplace et comme (s�E � A) est régulière , il suit alors ,

X(s) = (s�E � A)�1BU(s) (6.1.1)

et

Y (s) = CX(s) +DU(s) (6.1.2)

Une application de la transformée de Laplace et une subtitution de (6:1:1) dans (6:1:2),

donne :

Y (s) =
�
C(s�E � A)�1B +D

�
U(s) (6.1.3)

où la matrice,

H(s) = C(s�E � A)�1B +D (6.1.4)

est appelée la matrice de transfert du système (6:0:1; 6:0:2)

Dé�nition 6.1.1 La réalisation d�une matrice de transfert donnée H(s) 2 Rr�m est toute

représentation d�état fE;A;B;C;Dg tel que :

H(s) = C(s�E � A)�1B +D

La dimension des matrices E et A est appelée l�ordre de la réalisation du système .

6.2 L�éxistence de la réalisation du système linéaire
fractionnaire et singulier à temps continu

En se basant sur la formule (6:1:1) et en prenant,

� = s� (6.2.1)
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On peut exprimer H(s) par :

H(�) = C(�E � A)�1B +D (6.2.2)

On déduit alors que la condition pour que la réalisation fE;A;B;C;Dg de H(s) existe et que

toutes les entrées dans H(s) sont des fonctions rationnelles de l�ordre naturel avec variables

complexes s� satisfaisant lims!+1 H(s) � 1 .

En utilisant la formule (6:2:2), on peut développer H(�) dans une série de Laurent,

H(�) = H0 + �
�1H1 + �

�2H2 + : : : (6.2.3)

Par conséquent :

H(s) = H0 + s
��H1 + s

�2�H2 + : : : (6.2.4)

Dé�nition 6.2.1 Les termes Hi, i = 1; 2; : : : dans la formule (6:2:4) sont l�extension des

paramètres de Markov d�un système linéaire fractionnaire. Ils sont déterminés par les formules

suivantes :

H0 = lim
s!+1

H(s);

H1 = lim
s!+1

s�(H(s)�H0);

H2 = lim
s!+1

s2�(H(s)�H0 �H1s��) :::

Théorème 6.2.1 L�ensemble fE;A;B;C;Dg est une réalisation de H(s) si et seulement

si,

H0 = D

et

Hi = C�iB ; i = ��; :::; 0; 1; 2; :::
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Preuve

Si la représentation fE;A;B;C;Dg est une réalisation de la matrice de transfert H(s) alors :

H(s) = C(s�E � A)�1B +D

= C

1X
i=��

�is
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Conclusion et perspectives
Le principal objectif de ce mémoire est de chercher la réalisation minimale de systèmes

linéaires de type fractionnaires ou non, et /ou singuliers. Quleques caractérisations et critères

ont été établis pour garantir l�éxistence d�une telle réalisation. Lors de cette étude, le problème

de la sorvabilité pour les di¤érentes classes de systèmes étudiés a été considéré. Des conditions

nécessaires et su¢ santes pour la contrôlabilité et l�observabilité ont été établis en utilisant

la décomposition de Kalman. Cela nous a de même assuré et délivré le certi�cat de garantie

pour une meilleure réalisation. Nous citerons quelques lignes en perspectives tel que l�étude

de la recherche de réalisation minimale pour les systèmes multi-entrée multi-sortie (MIMO).

La classe des modèles discrets sera aussi intéréssante pour l�adaptation de nos résultats.
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