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Résumé

Dans ce mémoire de Master on a généralisé certains trvaeaux de Awan et al. JIPAM 2008.D�autres

trvaeaux de Kashuri et al. publié en 2016 ont été aussi généralisés dans notre mémoire.
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INTRODUCTION GENERALE

En mathématiques, le calcul fractionnaire est une branche de l�analyse qui étudie des

intégrales et des opérateurs di¤érentiels ayant un ordre non entier.

L�objet ce travail est d�étudier et généraliser quelque inégalités intégrales classiques en

utilisant l�approche fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.

Dans ce mémoire, nous allons proposer une introduction, quatre chapitre et une conclusion.

Dans le premier chapitre on intoduit des notions de base de l�integrale fractionnaire au

sens de Riemann-Liouville.

Le deuxième chapitre est consacré à établir quelque inégalités integrables de type

Chebychev à un poids positif et généraliser des résultat classiques publiés dans [2].

Le troisième chapitre est consacré à des résultats fractionnaires de type Ste¤ensen et de

type Chebychev avec un poids quelconque.

En�n, notre dernier chapitre sera consacré à l�étude de quelque inégalité intégrales des

fonction convexe et on généralise aussi quelques théorèmes des intégrales classique donné

dans [1].



Chapitre 1

Description du calcul fractionnaire

1.1 Introduction

Ce premier chapitre est destiné aux di¤érents fonctions outils dans le calcul fractionnaire

(fonction Gamma d�Euler, fonction Béta d�Euler), et on introduira l�approche de l�integrale

fractionnaire, celle de Riemann-Liouville et on présentera quelques unes de leur propriétés.

1.2 Fonctions spéciales du calcul fractionnaire

1.2.1 Fonction Gamma d�Euler

Dé�nition 1.2.1 Soit x 2 R�+. La fonction gamma d�Euler est donné par :

�(x) =

+1Z
0

tx�1 exp(�t)dt:

Quleques propriétés de la fonction Gamma :

1) �(1) = �(2) = 1:

2) �(x+ 1) = x�(x); 8x 2 R�+:

3) �(n+ 1) = n!; 8n 2 N:

Proposition 1.2.1 La fonction gamma d� Euler admet des poles simple pour tout point

m 2 ZnN�:

Remarque 1.2.1 La fonction �(:) peut-être considérée comme une généralisation de la fonc-

tion factorielle.
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1.2.2 Fonction Béta d�Euler

Dé�nition 1.2.2 Soit x; y 2 R�+. La fonction Béta d�Euler est donné par :

B(x; y) =

1Z
0

tx�1(1� t)y�1dt:

Proposition 1.2.2 Soit x; y 2 R�+, Alors, on a

1) B(x; y) = B(y; x):

2) B(x; y)�(x+ y) = �(x)�(y):

1.3 Integrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.3.1 Soient f une fonction continue sur [a; b] et � un nombre réel positive.

L�integrale fractionnaire d�ordre � au sens de Riemann-Liouville de f est donné par :

J�a f(x) =
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1f(t)dt; � > 0; x > a:

J0af(x) = f(x):

Exemple 1.3.1 Soient x > a; � � 0;Alors, on a

J�a (x� a)� =
�(� + 1)

�(�+ � + 1)
(x� a)�+�; 8� > �1: (1.3.1)

Proposition 1.3.1 Soient f : [a; b]! R; f 2 C[a; b] et �; � � 0; Alors, on a

J�a J
�
a f(x) = J�+�a f(x) (1.3.2)

= J�a J
�
a f(x); a < x � b:



Chapitre 2

Inégalités de Chebyshev et Ste¤ensen
avec poids positif

2.1 Introduction

On considère la fonctionnelle de Chebyshev [5]

T (f; g) :=
1

b� a

�Z b

a

f(x)g(x)dx

�
� 1

b� a

�Z b

a

f(x)dx

�
1

b� a

�Z b

a

g(x)

�
avec f et g sont deux fonctions integrable sur [a; b].

L�un des inégalités les plus utilisées est T (f; g) � 0; telle que f et g ont le même sens de

variation.

Et si f est une fonction bornée par des nombre réel m et M et g est une fonction continue

avec g0 2 L1 [a; b] ; On a [16]

jT (f; g)j � b� a
8
(M �m)jjg0jj1:

2.2 Rappels

Dé�nition 2.2.1 [5] Soient f; g : [a; b] �! R et p : [a; b] �! R+ des fonctions integrable

sur [a; b]:La fonctionnelle de Chebyshev à un poids est donnée par

T (f; g; p) :=
1R b

a
p(x)dx

Z b

a

(pfg)(x)dx� 1R b
a
p(x)dx

Z b

a

(pf)(x)dx
1R b

a
p(x)dx

Z b

a

(pg)(x)dx
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Remarque 2.2.1 Pour p(t) = 1; On a T (f; g; 1) = T (f; g); et la même chose pour T (f; g; p)

, si f et g ont le même sens de variation alors on a T (f; g; p) � 0:

Théorème 2.2.1 [2] Si � est une fonction continue sur [a; b] et p une fonction positive et

integrable sur [a; b] ; avec (�0)2 2 L1 [a; b] , Alors

T (�; �; p) � 1

P 2(b)

Z b

a

~P (x) (�0)
2
(x)dx (2.2.1)

telle que P (x) =
R x
a
p(u)du et ~P (x) = P (x)

R b
a
tp(t)dt� P (b)

R x
a
tp(t)dt:

Dé�nition 2.2.2 Soit f : [a; b] �! R une fonction mesurable. On dit que f 2 Lp[a; b]; Si
bR
a

jf(x)jp dx < +1; 81 � p < +1:

Dé�nition 2.2.3 Soit f : [a; b] �! R une fonction mesurable. On dit que f 2 L1[a; b]; si

9c 2 R+ tel que jf j < c p.p. x 2 [a; b].

2.3 Quelques généralisation des inégalités de Cheby-
shev

Théorème 2.3.1 [3] Soient f; g : [a; b] �! R continues ayant le même sens de variation.

Alors, pour tout � > 0; on a

(t� a)�
�(�+ 1)

J�a (fg)(x)� (J�a f(x)) (J�a g(x)) � 0; 8x[a; b]: (2.3.1)

Lemme 2.3.1 Soient f; g : [a; b] �! R continues et p : [a; b] �! R une fonction continues

et positive. Alors on a

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

=
1

2 [�(�)J�a p(x)]
2

xZ
a

xZ
a

(x� u)��1(x� v)��1p(u)p(v)(f(u)� f(v))(g(u)� g(v))dudv

(2.3.2)
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2.4 Résultats fractionnaires

On démontre le lemme suivant,

Lemme 2.4.1 Soient f; g : [a; b] �! R deux fonctions intégrables, p : [a; b] �! R+ une

fonction integrable et g0 2 L1[a; b];alors 8� > 0; 8x 2]a; b]; on a

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

=
1

[J�a p(x)]
2

xZ
a

g0(t)

8<:
tZ

a

(x� y)��1Hx(y)p(y)dy

9=; dt: (2.4.1)

telle que

Hx(y) =
1

�(�)

h
J�a (pf)(x)� f(y)J�a p(x)

i
: (2.4.2)

Preuve :

Par une integration par partie, on obtient

xZ
a

g0(t)

8<:
tZ

a

(x� y)��1Hx(y):p(y)dy

9=; dt = g(t)

tZ
a

(x� y)��1Hx(y)p(y)dyjt=xt=a

�
xZ
a

g(t)(x� t)��1Hx(t)p(t)dt:

Et donc
xZ
a

g0(t)

8<:
tZ

a

(x� y)��1Hx(y):p(y)dy

9=; dt = g(x)

xZ
a

(x� y)��1Hx(y)p(y)dy

�
xZ
a

g(t)(x� t)��1Hx(t)p(t)dt:

On remplace Hx(y) et Hx(t) par (2.4.2), alors on trouve

xZ
a

g0(t)f
tZ

a

(x� y)��1Hx(y)p(y)dygdt

= g(x)J�a (pf)(x)
1

�(�)

xZ
a

(x� y)��1p(y)dy � g(x)J�a p(x)
1

�(�)

xZ
a

(x� y)��1f(y)p(y)dy

�J�a (pf)(x)
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1g(t)p(t)dt+ J�a p(x)
1

�(�)

xZ
a

(x� t)��1g(t)f(t)p(t)dt:
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Par conséquent
xZ
a

g0(t)f
tZ

a

(x� y)��1Hx(y)p(y)dygdt = g(x) [J�a (pf)(x)J
�
a p(x)� J�a p(x)J�a (pf)(x)]

+J�a p(x)J
�
a (pfg)(x)� J�a (pf)(x)J�a (pg)(x):

D�où
xZ
a

g0(t)f
tZ

a

(x� y)��1Hx(y)p(y)dygdt = J�a p(x)J
�
a (pfg)(x)� J�a (pf)(x)J�a (pg)(x):

(2.4.3)

Si on multiplie (2.4.3) par
1

[J�a p(x)]
2
, on obtient (2.4.1).

Théorème 2.4.1 Soit � : [a; b] �! R une fonction continue, p : [a; b] �! R+ une fonction

integrable et (�0)2 2 L1[a; b]; Alors pour toute � > 0 et x 2 [a; b]; on a

1

J�a p(x)
J�a (p�

2)(x)�
h 1

J�a p(x)
J�a (p�)(x)

i2
� 1

[J�a p(x)]
2

xZ
a

ePx(t)[�0(t)]2dt; (2.4.4)

tel que :

ePx(t) = 1

�(�)

h
J�a (xp(x))

tZ
a

(x� y)��1p(y)dy � J�a p(x)
tZ

a

(x� y)��1yp(y)dy
i
: (2.4.5)

Preuve :

Pour f(x) = x, dans le lemme 2.4.1, on a

1

J�a p(x)
J�a [x(pg)(x)]�

1

J�a p(x)
J�a [xp(x)]

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

=
1

[J�a p(x)]
2

xZ
a

g0(t)f
tZ

a

(x� y)��1Hx(y)p(y)dygdt; (2.4.6)

tel que

Hx(y) =
1

�(�)
[J�a (xp(x))� yJ�a p(x)] : (2.4.7)

On remplace Hx(y) par 1
�(�)

[J�a (xp(x))� yJ�a p(x)] dans (2.4.6),
1

J�a p(x)
J�a [x(pg)(x)]�

1

J�a p(x)
J�a [xp(x)]

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

=
1

[J�a p(x)]
2

xZ
a

g0(t)

8<:
tZ

a

(x� y)��1 1

�(�)
[J�a (xp(x))� yJ�a p(x)] p(y)dy

9=; dt:
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Donc

1

J�a p(x)
J�a [x(pg)(x)]�

1

J�a p(x)
J�a [xp(x)]

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

=
1

[J�a p(x)]
2

xZ
a

g0(t)
1

�(�)

h
J�a (xp(x))

tZ
a

(x� y)��1p(y)dy

� J�a p(x)
tZ

a

(x� y)��1yp(y)dy
i
dt

Par conséquent

1

J�a p(x)
J�a [x(pg)(x)]�

1

J�a p(x)
J�a [xp(x)]

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x) =

1

[J�a p(x)]
2

xZ
a

g0(t) ePx(t)dt (2.4.8)
D�autre part, par (2.3.2), on trouve

1

J�a p(x)
J�a (p�

2)(x)�
�

1

J�a p(x)
J�a (p�)(x)

�2
=

1

2[�(�)J�a p(x)]
2

xZ
a

xZ
a

(x� t)��1(x� s)��1p(t)p(s)[�(t)� �(s)]2dtds: (2.4.9)

Et on a

�(t)� �(s) =
tZ
s

�0(u)du:

On utilise l�inegalité de Cauchy Schwarz. On peut écrire24 tZ
s

�0(u)du

352 �
tZ
s

du

tZ
s

(�0(u))2du:

= (t� s)
tZ
s

(�0(u))2du

= (t� s)

0@ tZ
a

(�0(u))2du�
sZ
a

(�0(u))2du

1A :
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Si on suppose que 	(v) =
vR
a

(�0(u))2du, alors on obtient

1

J�a p(x)
J�a (p�

2)(x)�
�

1

J�a p(x)
J�a (p�)(x)

�2
� 1

2[�(�)J�a p(x)]
2

xZ
a

xZ
a

(x� t)��1(x� s)��1p(t)p(s)(t� s)(	(t)�	(s))dtds:

=
1

J�a p(x)
J�a [x(p	)(x)]�

1

J�a p(x)
J�a [xp(x)]

1

J�a p(x)
J�a (p	)(x): (2.4.10)

Et par (2.4.10) et (2.4.8), on obtient

1

J�a p(x)
J�a (p�

2)(x)�
�

1

J�a p(x)
J�a (p�)(x)

�2
� 1

[J�a p(x)]
2

xZ
a

	0(t) ePx(t)dt:
On remplace 	0(t) par (�0(t))2, on trouve l�inégalité (2.4.4).

Corollaire 2.4.1 Si � : [a; b] �! R est une fonction continue et (�0)2 2 L1[a; b]; alors on a

1

J�a 1
J�a �

2(x)�
h 1

J�a 1
J�a �(x)

i2
� 1

(�+ 1)�(�)J�a 1

xZ
a

(x� t)�(t� a)[�0(t)]2dt: (2.4.11)

pour tout � > 0 et x 2]a; b]:

Preuve :

Pour p(t) = 1, on a

ePx(t) = 1

�(�)

�
J�a x:

Z t

a

(x� y)��1dy � J�a 1:
Z t

a

(x� y)��1ydy
�
: (2.4.12)

D�autre part, en tenant ompte de

J�a x =
(�a+ x)(x� a)�

�(�+ 2)
; (2.4.13)

tZ
a

(x� y)��1dy =
1

�
[�(x� t)� + (x� a)�] ; (2.4.14)

J�a 1 =
(x� a)�
�(�+ 1)

; (2.4.15)Z t

a

(x� y)��1ydy =
1

�(�+ 1)
[�(x� t)�(�t+ x) + (x� a)�(�a+ x)] : (2.4.16)
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On remplace (2.4.13), (2.4.14), (2.4.15) et (2.4.16) dans (2.4.12), on obtient

ePx(t) =
1

��(�)�(�+ 2)
[�(�a+ x)(x� a)�(x� t)� + (x� a)�(x� t)�(�t+ x)]

=
1

�(�)�(�+ 2)
(x� a)�(x� t)�(t� a) (2.4.17)

=
J�a 1

(�+ 1)�(�)
(x� t)�(t� a): (2.4.18)

Si on remplace ePx(t) par (2.4.18) et p(t) = 1 dans (2.4.4), alors on obtient (2.4.11).
Théorème 2.4.2 Soient f; g : [a; b] �! R deux fonctions continues, (f 0)2; (g0)2 2 L1[a; b] et

p : [a; b] �! R+ une fonction integrable, alors pour toute � > 0 et x 2]a; b]; on a

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

� 1

[J�a p(x)]
2

0@ xZ
a

ePx(t)[f 0(t)]2dt
1A 1

2
0@ xZ
a

ePx(t)[g0(t)]2dt
1A 1

2

: (2.4.19)

Preuve :

Par l�égalité (2.3.2), on a

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

[J�a p(x)]
2
J�a (pf)(x)J

�
a (pg)(x)

=
1

2[�(�)J�a p(x)]
2

xZ
a

xZ
a

(x� t)��1(x� s)��1p(t)p(s)[f(t)� f(s)] [g(t)� g(s)] dtds:

Et donc

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

[J�a p(x)]
2
J�a (pf)(x)J

�
a (pg)(x)

=
1

2[�(�)J�a p(x)]
2

xZ
a

xZ
a

n�
(x� t)��1(x� s)��1p(t)p(s)

� 1
2 (f(t)� f(s))

o
�

n�
(x� t)��1(x� s)��1p(t)p(s)

� 1
2 (g(t)� g(s))

o
dtds: (2.4.20)
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On utilise l�inegalité de Cauchy Schwarz, alors on obtient

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

[J�a p(x)]
2
J�a (pf)(x)J

�
a (pg)(x)

� 1

2[�(�)J�a p(x)]
2

0@ xZ
a

xZ
a

�
(x� t)��1(x� s)��1p(t)p(s)

�
(f(t)� f(s))2dtds

1A 1
2

�

0@ xZ
a

xZ
a

�
(x� t)��1(x� s)��1p(t)p(s)

�
(g(t)� g(s))2dtds

1A 1
2

:

D�où

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

[J�a p(x)]
2
J�a (pf)(x)J

�
a (pg)(x)

�
 

1

J�a p(x)
J�a (pf

2)(x)�
�

1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

�2! 1
2

�
 

1

J�a p(x)
J�a (pg

2)(x)�
�

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

�2! 1
2

: (2.4.21)

On applique l�inégalité (2.4.4) pour
�

1
J�a p(x)

J�a (pf
2)(x)�

h
1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

i2�
et�

1
J�a p(x)

J�a (pg
2)(x)�

h
1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

i2�
, alors on trouve (2.4.19).

Corollaire 2.4.2 Soient f; g : [a; b] �! R deux fonctions de classe C1([a; b]) et (f 0)2; (g0)2 2

L1[a; b]; alors 8� > 0;8x 2]a; b]; on a

1

J�a 1
J�a (fg)(x)�

1

[J�a 1]
2
J�a f(x)J

�
a g(x)

� �

(�+ 1)J�a 1

q
J�+1a

�
(x� a) (f 0(x))2

�
:J�+1a

�
(x� a) (g0(x))2

�
: (2.4.22)

Preuve :

Si on utilise l�inégalité (2.4.21) pour p(t) = 1; alors on obtient

1

J�a 1
J�a (fg)(x)�

1

[J�a 1]
2
J�a f(x)J

�
a g(x)

�

vuut 1

J�a 1
J�a f

2(x)�
�
1

J�a 1
J�a f(x)

�2! 
1

J�a 1
J�a g

2(x)�
�
1

J�a 1
J�a g(x)

�2!
: (2.4.23)
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On utilise le corollaire 2.4.1 pour
�

1
J�a 1
J�a f

2(x)�
h

1
J�a 1
J�a f(x)

i2�
et�

1
J�a 1
J�a g

2(x)�
h

1
J�a 1
J�a g(x)

i2�
, on obtient

1

J�a 1
J�a (fg)(x)�

1

[J�a 1]
2
J�a f(x)J

�
a g(x)

�

vuuut 1

(�+ 1)�(�)(J�a 1)

xZ
a

(x� t)�(t� a) [f 0(t)]2 dt

�

vuuut 1

(�+ 1)�(�)(J�a 1)

xZ
a

(x� t)�(t� a) [g0(t)]2 dt:

Ce qui donne

1

J�a 1
J�a (fg)(x)�

1

[J�a 1]
2
J�a f(x)J

�
a g(x)

�

vuuut �

(�+ 1)�(�+ 1)(J�a 1)

xZ
a

(x� t)�(t� a) [f 0(t)]2 dt

�

vuuut �

(�+ 1)�(�+ 1)(J�a 1)

xZ
a

(x� t)�(t� a) [g0(t)]2 dt;

et donc

1

J�a 1
J�a (fg)(x)�

1

[J�a 1]
2
J�a f(x)J

�
a g(x)

� �

(�+ 1)J�a 1

q
J�+1a

�
(x� a) (f 0(x))2

�
:J�+1a

�
(x� a) (g0(x))2

�
:

Théorème 2.4.3 Soient g : [a; b] �! R une fonction croissante, p : [a; b] �! R+ une

fonction integrable, f une fonction continue sur [a; b] et f 0 2 L1[a; b]; alors pour toute � > 0



2.4 Résultats fractionnaires 12

et x 2]a; b]; on a ���� 1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

����
� k f 0k1

(J�a p(x))
2

xZ
a

g0(t) ePx(t)dt: (2.4.24)

Preuve :

Par l�égalité (2.3.2), on a���� 1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

[J�a p(x)]
2
J�a (pf)(x)J

�
a (pg)(x)

����
=

1

2[�(�)J�a p(x)]
2

������
xZ
a

xZ
a

(x� u)��1(x� v)��1p(u)p(v)[f(u)� f(v)][g(u)� g(v)]dudv

������
(2.4.25)

D�où ���� 1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

[J�a p(x)]
2
J�a (pf)(x)J

�
a (pg)(x)

����
� 1

2[�(�)J�a p(x)]
2

xZ
a

xZ
a

(x� u)��1(x� v)��1p(u)p(v) jf(u)� f(v)j jg(u)� g(v)j dudv:

(2.4.26)

D�autre part,

jf(u)� f(v)j =

������
uZ
v

f 0 (s) ds

������ � kf 0k1 ju� vj ;
Donc ���� 1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

[J�a p(x)]
2
J�a (pf)(x)J

�
a (pg)(x)

����
� kf 0k1

2[�(�)J�a p(x)]
2

xZ
a

xZ
a

(x� u)��1(x� v)��1p(u)p(v) ju� vj jg(u)� g(v)j dudv:

(2.4.27)

Puisque g est une fonction croissante, alors

8u; v 2 [a; b]; (u� v)(g(u)� g(v)) � 0:
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Par conséquent���� 1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

[J�a p(x)]
2
J�a (pf)(x)J

�
a (pg)(x)

����
� kf 0k1

2[�(�)J�a p(x)]
2

xZ
a

xZ
a

(x� u)��1(x� v)��1p(u)p(v)(u� v)(g(u)� g(v))dudv:(2.4.28)

D�où ���� 1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

[J�a p(x)]
2
J�a (pf)(x)J

�
a (pg)(x)

����
� kf 0k1

�
1

J�a p(x)
J�a [x(pg)(x)]�

1

[J�a p(x)]
2
J�a [xp(x)]J

�
a (pg)(x)

�
:

On utilise l�inégalité (2.4.4) pour 1
J�a p(x)

J�a [x(pg)(x)]� 1
[J�a p(x)]

2J
�
a [xp(x)]J

�
a (pg)(x), on trouve

(2.4.24).

Corollaire 2.4.3 Soient g : [a; b] �! R une fonction croissante, f une fonction continue

sur [a; b] et f 0 2 L1[a; b]; alors pour toute � > 0 et x 2]a; b]; on a

1

J�a 1
J�a (fg)(x)�

1

[J�a 1]
2
J�a f(x)J

�
a g(x)

� � kf 0k1
(�+ 1) J�a 1

J�+1 [(x� a) g0(x)] : (2.4.29)

Preuve :

Pour p(t) = 1, on a ePx(t) = J�a 1

(�+ 1)�(�)
(x� t)�(t� a), donc on remplace ePx(t) et p(t) dans

l�inégalité (2.4.24), on obtient

1

J�a 1
J�a (fg)(x)�

1

[J�a 1]
2
J�a f(x)J

�
a g(x)

� kf 0k1
(�+ 1)�(�)J�a 1

xZ
a

(x� t)�(t� a)g0(t)dt:

Donc

1

J�a 1
J�a (fg)(x)�

1

[J�a 1]
2
J�a f(x)J

�
a g(x)

� � kf 0k1
(�+ 1)(J�a 1)�(�+ 1)

xZ
a

(x� t)�(t� a)g0(t)dt:
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Par conséquent

1

J�a 1
J�a (fg)(x)�

1

[J�a 1]
2
J�a f(x)J

�
a g(x)

� � kf 0k1
(�+ 1) J�a 1

J�+1 [(x� a) g0(x)] :

Théorème 2.4.4 Soient f; g : [a; b] �! R deux fonctions dérrivables sur [a; b] avec g0(t) 6= 0;

8t 2 [a; b];
�
f 0

g0

�
2 L1[a; b] et p : [a; b] �! R+ soit integrable, alors 8� > 0;8x 2]a; b]; on a

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

�
f 0g0

"

1

J�a p(x)
J�a (pg

2)(x)]�
�

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

�2#
: (2.4.30)

Preuve :

Soient s; t 2 [a; b], avec s 6= t; et par le théorème des acroissement �nis généralisé 9c 2 [t; s]

telle que f(t)�f(s)
g(t)�g(s) =

f 0(c)
g0(c) ;donc 8s; t 2 [a; b]; t 6= s et g0(t) 6= 0; 8t 2 [a; b]; on a

���f(t)�f(s)g(t)�g(s)

��� �f 0g0 1 ;
et par l�égalité (2.3.2), on a

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)]�

1

[J�a p(x)]
2
J�a (pf)(x)J

�
a (pg)(x)

=
1

2[�(�)J�a p(x)]
2

xZ
a

xZ
a

(x� t)��1(x� s)��1p(t)p(s)[f(t)� f(s)] [g(t)� g(s)] dtds:

D�où

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)]�

1

[J�a p(x)]
2
J�a (pf)(x)J

�
a (pg)(x)

=
1

2[�(�)J�a p(x)]
2

xZ
a

xZ
a

(x� t)��1(x� s)��1p(t)p(s)
�
f(t)� f(s)
g(t)� g(s)

�
[g(t)� g(s)]2 dtds:

Par conséquent

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)]�

1

[J�a p(x)]
2
J�a (pf)(x)J

�
a (pg)(x)

� 1

2[�(�)J�a p(x)]
2

xZ
a

xZ
a

(x� t)��1(x� s)��1p(t)p(s)
����f(t)� f(s)g(t)� g(s)

���� [g(t)� g(s)]2 dtds:
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Donc

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)]�

1

[J�a p(x)]
2
J�a (pf)(x)J

�
a (pg)(x)

� 1

2[�(�)J�a p(x)]
2

f 0g0

1

xZ
a

xZ
a

(x� t)��1(x� s)��1p(t)p(s) [g(t)� g(s)]2 dtds:

Finalement

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)]�

1

[J�a p(x)]
2
J�a (pf)(x)J

�
a (pg)(x)

�
f 0g0

1

"
1

J�a p(x)
J�a (pg

2)(x)]�
�

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

�2#
:



Chapitre 3

Inégalités de Chebyshev et Ste¤ensen
avec Poids Quelconque

3.1 Introduction et motivation

On considère la fonctionnelle de Chebyshev à un poids quelconque

T (f; g; p) :=
1R b

a
p(x)dx

Z b

a

(pfg)(x)dx� 1R b
a
p(x)dx

Z b

a

(pf)(x)dx
1R b

a
p(x)dx

Z b

a

(pg)(x)dx

avec f; g; p : [a; b] �! R des fonction integrables.

Dans [2], les auteurs montrer que si f est une fonction croissante et g véri�e l�inégalité suivante

1

P (x)

xZ
a

p(t)g(t)dt � 1

P (b)

bZ
a

p(t)g(t)dt; telle que P (x) =

xZ
a

p(t)dt; (3.1.1)

alors T (f; g; p) � 0:

Pour p(t) = 1; T (f; g) � 0 ,si f est une fonction croissante et g véri�e l�inégalité suivante

1

(x� a)

xZ
a

g(t)dt � 1

(b� a)

bZ
a

g(t)dt:
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3.2 Résultats classique sur la fonctionnelle de Cheby-
shev à poids quelconque

Lemme 3.2.1 [2] Soient f; g : [a; b] �! R deux fonction de classe C1 et p : [a; b] �! R une

fonction integrable, Alors on a

T (f; g; p) =
1

[P (b)]2

0@ bZ
a

P (x)

xZ
a

P (t)g0(t)dtf 0(x)dx+

bZ
a

P (x)

bZ
x

P (t)g0(t)dtf 0(x)dx

1A
(3.2.1)

telle que P (x) =
xR
a

p(t)dt et P (x) = P (b)� P (x):

Théorème 3.2.1 [2] Soit g : [a; b] �! R une fonction monotone et croissante, p : [a; b] �!

Rune fonctionintegrable et f : [a; b] �! R une fonction continue tel que f 0 2 L1[a; b] et

g0 2 L1[a; b]:Si (3.1.1) est véri�e, alors on a

jT (f; g; p)j � kf 0k1
[P (b)]2

bZ
a

eP (t)g0(t)dt:
telle que P (x) =

R x
a
p(u)du et ~P (t) = P (t)

R b
a
up(u)du� P (b)

R t
a
up(u)du:

3.3 Résultats fractionnaires

Théorème 3.3.1 Soit f : [a; b] �! R une fonction continue et croissante et p; g : [a; b] �!

R deux fonctions continues telle que

J�a p(x)

tZ
a

(x� u)��1p(u)g(u)du � J�a (pg)(x)
tZ

a

(x� u)��1p(u)du; a < t � x � b: (3.3.1)

Alors, pour � � 0 et a < x � b on a

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x) �

1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x): (3.3.2)

Preuve :
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Par une intégration par partie, on trouve

J�a p(x)J
�
a (pfg)(x) =

J�a p(x)

�(�)

xZ
a

(x� t)��1p(t)f(t)g(t)dt:

=
J�a p(x)

�(�)

h
f(t)

tZ
a

(x� u)��1p(u)g(u)dujt=xt=a

�
xZ
a

f 0(t)

tZ
a

(x� u)��1p(u)g(u)dudt:

D�où

J�a p(x)J
�
a (pfg)(x) =

J�a p(x)

�(�)

h
f(x)

xZ
a

(x� u)��1p(u)g(u)du

�
xZ
a

f 0(t)

tZ
a

(x� u)��1p(u)g(u)dudt
i
:

Donc

J�a p(x)J
�
a (pfg)(x) = f(x)J�a p(x)J

�
a (pg)(x)

� 1

�(�)

xZ
a

f 0(t)J�a p(x)

tZ
a

(x� u)��1p(u)g(u)dudt:

On utilise l�inégalité (3.3.1), on obtient

J�a p(x)J
�
a (pfg)(x) � f(x)J�a p(x)J

�
a (pg)(x)

� 1

�(�)

xZ
a

f 0(t)J�a (pg)(x)

tZ
a

(x� u)��1p(u)dudt:

Par conséquent

J�a p(x)J
�
a (pfg)(x) � f(x)J�a p(x)J�a (pg)(x)�

J�a (pg)(x)

�(�)

xZ
a

f 0(t)

tZ
a

(x�u)��1p(u)dudt (3.3.3)

Et par une autre integration par partie, on obtient
xZ
a

f 0(t)

tZ
a

(x� u)��1p(u)dudt = f(t)

tZ
a

(x� u)��1p(u)dujt=xt=a �
xZ
a

f(t)(x� t)��1p(t)dt

= f(x)

xZ
a

(x� u)��1p(u)du�
xZ
a

f(t)(x� t)��1p(t)dt:

(3.3.4)
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Si on utilise l�égalité (3.3.4) dans l�inégalité (3.3.3), alors on trouve

J�a p(x)J
�
a (pfg)(x) � f(x)J�a p(x)J

�
a (pg)(x)

�J
�
a (pg)(x)

�(�)

0@f(x) xZ
a

(x� u)��1p(u)du�
xZ
a

f(t)(x� t)��1p(t)dt

1A :
Donc,

J�a p(x)J
�
a (pfg)(x) � f(x)J�a p(x)J

�
a (pg)(x)�

f(x)J�a (pg)(x)

�(�)

xZ
a

(x� u)��1p(u)du

+
J�a (pg)(x)

�(�)

xZ
a

f(t)(x� t)��1p(t)dt:

Par conséquent,

J�a p(x)J
�
a (pfg)(x) � f(x)J�a p(x)J

�
a (pg)(x)� f(x)J�a (pg)(x)J�a p(x)

+J�a (pg)(x)J
�
a (pf)(x)

= J�a (pg)(x)J
�
a (pf)(x): (3.3.5)

Finalement, on multiplie (3.3.5) par 1
[J�a p(x)]

2 , on trouve (3.3.2).

Lemme 3.3.1 Soient f; g : [a; b] �! R deux fonctions de classe C1([a; b]) et p : [a; b] �! R

une fonction continue, alors pour tout x 2 [a; b]; on a :

1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x) (3.3.6)

=
1

[�(�)J�a p(x)]
2

24 xZ
a

Mx(t)

tZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt+

xZ
a

Mx(t)

xZ
t

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt

35 ;
telle que

Mx(t) =

tZ
a

(x� u)��1p(u)du (3.3.7)

et

Mx(t) =Mx(x)�Mx(t): (3.3.8)
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Preuve :

On a

xZ
a

Mx(t)

tZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt+

xZ
a

Mx(t)

xZ
t

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt

=

xZ
a

(Mx(x)�Mx(t))

tZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt

+

xZ
a

Mx(t)

xZ
t

(Mx(x)�Mx(u))g
0(u)duf 0(t)dt:

Donc

xZ
a

Mx(t)

tZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt+

xZ
a

Mx(t)

xZ
t

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt

= Mx(x)

xZ
a

tZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt�

xZ
a

Mx(t)

tZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt

+Mx(x)

xZ
a

Mx(t)

xZ
t

g0(u)duf 0(t)dt�
xZ
a

Mx(t)

xZ
t

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt:

D�où

xZ
a

Mx(t)

tZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt+

xZ
a

Mx(t)

xZ
t

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt

= Mx(x)

24 xZ
a

tZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt+

xZ
a

Mx(t)

xZ
t

g0(u)duf 0(t)dt

35
�

xZ
a

Mx(t)

xZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt:

D�autre part, on a

tZ
a

Mx(u)g
0(u)du =Mx(t)g(t)�

tZ
a

(x� u)��1p(u)g(u)du:
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Donc

xZ
a

Mx(t)

tZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt+

xZ
a

Mx(t)

xZ
t

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt

= Mx(x)
h xZ
a

0@Mx(t)g(t)�
tZ

a

(x� u)��1p(u)g(u)du

1A f 0(t)dt
+

xZ
a

Mx(t)(g(x)� g(t))f 0(t)dt
i

�
xZ
a

Mx(t)f
0(t)dt

0@Mx(x)g(x)�
xZ
a

(x� u)��1p(u)g(u)du

1A :
Par conséquent

xZ
a

Mx(t)

tZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt+

xZ
a

Mx(t)

xZ
t

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt

= Mx(x)

xZ
a

Mx(t)g(t)f
0(t)dt�Mx(x)

xZ
a

tZ
a

(x� u)��1p(u)g(u)duf 0(t)dt

+Mx(x)g(x)

xZ
a

Mx(t)f
0(t)dt�Mx(x)

xZ
a

Mx(t)g(t)f
0(t)dt

�Mx(x)g(x)

xZ
a

Mx(t)f
0(t)dt+

xZ
a

(x� u)��1p(u)g(u)du
xZ
a

Mx(t)f
0(t)dt:

Donc
xZ
a

Mx(t)

tZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt+

xZ
a

Mx(t)

xZ
t

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt

=

xZ
a

(x� u)��1p(u)g(u)du
xZ
a

Mx(t)f
0(t)dt�Mx(x)

xZ
a

tZ
a

(x� u)��1p(u)g(u)duf 0(t)dt:

(3.3.9)

D�autre part, par integration par partie, on obtient
xZ
a

tZ
a

(x�u)��1p(u)g(u)duf 0(t)dt = f(x)
xZ
a

(x�u)��1p(u)g(u)du�
xZ
a

(x� t)��1p(t)g(t)f(t)dt

(3.3.10)
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et

xZ
a

Mx(t)f
0(t)dt =Mx(x)f(x)�

xZ
a

(x� t)��1p(t)f(t)dt (3.3.11)

Si on remplace (3.3.10) et (3.3.11) dans (3.3.9), alors on obtient

xZ
a

Mx(t)

tZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt+

xZ
a

Mx(t)

xZ
t

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt

=

xZ
a

(x� u)��1p(u)g(u)du

0@Mx(x)f(x)�
xZ
a

(x� t)��1p(t)f(t)dt

1A
�Mx(x)

0@f(x) xZ
a

(x� u)��1p(u)g(u)du�
xZ
a

(x� t)��1p(t)g(t)f(t)dt

1A :
Et donc

xZ
a

Mx(t)

tZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt+

xZ
a

Mx(t)

xZ
t

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt

=

xZ
a

(x� t)��1p(t)dt
xZ
a

(x� t)��1p(t)f(t)g(t)dt

�

0@ xZ
a

(x� t)��1p(t)f(t)dt

1A0@ xZ
a

(x� t)��1p(t)g(t)dt

1A : (3.3.12)

On multiplie (3.3.12) par 1
[�(�)J�a p(x)]

2 , on obtient (3.3.6).

Théorème 3.3.2 Soient g : [a; b] �! R une fonction croissante, p : [a; b] �! R une fonction

integrable telle que l�inégalité (3.3.1) soit satisfaite et soit f : [a; b] �! R une fonction

continue avec f 0 2 L1[a; b] et g0 2 L1[a; b] alors, on a���� 1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

���� � kf 0k1
[J�a p(x)]

2

xZ
a

ePx(t)g0(t)dt:
Preuve :
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Par l�égalité (3.3.6), on a���� 1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

����
=

1

[�(�)J�a p(x)]
2

������
xZ
a

Mx(t)

tZ
a

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt+

xZ
a

Mx(t)

xZ
t

Mx(u)g
0(u)duf 0(t)dt

������ :
Donc ���� 1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

����
� kf 0k

[�(�)J�a p(x)]
2

������
xZ
a

Mx(t)

tZ
a

Mx(u)g
0(u)dudt+

xZ
a

Mx(t)

xZ
t

Mx(u)g
0(u)dudt

������ :
Par conséquent ���� 1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

����
� kf 0k

���� 1

J�a p(x)
J�a (xpg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (xp(x))

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

���� :
D�autre part, on a

1

J�a p(x)
J�a (xpg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (xp(x))

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x) � 0:

Donc ���� 1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

����
� kf 0k

�
1

J�a p(x)
J�a (xpg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (xp(x))

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

�
:

Et par l�expression (2.4.8), on a

1

J�a p(x)
J�a [x(pg)(x)]�

1

J�a p(x)
J�a [xp(x)]

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x) =

1

[J�a p(x)]
2

xZ
a

g0(t) ePx(t)dt
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Finalement, on déduit que���� 1

J�a p(x)
J�a (pfg)(x)�

1

J�a p(x)
J�a (pf)(x)

1

J�a p(x)
J�a (pg)(x)

���� � kf 0k1
[J�a p(x)]

2

xZ
a

ePx(t)g0(t)dt:



Chapitre 4

Inégalités Intégrales avec Fonctions
Convexes

4.1 Intoduction

Les fonctions convexes jouent un role important dans les di¤érent domaines mathématique,

donc leurs inégalités sont très utilisables et l�un de ce utilisation est le calcul fractionnaire.

4.2 Fonctions convexes

Dé�nition 4.2.1 Une fonction ' : I ! R est dite convexe lorsque :

8x; y 2 I; 8� 2 [0; 1]; '(�x+ (1� �)y) � �'(x) + (1� �)'(y)

' sera dite concave si �' est convexe.

Proposition 4.2.1 Soient I un ensemble convexe et ' : I ! R une fonction dérivable, Alors

les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) ' est convexe sur I.

(ii) 8x; y 2 I; '(y)� '(x) � '0(x)(y � x):

4.3 Quelques inégalités des intégrales classiques à fonc-
tions convexes

Théorème 4.3.1 [23]Soient f(x); g(x); h(x) > 0 des fonctions continues sur [a; b] , avec

f(x) � h(x), 8x 2 [a; b] ,f et g sont croissantes et la foction f
h
decroissante.On suppose que
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' est une fonction positive et convexe telle que '(0) = 0: Alors on a

bR
a

f(x)dx

bR
a

h(x)dx

�

bR
a

'(f(x))g(x)dx

bR
a

'(h(x))g(x)dx

: (4.3.1)

Théorème 4.3.2 [23]Soient f une fonction continue et positive sur [a; b] véri�e

bZ
x

fminf1;�g(t)dt �
bZ
x

(t� a)minf1;�gdt; 8x 2 [a; b]: (4.3.2)

Alors on a
bZ
a

f�+�(x)dx �
bZ
a

(x� a)�f�(x)dx; (4.3.3)

pour tout �; � > 0:

4.4 Rappels

Théorème 4.4.1 [9] Soient f(x); g(x); h(x) > 0 des fonctions continues sur [a; b] , avec

f(x) � h(x), 8x 2 [a; b] ,f et g sont croissante et la foction f
h
decroissante.On suppose que '

est une fonction positive et convexe telle que '(0) = 0: Alors pour toute � > 0 et a < t � b,

on a
J�a f(t)

J�a h(t)
� J�a ['(f(t))g(t)]

J�a ['(h(t))g(t)]
: (4.4.1)

Théorème 4.4.2 [10] Soient f et g deux fonctions positive sur [a; b]; telle que f est decrois-

sante et g est croissante sur [a; b]:Alors pour tout � > 0; � �  > 0; � > 0; on a

J�a
�
f�(t)

�
J�a [f

(t)]
�
J�a
�
g�f�(t)

�
J�a [g

�f(t)]
; t 2 [a; b] (4.4.2)

4.5 Résultats fractionnaires

On commence par le théorème suivant :

Théorème 4.5.1 Soient f(x); g(x); h(x) > 0 des fonctions continues sur [a; b] , avec f(x) �

h(x), 8x 2 [a; b] ,f et g sont croissante et la foction f
h
decroissante. On suppose que ' est
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une fonction positive et convexe telle que '(0) = 0: Alors on a

J�a f(x)

J�a h(x)
�
�
J�a ['(f)g](x)

J�a ['(h)g](x)

��
; 8� � 1; (4.5.1)

telle que x 2]a; b] et � > 0:

Preuve :

On a 8x 2 [a; b]; on a f(x) � h(x); donc, pour tout � � 1; on peut écrire :

J�a f(x)

J�a h(x)
�
�
J�a f(x)

J�a h(x)

��
: (4.5.2)

Par le théorème 4.4.1, on a
J�a f(x)

J�a h(x)
� J�a ['(f)g](x)

J�a ['(h)g](x)
:

Par conséquent �
J�a f(x)

J�a h(x)

��
�
�
J�a ['(f)g](x)

J�a ['(h)g](x)

��
; 8� � 1: (4.5.3)

En�n, on utilise (4.5.2) et (4.5.3), alors on déduit que

J�a f(x)

J�a h(x)
�
�
J�a ['(f)g](x)

J�a ['(h)g](x)

��
; 8� � 1:

Théorème 4.5.2 Soient f(x); g(x); h(x) > 0 des fonctions continues sur [a; b] avec f(x) �

h(x); 8x 2 [a; b] telle que f et g sont croissante et f
h
soit une fonction decroissante. Supposons

que '(x) est une fonction convexe et positive. Alors l�inégalité

J�a f(x)

J�a h(x)
� (J�a ['(f)g](x))

�

(J�a ['(h)g](x))
�

(4.5.4)

est vraie, si l�un des conditions suivantes est véri�ée :

1. '[f(a)]g(a)J�a 1 � 1 , pour 1 � � < �, � > 0 et x 2]a; b]:

2. '[f(b)]g(b)J�a 1 � 1 , pour 1 � � < �, � > 0 et x 2]a; b]:

Preuve :

Partie 1 : pour 1 � � < �; il existe s > 0 telle que � = � + s.
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On a
(J�a ['(f)g](x))

�

(J�a ['(h)g](x))
�
=

�
J�a ['(f)g](x)

J�a ['(h)g](x)

��
� 1

(J�a ['(h)g](x))
s :

On utilise théorème 4.5.1, on obtient

(J�a ['(f)g](x))
�

(J�a ['(h)g](x))
�
� J�a f(x)

J�a h(x)
� 1

(J�a ['(h)g](x))
s :

donc, il su¢ t de montrer que
1

(J�a ['(h)g](x))
s � 1:

On a

J�a ['(h)g](x) = J
�
a [
'(h)

h
hg](x):

Par conséquent

J�a ['(h)g](x) � J�a [
'(h)

h
fg](x):

D�autre part, ' est une fonction convexe, donc par la proposition 4.2.1 , on a x; y

(y � x)'0(x) � '(y) � '(x): Pour y = 0, on obtient x'0(x) � '(x) � 0; donc
�
'(x)

x

�0
=

x'0(x)� '(x)
x2

� 0 , et par conséquent '(x)
x

est fonction croissante et le fait que f(t) � h(t);

alors on a
'[f(t)]

f(t)
� '[h(t)]

h(t)
:

Par conséquent

J�a [
'(h)

h
fg](x) � J�a [

'(f)

f
fg](x):

D�autre part, on a f; g et
'(t)

t
sont des fonctions croissantes, donc [

'(f)

f
fg](x) est croissante,

ce qui implique que 8x 2 [a; b]; ['(f)
f
fg](x) � '[f(a)]g(a):

Donc

J�a [
'(f)

f
fg](x) � '[f(a)]g(a)J�a 1 � 1:

D�où

J�a [
'(h)

h
fg](x) � 1:

Donc

J�a ['(h)g](x) � 1:

Et par conséquent
1

(J�a ['(h)g](x))
s � 1:
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Partie 2 : Pour 1 � � < �, il existe s > 0 telle que � = �+ s.

On a

(J�a ['(f)g](x))
�

(J�a ['(h)g](x))
�
=

�
J�a ['(f)g](x)

J�a ['(h)g](x)

��
�
�
J�a ['(f)g](x)

�s
� J�a f(x)

J�a h(x)
�
�
J�a ['(f)g](x)

�s
:

Donc, il su¢ t de montrer que
�
J�a ['(f)g](x)

�s � 1:
Puisque '(f)g est une fonction croissante sur [a; b]; alors ['(f)g](x) � '(f(b))g(b); 8x 2 [a; b];

donc

(J�a ['(f)g](x))
s � ('(f(b))g(b)J�a 1)

s ; 8x 2 [a; b]

� 1:

Remarque 4.5.1 Pour 1 � � = � dans le théorème 4.5.2; on obtient le théorème 4.5.1.

Théorème 4.5.3 Soit f : [a; b]! R+ une fonction continue, telle que :
bZ
x

(u� a)min(1;�)du �
bZ
x

fmin(1;�)(u)du; x 2 [a; b] (4.5.5)

et

�(�+ 1)

�(�� n+ 1)(b� a)
n+1

bZ
a

f�(t)dt � 1; n = [�] : (4.5.6)

Alors, pour tout �; � > 0; � � 1; b� a � 1; on a
bZ
a

f�+�(u)du �

0@ bZ
a

(u� a)�f�(u)du

1A�

(4.5.7)

Preuve :

Pour � � 1, on a0@ bZ
a

(u� a)�f�(u)du

1A�

=

0@ bZ
a

(u� a)�f�(u)du

1A0@ bZ
a

(u� a)�f�(u)du

1A��1

:

Par le théorème 4.3.2 , on a
bR
a

(u� a)�f�(u)du �
bR
a

f�+�(u)du, donc

0@ bZ
a

(u� a)�f�(u)du

1A�

�

0@ bZ
a

f�+�(u)du

1A0@ bZ
a

(u� a)�f�(u)du

1A��1
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Donc pour montrer (4.5.7), il su¢ t de montrer que0@ bZ
a

(u� a)�f�(u)du

1A��1

� 1; 8� � 1

qui est équivalent à démontrer que

bZ
a

(u� a)�f�(u)du � 1:

Par une integration par partie, on a

bZ
a

(u� a)�f�(u)du = �(u� a)�
bZ
u

f�(t)duju=bu=a

+�

bZ
a

(u� a)��1
bZ
u

f�(t)dtdu

= �

bZ
a

(u� a)��1
bZ
u

f�(t)dtdu:

Et une autre integration par partie, on obtient

bZ
a

(u� a)�f�(u)du = �

bZ
a

(u� a)��1
bZ
u

f�(t)dtdu

= �(�� 1)
bZ
a

(u� a)��2
bZ
u

bZ
u1

f�(t)dtdu1du

:::

= �(�� 1):::(�� n+ 1)
bZ
a

(u� a)��n

�
bZ
u

bZ
u1

:::

bZ
un�1

f�(t)dtdun�1:::du1du:

D�autre part, on a (u� a)��n � (b� a), donc
bZ
a

(u� a)�f�(u)du � �(�� 1):::(�� n+ 1)
bZ
a

(b� a)

�
bZ
u

bZ
u1

:::

bZ
un�1

f�(t)dtdun�1:::du1du:
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D�où
bZ
a

(u� a)�f�(u)du � �(�� 1):::(�� n+ 1)
bZ
a

bZ
a

bZ
a

:::

bZ
a

f�(t)dtdun�1:::du1du0du:

Donc
bZ
a

(u� a)�f�(u)du � �(�� 1):::(�� n+ 1)
bZ
a

f�(t)dt

�
bZ
a

bZ
a

:::

bZ
a

dun�1:::du1du0du:

Par conséquent

bZ
a

(u� a)�f�(u)du � �(�� 1):::(�� n+ 1)(b� a)n+1
bZ
a

f�(t)dt

=
�(�+ 1)

�(�� n+ 1)(b� a)
n+1

bZ
a

f�(t)dt

� 1:

Théorème 4.5.4 Soit f une fonction continue sur [a; b] véri�antZ b

x

(u� a)minf1;�gdu �
Z b

x

fminf1;�g(u)du; 8x 2 [a; b]:

et
�(�+ 1)

�(�� n+ 1)(b� a)
n+1J�af

�(b) � 1; telle que n = [�]:

Alors, pour toute �; � > 0; � � 1 ; � � 1 et b� a � 1; on a

J�af
�+�(b) �

�
J�a(x� a)�f�(x)jx=b

��
Preuve :

Pour � � 1, on a�
J�a(x� a)�f�(x)jx=b

��
=
�
J�a(x� a)�f�(x)jx=b

� �
J�a(x� a)�f�(x)jx=b

���1
:

On comence par montrer que

J�a(x� a)�f�(x)jx=b � J�af�+�(b):
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On a donc besoin de démontrer que

J�a(x� a)�f�(x)jx=b �
�(�+ � + 1)(b� a)�+�+�

�(�+ � + � + 1)
:

Pour � 2]0; 1]; et par une intégration par partie, on a

J�a(t� a)�f�(t) j t=b =
1

�(�)

Z b

a

(b� x)��1(x� a)�f�(x)dx:

=
1

�(�)

h
(b� x)��1(x� a)�

Z b

x

f�(u)du jx=bx=a

+
1

�(�)

Z b

a

g(x)

�Z b

x

f�(u)du

�
dx
i
:

Avec

g(x) =
d
�
(b� x)��1(x� a)�

�
dx

= (� � 1)(b� x)��2(x� a)� + �(b� x)��1(x� a)��1: (4.5.8)

Donc

J�a(t� a)�f�(t) jt=b=
1

�(�)

Z b

a

g(x)

�Z b

x

f�(u)du

�
dx:

Si on utilise l�hypothèse de théorème, alors on obtient

1

�(�)

Z b

a

g(x)

�Z b

x

f�(u)du

�
dx � 1

�(�)

Z b

a

g(x)

�Z b

x

(u� a)�du
�
dx:

Ce qui implique que

J�a(t� a)�f�(t) jt=b�
1

�(�)

Z b

a

g(x)

�Z b

x

(u� a)�du
�
dx

Donc

J�a(t� a)�f�(t) j t=b �
1

(� + 1)�(�)

Z b

a

g(x)
�
(b� a)�+1 � (x� a)�+1

�
dx:

=
(b� a)�+1
(� + 1)�(�)

Z b

a

g(x)dx� 1

(� + 1)�(�)

Z b

a

g(x)(x� a)�+1dx:(4.5.9)

D�autre part, et par integration par partie, on trouveZ b

a

g(x)(x� a)�+1dx = (b� x)��1(x� a)�(x� a)�+1jx=bx=a

�(� + 1)
Z b

a

(b� x)��1(x� a)�(x� a)�dx:
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Donc

1

(� + 1)�(�)

Z b

a

g(x)(x� a)�+1dx =
�1
�(�)

Z b

a

(b� x)��1(x� a)�+�dx

= �J�a(x� a)�+�jx=b:

=
��(�+ � + 1)
�(�+ � + � + 1)

(b� a)�+�+�:

Donc, l�inégalité (4.5.9) devient

J�a(t� a)�f�(t) jt=b�
(b� a)�+1
(� + 1)�(�)

Z b

a

g(x)dx+
�(�+ � + 1)

�(�+ � + � + 1)
(b� a)�+�+�:

D�où

J�a(t� a)�f�(t) j t=b �
(b� a)�+1
(� + 1)�(�)

Z b

a

d
�
(b� x)��1(x� a)�

�
dx

dx+

+
�(�+ � + 1)

�(�+ � + � + 1)
(b� a)�+�+�

=
(b� a)�+1
(� + 1)�(�)

(b� x)��1(x� a)�jx=bx=a +
�(�+ � + 1)

�(�+ � + � + 1)
(b� a)�+�+�:

Et donc

J�a(t� a)�f�(t) jt=b�
�(�+ � + 1)

�(�+ � + � + 1)
(b� a)�+�+�; (4.5.10)

pour � > 1;

Si on prend � = 1 en (4.5.10) , alors on trouve

J�a(t� a)�f(t)jt=b �
�(�+ 2)

�(�+ � + 2)
(b� a)�+�+1 (4.5.11)

Et par l�inégalité [23], on a

ps+ qr � sprq;8p; q; s; r > 0; (4.5.12)

tel que p+ q = 1.

Si on prend p = 1
�
; q = ��1

�
; s = f�(x) et r = (x� a)� ,on obtient

1

�
f�(x) +

� � 1
�

(x� a)� � f(x)(x� a)��1:
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Et par conséquent

f�(x) + (� � 1)(x� a)� � �f(x)(x� a)��1: (4.5.13)

On multiplie les deux membres de (4.5.13) par 1
�(�)
(b � x)��1(x � a)� puis on integre par

raport à x sur [a; b], on obtient

J�a(t� a)�f�(t)jt=b + (� � 1)J�a(t� a)�+�jt=b � �J�a(t� a)�+��1f(t)jt=b:

On utilise l�inégalité (4.5.11), alors on obtient

J�a(t� a)�f�(t)jt=b + (� � 1)J�a(t� a)�+�jt=b � �
�(�+ � + 1)

�(�+ � + � + 1)
(b� a)�+�+�:

Donc

J�a(t� a)�f�(t)jt=b+ (�� 1)
�(�+ � + 1)

�(�+ � + � + 1)
(b� a)�+�+� � � �(�+ � + 1)

�(�+ � + � + 1)
(b� a)�+�+�:

Par conséquent

J�a(t� a)�f�(t)jt=b �
�(�+ � + 1)

�(�+ � + � + 1)
(b� a)�+�+�:

Et maintenant on montre que J�a(x� a)�f�(x)jx=b � J�af�+�(b):

Par (4.5.12), on a

ps+ qr � sprq; 8p; q; s; r > 0; avec p+ q = 1:

Si on prend p = �
�+�

; q = �
�+�

; s = f�+�(x) et r = (x� a)�+� , on obtient

�

�+ �
f�+�(x) +

�

�+ �
(x� a)�+� � (x� a)�f�(x): (4.5.14)

On multiplie les deux membres de (4.5.14) par 1
�(�)
(b� x)��1 puis on intègre par raport à x

sur [a; b], on obtient

�

�+ �
J�af

�+�(x)jx=b +
�

�+ �
J�a(x� a)�+�jx=b � J�a(x� a)�f�(x)jx=b:

Donc

�J�a f
�+�(x)jx=b + �J�a(x� a)�+�jx=b � �J�a(x� a)�f�(x)jx=b + �J�a(x� a)�f�(x)jx=b:
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D�autre part on a J�a(t� a)�f�(t)jt=b �
�(�+�+1)
�(�+�+�+1)

(b� a)�+�+�; donc

�J�a f
�+�(x)jx=b + �J�a(x� a)�+�jx=b � �

�(�+ � + 1)

�(�+ � + � + 1)
(b� a)�+�+�

+�J�a(x� a)�f�(x)jx=b:

Par conséquent,

�J�af
�+�(x)jx=b + �

�(�+ � + 1)(b� a)�+�+�
�(�+ � + � + 1)

� �
�(�+ � + 1)(b� a)�+�+�

�(�+ � + � + 1)

+�J�a(t� a)�f�(t)jt=b:

Finalement,

J�af
�+�(b) � J�a(t� a)�f�(t)jt=b:

Donc maintenant il su¢ t de montrer que

�
J�a(x� a)�f�(x)jx=b

���1 � 1;
c�est à dire

J�a(x� a)�f�(x)jx=b � 1:

On a :

J�(x� a)�f�(x)jx=b =
1

�(�)

bZ
a

(b� u)��1(u� a)�f�(u)du

=
1

�(�)

h
� (u� a)�

bZ
u

(b� t)��1f�(t)du

+�

bZ
a

(u� a)��1
bZ
u

(b� t)��1f�(t)dtdu
i
:

D�où

J�(x� a)�f�(x)jx=b =
1

�(�)

24� bZ
a

(u� a)��1
bZ
u

(b� t)��1f�(t)dtdu

35 :
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On a aussi

J�(x� a)�f�(x)jx=b =
1

�(�)

24�(�� 1) bZ
a

(u� a)��2
bZ
u

bZ
u1

(b� t)��1f�(t)dtdu1du

35
:::

=
1

�(�)

h
�(�� 1):::(�� n+ 1)

bZ
a

(u� a)��n

�
bZ
u

bZ
u1

:::

bZ
un�1

(b� t)��1f�(t)dtdun�1:::du1du
i
:

D�autre part, on a (u� a)��n � (b� a), donc

J�(x� a)�f�(x)jx=b � 1

�(�)

h
�(�� 1):::(�� n+ 1)

bZ
a

(b� a)

�
bZ
u

bZ
u1

:::

bZ
un�1

(b� t)��1f�(t)dtdun�1:::du1du
i
:

Par conséquent

J�(x� a)�f�(x)jx=b � 1

�(�)

h
�(�� 1):::(�� n+ 1)�

bZ
a

bZ
a

bZ
u

bZ
u1

:::

bZ
un�1

(b� t)��1f�(t)dtdun�1:::du1du0du
i

Donc

J�(x� a)�f�(x)jx=b � 1

�(�)

h
�(�� 1):::(�� n+ 1)

�
bZ
a

bZ
a

bZ
a

:::

bZ
a

(b� t)��1f�(t)dtdun�1:::du1du0du
i
:

D�où

J�(x� a)�f�(x)jx=b � 1

�(�)

h
�(�� 1):::(�� n+ 1)

bZ
a

(b� t)��1f�(t)dt

�
bZ
a

bZ
a

:::

bZ
a

dun�1:::du1du0du
i
:
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Ce qui implique que :

J�(x� a)�f�(x)jx=b � �(�� 1):::(�� n+ 1)(b� a)n+1J�af�(b):

Finalement

J�(x� a)�f�(x)jx=b � �(�+ 1)

�(�� n+ 1)(b� a)
n+1J�af

�(b)

� 1:

Proposition 4.5.1 Soient f(x); h(x) > 0 deux fonction continue sur [a; b]; avec f(x) � h(x)

8x 2 [a; b]; telle que f est croissante et f
h
est une decroissante. Alors, on a

J�af(x)

J�ah(x)
�
�
J�a(x� a)�f�(x)
J�a(x� a)�h�(x)

��
;

telle que �; � > 0; �; � � 1 et 0 � a < x � b:

Preuve :

Si on prend '(x) = x� et g(x) = (x�a)� dans le théorème 4.5.1, alors on trouve la proposition

4.5.1.



CONCLUSION

Dans ce mémoire on a établit des nouveaux résultats sur les intégrales fractionnaires en

utilisant l�approche de Riemann-Liouville. On a généralisé des résultats classiques de type

Chebychev et et type Ste¤ensen de [2] .On a aussi établit des résultats intégraux avec des

fonctions convexes inspirés de [1].

Nos résultats demontrés sont soumis pour publication dans deux journaux internationaux de

Mathématiques.
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