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Résumé

Dans ce mémoire de Master on a généralisé certains trvaeaux de Awan et al. JIPAM 2008.D’autres

trvaeaux de Kashuri et al. publié en 2016 ont été aussi généralisés dans notre mémoire.
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INTRODUCTION GENERALE

En mathématiques, le calcul fractionnaire est une branche de I’analyse qui étudie des
intégrales et des opérateurs différentiels ayant un ordre non entier.
L’objet ce travail est d’étudier et généraliser quelque inégalités intégrales classiques en
utilisant 'approche fractionnaire au sens de Riemann-Liouville.
Dans ce mémoire, nous allons proposer une introduction, quatre chapitre et une conclusion.
Dans le premier chapitre on intoduit des notions de base de I'integrale fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville.
Le deuxiéme chapitre est consacré a établir quelque inégalités integrables de type
Chebychev a un poids positif et généraliser des résultat classiques publiés dans [2].
Le troisiéme chapitre est consacré a des résultats fractionnaires de type Steffensen et de
type Chebychev avec un poids quelconque.
Enfin, notre dernier chapitre sera consacré a I’étude de quelque inégalité intégrales des
fonction convexe et on généralise aussi quelques théorémes des intégrales classique donné

dans [1].




Chapitre 1

Description du calcul fractionnaire

1.1 Introduction

Ce premier chapitre est destiné aux différents fonctions outils dans le calcul fractionnaire
(fonction Gamma d’Euler, fonction Béta d’Euler), et on introduira ’approche de I'integrale

fractionnaire, celle de Riemann-Liouville et on présentera quelques unes de leur propriétés.

1.2 Fonctions spéciales du calcul fractionnaire
1.2.1 Fonction Gamma d’Euler
Définition 1.2.1 Soit x € RY.. La fonction gamma d’ Euler est donné par :

—+00

D(z) = / £ exp(—t)dt.

0

Quleques propriétés de la fonction Gamma :
1) (1) =T(2) =1.

2) I'(z +1) = 2I'(x), Vo € R%.

3)I'(n+1)=nl ¥YneN

Proposition 1.2.1 La fonction gamma d’ Euler admet des poles simple pour tout point

m € Z\N*.

Remarque 1.2.1 La fonction T'(.) peut-étre considérée comme une généralisation de la fonc-

tion factorielle.
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1.2.2 Fonction Béta d’Euler
Définition 1.2.2 Soit x,y € R*.. La fonction Béta d’ Euler est donné par :

1

B(z,y) = /t“(l — )Y 1dt.

0
Proposition 1.2.2 Soit x,y € RY, Alors, on a
1) B(z,y) = B(y, z).
2) B(z,y)l'(z +y) =T(@)'(y).

1.3 Integrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 1.3.1 Soient f une fonction continue sur [a,b] et o un nombre réel positive.

L’integrale fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de f est donné par :

x

Jof () = F%y/@—U”VﬁMta>0,x>w

a

T f(x) = f(z).
Exemple 1.3.1 Soient x > a, a > 0,Alors, on a

o _ (B+1)
Ja(:z:—a)ﬁ—r

Proposition 1.3.1 Soient f : [a,b] — R, f € Cla,b] et o, 3 > 0, Alors, on a

Je R f(@) = I () (13.2)

= JPJ%f(2), a<ax<b.



Chapitre 2

Inégalités de Chebyshev et Steffensen
avec poids positif

2.1 Introduction

On considere la fonctionnelle de Chebyshev [5]

1) = = ([ swatonie) - 2 ([ r@ar) 2 ([ o)

avec f et g sont deux fonctions integrable sur [a, b].

L’un des inégalités les plus utilisées est T'(f,g) > 0, telle que f et g ont le méme sens de
variation.

Et si f est une fonction bornée par des nombre réel m et M et g est une fonction continue
avec ¢’ € Lo [a,b], On a [16]

b—a
8

T(f,9)] < (M —m)|g']|co-

2.2 Rappels

Définition 2.2.1 [5] Soient f,g : [a,b)] — R et p : [a,b] — RT des fonctions integrable

sur [a, b]. La fonctionnelle de Chebyshev a un poids est donnée par

T(f, g;p) :ZW/ (pfg)(x)dx — /(pf)(fv)dfv /(pg)(w)dﬂf

fabp(:c)da: fabp(x)d:c
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Remarque 2.2.1 Pourp(t) =1, OnaT(f,g;1) =T(f,g), et la méme chose pour T(f, g;p)

, si f et g ont le méme sens de variation alors on a T(f,g;p) > 0.

Théoréme 2.2.1 [2] Si ¢ est une fonction continue sur [a,b] et p une fonction positive et

integrable sur [a,b], avec (¢')* € L' [a,b] , Alors
1 [ "o
T(6.0.0) < Ty / P() (¢ (r)de (221)
telle que P(z) = [" p(u)du et P(x f tp(t)dt — P(b) [ tp(t)dt

Définition 2.2.2 Soit f : [a,b] — R une fonction mesurable. On dit que f € LP[a,b], Si

b
[1f(@)]Pdr < 400, V1 < p < +00.

Définition 2.2.3 Soit f : [a,b] — R une fonction mesurable. On dit que f € L*|a,b], si

dec € Ry tel que |f| < ¢ p.p. x € [a,b].

2.3 Quelques généralisation des inégalités de Cheby-
shev

Théoréme 2.3.1 [3] Soient f,g : [a,b] — R continues ayant le méme sens de variation.

Alors, pour tout a > 0, on a

—F(ZE; f)la) T2 (fo)(x) = (Jg f () (Jgg(x)) > 0, Vala,b]. (2.3.1)

Lemme 2.3.1 Soient f,g : [a,b] — R continues et p : [a,b] — R une fonction continues

et positive. Alors on a

1 o 1 1 X
Jop(x ) Jo(nfg)(z) — Jop(z) e Jo(pf)(x ) Jop(x) J(pg)(x)
Ty / / —0)* p(uw)p(v)(f(u) = f(0))(g(u) = g(v))dudv

(2.3.2)
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2.4 Résultats fractionnaires

On démontre le lemme suivant,

Lemme 2.4.1 Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions intégrables, p : [a,b] — R une
fonction integrable et ¢’ € L'[a,b],alors Ya > 0, Yz €|a,b], on a
1 1 1

T = PFE) — G S T ) @) G T2 () ()
=7 Jgpl(x)]z / g1 { / (v — y)alﬂm(y)p(y)dy} dt. (24.1)
telle que
1 @ (e}
Holy) = gy [ 09)@) = ) 5p(w)]. (24.2)
Preuve :

Par une integration par partie, on obtient

/ J(t) { / (- y)“Hx<y>.p<y>dy} dt = g(t) / (2 — y)* " Ha(y)p(y)dy|'="

a a

Et donc

/ J(t) { / (2~ y>a1Hm<y>.p<y)dy} it = g(x) / (& — 9)*  Ha(y)p(y)dy

a a

On remplace H,(y) et H,(t) par (2.4.2), alors on trouve

/ £){ / ) H, (y)p(y)dy b dt

= 9@ f) >ﬁ / (2 — )™ ply)dy — g<x>J3p<x>ﬁ / (z — 9)* F()p(y)dy

a a
xT xT

/ (2 — )" g(t)p(t)dt + Jsp@)ﬁ / ( — 1) g(t) F(E)p(t)dt.

a a
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Par conséquent

/ o / PP = g U@ ) — @) 2 e @)
+Jop(x) 3 (pfg)(x) — I3 (pf)(x)J5 (pg)(x).

D’ou
/ 01 / g H)p)dy}dt = Jop(@) T (pfg)(x) — JHpf) () T (pa) (@),

(2.4.3)

1
Si on multiplie (2.4.3)) par ————, on obtient (2.4.1]).

[Jep(x)]?

Théoréme 2.4.1 Soit ¢ : [a,b] — R une fonction continue, p : [a,b] — R une fonction

integrable et (¢')* € L'[a,b], Alors pour toute « > 0 et x € [a,b], on a

xT

o 2 ; D / 2
- [ e0w)] <€ g [ POWOPR (24a)

Preuve :

Pour f(z) = z, dans le lemme 2.4.1, on a

1 1

(a) Jx(pg) ()] — e Jolxp(x)] (@) J&(pg)(x)
1 o
= e / {/ x—y)*  H,(y)p(y)dy}dt, (2.4.6)
tel que
Ho(y) = —— [Jo(ap(x)) — yJop()]. (2.4.7)

I(a)
On remplace H,(y) par ﬁ [J&(xp(z)) — yJop(z)] dans (2.4.6]),
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Donc

—_

= T | YO @) [@ =0

alP

—~

Par conséquent

. . - ! *Nep(x 1 @ ) = 1 / 5
Ty < O @) = g () s ) (0) = / J(OP.(1)dt (2.43)
D’autre part, par (2.3.2), on trouve
1 o 12 B 1 . § 2
Jop(x) Ja (p97)(2) |:Jap(x) Jy (po)( )}

1 r T . . 2
M ROVTIOE / / (z— 1)~ (= )" p(0)p(s)[B(t) — (s)dtds.  (2.4.9)

Et on a .
o)~ 61) = [ o/ (wyn.

On utilise I'inegalité de Cauchy Schwarz. On peut écrire

[ /t ¢’(U)dur < /t du /t (¢/(w))*du.

— (t—s) / (& (u))2du
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Si on suppose que ¥(v) = [(¢'(u))?du, alors on obtient

2

1 « 2 a
T ) — | o))
1 a—1 a—1
= 2T(a)Jgp@)P a/a/(x 1)z =) p)p(s)(t — s)(V(t) — W(s))dtds.
1 N 1 . )
— —Jgép([)’;) Ja [(L‘(p\I])(.I)] - J[?Z)(x) Ja [.Tp(l‘)] ngp(x) Ja (p\II)(I) (2410)

Et par (2.4.10) et (2.4.8]), on obtient

1
Jop(x)

Js<p¢)<x>] < e [ WOP0

) @) - | T

Jep(x)
On remplace W'(t) par (¢'(t))?, on trouve l'inégalité ([2.4.4).

Corollaire 2.4.1 Si ¢ : [a,b] — R est une fonction continue et (¢')* € L'[a,b], alors on a

x

/ (x— 0°(t— )0 (OPdt.  (2.4.11)

a

]' (07 1 (0% 2
Jep @) - [ngJa o(x)| <

1
(+ DN(v)J21

pour tout o > 0 et x €]a, b].

Preuve :
Pour p(t) =1, 0n a

~ 1

P,(t) = o) {ng./at(x — )y — J31./:(a; - y)o‘_lydy} : (2.4.12)

D’autre part, en tenant ompte de

(a4 z)(x — a)®

Jor = AT (2.4.13)
/(:U —y)* My = é [—(z =)+ (x — a)?], (2.4.14)
a o Gar
TS Tt (2.4.15)
/a (x —y)* lydy = a(a1+ 3 [—(z —t)*(at + x) + (z — a)¥(aa + z)]. (2.4.16)
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On remplace (2.4.13)), (2.4.14)), (2.4.15)) et (2.4.16) dans (2.4.12)), on obtient

~ 1

P.(t) = ST (a £ 2) [—(aa+x)(z —a)®(x —t)* + (z — a)(x — t)* (ot + z)]
1 « o
Jo1 e
= T o). (2.4.18)

Si on remplace P,(t) par (2.4.18) et p(t) = 1 dans (2.4.4), alors on obtient (2.4.11)).

Théoréme 2.4.2 Soient f, g : [a,b] — R deux fonctions continues, (f')?,(g')* € L'[a,b] et

p: [a,b] — RY une fonction integrable, alors pour toute o > 0 et x €la, b, on a

1 I SR
Jgp($>Ja (pfg)(x) Jgp(x)Ja (pf)(x) e

1 m~ / 2 : m~ / 2
e ( [ Ptolro) dt) ( [ B0l ) dt) . (2.4.19)

a a

Jo (pg)(x)

ok~

Preuve :

Par I'égalité (2.3.2)), on a

! o — L o x)J* x
S I — o D) )0

a

1 T x . .
- 2[F(a)J3p(x)]2a/ / (@ =)z =) p)p(s)[f (1) = f(s)] [9(t) — g(s)] dids.

Et donc

1 e _ 1 o ) J X
mja (pfg)(x) [Jap(m)]z‘]a (pf)( )Ja (pg)( )

B 2[1“(04)}519(3:)]2/ / {l =077 = ) p(0)p()]

{[@=0"" (= )" "p(t)p(s)]

N
—~
-
—~

~
SN—

I
-
—~

)
N~—
N—

——
X

(S

(g(t) — g(s))} dtds. (2.4.20)
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On utilise I'inegalité de Cauchy Schwarz, alors on obtient

= . S S x)Jo x
0K (pfg)(x) Tep(@) (pf)(@)Jz (pg) ()
1 T x . . 2 3
< ST ( / / (@ — 07 (@ — ) p(p(s)] (F(E) - £(5) dtds)
x ( [ [ =0 = 9 os)] 016) - o) dtds)
D’ou
Lo (pf o)) — s JE (p) (@) 2 (p) (@)
Tep(e) " P gl R
1 N ) 1 N 2\ 2
< ( S @) = | e ) )
o, o 2\ 2
( Tan(a) (pg”)(x) — [ Top(0) (pg)(x)} ) : (2.4.21)

2
On applique 'inégalité (2.4.4) pour (Jg‘zl)(x) JX(pf*)(x) — [mJg‘(pf)(x)] ) et

2
<m(]g(pg2)(x) — [mjg(pg)(x)] ), alors on trouve (2.4.19).

Corollaire 2.4.2 Soient f,g : [a,b] — R deuz fonctions de classe C*([a,b]) et (f')?, (¢')* €

LY[a,b], alors Ya > 0,V €]a,b], on a

ST @) = s 2 (@) ()

< #\/ V(e —a) (f/(x)’] Jott [ —a) (¢(2))]. (24.22)

Preuve :

Si on utilise I'inégalité (2.4.21)) pour p(t) = 1, alors on obtient

1 1 N o
Ja]_Jﬂ (fg)(:lc) - [ng]g‘]a f(l')‘]a g(l‘)

a

< J( e - | J;Jsf(x)r) ( o) - | Jaingg(x)}Z).(zM?))
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2
On utilise le corollaire 2.4.1 pour (E o f2(x) — [Jaljgf( )} ) et

2
(ch‘]:zl 2( ) — [Juljg (x )} ) , on obtient

Jo(fg)(z) —

! 21 @) 20

Jal “ [Jol

xT

(o + 1)F1(a)(Ja1) /(fﬁ —t)e(t —a) [f() dt

a

IA

1 T

< et - - e

a

Ce qui donne

1 (63
S @) = 2 (@) ()

a

= \ @+ 1)r(§+ 1)(Jg1)/(x 0t —a) [f(O)] e
@ e J@=vrte-a)lera
et donc
1 1 1 e o
2 9)@) = e @) ()
Ve e = ) ()] g (e - ) (1))

Théoréme 2.4.3 Soient g : [a,b] — R une fonction croissante, p : [a,b] — R une

onclion iniegraovlie, une jonclion continue sur |a, e € a, 0|, ators pour toute & >
fonction integrable, f une foncti ti b] et f' € L®[a,b], al tout 0
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et x €la, b, on a

1 I SV S
Tep(e) e PIOT) = Feomy e Ph)@) 7oy Ja(pg) (@)
B (Jgil(lo)of a/ g/ (t)Pu(t)dt. (2.4.24)
Preuve :
Par 1'égalité , on a
1 1 ) )
Jap(a) s PIO) = mJa (0£)(@) 75 (p9) )
/ / ) p(uw)p(v)[f (u) — f(v)][g(u) — g(v)]dudv
(2.4.25)
D’ou
1 L .
Jop(@) ) T2 0f9)(@) — e e () (@)1 (pg) ()

/ / (2 — )™ (& — ) p(u)p(v) | F(u) — F)] |g(u) — g(v)] dudo.

(2.4.26)
D’autre part,
— f(w)] = /f'<s>ds < =]
Donc v
]. 1 (6% (6%
Topla) o Jo(pfg)(x) — mJa (p.f)(2)J3 (pg)(x)
“f “ / / o p(u)p(v) [ — o] [g(u) — g(v)] dudv.
(2.4.27)

Puisque ¢ est une fonction croissante, alors

Vu,v € [a,b], (u—v)(g(u) — g(v)) > 0.
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Par conséquent

1 1 X
Jop(@) e Jo(pfg)(x) — Tep(a) P Jo (pf)(x)J3 (pg) ()
”f '” / / ) p(u)p(v) (1 — v)(g(u) — g(v))dud(2.4.28)
D’ou
! o L e x)J x
Jg,p@)Ja (f9)(x) [Jgp(x)]g‘]a (pf)(2)J5 (pg)(x)
< 17 La;@) 2 la(pg) @)] — [JaplwJs[:cp@)ws(pgxx)} .
On utilise I'inégalité (2.4.4)) pour —= — JO‘[ (pg)(z)] — [Ja J“[xp( )]J¢(pg)(x), on trouve
@.42A).

Corollaire 2.4.3 Soient g : [a,b] — R une fonction croissante, f une fonction continue

sur [a,b] et f' € Ly|a,b], alors pour toute a > 0 et x €la, b, on a

1 (0% «
S )a) = e @) T2
[ Mos Fata :
< SR - d@). (2.4.29)
Preuve :
~ Jo1 . -

Pour p(t) =1, on a P.(t) = m(m —t)*(t — a), donc on remplace P,(t) et p(t) dans
I'inégalité , on obtient

1

U9~ @) ()

Hf’|| / ot — a)g (1)t

Donc

1 (0% (07
S0 @) = s 2 (@) 20 (w)
allf ]l [ ,
R CED O NCE /(‘”_t) (t = a)g'(t)dt.

a
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Par conséquent

. 1 o o
T U0 () = S i) ()

< a”f,Hoo Ja—l—l [(

< e g,

Théoréme 2.4.4 Soient f, g : [a,b] — R deuz fonctions dérrivables sur [a, b] avec ¢'(t) # 0,
Vt € [a,b], ( ) € L®[a,b] et p: [a,b] — R soit integrable, alors Vo > 0,Vz €]a,b], on a

o 1 o 1 o .

Jc‘fp(x) Ja (pfg)(x) - Jgp(x) Ja (pf)(fl;’) Jgp(l’) Ja (pg)( )

f/ 1 N ) B 1 N N 2

z lwmﬂlﬂw)@ﬂ <ﬁM@lAwX))]- (2.4.30
Preuve :
Soient s,t € [a, b], avec s # t, et par le théoréme des acroissement finis généralisé Jc € [t, s]
telle que ];Eg (()) C),donc Vs, t € |a,b],t # s et ¢'(t) # 0, Vt € [a,b], on a ’;g;:g((j)) <

i
et pao; I’égalité , on a
1 1 o o
Top(s ) Ja (pf9)(x)] = [Jap(x)]g‘]a (pf)(x)Jg (pg)(x)
// ORI~ £(5)]9(0) — o(s)] dids
D’ou
I ) @)] — o () )2 ) 0)
awmw PO gplayp e
_ \a— 1 a 1 s f(t) — f(S) S

//x ) ptonts) (L0 =2 be) - gt e

Par conséquent
1 1 o o
Topla ) Ja (pfg)(x)] = Top(@)F o (f)(@) g (pg)(x)
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Donc

1, 1
Top(a) e (Pf)@)] -

a

Tl J(pf)(2)J% (pg)(z)

1

f/
= ST()Jep@)F || ¢

9

//(I —)* Nz — 5)* p(t)p(s) [9(t) — g(s)]” dtds.

Finalement

! v ——1 o x)J* T
mja (pfg)<'r)] [Jg‘p(fL‘)]QJa (pf)( )‘]a (pg)( )

L [#J;Y(pg?)(xn—( ! J“(pg><x>)].

g Jep(z) Jop(x) ™




Chapitre 3

Inégalités de Chebyshev et Steffensen
avec Poids Quelconque

3.1 Introduction et motivation

On considére la fonctionnelle de Chebyshev & un poids quelconque
1

b b ,
fbp(lx)dx/ (pfg)(x)dx — fbp(lx)dx/ (pf)(x)dxm/ (pg)(z)dx

avec f,g,p: |a,b] — R des fonction integrables.

T(f,g:p) :==

Dans [2], les auteurs montrer que si f est une fonction croissante et g vérifie I'inégalité suivante

T b T

P(lx) / % / p(t)g(t)dt, telle que P(x) = / p(t)dt, (3.1.1)

a a

alors T'(f, g;p) > 0.

Pour p(t) =1, T(f,g) > 0 ,si f est une fonction croissante et g vérifie I'inégalité suivante

= / olt)ih < s / 0yt
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3.2 Reésultats classique sur la fonctionnelle de Cheby-
shev a poids quelconque

Lemme 3.2.1 [2] Soient f,g: [a,b] — R deux fonction de classe C* et p : [a,b] — R une
fonction integrable, Alors on a
b x b

[P(lb)]Q /F(:c)/P(t)g’(t)dtf( dx+/ / (t)dt f'(z)dx

(3.2.1)

T(f,9:p) =

telle que P(z) = fp(t)dt et P(x) = P(b) — P(z).

Théoréme 3.2.1 [2] Soit g : [a,b] — R une fonction monotone et croissante, p : [a,b] —

Rune fonctionintegrable et f : [a,b] — R une fonction continue tel que f' € L*®[a,b] et

g € L'a,b].Si est vérifie, alors on a

telle que P(z) = [ p(u)du et P(t) = P(t) fab up(u)du — P(b) [ up(u)du.

3.3 Résultats fractionnaires

Théoréme 3.3.1 Soit f : [a,b] — R une fonction continue et croissante et p,g : [a,b] —
R deux fonctions continues telle que

t t

Jip(z) /(aj —w)* p(u)g(u)du < J*(pg)(x) /(:c —w)* 'p(u)du, a <t <z <b (3.3.1)

a a

Alors, poura>0eta <z <bona

1
Jep(x)

Jo (pfg)(x) > Jq (pg) (). (3.3.2)

Preuve :
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Par une intégration par partie, on trouve

op@) [ e
INE) / (@ —1)* " p(t) f(t)g(t)dt.

Jop(x)Ji(pfo)(x) =

D’ou

S 2 elo)@) = 01w [ ) tplu)gu)du

Donc

Jop(x) Iy (pfo)(z) = f(x)Jip(x)Jy (pg)(z)

__/f BT /:L’—u) p(w)g(u)dud.

On utilise I'inégalité (3 , on obtient

Jop(x) S (pfo)(x) > f(x)Jip(x)J7 (pg)(x)

1 f / oY / a—1
o / F(6)7%(pg) () / (2 — u)* " p(u)dudt.

Par conséquent

Tep(a) 2 (pfg) @) > £() 0 p(x) 1o (pg) () — Lo pg / f(t / p(u)dudt (3.3.3)

Et par une autre integration par partie, on obtient
T t t

[ 10 [@=wtpwdude = s / (& — ) p(u)duli=: / 0
- f()/w—uo” du—/f

(3.3.4)
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Si on utilise I'égalité (3.3.4] - dans l'inégalité (3 , alors on trouve

Jep(x) IS (pfg)(z) > f(z)Jip(z)J (pg)(x)

J2 (p9)(x) N
- (fm /<x ) Lp(u)d / F(t)(@ — 1) p<t>dt).

a

Donc,

f@Ie 0@ [ o
T(a) /(w—u) p(u)du

a

Jop(@)JS(pfg)(x) > flx)Jop(x)Js (pg)(x) —

J2(pg)(x) |
+e 00 / ol

Par conséquent,

Jap(x) I3 (pfg)(x) = f(z)Jgip(x)Jg (pg)(z) — f(x)J; (pg)(x) 5 p(x)
+J5 (pg)(x) J5 (.f) ()
= Ji(pg)(x)J; (pf) (). (3.3.5)

Finalement, on multiplie (3.3.5)) par m , on trouve (3.3.2]).

Lemme 3.3.1 Soient f,g : [a,b] — R deuz fonctions de classe C'([a,b]) et p: [a,b] — R

une fonction continue, alors pour tout x € [a,b], on a :

Jo(pfg)(w) —

Je(pf)(x)

1
Ty 09)(2) (33.6)

i |50 [t oo [rosoron].

1
Jap(x) J‘“()

telle que
M, (t) = / (2 — )™ p(u)du (3.3.7)

et
M, (t) = My(z) — M,(t). (3.3.8)
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Preuve :
On a
/ /M w)duf!(t dt+/M /M u)duf(t
_ / /M w)duf'(t
+jﬁmn/mmm—M4»<)mﬂ>t
Donc “
/ /M wduf!(t dt+/M /M u)duf'(t
//M w)duf!(t dt—/M /M w)duf(t
/M / wduf'(t dt—/M /M u)duf'(t
D’ou

i facontmasons o oo
[//M u)duf (¢ w+/M /imwﬂ)]
o oo

D’autre part, on a
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Donc
/ /M w)duf(t dt+/M /M w)duf'(t
= M) / (qu)ga) / (2 — ) p(u)g(u >du) F'(t)dt
" / M, (8)(g(x) — () (t)dt]
- / M) ()dt | My(z)g(z) — / (z — u)® 1p<u)g(u)du)
Par conséquent a a
/ /M w)duf(t dt+/M /M w)duf(t
_ M) / ML {)g(0)( / / u)du ' (t)dt
/ M (1) (Bt — M / M
/M dt+/ dU/M
Donc
/ /M w)duf(t dt+/M /M w)duf(t
:/( du/M Bt — M. // u)du f'(t)dt
’ (3.3.9)

D’autre part, par integration par partie, on obtient

x t T T

/ / (2~ u)* p(w)g(u)duf (t)dt = f(z) / (2 — u)* p(w)g(u)du— / (2 — 1) p(t)g () F (1)t

a a a a

(3.3.10)
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et

xT

/ M, () f/(£)dt = M, (2)f (z) — / (2 — £~ p(t) F(£)dt (3.3.11)

a

Si on remplace (3.3.10)) et (3.3.11)) dans (3.3.9), alors on obtient

/ /M w)duf!(t dt+/M /M wduf'(t

- / (2 — ) 'p(u)g(u)du (Mz(x)f(x) - / (x— 1) p(t)f(t)dt>

a

Et donc

/M /M w)duf!(t dt+/M /M w)duf! (t)dt

_ / (2 — )" Lp(t)dt / (= )" p(t) f(1)g()dt

a a

— (/(as t)alp(t)f(t)dt) (/(ac — t)alp(t)g(t)dt> : (3.3.12)

a a

On multiplie (3.3.12) par =, on obtient (3.3.6)).

1
[[()Jg p(x)]

Théoréme 3.3.2 Soient g : [a,b] — R une fonction croissante, p : [a,b] — R une fonction
integrable telle que l'inégalité soit satisfaite et soit f : [a,b] — R wune fonction

continue avec f' € L™®a,b] et ¢ € L[a,b] alors, on a

1 1 1
Jgp($)Ja (pfg)(m) - Jgp(l') Ja (pf)<$)Ja

J“(pg><x>\ < % [ Batrg oyt

a

Preuve :
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Par I'égalité (3 , on a

1 1 L
T (pfg)(x) — Top(a) s Ja (pf)(x) Topa) (pg)(z)
/M u)duf'(t dt*/M / w)duf!(t)dt] .
Donc
T 0h0)(0) = S T ) ) 7 (0 (0)
Jap(x) " Jep(z) ™ Jop(a)
< Hf’H /M dudH/M /M Wdude].
Par conséquent
L o0t ) (2) = o T (pf) (£) e T (pg) (2)
Jep(x) brg Jop(x) * p Jop(z) pg
1 N 1 .
(x) Jo (xpg)(z) — Top(@) (xp(x))Jgp(x)Ja(pg)(x)
D’autre part, on a
L e epo)(e) - ek 2 a0 e ) ) 2 0
Jap(a) PN T Jap(ay e P Fap(a) T
Donc
1 B O SR
Tap(a) e PFONE) = 5o s T ) @) s Ti (0g) ()

< 17 ( T ) 0) = S T ea)) S )0)).

Et par 'expression (| , on a

1 o 1 o 1 N 2 - 1 L~
T )]~ T ) e ) ) = s [ O
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Finalement, on déduit que

Jg"p(@ J;X(pfgxx) - Jﬁp(ﬁ) a

<

[
[Jap(x)]?

/

a

P.(t)g'(t)dt.



Chapitre 4

Inégalités Intégrales avec Fonctions
Convexes

4.1 Intoduction

Les fonctions convexes jouent un role important dans les différent domaines mathématique,

donc leurs inégalités sont trés utilisables et 'un de ce utilisation est le calcul fractionnaire.

4.2 Fonctions convexes

Définition 4.2.1 Une fonction @ : I — R est dite conveze lorsque :

Ve,yel, Vpel0,1],  o(uz+ (1= p)y) < pe(z) + (1 —1)ey)
@ sera dite concave si —p est convexe.

Proposition 4.2.1 Soient I un ensemble convexe et ¢ : I — R une fonction dérivable, Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ est convexe sur 1.

(i) Yo,y € I, o(y) —p(z) > ¢'(z)(y — x).

4.3 Quelques inégalités des intégrales classiques a fonc-
tions convexes

Théoréme 4.3.1 [23/Soient f(z),g(x),h(xz) > 0 des fonctions continues sur |a,b] , avec

f(z) < h(z), Vo € [a,b] ,f et g sont croissantes et la foction 5 decroissante.On suppose que
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@ est une fonction positive et conveze telle que ¢(0) = 0. Alors on a

> 2 : (4.3.1)

Théoréme 4.3.2 [23/Soient f une fonction continue et positive sur [a,b] vérifie
b b
/ LB} ()t > / (t— @)™ 8 Gt Vo e [a,b]. (4.3.2)

Alors on a
b

/ £ () > / (z — a)* % (x)dz, (4.3.3)

a

pour tout o, 5 > 0.

4.4 Rappels

Théoréme 4.4.1 [9] Soient f(z),g(x),h(xz) > 0 des fonctions continues sur |a,b] , avec
f(z) < h(x), Vo € [a,b] ,f et g sont croissante et la foction % decroissante. On suppose que p
est une fonction positive et convexe telle que p(0) = 0. Alors pour toute a« > 0 et a < t < b,

on a

(4.4.1)

Théoréme 4.4.2 [10] Soient f et g deux fonctions positive sur [a,b], telle que f est decrois-
sante et g est croissante sur [a,b].Alors pour tout o > 0,5 >~ > 0,5 >0, on a

L rw] e )]
RO ATIEO]

.t € [a,b] (4.4.2)

4.5 Reésultats fractionnaires
On commence par le théoréme suivant :

Théoréme 4.5.1 Soient f(z), g(z), h(x) > 0 des fonctions continues sur |a,b] , avec f(x) <

h(x), Vo € [a,b] ,f et g sont croissante et la foction % decroissante. On suppose que @ est
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une fonction positive et conveze telle que p(0) = 0. Alors on a
Jo f(x) (J%(f)g](x))*
> > | = , VA>T, 4.5.1
Th(z) = \Jgle(ngl(@) 4o
telle que x €|a,b] et o > 0.
Preuve :
On a Vz € [a,b], on a f(x) < h(x), donc, pour tout A > 1, on peut écrire :
Jef(z) o (Jef@))
LA R usay Ry 4.5.2
ey = () (452)
Par le théoréeme 4.4.1, on a
Jof(@) o Jele(fgl(z)
Joh(z) = Jele(h)gl(x)
Par conséquent
(6% A (6% A

Jih(x) Jalp(h)gl(x)
Enfin, on utilise (4.5.2)) et (4.5.3), alors on déduit que

Jof(x) _ (Tele(fglx)\*
Jeh(z) = (ngh)g](x)) Azt

Théoréme 4.5.2 Soient f(x),g(x),h(z) > 0 des fonctions continues sur [a,b] avec f(x) <

h(x), Vx € [a,b] telle que f et g sont croissante et % soit une fonction decroissante. Supposons

que p(x) est une fonction conveze et positive. Alors l'inégalité
Jef(x) o (Jele()g)(x)’
Jeh(@) ~ (Jele(h)g)(x))

est vraie, si l’'un des conditions suivantes est vérifiée :

1. o[f(a)lg(a)Je1 > 1, pour 1 <O <\, a>0 et x €|a,b).

2. o[f(b)]g(b)Ji1 <1, pourl < A<8,a>0 etz €la,bl.

Preuve :

Partie 1 : pour 1 <0 < ), il existe s > 0 telle que A = 0 + s.

(4.5.4)
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On a

(Jele(Ngl @) _ <J§[90(f)g](x)>6 y 1
(Jelehgl@))  \Jeleml(x) ) ~ (

On utilise théoréme 4.5.1, on obtient

(Jele(f)g) ()’ < Jaf@) 1
(Jele(h)gl(x) — Jeh(x) — (Jele(h)gl(x)™
dong, il suffit de montrer que L <1

(Jelp(h)g)(z))”
On a

Klemal(e) = P g )

Par conséquent

Tleal(e) = 12 o))

D’autre part, ¢ est une fonction convexe, donc par la proposition 4.2.1 , on a z,y
/
(y —x)¢'(x) < ¢(y) — p(x). Pour y = 0, on obtient z¢'(z) — p(x) > 0, donc <M) =
x
h(

/ JR—
M > 0, et par conséquent @ est fonction croissante et le fait que f(t) < h(t),
x x

elf(1)] _ elh(t)
6 = hi)

Par conséquent

alors on a

e ) = 12 )
ot #U0)

D’autre part, on a f, g et 4 sont des fonctions croissantes, donc

20 1)) 2 els@lsta)

el

fgl(x) est croissante,

ce qui implique que Vz € [a, b], |
Donc
f9l(z) = ¢lf(a)lg(a)Jg1 = 1.

D’ou

Donc

Et par conséquent
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Partie 2 : Pour 1 < A < 6, il existe s > 0 telle que § = X\ + s.

o)l @)" (%) < (JEle(Nal(a)’

< j ﬁxi < (Flo(f)g (@)’

Donc, il suffit de montrer que (J2[o(f)g](z))” < 1.

Puisque ¢( f)g est une fonction croissante sur [a, b], alors [¢(f)g](x) < ¢o(f(b))g(b), Vz € [a,b],

donc

((f(0)g(b)Jg1)*, Va € [a, D]

< 1

(S [e(N)gl(=))’

IN

Remarque 4.5.1 Pour 1 < 0 = X dans le théoréme 4.5.2, on obtient le théoréme 4.5.1.

Théoréme 4.5.3 Soit f : [a,b] — RY une fonction continue, telle que :

b b
/(u — a)™n@HA gy, < /fmin(l’ﬁ)(u)du, x € [a,b] (4.5.5)
et ,
%(b —a)"™! / fAt)ydt < 1; n=a]. (4.5.6)

Alors, pour tout a, 3 >0, A >1,b—a>1, ona

b b A
/fo‘+5(u)du > (/(u - a)o‘fﬁ(u)du> (4.5.7)

a

Preuve :

Pour A > 1, on a

( /b (u — a) fﬁ(u)du) - ( /b (4 — a) fﬁ(u)du) ( /b (u — a) fﬁ(u)du> i .

a a a

b b
Par le théoréme 4.3.2 , on a [(u— a)®fP(u)du < [ f**%(u)du, donc

( / (ua)“fﬁ(U)dU) < ( / fa+ﬂ<u>du) ( / <ua>afﬂ<u>du) _1

a a a
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Donc pour montrer (4.5.7), il suffit de montrer que
b A-1
/(u —a)*fP(u)du <1, VA>1
qui est équivalent & démontrer que
b
/(u —a)*fP(u)du < 1.

Par une integration par partie, on a

/b(u—a)“fﬂ(U)du = —(u—a)“/bfﬁ(t)du i
+a /b (u—a)*? /b P (t)dtdu
= a/b(u—a)o‘_l/bfﬁ(t)dtdu.

Et une autre integration par partie, on obtient

b b

/b(u —a)*fP(u)du = a/(u— a)o‘l/fﬁ(t)dtdu

a u

= a(a—1)/b(u—a)a2/b/bfﬁ(t)dtdu1du

b

= ala— 1)...(a—n+1)/(u—a)°‘_”

b b b
x// / Pt dtduy,_y...duydu.

D’autre part, on a (v —a)*" < (b —a), donc
b

/(u—a)afﬁ(u)du < a(a—l)...(a—n+1)/(b—a)

a

b b b
X / / / () dtdu,_; ...duydu.
u Ul Un—1
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D’ou
b
/(u —a)®*ff(u)du < of

Donc

b b b b
a—1)...(@—n+1)///.../fﬁ(t)dtdun1...du1du0du.

/(u—a)afﬁ(u)du < a(a—1)...(a—n+1)/fﬂ(t)dt

Par conséquent

b b b
x//.../dun_l...dulduodu.

a

b

/(u—a)o‘fﬂ(u)du < a(a—1)...(a—n—|—1)(b—a)"+1/fﬂ(t)dt

I'a+1)

b
— m(b—a)”“/fﬁ(t)alt

< L

Théoréme 4.5.4 Soit f une fonction continue sur |a,b] vérifiant

b b
/ (u — a)™™M% gy < / Rt () du, V€ [a,b].

et

I'a+1)
MNa—n+1)

Alors, pour toute o, B > 0, A

xT

(b—a)" ™ I FP(b) < 1, telle que n = [al.

>1,0>1letb—a>1 o0na

Tt ) > (I3 — a)* f2(2)|oms)

Preuve :

Pour A > 1,0on a

(J3(x — @) P (2)]om) = (o — @) FP(@)]ams) (Jo( — @) fO () ams)

On comence par montrer que

Jo(x = a)* fA(2)|omp < JLfH0(D).
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On a donc besoin de démontrer que

C(a+ B+ 1)(b—a)>F*
Fa+B+0+1)

Jo(w —a)® f7(2)]amp 2

Pour § €]0, 1], et par une intégration par partie, on a

b
Jit—a) fo(t) | tb:ﬁ / (b— )L (z — ) £ (x)d.

- Fle-ore—or [

+ﬁ /abg(x) </b fﬂ(u)du) dx].

Avec
o) = d [(b — x)dx (x — a)o‘}
= 0—-1)b—-2)"2(z—a)+ab—2)°zr—a)*" (4.5.8)
Donc

it 0 o= o [ o) ([ s a

Si on utilise ’hypothese de théoréme, alors on obtient

ﬁ /abg(x) (/b fﬂ(u)du> dz > ﬁ /abg(x) (/:(u - a)ﬁdu) dz.

Ce qui implique que

Jo(t = a)* f2(t) iz % /abg(x) </:(u - a)BdU) dx

Donc

50 1 ' - 4
Jo(t —a)*fP(t) | t:me/a g(x) [(b—a)’™ — (z — a)™*] da.

(b _ a)/3+1

b ! ’ +1
B m/a gla)de - m/@ g(x)(x — a)"*1dz(4.5.9)

D’autre part, et par integration par partie, on trouve
b
/ g(2)(@ —a)dr = (b—2)""(z —a)*(z — )"}
a

—(B+ 1)/ (b—2)"Hx - a)(z — a)’da.
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Donc

b _ b
m/a g(@)(z —a)dr = T;)/a (b—2) Yz —a)*Pdz
= —J°(x—a)*tP|,o.
_ _Ha+ﬁ+1)@_ayww
C Tla+B+0+1) :

Donc, l'inégalité (4.5.9)) devient

(b—a)’tt [* Lla+B+1)
(ﬁ+1)F(6)/a g(z)dz + Tla+B+0+1)

T3t — a)* F(t) [sm> (b— @)+,
D’ou

Jo(t—a) fo(t) | dzx +

(b—a)Ptt [vd [(b — ) Y x — a)‘”‘}
= = (B + 1)I(0) / dz

Ia+p+1) __\a+B+6
Tatdtotnl ¥

(b—a)’*! IMNa+6+1)

~ 7 _(ph— o—1/,. axfb+ b a+ﬁ+6'
Grore e =t v e P
Et donc
Fa+6+1)
Jot —a) fO(t) |i=p> b— )T 4.5.1
e (T (1.5.10)
pour 5 > 1,
Si on prend S =1 en (4.5.10) , alors on trouve
I'(a+2)
JO(t —a) f(t)]pmp > —————(b— q)*H0F! 4.5.11
= FOos > 5, g 0= ) (15.11)
Et par I'inégalité [23], on a
ps + qr > sPr? Vp,q,s,r > 0, (4.5.12)

tel que p+q = 1.

Sionprend p=1 ¢=22 5= f5(2)etr=(z—a)’ on obtient

sy

—1
s

sy

(z—a)’ > fz)(@—a)’".
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Et par conséquent

FP@) + (8- D —a)’ > Bf(a) (@ — a)’ . (4.5.13)

On multiplie les deux membres de (4.5.13) par ﬁ(b — 2)°~Y(x — a)® puis on integre par

raport a x sur [a, b], on obtient
Ja(t = a)* fI()|emp + (B — 1) o (t — a)**P|imy > BIo(t — @)L F (1)1,

On utilise I'inégalité (4.5.11]), alors on obtient

MNa+B8+1)
(a+p+6+1)

Tt = ) PP Olics + (5 = DI — )]s > B (b= a4,

Donc

Fa+5+1)
(a+p+d6+1)

IMa+B+1)
(a+p+6+1)

T3t =) O+ (8= D

(b _ a)a+ﬁ+5 > ﬁr (b _ a)a+5+5.

Par conséquent
I(a+p+1)
(+B+6+1)

Jo(t —a)* fP(t)]e=p > T (b — a)tho,

Et maintenant on montre que J(x — a)® f#(x)],=p < J°fo+8(b).

Par (4.5.12)), on a
ps+ qr > sPri, Vp,q,s,r >0, avec p+ q = 1.

Si on prend p = %,q =355.5= fotb(z) et r = (x — a)**? , on obtient

B

arpl @

m(g; —a)*™ > (z —a)* fP(x). (4.5.14)

On multiplie les deux membres de (4.5.14]) par ﬁ(b — x)°~! puis on intégre par raport & x

sur [a, b], on obtient

OzLﬂiﬁchfa*ﬁ(x)lx:b + ﬁjﬁ(fﬂ = a)"omy > T (& — )" (@) o=

Donc

BIEFP (@) |omp + 0 (@ = a)* oy > 0 (@ = a)* f2 (@) oz + B0 (2 — a) 7 () o,
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D’autre part on a JO(t — a)®f2(t)]=p > %(b — a)**8+% donc
F(O‘ + 5+ 1) (b _ a)a+[3+5

o po+ 8 . a+
BIE P @t bl =y ey 2 oL

v

+8J, (@ = a)* (@) ] o=

Par conséquent,

Dla+B+1)b—a)* " T(a+B+1)(b— )

o pa+pB
BT (2)]o=p + @ T(a+B+0d+1) = @ Fa+p+0+1)

+BJ5(t = a)* ()],

Finalement,

ijaw(b) > Jg(t - a)“fﬁ(t)h:b,

Donc maintenant il suffit de montrer que

(J2(x = a)* P (2)|oms) ™ <1,

c’est a dire

(@ — ) f (@) oy < 1.

On a:
J(@ — ) @)y = ﬁ / (b— 1w (u — )" £ (w)du
b
1 o -1
- gl u/@_t)é F2(t)du
b b
+a / (u — ) / (b— 1)1 f%)dtdu]

D’ou

J‘S(x —a)*fP(x)]pmp =

E‘

—_
N
1

e
Se—
~—
S
|
S
S~—
Q
L
s
—~
S8
|
~
S~—
T
—
s
@
—~
-
N——
U
<+
U
S
I
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On a aussi

T —a)* ()]s = [ (—1 /bu—a // )27 fB(t) dtduldu]

u Ul

X / / / 1%L 5 () dtduy 1. duldu}

D’autre part, on a (v —a)*" < (b —a), donc

b

G [ (a—l)...(a—n+1)/(b—a)

a

J(a = a)f o)y <

b b b
X / / / 118 (D dtduy .. duldu}

Par conséquent

‘ -

(& — a) P (@) |omy < [a(a—l)...(a—n+1) X

J

~—

b b

b b
/ / / )51 £8 () dtdus,_ . dulduodu]

a a u up

—

Donc
J5(;13 - a)afﬁ(l'”a::b < %5) [a(a — 1)...(a —-n+ 1)
b b b b
X / / / (b — )L P () dtdu,_y ...duydugdu| .
D’ou

‘ -

F(a—a)f o)y <

—

et Dta—n+1 /‘ 0 £ )

b
X / / /dun_l...dulduodu] .
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Ce qui implique que :
T (x = a)* f2(@) b < ala = 1).(a = n+ 1)(b— a)" I FP (D).

Finalement

5 N Fla+1)
Sz —a)* fP(@)]emy < Tla—n+1)

< 1

(b—a)™ o f7(b)

Proposition 4.5.1 Soient f(z),h(x) > 0 deux fonction continue sur [a,b], avec f(z) < h(x)

f

Va € [a,b], telle que f est croissante et 4 est une decroissante. Alors, on a

T f(x) _ (I —a)* ()
Jih(z) = ( :z@:—a)ahﬁ(x)) ’

telle que 6,a > 0,8, A >1et0<a <z <b

Preuve :
Si on prend p(z) = 2° et g(z) = (r—a)® dans le théoréme 4.5.1, alors on trouve la proposition

4.5.1.



CONCLUSION

Dans ce mémoire on a établit des nouveaux résultats sur les intégrales fractionnaires en
utilisant 'approche de Riemann-Liouville. On a généralisé des résultats classiques de type
Chebychev et et type Steffensen de [2] .On a aussi établit des résultats intégraux avec des
fonctions convexes inspirés de [1].

Nos résultats demontrés sont soumis pour publication dans deux journaux internationaux de

Mathématiques.
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