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Introduction

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par le mathé-
maticien Rolf Nevanlinna ([32],[7]) est devenue un outil trés indispensable dans I’étude des
propriétés des solutions des équations différentielles linéaires dans le domaine complexe. En

particulier, la croissance et ’oscillation des solutions de ces équations.
Pour ’équation différentielle du second ordre

f"+e*f +B(2)f =0, (0.0.1)

ot B(z) est une fonction entiére d’ordre fini, il est connu que toute solution de I’équation
est une fonction entiére et si f; et fo sont deux solutions linéairement indépendantes
de I’équation , alors au moins une des deux solutions f; et fy est d’ordre infini ([26],
P. 167-168).

D’autre part, il existe des équations différentielles de la forme (0.0.1)) possédant au moins

une solution d’ordre fini. Par exemple, la fonction f(z) = e* est une solution d’ordre fini de

Iéquation (0.0.1) avec B(z) = —(1 4 e7#).

Alors la question qui se pose est : Quelle condition doit-on imposer sur B(z) pour garantir

que toute solution non nulle de 'équation ((0.0.1)) soit d’ordre infini ?

Plusieurs auteurs tels que Amemiya et Ozawa [I], Gundersen [19], Langley [31], frei [16]
et Ozawa [34] ont étudié ce probléme. Ils ont démontré que si B(z) est un polynéme non

constant ou une fonction entiére transcendante d’ordre différent & un, alors toute solution
non nulle de I’équation (0.0.1)) est d’ordre infini.
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En 2002, Chen [9] a considéré 'équation ((0.0.1)) mais dans le cas ou B(z) est une fonction
entiere d’ordre égal a un.
Dans le méme article, il a étudié ce probléme pour des équations différentielles linéaires du

second ordre de la forme

"+ hy(2)e™ f' + ho(2)e” f =0, (0.0.2)

ou h;(z)(j = 0,1) sont des fonctions entiéres d’ordre strictement inférieur & un, a et b sont
des nombres complexes non nuls. Ses travaux ont été plus tard généralisés pour les équations

différentielles linéaires d’ordre supérieur (voir par exemple ([11], [12])).

Différents chercheurs ([7], [10], [29]) se sont intéressés a ’étude des équations différentielles

linéaires de la forme :

"+ hi(2)eP @ 1 4 hy(2)e?P) f =0, (0.0.3)

ol P(z) et (%) sont des polyndémes non constants et h;(z)(j = 0,1) sont des fonctions
entiéres. Ces résultats ont été aussi étendus pour les équations différentielles linéaires d’ordre

supérieur (voir par exemple ([37]).

Belaidi [5] a étudié 'ordre de croissance des solutions des équations différentielles linéaires

de la forme :

O 4 by (2)el1 G =D by (2)e1 @ f 4 hg(2)eDE) f =0, (0.0.4)

ol k > 2 est un nombre entier, P;(2)(j = 0,1, ...,k — 1) sont des polynoémes non constants et

hi(z) (#20) (j =0,1,...,k — 1) sont des fonctions méromorphes.

En 2011, Peng et Chen [35] ont étudié 'ordre et I’hyper-ordre de croissance des solutions des

équations différentielles linéaires du second ordre de la forme

F e f 4 (A (2)e™* + Ag(2)e) f =0, (0.0.5)

ou A;(2)(j = 1,2) sont des fonctions entieres d’ordre strictement inférieur & un, a; et as
sont des nombres complexes non nuls. Sous certaines conditions, ils ont démontré que toute
solution non nulle de ’équation (0.0.5)) est d’ordre infini et d’hyper-ordre égal & un.
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Habib et Belaidi [20] ont ensuite généralisé les résultats du Peng et Chen pour 'équation

différentielle suivante :

F9 4 3 (Di(2) + Bi()eh )19 + (Do) + ()" + Aa(2)e™) F =0, (006)

ol k > 2 est un nombre entier, A;(z) (#0) (s =1,2), Bj(z) (#0) (j=1,...,k—1) et D,,(2)
(m=20,1,2,....k — 1) sont des fonctions entiéres d’ordre fini, a;,as,b; (I = 1,...,k — 1) sont
des nombres complexes.

Ils ont aussi considéré dans [19] I’équation différentielle linéaire suivante :

k—1
I8 4+ 3By () + Dy2)e?) f9) + (An(2)e + Agl)e™) f =0, (0.0.7)
j=1

ol k > 2 est un nombre entier, A;(z) (Z0) (s = 1,2), Bj(2)(#0), et D;(2)(#0) (j =
1,2,...,k — 1) des fonctions entieéres d’ordre fini, a1, as,b;,d; (j = 1,...,k — 1) sont des
nombres complexes. Ils ont démontré que toute solution non nulle f de I’équation (0.0.7]) est

d’ordre infini et d’hyper-ordre est égal a un.

Dans cette thése, on va considérer les résultats de Peng et Chen et ceux de Habib et Belaidi
pour démontrer différents résultats concernant la croissance des solutions méromorphes de

certaines équations différentielles linéaires.
Cette thése est composée de quatre chapitres :

Le premier chapitre comporte quelques définitions, notions et résultats de la théorie de Ne-

vanlinna nécessaires par la suite pour notre travail.

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude de 'ordre et I’hyper-ordre de croissance des

solutions méromorphes de 1’équation différentielle linéaire

k—1
FO 43 7(D(2) + Bi(2)e @) f9) + (Do(2) + Ar(2)e@ ) + Ay(2)e?P) f =0,  (0.0.8)

1

<

oll k > 2 est un nombre entier, Q(2)(s = 1,2) et P;(2) (j =1,...,k—1) sont des polynémes
non constants, As(2) (Z0) (s =1,2), B;(2) (Z0) (j=1,...,k—1) et D;y(2) (m=0,1,....k—

1) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini.
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Dans le troisiéme chapitre, on va étudier la croissance des solutions méromorphes de 1’équation
différentielle linéaire

k>+z PO 1 D)) FO) 4 (4,280 4 A(2)e@O) F =0, (0.0.9)

ol k > 2 est un nombre entier, Qs(2)(s = 1,2), Pj(z), et R;(z) (j =1,...,k —1) sont des
polyndmes non constants, As(z) (#Z0) (s =1,2), B;j(z) (Z0) et Dj(2) (#0) (j=1,....k—1)
sont des fonctions méromorphes d’ordre fini.

Dans le dernier chapitre, on s’intéressera a 1’hyper-ordre des solutions méromorphes trans-

cendantes des équations différentielles linéaires de la forme :

k—

=0

,_.

o k > 2 un nombre entier, P](z et Q;(2)(7 =0,...,k—1) sont des polynémes non constants,
A;(z) et Bj(2) (j =0,...,k — 1) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini.



Chapitre 1

Quelques éléments de La théorie de R.

Nevanlinna.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna.

Définition 1.1.1 ([Z])], [27]) Soit [ une fonction méromorphe. Pour tout nombre compleze

a, on désigne par n(t,a, f) le nombre des racines de l’équation f(z) = a situées dans le

disque |z| < t. Chaque racine étant comptée avec son ordre de multiplicité et par n(t, oo, f)

le nombre des poles de la fonction f dans le disque |z| < t. Chaque pdle étant comptée avec

son ordre de multiplicité

Posons

N (r,a, f) = N(r,

L . ["n(ta f)—n(0,a,f)
il

N (r,o0,f)=N(r,f) = /07‘ n(too,f) = n<0’oo7f>dt+n(0,+oo,f) log r,

t

- 1 )_/Orn(t,a,f);ﬁ((),a,f)

_ "n(t, 00, f) =7 (0,00, f)
~Nep) = [ t

dt+n (0,400, f)logr,

dt +n(0,a, f)logr, a # oo, (1.1.1)

(1.1.2)

dt +7m(0,a, f)logr, a # oo, (1.1.3)

(1.1.4)
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2
(o f) =mlr ) = oo [log" o a (115)
m(r,a, —mr,f_a =5 og Flre®) —a] a # 00, 1.
0
1 2
m(r,o00, f)=m(r, f)= 2—/logJr }f (rei9)| do,
s
0
(1.1.6)
ou
i logz, x>1
log"™ z = max {0,logz} = (1.1.7)

0, O<ax <1~

n(t, a, f) le nombre des racines distincts de I’équation f(z) = a situées dans le disque |z| < t.

n(t, 00, f) le nombre des poles distincts de la fonction f dans le disque |z| < ¢.

N(r,a, f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < r et m(r, a, f)

est dite fonction de proximité de f.

Définition 1.1.2 ([2]), [27]) Soit f une fonction méromorphe non constante. On définit la

fonction caractéristique T (v, f) de la fonction [ par :

T(r f)=m(r,f)+N(rf).
Exemple 1.1.1 Soit la fonction f(z) = e*", otn € N* et a € C*.
Posons a = |a| e et z = re?. Alors

|f(z)| = ‘f(?“ew)‘ = €\a|7’"cos(n0+¢)

D’ot

2

2T
1 < 1 .
m(r, f) = %/10g+ ‘f(rew)} do = %/10g+e|“7" cos(nb+¢) 10
0

0

Par un changement de variable, on a

2nm+p 2m

1 n 1 .
m(r, f) = % log+e|a\r cos(7) - — %/log—‘reah cos(7) -
%)

n z 2
— |a2‘; [/02 cos (7) al7+/327r cos (7) dT] = %r”.

[e=]

(1.1.8)
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Ainsi
T(r, f)=—r". (1.1.9)

z

Exemple 1.1.2 ([2], p. 7]) Pour la fonction f(z) =€, on a

T

T(’l“,f) ~

T, T — +00.
(2m3r)2

az™

Exemple 1.1.3 ([7]) Pour la fonction f(z) = ¢

T(r, f)= |Z—|r” + O(logr), 1 — +00.

—,oun €N etaecC*, ona

Proposition 1.1.1 ([32]) Une fonction méromorphe est une fonction rationnelle si et seule-

ment st
T(r, f)=O(logr), r — +oc.

1.2 Premier Théoréme fondamental de R. Nevanlinna.

Théoréme 1.2.1 ([32]) Soit f une fonction méromorphe non constante et soit

f(z)—a= Eo:o Ciz', Cp#0, meZ (1.2.1)

i=m

la série de Laurent de (f —a) a Uorigine.

Alors pour tout nombre complexe a, on a

T (r, 7 i a) =T(r, f) —log|Cul| + ¢ (r,a), (1.2.2)

ot
lo (r,a)] <log?2+log™ |al. (1.2.3)

Remarque 1.2.1 Le premier Théoréme fondamental peut étre exprimé sous la forme :

T(r,fi&):T(r,f)%—O(l),7“—>+oo eta € C. (1.2.4)

Proposition 1.2.1 ([2]], [27]) Soient f, fi,..., fn (n € N*) des fonctions méromorphes et
a, 8,7,0 € C avec ad — vy # 0.
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Alors on a

n

a)T <r, ka> < ZT(’F, fr) pour n > 1.
k=1

k=1
(1.2.5)
b) T'(r, f*) =nT(r, f), n € N".
(1.2.6)
c)T (T, ka> < T(r, fr)+logn, pour n > 1.
. . (1.2.7)
d) T (r af + ﬂ) =T(r, f)+O(1) en supposant que f % —46/~.
f+d ’ (125
1.2.8

1.3 Croissance d’une fonction méromorphe.

1.3.1 Ordre et Hyper-ordre de croissance.

Définition 1.3.1 ( [24] [32]) Soit f une fonction méromorphe. Alors l'ordre de croissance
de f est défini par :

o(f) = Tm log T'(r, f)

r—+o00 log T

(1.3.1)
Proposition 1.3.1 ( [2]|] [32]) Soient f et g deux fonctions méromorphes. Alors on a

1) o(f +g) < max{o(f),o(g)}
2) o(fg) < max{o(f),o(g)}
3) Sio(f) < olg), alors o(fg) = o(f +9) = o(g).

Remarque 1.3.1 Si f est une fonction entiére, alors l'ordre de croissance de f est défini

par :
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U(f) = m M m loglogMOa’f)

r—-+00 10g r T—-+00 log T

(1.3.2)

ot M(r, f) = max|f(2)].

|z[=r

Exemple 1.3.1 Pour la fonction f(z) = e*, on a M(r, f) = max|f(z)] = ¢€".

|z|=r
D’ou

o(f) = Tm logloge

r—+oo logr

= 1.

Exemple 1.3.2 Pour la fonction f (z) = eajn, oun €N etaecC* onaoc(f)=n.

Définition 1.3.2 Soit f une fonction méromorphe. Alors l'hyper-ordre de f est défini par :

oo(f) = Tm loglog T'(r, f)

1.3.3
r—-+oo logr ( )

Remarque 1.3.2 Si f est une fonction entiére, alors I’hyper-ordre de f est défini par :

B loglog T'(r, f) B — logloglog M(r, f)
r—-+00 log r r—-+00 log r

: (1.3.4)

ot M(r, f) = max|f(2)].

|z|=r
Exemple 1.3.3 ([2], p. 7]) Pour la fonction f(z) =€, on a o (f) = +oo et o3 (f) = 1.
1.3.2 Exposant et Hyper-exposant de convergence des zéros d’une
fonction méromorphe.

Définition 1.3.3 ([2])] [32]) L’exposant de convergence des zéros d’une fonction méromorphe

f est défini par :

N— L )

1.3.5
r—+oo  logr ( )

Exemple 1.3.4 Pour la fonction f (z) = ¢€*, on a A(f) = 0.

Exemple 1.3.5 Pour la fonction f (z) = e* + b avec b € C*, on a \(f) = 1.
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Définition 1.3.4 ([2{)] [32]) L’exposant de convergence des zéros distincts d’une fonction

méromorphe f est défini par :

A(f) = lim %‘

1.3.6
r—+00 log r ( )

- m(t3) -7 (03)
ou N(r, %) = /s d ; 7 at +7 <O, %) log r, et m(t, %) désinge le nombre des zéros

distincts de f situées dans le disque |z| < t.

Définition 1.3.5 ([2])] [32]) L’hyper-exposant de convergence des zéros d’une fonction mé-

romorphe f est défini par :

___ loglog N (r, %)
A2 (f) = lim

r—+00 log r

(1.3.7)

Définition 1.3.6 ([2{|] [32]) L hyper-exposant de convergence des zéros distincts d’une fonc-

tion méromorphe [ est défini par :

_ ___loglog N (r, %)

A2 (f) = 'I’ETOO log r

(1.3.8)

1.3.3 Mesure linéaire et Mesure logarithmique.

Définition 1.3.7 ([275]) On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0, +00) par :

+oo
m (F) :/ Xg (t)dt, (1.3.9)
0
ol X est la fonction caractéristique de l’ensemble E.

Exemple 1.3.6 La mesure linéaire de l’ensemble E = [2,7] U [9,11] C [0,+00) est donnée

m (E) :70XE (t)dt:]dt+7dt:7.

0 2 9

par :

Définition 1.3.8 ([27]) On définit la mesure logarithmique d’un ensemble F' C [1,400) par :

oo Xr (t)
oy (F) = /1 0 g, (1.3.10)
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ol X est la fonction caractéristique de l’ensemble F.

Exemple 1.3.7 La mesure logarithmique de l’ensemble F' = [1,€°] C [1,+00) est donnée

par :
5

m(F) = [0 = [F=5

1 1



Chapitre 2

Croissance des solutions méromorphes
de certaines équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur

2.1 Introduction et résultats

Pour I’équation différentielle linéaire du second ordre

f"+ef +B(2)f =0, (2.1.1)
ou B(z) est une fonction entiére, on sait que toute solution de I’équation (2.1.1)) est une

fonction entiére et si fi, fo sont deux solutions linéairement indépendantes de 1’équation
(2.1.1)), alors au moins une des deux solutions f; et fy est d’ordre infini [[16], p. 167 — 168].

D’autre part, il existe des équations différentielles de la forme ([2.1.1)) possédant au moins
une solution d’ordre fini. Par exemple, I’équation (2.1.1) avec B(z) = —(1 4 e™*) possede la

solution d’ordre fini f(z) = €.

Une question naturelle qui se pose est : Quelles sont les conditions sur B(z) qui garan-
tissent que toute solution f (# 0) de soit d’ordre infini ? Ozawa [34], Gundersen [19],
Amemiya et Ozawa [I], et Langley [31] ont étudié¢ ce probléme. Ils ont démontré que toute
solution f (# 0) de est d’ordre infini lorsque B(z) est un polynoéme non constant ou

une fonction entiére transcendante avec o (B) # 1.

Récemment, Peng et Chen [35] ont étudié ordre et ’hyper-ordre des solutions de ’équation
(2.1.1)) et ils ont démontré le résultat suivant :
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Théoréme 2.1.1 ([35]) Soient A;(z) (#0) (j = 1,2) des fonctions entiéres avec o(A;) < 1,
ay, ay deux nombres complexes tels que ajay # 0 et a; # as (supposons que |aq| < |as|). Si

arga; # 1 ou a; < —1, alors toute solution f (#£ 0) de ’équation

[ e f + (A1 (2)e™ + Ay (2)e™?) f =0 (2.1.2)

est d’ordre infini et oa(f) = 1.

Récemment dans([20], [6]), les auteurs ont étendu le Théoréme 2.1.1 pour des équations dif-

férentielles linéaires d’ordre supérieur & coeffcients fonctions entiéres comme suit :

Théoréme 2.1.2 ([20]) Soient k > 2 un entier, As(z) (£0) (s = 1,2), Bj(z) (#0) (j =

L,...k=1), Dy(2) (m=0,1,2,...,k—1) des fonctions entiéres avec max{o(A;),o(B;}),o(Dy,)}
<1,b (I =1,....,k—1) des constantes complezes telles que (i) argb, = arga, et b, = ca;
(0<¢ <1)(le€l) et (ii)b sont des constantes réelles telles que by < 0 (I € 1), ou I} # O,
LA, HNL=getl1UIl,={1,. —1} et ay, ay sont deux nombres complexes tels que

ajay # 0 et ay # as (supposons que |a1| < lag|). Si argay; # 7 ou ay est un nombre réel tel

que a; < , o c=max{c :l € 1} et b=min{b, : | € I}, alors toute solution f (# 0)
c

1—
de l’équation différentielle

o+ Z(Dj(Z) + Bj(2)e"?) f9) + (Do(2) + A1(2)e™* + Ay(2)e™?) f =0 (2.1.3)

7=1
vérifie o(f) = 400 et oo(f) = 1.

Théoréme 2.1.3 ([6]) Soient A;(z) (F0) (j ,2), Bi(z) (Z0) (I =1,....,k — 1), des

(=1, ) (Bl)(lzl,...,k:—l)}< Lo(l=1,.. k-
1) des constantes complexes telles que (i) by = ca; (0 < ¢ < 1) (I € I) et (it) b, sont
des constantes réelles telles que by < 0 (I € L), ou I} # @, I, # @, [ N1, = & et

fonctions méromorphes avec max{o(A;)

LUuly,={1,...,k—1} et ay, ay sont deur nombres complezes tels que ajay # 0 et ay # as

(supposons que |ay| < |as|). Si arga; # m ou ay est un nombre réel tel que a3 < T ot
c=max{c :l € 1} et b=min{b, : [ € I}, alors toute solution f(Z 0) dont les poles sont

de multiplicité uniformément bornée de [’équation différentielle

FO 4 By g (2)ebe=1Z fED o B (2)e R f 4 (Ar(2)e™ + Ag(2)e™*) f =0 (2.1.4)
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vérifie o(f) = +oo et oo(f) = 1.

Dans ce chapitre, on continue la recherche pour ce type de problémes. On va étendre les
résultats précédents pour certaines équations différentielles linéaires d’ordre supérieur. On va

prouver les résultats suivants :

Théoréme 2.1.4 ([3]) Soient k > 2 un nombre entier, Qs(z) = > a; 52" (s =1,2) et Pj(z) =
i=0

Sbizt (j=1,...,k—1) des polynémes non constants, ot ags, ..., ans (s =1,2),bg 4, .., b j

i=0

(j = 1,..,k — 1) sont des nombres complexes tels que an, = |an €’ # 0 (s = 1,2),
3

S {—g, ;) et n1 F# Gno. Sotent Ay(z) (#0) (s =1,2), Bj(2) (#0) (j=1,...,k—1) et

D, (2) (m=0,1,...,k — 1) des fonctions méromorphes avec max{o(Ay),o(B}),o(Dy)} < n.
Soient I et J deuzr ensembles vérifiant [ # &, J # @, INJ =2 et IUJ ={1,...,k—1}
tels que pour j € I, b, ; = cjan1 (0 < c¢; < 1) et pour j € J, b,,; <O0.

Si 01 # 1 ou a,, est un nombre réel tel que (1 — c)a,1 < b, ot ¢ = max{c; : j € I} et

b=min{b, ; : j € J}, alors toute solution méromorphe f (# 0) de l’équation

k—1
fB 43 (Di2) + Bj(2)e ) f9 + (Do(2) + Ar(2)e? + Ag(2)e®P) f =0 (2.1.5)
j=1

est d’ordre infini et vérifie oo(f) > n. De plus, si \(1/f) < +o0, alors oo(f) = n.

Exemple 2.1.1 Considérons I’équation différentielle linéaire suivante :

f/// + (2 _ iezz) fl/ + (Z;j 4 26—2Z> f/ + (@emz —+ € ) f =0. (216)

z

Posons
Q1(2) = a112 = 2iz, Qa(2) = a122 = (1 —2)z, Pi(z) =b112 = —2z et Py(2) = by oz = iz.

On a

ap = 22, Ao = 1 — 2, b171 =—-2<0et 61’2 =17 = %al,l-

Alors d’apres le Théoréme 2.1.3, toute solution méromorphe f (# 0) de I’équation ([2.1.6]) est
d’ordre infini et vérifie oo(f) > 1.
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Ramarquons que la fonction f(z) = e®”  est une solution de 1’équation 1} avec o(f) =
+00 et O'Q(f) =1.

Exemple 2.1.2 Considérons l’équation différentielle linéaire suivante :

m z+4 z " l_e_z
(S

12 2 ~2
— )f’+(z _EAEE e C >f:0. (2.1.7)

22 z2(z+2) 22

Posons
Q1(z) = a112 =2z, Qa(2) = a122 = —2, Pi(2) = b1z = —z et Py(z) = b1z = 2.

On a
g =2, ap=—1, by =—-1<0etbs=1= a1,
Alors d’apres le Théoréme 2.1.4, toute solution méromorphe f (# 0) de I’équation est
d’ordre infini et vérifie oo(f) > 1.
Ramarquons que la fonction f(z) = ze® est une solution de I’équation avec o(f) =

+00 et oa(f) = 1.

Exemple 2.1.3 Considérons I’équation différentielle linéaire suivante :

3 2 3 243 2
f///+ (; _'_ez) f// . ( Z;‘ —|—3€Z) f/_ (Z ;2_ +63z + _ez) f — ()7 (2.1.8)

Posons
Q1(2) = a112 =32, Qa(2) = a122 = —2, Pi(2) =b112 =z et Py(2) = b1az = —2.

On a
ap = 3, a2 = —]_, 6171 =1= %al,l et b172 =-1<0.
Alors d’apres le Théoréeme 2.1.4, toute solution méromorphe f (# 0) de I'équation (2.1.8)) est

d’ordre infini et vérifie o5(f)

z

> 1.
Ramarquons que la fonction f(z) = <~ est une solution de I'équation (2.1.8)) avec o(f) =

+00 et O'Q(f) =1. )
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Théoréme 2.1.5 ([3]) Soient k > 2 un nombre entier, Qs(2) = >.a; 2" (s =1,2) et Pj(z) =
i=0

Sobiizt (j=1,...,k—1) des polynomes non constants, ot ags,...,ans (8 =1,2),bg ..., bnj
i=0

(j = 1,...,k — 1) sont des nombres complexes tels que a,s = |ansle # 0 (s = 1,2),
m™ 37

s € [—5, ?) et n1 F# ano. Sotent A(2) (#0) (s=1,2), Bj(2) (#0) (j=1,...,k—1) et
D, (2) (m=0,1,...,k —1) des fonctions méromorphes avec max{c(Ay),o(B;),0(Dy)} < n.
Soient I et J deux ensembles vérifiant [ # @, J # 2, INJ = et IUJ ={1,...,k—1}
tels que pour j € I, by; = aja,; (0 <a; <1) et pour j € J, by; = Bian (0 < 3; < 1).
Posons a = max{a; : j € I'} et § =max{B;:j € J}.

Supposons que l’'une des conditions suivantes est vérifiée :

(1) 0, # 7 et 0, # 0.

(2) 01 #m, 01 =105 et [(1) |ani| < (1 —B)|anz| ou (ii) |anz2| < (1 —a)|an1]]-

(3) ana et ano sont des nombres réels tels que (1) (1—F)ans < an1 <0 ou (ii) (1 —a)a,1 <
an2 < 0.

Alors toute solution méromorphe f(# 0) de l’équation est d’ordre infini et vérifie
oo(f) > n. De plus, si \(1/f) < +o0, alors oo(f) = n.

Exemple 2.1.4 Considérons l’équation différentielle linéaie suivante :

f(4) 4 1 1 + 6Z + 1 — 426_2Z f/// + 1 3 + 4Z + 3 — 16Z6_2Z f//
2 z 2z 2 z 2z

(% n e:) "y <e—2z N 1(42 — 1)6—5,2) f=0. (2.1.9)

z 2% 4z
Ql(z) = a1z = —2z, Q2(2) = a1272 = —9%, Pl(Z) =bi1z = —2,

Posons

Py(z) = b1z = =2z et P3(2) = b1 3z = —2z.
On a 1 2
aig=—2, a1p= -5, b1 =—-1=3a11, bip=bi3=—-2=zay

Alors d’apres le Théoréeme 2.1.5, toute solution méromorphe f (# 0) de I'équation ([2.1.9)) est
d’ordre infini et vérifie oo(f) > 1.

Ramarquons que la fonction f(z) = e® " est une solution de 1’équation avec o(f) =
+00 et oa(f) = 1.
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Exemple 2.1.5 Considérons ’équation différentielle linéaire suivante :

z

2
f(4) + <72——§Z—|—6 + 622) f(3) _ <2 . 2z — 362Z> f//

B (1 (2=3) (7" =82 + 6)€Z> f'+<1 N 724 — 1323 — 322 + 242 — 1867%

22 2 23 * 65Z> =

(2.1.10)

Q1(2) = a112 = =2z, Q2(2) = a1p2 = =52, Pi(2) = b1z = —2,

Py(z) = b1oz = —2z et P3(2) = by 32 = —2z.
On a

_ _ _ _ 1 _ _ _ 2
ayi; = -2, 1,2 = -5, b1,1 =-1= 5011, 51,2 = 51,3 =-2= 501,2

et (1 — %) a1 < ap; < 0.

Alors d’apres le Théoréme 2.1.5, toute solution méromorphe f (£ 0) de 1’équation (2.1.10)
est d’ordre infini et vérifie oo(f) > 1.

Ramarquons la fonction f(z) = ze¢ ~ est une solution de I’équation lb avec o(f) =
+00 et oa(f) = 1.

Théoréme 2.1.6 ([3]) Soient k > 2 un nombre entier, Qs(z) = > a; 52" (s =1,2) et Pj(z) =
i=0

Sobizt (j=1,...,k—1) des polynémes non constants, ot ags, ..., ans (s =1,2),bg 4, .., b j

i=0

(j = 1,..,k — 1) sont des nombres complexes tels que ans = |an €’ # 0 (s = 1,2),
3

S {—g, g) et n1 F# Gno. Sotent Ay(2) (#0) (s=1,2), Bj(2) (#0) (j=1,...,k—1) et

D, (2) (m=0,1,...,k —1) des fonctions méromorphes avec max{c(Ay),o(B;),0(Dm)} < n.
Soient I et J deuzr ensembles vérifiant [ # &, J # @, INJ =2 et IUJ={1,...,k—1}
tels que pour j € I, by ; = ajany + Bianz (0 <a; <1) (0<B; <1) et pour j € J, b,; <0.
Posons a = max{a; : j € I}, f=max{f3,;:j€ I} etb=min{b,;:j€ J}.

Supposons que 'une des conditions suivantes est vérifiée :

(1) 6, # 7 et 0, # 0.

(2) 01 7, 01 = 0 et [() Jana] < (1= B) ana] ou (i) Jana| < (1= a) [ana]].

(3) an1 et a,a sont des mombres réels tels que (i) (1 —f)an2 —b < a1 < 0 ou (ii)

(1—a)apns —b<a,<0.
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Alors toute solution méromorphe f(# 0) de l'équation (2.1.5) est d’ordre infini et vérifie
oo(f) > n. De plus, si \(1/f) < +o0, alors oo(f) = n.

Exemple 2.1.6 Considérons l’équation différentielle linéaire suivante :

) (3 -2, 26_2,) o <3 _3(4D) L e—z) F-o. (2.1.11)

Posons

Q1(2) = a112 =2z, Q2(2) = @122 = —2, Pi(2) =b112 = —2,

Py(z) = b1z = =2z et P3(z) = b3z = 2.
On a

a171 = 27 a172 = _]" bl,l — _]- < 0’ b1,2 — _2 < 0

et 6173 =1= %al,l + %CLLQ.
Alors d’apres le Théoréme 2.1.6 toute solution f (# 0) de I’équation ([2.1.11]) est d’ordre infini

et vérifie oo(f) > 1.
Ramarquons la fonction f(2) = ze®  est une solution de 'équation (2.1.11)), avec o(f) = +o0

et Ug(f) =1.

Exemple 2.1.7 Considérons l’équation différentielle linéaire suivante :

" 4 —2z / 1 622+162—16 8z —12
A ff=(1+12e7) f + (= + 2102 e — 22 e %) f=0.
z z—1 z 22 z—1
(2.1.12)

Posons
Q1(z) = a112 = =22, Qa(2) = a122 = =62, Pi(2) = b112 = =22z et Py(2) = by 22 = —2z.

On a
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_ _ _ _ _ 1 1
ail = -2, Q12 = —0, b1,1 =-2<0, bl,2 =-2= 5011 + 631,2

et (1 — %)CLLQ — bl,l <ap; < 0.

Alors d’apres le Théoréme 2.1.6 toute solution méromorphe f (£ 0) de I'équation est
d’ordre infini et vérifie oo(f) > 1.

Ramarquons la fonction f(z) = ze ™ est une solution de I'équation 1} avec o(f) =
+00 et oa(f) = 1.

Théoréme 2.1.7 ([5]) Supposons que les hypothéses du Théoréme 2.1.4 ou le Théoréme 2.1.5
ou le Théoréme 2.1.6 sont vérifiées. Si @ (# 0) est une fonction méromorphe d’ordre fini, alors
toute solution méromorphe f (% 0) de l’équation vérifie \(f —¢) = Mf — ) = +o0o et
Xo(f =) = Xa(f—p) = 0a(f) > n. De plus, si \(1/f) < 400, alors Xao(f —p) = Xo(f —¢) =
oa(f) = n.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 ([2)) Soient P; (z) (j = 0,1, ..., k) des polynomes non constants avec deg Py(z) =
n(n>1) etdegPj(z) <n (j=1,2,..,k). Soient A;(z) (j =0,1,....k) des fonctions méro-
morphes d’ordre fini et max{o(A;):j=0,1,...,k} <n telles que Ag(z) # 0.

Posons

F(2) = A (2) 2@ 1 Ay (2) eP1®) 11 A (2) P 4 A (2) P2, (2.2.1)

k
Si deg(Po(2)—P;(2)) = n pour tout j =1, ..., k, alors F est une fonction méromorphe d’ordre
fini et verifie o(F) = n.

Lemme 2.2.2 ([17]) Soient f(z) une fonction méromorphe transcendante et o > 1 une
constante donnée. Alors il existe un ensemble Ey C (1,400) de mesure logarithmique finie
et une constante B > 0 qui dépend uniquement de i,7 (0 <1i < j < k) tels que pour tout z
vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Ey, on ait

{M (log® r) log T'(ar, f) " (2.2.2)

Lemme 2.2.3 ([1]) Soit g (z) une fonction méromorphe d’ordre o (g) = o < +o00. Alors
pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble Ey C (1,+00) de mesure logarithmique finie tel

que
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g (2)] < exp {r7} (2.2.3)

soit vérifiée pour |z| =r ¢ [0,1] U By, 7 — +00.

Lemme 2.2.4 ([35]) Supposons que n > 1 est un entier et Q; (2) = an ;2" +...(j =1,2)

sont des polyndomes non constants, ot a,,;(q = 1,2,...,n) sont des nombres complexes avec
n1an2 # 0. Posons z = re” a, ; = |a, ;| €%,6; € [=5,25), 6(Q;,0) = |an,| cos (6; + nb).
Alors il existe un ensemble Es5 C [—%, ;—Z) de mesure linéaire nulle. Si 01 # 04, alors il existe
une demi-droite arg z = 0 € (—%, %) / (Es U Ey) tel que

5 (Q1,0) >0, 6(Q2,0) <0 (2.2.4)
ou

5(Q1,0) <0, §(Qa,0) >0, (2.2.5)

ot By ={0 € [-%,3):0(Q;,0) =0} est un ensemble fini de mesure linéaire nulle.

Remarque 2.2.1 ([35]) Dans le Lemme 2.2.4, si on remplace 0 € (—3=, %) / (E3 U Ey) par
0 € (£,2) /(EsU Ey), alors on obtient le méme résultat.

2n’ 2n

Lemme 2.2.5 ([22)) Soient P (z) = (a + i) 2" + ... (v, B sont des nombres réels, |a| + || #
0), un polynéme de dégré n > 1 et A(z) (£ 0) une fonction méromorphe avec o (A) < n.
Posons f (z) = A(2)eP® | z = re??, § (P,0) = acos (nh) — Bsin (nd) . Alors pour tout € > 0
donné, il existe un ensemble E5 C (1,400) de mesure logarthmique finie tel que pour tout
0e[-2,3)\H, et |z| =r¢[0,1]UEs, r — +o0, on ail

27 2

(1) sid (P, 6) > 0, alors

exp{(1—¢)d (P,0)r"} < |f (re”)| <exp{(1+¢)5(P,0)r"}, (2.2.6)

(ii) si 6 (P,0) < 0, alors

exp{(1+¢)d(P,0)r"} < |f (rew)| <exp{(1—¢)d(P,0)r"}, (2.2.7)

on H={0e[-%,%):6(P0) =0}.
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Lemme 2.2.6 ([18]) Soient ¢ : [0,4+00) — R et ¢ : [0,+00) — R des fonctions monotones
non décroissantes telles que ¢ (r) < 1 (r) pour tout r ¢ Fg U [0,1], ou Eg C (1,400) est
un ensemble de mesure logarithmique finie. Soit a > 1 une constante donnée. Alors il existe

ro =10 () > 0 tel que ¢ (r) < ¢ (ar) pour tout r > ry.

Lemme 2.2.7 ([2]) Soient k > 2 un entier et Ag(z), Ai(2), ..., Ax_1(2) des fonctions mé-
romorphes d’ordre fini. Soient p = max{o (4;):j=0,1,....k — 1} et f une solution méro-

morphe transcendante avec A (1/f) < +oo de l’équation

FO 4 A ()Y 4+ A2 4 Ao(2)f = 0. (2.2.8)
Alors o5(f) < p.

Lemme 2.2.8 ([§]) Soient Ao(z), A1(2),..., Ap_1(2), et F(#0) des fonctions méro-

morphes d’ordre fini. Si f est une solution méromorphe d’ordre infini de l’équation

O 4 A () f* Y 4 A (2) f+ Ay (2) f = F, (2.2.9)

alors f vérifie X(f) = Mf) = o(f) = +oo.

Lemme 2.2.9 ([4]) Soient Ay (2), A1 (%), ..., Ak—1 (2), et F' (Z 0) des fonctions méromorphes

d’ordre fini. Si f est une solution méromorphe de l'équation (2.2.9) avec o(f) = +oo et

oa2(f) = o, alors f vérifie Xo(f) = Xo(f) = 02(f) = 0.

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.4

En premier, montrons que toute solution méromorphe f (# 0) de I’équation (2.1.5)) est trans-

cendante. Supposons que f (# 0) est une solution polynémiale ou rationnelle de I’équation

(2.1.5)). Alors o (f) = 0. Ecrivons I’équation ([2.1.5) sous la forme :

(A1 (2) ) 9@ 4 (A3 (2) f) e®@) + ) (Bj (2) f9) B = B(2), (2.3.1)

1

=

<.
Il

k=1
o B(2) = —(F®+Dy (2) f+ 5 D; (2) f9), A(2)f (5 = 1,2) et By(2)fD (j = 1,2, . b — 1)
j=1
sont des fonctions méromorphes d’ordre fini avec Asf #Z 0 (s =1,2), 0(B) < n, 0 (Asf) <n
(s=1,2) et o(Bjf)<n (j=1,...k—1).



2.3 Preuve du Théoréme 2.1.4 19

Si 0y # ™ ou a, est un nombre réel tel que (1 — c¢)a,; < b, alors deg(Q1(z) — Q=2(2)) =n
et deg(Q1(z) — Pj(2)) =n (j=1,....k—1). Ainsi d’aprés (2.3.1)) et le Lemme 2.2.1, on a
o(B) = n. C’est une contradiction avec o(B) < n. Alors toute solution méromorphe f ( 0)

de l’équation (2.1.5)) est transcendante.

Posons max{c(A;),0(B;),0(Dy)} =p<n,ou(s=12),(j=1,...,k—1)et (m=0,...k—1).
Supposons que f (# 0) est une solution méromorphe de I’équation (2.1.5). D’apres le Lemme
2.2.2, il existe un ensemble F; C (1,4+00) de mesure logarithmique finie et une constante

B > 0 tels que pour tout z vérifiant |z| =r ¢ [0,1] U £y, on ait

<B[T@r ™ (=1,..,k). (2.3.2)

‘f(j)(z)
f(2)

D’apres le Lemme 2.2.3, pour tout € donné (0 < e <n — p), il existe un ensemble Fy C

(1,400) de mesure logarithmique finie tel que

|Dp(2)| < exp{r’*} (m=0,...k—1). (2.3.3)

soit vérifiée pour |z| =r ¢ [0,1] U Ey, r — 400.
Cas 1. 0, # 7.

(1) Supposons que 0y # 0. D’apres le Lemme 2.2.4, il existe une demi-droite arg z = 6 tel que
S (—21, 22) \(F3U Ey), ou E5 et E4 sont définis comme dans le Lemme 2.2.4 et vérifiant
n’ 2n

5(Q1,0) > 0, 5(Q2,0) <0 ou 6(Q1,0) <0, §(Qs,6) > 0.

a) Quand §(Q1,0) > 0, 5(Q2,0) < 0, alors d’apreés le Lemme 2.2.5, pour tout € donné (0 < & <
min{n — p, (1 —¢) /2(1 4 ¢)}), il existe un ensemble E5 C (1,400) de mesure logarithmique
finie tel que pour |z| = ¢ [0,1] U E5,  — 400, on ait

}Al(z)te(z)‘ > exp{(1 — €)0(Q1,0)r"}, (2.3.4)
et

}Ag(z)eQQ(z)‘ <exp{(l —€)0(Qq,0)r"} < 1. (2.3.5)
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De (2.3.4)) et (2.3.5)), on a

‘Al(z)eQﬂz) + A2(z>€Qz(z)‘ > ‘Al(z)te(z)|—‘A2(Z)6Q2(Z)|

> exp{(1 —€)d(Qy,0)r"} — 1

= (L—o(1)) exp{(1 —€)6(Q1,0)r"} (2.3.6)
De (2.1.5), il vient que

Q1) e < [ FP) B e |50 E)
’A1( ) + As(2) | < ' 702) + (|Dk—1( )|+ |Bk—1< ) ‘) ' )
)y [ £1)
+ -+ (ID1 ()| + | Bi(2)eH)]) ) + |Do(2)] . (2.3.7)
Pour j € I, ona §(F;,0)=c;0(Q1,0) >0. Dou
‘Bj(z)epj(z)} <exp{(1+¢)c;6(Q1,0)r"} < exp{(1+¢£)cd(Q1,0)r"}. (2.3.8)

Pour j € J,ona 6(P;,0) = — |b, | cos(nf) < 0. D’ou

|B;(2)e"®)| < exp{(1 —£)5(P;,0)r"} < 1. (2.3.9)

En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.6), (2.3.8) et (2.3.9) dans (2.3.7)), pour tout z vérifiant
argz =0 € <—21, 21) \(E3UEy), |z| =7 ¢ [0,1] U E; U Ey U Es, 7 — +00, on obtient que
n’ 2n

(1= o(1)) exp{(1 — £)8(Q1, 0)r"} < Myexp{r"*} exp{(1 +€)ed(Qu,0)r"} [T (2r, )]",

(2.3.10)
ou M; > 0 est une constante.
De (2.3.10) et 0 < 2¢ < (1 —¢) /(1 + ¢), il vient que
1—
(1 —0(1)) exp{< C)é(Ql, 0)r"} < My exp{r**} [T(2r, f)]". (2.3.11)

2
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Comme §(Q1,0) > 0 et p+ & < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.3.11)), on obtient
que o (f) = +oo et g2 (f) > n. De plus, si A(1/f) < +o0, alors d’apres le Lemme 2.2.7, on
aos(f) <n. Douoy(f)=n.

b) Quand §(Q1,0) < 0, 6(Q2,8) > 0, alors d’apres le Lemme 2.2.5, pour le € ci dessus il existe
un ensemble Es C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que pour |z| =r ¢ [0,1] U Es,

r — 400, on ait

‘Al(z)te(Z)‘ <exp{(1—¢)d(Q,0)r"} <1 (2.3.12)

et

| A2 (2)e?>?| > exp{(1 — €)5(Q2,0)r"}. (2.3.13)

De (2.3.12)) et (2.3.13), on obtient que

}Al(z)te(z) + AQ(Z)€Q2('Z)‘ > (1 —o0(1)) exp{(1 —€)0(Qq,0)r"}. (2.3.14)

Pour j € I, on a 6(P;,0) < 0. D’ou

|Bj(z)epj(z)| <exp{(1 —¢)e;0(Q1,0)r"} < 1. (2.3.15)

En substituant (2.3.2)), (2.3.3), (2.3.9)), (2.3.14) et (2.3.15)) dans (2.3.7)), pour tout z vérifiant

argz =0 € (—%, %) \(E3UEy), |z =7 ¢ [0,1] U E; U Ey U Es, 7 — +00, on obtient que
(1 —o0(1)) exp{(1 — €)d(Qq,0)r"} < Myexp{r°*} [T(2r, f)]*, (2.3.16)

ou My > 0 est une constante.

Comme §(Q2,0) > 0 et p+ & < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.3.16)), on obtient
que o (f) = +oo et o9 (f) > n. De plus, si A(1/f) < 400, alors d’aprés le Lemma 2.2.7, on
aos(f) <n.Douoy(f)=n.

(ii) Supposons que 0; = 5. D’apres le Lemme 2.2.4, il existe une demi-droite arg z = 0 tel que

S (—21, ;) \(E5U Ey) et 6(Q1,0) > 0. Supposons que |a, 1| < |a, 2| . Puisque a,1 # an2
n’ 2n
et 01 = 0, il s’ensuit que |a,1| < |an2|. Ainsi 6(Q2,0) > §(Q1,60) > 0. D’apres le Lemme
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2.2.5, pour tout € donné (0 < ¢ < min{n — p, (|an2| — |an1|) /2 (Janz| + |anal)}), il existe un

ensemble E5 C (1,+00) de mesure logarithmique finie tel que pour |z| = r ¢ [0,1] U Ej,

r — +o00, on ait ([Z313)) et

[A1(2)e® )| < exp {(1+2)3(Qu,0)r"}

De (2.3.13)) et (2.3.17)), il vient que

| A1(2)e2 ) 4 Ay(2)e2)| > |Ag(2)e@@|—| A, (2)e@ )]

> exp{(1 —¢)0(Q2, 0)r"} — exp{(1 +£)d(Q1,0)r"}

> exp{(1 +¢)0(Qq, 0)r"} [exp{yr"} — 1],

ou

v=(1-¢2)0(Q2,0) — (1 +¢)d(Q1,0).

Comme 0 < 2¢ < (|anz2| — |an1]) / (|ansa] + |an1]), alors

v = (1 =€) l|ana|cos(0s + nb) — (1 + ¢) |an1| cos(f; + nb)

= (lanz| = lana| = (Jans| + [an1])) cos(6y + nb)

’an,2| - |an,1|

5 cos(fy + nd) > 0.

Puisque v > 0, alors d’apres ([2.3.18)), on obtient que

‘Al(z)te(z) + Ag(z)eQz(z)’ > (1 —o0(1))exp{(1 +¢)d(Q1,0)r"} exp{yr"}.

(2.3.17)

(2.3.18)

(2.3.19)
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En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.8), (2.3.9) et (2.3.19)) dans (2.3.7)), pour tout z vérifiant
argz =0 € <—21, 21) \(E3UEy), |z| =7 ¢ [0,1] U E; U Ey U Es, 7 — +00, on obtient que
n’ 2n

(1 —0(1)) exp{(1+€)6(Q1,0)r"} exp{yr"} < Mzexp{r**=} exp{(1+€)cd(Qy, 0)r"} [T(2r, f)]k+1 ,
(2.3.20)

ou Ms > 0 est une constante.

De , il vient que
(1 —o(1)) exp{[(1 +&) (1 —¢)6(Q1,0) + )"} < Mzexp{r’*<} [T(2r, /)]*.  (2.3.21)

Comme 0(Q1,0) > 0, v > 0 et p+ e < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.3.21)), on
obtient que o (f) = +oo et o3 (f) > n. De plus, si A(1/f) < +o00, alors d’apres le Lemme
2.2.7, on a o3 (f) <n.Dou oy (f) =n.

Cas 2. a,; est un nombre réel tel que (1 — ¢)a, 1 < b, c’est-a-dire 0 = 7.

(1) Supposons que #; # 6, alors 05 # 7. D’apres le Lemme 2.2.4, il existe une demi-droite
argz = 0 tel que 0 € <—%, %) \(E3 U Ey) et 6(Qq,0) > 0. Puisque cos (nf) > 0, on a
3(Q1,60) = |an1|cos(fy + nb) = —|an1|cos (nd) < 0. D’aprés le Lemme 2.2.5, pour tout €
donné (0 < ¢ < min{n—p, (1 —c¢) /2(14c¢)}), il existe un ensemble E5 C (1,+00) de mesure

logarithmique finie tel que pour |z| =7 ¢ [0,1] U E5, 7 — 400, on ait (23.12) et (23.13).

En utilisant le méme raisonnement que celui dans le cas 1(b) , on obtient que o (f) = +o0

et o3 (f) > n. De plus, si A (1/f) < 400, alors d’aprés le Lemme 2.2.7, on a 03 (f) < n. D’ou
o2 (f) =n.

(ii) Supposons que 0; = 0. Alors 6; = 03 = w. D’aprés le Lemme 2.2.4, il existe une
3
demi-droite argz = 6 tel que 0 € <21, 2_7r) \(F3 U Ey). Alors cos (nf) < 0, §(Q1,0) =
n’ 2n

lan 1| cos(01 +nb) = — |ay 1| cos (nd) > 0, 6(Q2,0) = |anz2| cos(f2+nb) = — |a,2| cos (nf) > 0.
Supposons que |a,1| < |anz2|. Puisque a,1 # an2 et 6; = 6s, alors |a, 1| < |an2|. Ainsi

3(Q2,0) > 6(Q1,0) > 0. D’apres le Lemme 2.2.5, pour tout ¢ donné (0 < ¢ < min{n —
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p, (|ans2| — |lanal) /2 (|anz] + |an1])}), il existe un ensemble Es C (1,+00) de mesure loga-
rithmique finie tel que pour |z| = r ¢ [0,1] U E5, 7 — 400, on ait (23.13)), (2.3.17) et par
suite (23.19) est vérifiée.

Pour j € J,on a 6(P;,0) = — |b, | cos (nd) > 0.
D’ou

|Bj(2)e"P| < exp{(1 +€)3(P;, 0)r"},

< exp{(1 + e)br" cos (nb)}. (2.3.22)

En substituant (2.3.2)), (2.3.3), (2.3.8)), (2.3.19) et (2.3.22)) dans (2.3.7)), pour tout z vérifiant
3
argz =0 € (21, 2_7r> \(E3UEy), |z2| =r ¢1[0,1]UE; U EyU E5, 1 — 400, on obtient que
n’ 2n

(1= o(1)) exp{(1 +£)d(Q1, 0)r"} exp{7r"}

< Myexp{r"*s}exp{(1 + £)c6(Qy, 0)r™ Y exp{(1 + &)br" cos (nd) } [T'(2r, /)I*",  (2.3.23)

ou M, > 0 est une constante.

D’ou
(1 —o(1)) exp{dr™} < Myexp{r**<} [T(2r, f)]*", (2.3.24)
ou
d=(14¢)[(1—=1¢)d(Q1,0) — bcos (nd)] + ~.
Comme 7 > 0, cos (nf) < 0, §(Q1,0) = — |an1| cos (nb), (1 —c)an,1 < bet b <0, on obtient
que

d=—(14+¢)[(1—c)lan|+ b]cos(nh) +

> —(1+¢)[|b] + b cos (nh) +~v =~ > 0.
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Comme p+ ¢ < n et d > 0, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.3.24), on obtient que
o(f) = 400 et oo (f) > n. De plus, si A(1/f) < +oo, alors d’apres le Lemme 2.2.7, on a
o2 (f) < n.Dou oy (f) = n.

2.4 Preuve du Théoréme 2.1.5

En premier, montrons que toute solution méromorphe f (# 0) de ’équation (2 est trans-

cendante. Supposons que f(#£0) est une solution polyndmiale ou rationnelle de 1’équa-

tion . Alors o (f) = 0. Ecrivons I'équation (2.1.5) sous la forme (Z31)), ou B(z) =
- f( + Dy (2) f+ ZD (2) fO |, A(2)f (s=1,2) et Bj(2)fYV (j=1,2,....k — 1) sont

des fonctions meromorphes d’ordre fini avec Asf # 0 (s =1,2), o(B) < n, 0 (Asf) < n
(s=1,2) et o(BjfV)<n (j=1,...k—1).

Si le cas 1 ou le cas 2(i) ou le cas 3(i) est vérifié, il s’ensuit que deg(Qa(z) — @1(2)) = n
et deg(Q2(2) — Pj(z)) =n (j =1,...,k —1). Ainsi de (2.3.1)) et d’aprés le Lemme 2.2.1, on a
o(B) = n. C’est une contradiction avec o(B) < n. Alors toute solution méromorphe f (# 0)

de I’équation (|2 est transcendante.

Si le cas 2(ii) ou le cas 3(ii) est vérifié, il s’ensuit que deg(Q1(z) —Q2(2)) = n et deg(Q1(z) —
Pi(z))=n(j=1,...,k—1). Ainsi de (2 et d’apres le Lemme 2.2.1, on a 0(B) = n. C’est

une contradiction avec o(B) < n. Alors toute solution méromorphe f (# 0) de I’équation

(2.1.5)) est transcendante.
Posons max{c(A;),0(B;),0(Dm)} =p<n,ou(s=12),(j=1,...,k—1)et (m=0,...k—1).

Supposons que f (£ 0) est une solution méromorphe de I'équation (2.1.5). D’aprés le Lemme
2.2.2, il existe un ensemble F; C (1,4+00) de mesure logarithmique finie et une constante
B > 0 tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Ey, on ait (23.2) . D’apres le Lemme
2.2.3, pour tout € donné (0 < e <n — p), il existe un ensemble FE, C (1,+00) de mesure

logarithmique finie tel que (Z:3.3]) soit vérifiée pour |z| =r ¢ [0,1] U Es, r — +oc.

Cas 1. Supposons que #; # 7 et 01 # 05. D’aprés le Lemme 2.2.4, il existe une demi-droite

1) \(E3U Ey), ou E5 et Ey sont définis comme dans le Lemme

T
— 0 tel que 0 € (——,
arg z el que Qn 27’L

2.2.4 et vérifiant
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5(Q1,0) > 0, 5(Q2.0) < 0 oud(Q1,0) <0, 65(Qs,0) > 0.

a) Quand 6(Q1,60) > 0, 0(Q2,0) < 0, alors d’apres le Lemme 2.2.5, pour tout e donné (0 < ¢ <
min{n — p, (1 — a) /2(1 4+ «)}), il existe un ensemble E5 C (1,+00) de mesure logarithmique
finie tel que pour |z| = r ¢ [0, 1JUE5, r — +00, on ait (23.4)) et (Z3.3) . De (2.3.4) et (2.3.5)),
on a (2.3.6) .

Pour j € I, on a §(P;,0) = a;0(Q1,0) > 0. D’ou

|Bj(z)epj(z)‘ <exp{(1+¢e)a;0(Q1,0)r"} <exp{(1+¢e)ad(Q1,8)r"}. (2.4.1)

Pour j € J, on a §(P},0) = 3;6(Q2,0) < 0. D’ou

!Bj(z)epj(z)‘ <exp{(l —¢)B3;0(Q2,0)r"} < 1. (2.4.2)

En substituant (2.3.2)), (2.3.3), (2.3.6)), (2.4.1) et (2.4.2) dans (2.3.7), pour tout z vérifiant

argz =0 € (—;, ;) \(E3UEy), |z| =r ¢[0,1]UE; UEyU E5, 1 — +00, on obtient que
n’ 2n

(1 —o0(1))exp{(1 —€)d(Q1,0)r"} < My exp{r’™}exp{(1 + &)ad(Qy,0)r"} [T(2r, f)]l€+1 ,

(2.4.3)
ou M; > 0 est une constante.
De (2.4.3)) et comme 0 < 2¢ < (1 — «) /(1 4 «), il vient que
1—
(1 —0(1)) exp{< a)é(Ql, 0)r"} < My exp{r’*<} [T(2r, f)]**. (2.4.4)

2
Comme §(Q1,0) > 0 et p+ ¢ < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.4.4), on obtient

que o (f) = +oo et o2 (f) > n. De plus, si A(1/f) < +o0, alors d’apres le Lemme 2.2.7, on
aoy(f) <n.Douoy(f)=n.

b) Quand 6(Q1,0) < 0, 6(Q2,8) > 0, alors d’apres le Lemme 2.2.5, pour tout € donné (0 < & <
min{n — p, (1 — 3) /2(1 + 5)}), il existe un ensemble E5 C [1,+00) de mesure logarithmique
finie tel que pour |z| = r ¢ [0,1] U E5, r — +00, on ait (2312) et (Z313). De (Z312) et
BEETI), on & EZETD).
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Pour j € I, on a 6(P;,0) < 0. D’ou
|Bj(z)epf(z)‘ <exp{(1+¢)a;0(Q1,0)r"} < 1. (2.4.5)

Pour j € J, on a §(F;,6) > 0. D'ou

}Bj(z)epj(z)| <exp{(1 +¢)B;0(Q2,0)r"} < exp{(1+¢)3d(Q2,0)r"}. (2.4.6)
En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.14), (2.4.5) et (2.4.6) dans (2.3.7)), pour tout z vérifiant
argz =0 € <—%, %) \(E3UEy), |z| =7 ¢ [0,1] U Ey U EyU E5, 7 — +00, on obtient que

(1 —o0(1))exp{(1 — €)6(Q2,0)r"} < Myexp{r’}exp{(1 + ¢)B5(Q2, 0)r"} [T'(2r, f)]kJrl ,

(2.4.7)
ou My > 0 est une constante.
De (2.4.7)) et comme 0 < 2¢ < (1 — ) /2(1 + ), il vient que
(1 — ﬁ) n pte k+1
(1—0(1)) eXp{Té(Qg,H)r } < Myexp{r’™ e} [T'(2r, f)]"" . (2.4.8)

Comme 6(Q2,0) > 0 et p+ e < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.4.8)), on obtient
que o (f) = +oo et g2 (f) > n. De plus, si A (1/f) < 400, alors d’aprés le Lemme 2.2.7, on
aos(f) <n.Douoy(f)=n.

Cas 2. Supposons que 01 # m et 61 = 65. D’apres le Lemme 2.2.4, il existe une demi-droite
arg z = 0 tel que 0 € (—1 1) \(E3 U Ey) et 6(Qq,0) > 0. Comme 0, = 05, il s’ensuit que

on’ 2n
5(@2,9) > 0.

(1) Si|an1| < (1 — B) |anz|, alors d’apres le Lemme 2.2.5, pour tout € donné (0 < ¢ < min{n—
p, (L= 5) |ans| — lana])/2[(1 4 B) |ana| + |an1]]}), il existe un ensemble E5 C (1,+00) de
mesure logarithmique finie tel que pour |z| = r ¢ [0,1] U E5, r — 400, on ait (23I3)) et
2.3.17)

De (2.1.5), il vient que

6@ < |1 “(z) , NP | *9(2)
| As(2) | < ‘ 2) + (IDi=1 (2)| + | Br-1(2) ) ‘ e +
4o (IDy (2)] + | Bi(2)e"))) J;;ZZ)) + | A1 (2)e? P + |Do(z)] . (2.4.9)
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En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.13), (2.3.17), (2.4.1) et (2.4.6) dans (2.4.9), pour tout z
vérifiant argz = 0 € (—;,;) \(E3UEy), |z =7 ¢ [0,1]UE; UEyU Es, 1 — 400, on
n’ 2n

obtient que

exp{(1 —€)d(Q2,0)r"}
< kexp{r"*} exp{(1 + )ad(Qu, 0)r"} exp{ (1 +£)B5(Qe. )"} [T(2r, £)]*

+exp{(1 +¢)0(Q1,0)r"} + exp{r"™}

< My exp{r’*e} exp{(1+¢)0(Q1,0)r"} exp{(14¢)B(Qs, 0)r™} [T(2r, /)", (2.4.10)
ou M3 > 0 est une constante.
De (2.4.10), il vient que

exp{dyr"} < Myexp{r**<} [T(2r, /)], (2.4.11)

ou

dy = (1 = €)6(Q2,0) — (1+¢)d(Q1,0) — (1+¢)56(Q2,0).
Comme 0 < 2¢ < [(1 = f) |anz2| — |anal] /(14 B) |anz| + |an1l], 01 = 02 et cos(61 + nb) > 0,

alors
dip=[1—-58—e(1+8)]0(Q2,0) — (1+¢)d(Q1,0)

=[1— 5 —¢e(1+4 B)]|anz|cos(d1 +nb) — (1 +¢) |an1| cos(f1 + nb)

= {<1 - 6) |an72‘ - |an,l| — & [(1 + 6) |an,2‘ + |an71”}COS(91 + n9)

1_ n - n
- (1= B)lanz| — lan|

5 cos(0; + nb) > 0.
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Comme d; > 0 et p+ ¢ < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.4.11]), on obtient que
o(f) = 400 et oo (f) > n. De plus, si A(1/f) < +oo, alors d’apres le Lemme 2.2.7, on a
o2 (f) < n.Dou oy (f) = n.

(ii) Si |ans| < (1 —a)|ana|, alors d’aprés le Lemme 2.2.5, pour tout € donné (0 < & <
min{n—p, [(1 — &) |an1| — |ans2|] /2 [(1 + @) |an1| + |an2]]}), il existe un ensemble E5 C (1, +00)
de mesure logarithmique finie tel que pour |z| =r ¢ [0,1] U E5, r — 400, on ait (2.3.4) et

!Ag(z)eQQ(z)| < exp{(1+¢)d(Q2,0)r"}. (2.4.12)

De (2.1.5)), il vient que

®(2) 5 0()
Q1(x)| <« f Pr_1(2)
‘Al(z)e | < ‘ ) ‘ + (|Dk,1 (2)| + }Bk,l(z)e D ‘ 15 +
rey | 42) Qa(2)
+ -+ (ID1 (2)| + | Bi(2)eP)|) B + |A2(2)e?2P) | + | Do (2)] . (2.4.13)
En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.4), (2.4.1), (2.4.6) et (2.4.12) dans (2.4.13), pour tout z
vérifiant argz = 0 € (—;,;) \(E3UEy), |z| =7 ¢ [0,1]UE; UFEyU Es, 1 — 400, on
n’ 2n

obtient que
exp{(1 —€)d(Q1,0)r"}
< kexp{r’™} exp{(1 + €)ad(Q1, 0)r" } exp{(1 + ) B36(Q2, 0)r™ } [T (2r, f)}/chrl

+exp{(1 +¢)0(Q2,0)r"} + exp{r"™°}

< My exp{r**} exp{(1+)ad(Q1, 0)r"} exp{(14+£)5(Qa, )"} [T(2r, ), (2.4.14)
ou M, > 0 est une constante.
De (24.14), il vient que

exp{dyr"} < Myexp{r**} [T(2r, /)], (2.4.15)

ou
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dy = (1—£)3(Q1,0) — (1 +)8(Q3,0) — (1+ £)ad(Q1, ).

Comme 0 < 2¢ < [(1 — @) |an1| — |anz2|] /[(1 4+ @) |an| + |anz2|], 01 = 02 et cos(61 + nb) > 0,

alors
do = {(1 — @) |an1| — |anz| —€[(1 + @) |an1| + |anz2|]} cos(6; + nb)

(1 — o) |ana| — |ans]

2
Comme dy > 0 et p + ¢ < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.4.15]), on obtient que
o(f) = 400 et oo (f) > n. De plus, si A(1/f) < +oo, alors d’apres le Lemme 2.2.7, on a

o2 (f) < n.Dou oy (f) =n.

cos(fy + nd) > 0.

Case 3. Supposons que a,, 1 et a,2 sont des nombres réels tels que (1 — f)a,2 < an1 <0

ou (1 —a)an; < ana < 0, c’est-a-dire que 0; = 0y = m . D’apres le Lemme 2.2.4, il existe

une demi-droite argz = 6 tel que 0 € <21, :;—W) \(E3 U Ejy). Donc cos (nf) < 0, §(Q1,0) =
n’ 2n
|an1| cos(01 +nb) = —|a,1|cos (nf) > 0 et 6(Qa2,0) = |an2| cos(Oz +nb) = — |a,.2| cos (nd) >

0.

(i) Si (1 — fB)an2 < an1 < 0, alors en utilisant le méme raisonnement que celui dans le cas
2(i), on obtient que o (f) = +o0 et oo (f) > n. De plus, si A (1/f) < +o0, alors d’apres le
Lemme 2.2.7, on a 03 (f) < n. D’ou 03 (f) = n.

(ii) Si (1 — @)an1 < an2 < 0, alors en utilisant le méme raisonnement que celui dans le cas
2(ii), on obtient que o (f) = 400 et o9 (f) > n. De plus, si A (1/f) < +o0, alors d’apres le
Lemme 2.2.7, on a 03 (f) < n. D’ou o3 (f) = n.

2.5 Preuve du Théoréme 2.1.6

En utilisant le méme raisonnement que celui dans le Théoréme 2.1.5, on obtient que toute

solution méromorphe f (# 0) de I’équation (2.1.5) est transcendante.

Posons max{c(A;),0(B;),0(Dn)} =p<n,ou(s=12),(j=1,...,k—1)et (m=0,...k—1).
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Supposons que f (# 0) est une solution méromorphe de I'équation (2.1.5)). D’apres le Lemme
2.2.2, il existe un ensemble F; C (1,400) de mesure logarithmique finie et une constante
B > 0 tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U £y, on ait (2.32). D’apres le Lemme
2.2.3, pour tout ¢ donné (0 < e <n—p), il existe un ensemble Fy C (1,+00) de mesure

logarithmique finie tel que (Z3.3)) soit vérifiée pour |z| =r ¢ [0,1] U Es, r — +o0.

Cas 1. Supposons que #; # w et 0; # 05. D’apreés le Lemme 2.2.4, il existe une demi-droite
arg z = 0 tel que 0 € (—l 1) \(E3U Ey), ou E5 et Ey sont définis comme dans le Lemme

on’ 2n
2.2.4 et vérifiant

5(Q1,0) > 0, 5(Q2,0) < 0 oud(Q1,0) <0, 65(Qs,0) > 0.

a) Quand §(Q1,0) > 0, 0(Q2,0) < 0, alors d’apres le Lemme 2.2.5, pour tout € donné (0 < € <
min{n — p, (1 — a) /2(1 + «)}), il existe un ensemble E5 C (1, +00) de mesure logarithmique
finie tel que pour |z| = r ¢ [0, 1]UEs5, r — 400, on ait (234) et (Z3.3]) . De (2.3.4)) et (2.3.5)),
on a (23.0) .

Pour j€1,0na

(5((1]'&”,12”,9) = aj6(Q1,9) >0 et 5(PJ<Z) — ozjan,lz",e) = 5]6(622,0) < 0.

D’ou

‘Bj(z)eaja”’lzn‘ <exp{(1+¢)a;0(Q1,0)r"} < exp{(l+¢)ad(Q1,0)r"} (2.5.1)

et

|efi ) mesam1= | < exp{(1 — €)B;6(Q2, O)r"} < 1. (2.5.2)

De (2.5.1)) et (2.5.2)), on obtient que

|Bj(Z)€Pj(Z){ — ’Bj(z)eajan,lz”‘ ’€Pj(z)—ajan,1zn‘ < exp{(1 + £)ad(Q1, 6)r"}. (2.5.3)

En substituant (2.3.2), (2.3.3)), (2.3.6)), (2.3.9) et (2.5.3) dans (2.3.7), pour tout z vérifiant

argz = 0 € <—21,21) \(E3U Ey), |z2| =17 ¢ [0,1]U Ey U Ey U E5, 7 — +00, on obtient
n’ 2n

Z43). De (243) et 0 < e < (1 —a)/(2(1 + @)), on a (Z44). Comme 6(Q1,6) > 0 et
p+ e < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.4.4)), on obtient que o (f) = +oo et
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o2 (f) > n. De plus, si A(1/f) < +oo, alors d’aprés le Lemme 2.2.7, on a 05 (f) < n. D’ou
o2 (f) =n.

b) Quand 6(Q1,0) < 0, 6(Q2,60) > 0, alors d’apres le Lemme 2.2.5, pour tout € donné (0 < & <
min{n — p, (1 — B) /2(1 + )}), il existe un ensemble E5 C (1, +00) de mesure logarithmique

finie tel que pour |z| =7 ¢ [0,1] U E5, r — +oo, on ait (Z312) et (Z3.13)). De (2.3.12)) et
(2.3.13), on a ([Z3.14) .

Pour j € 1,0n a

6(Ban22",0) = B,6(Q2,0) >0 et 6(Pj(z) — Ban22",0) = a;0(Q1,0) < 0.
D’ou

|Bj(z)eﬁj“"’2zn| < exp{(1 +¢)B,;0(Q2,0)r"} < exp{(1 +¢)B(Q2,0)r"} (2.5.4)

et

[P Psma | < exp{(1 — )a6(Qu, 0)r"} < 1. (2:5.5)

De (2.5.4) et (2.5.5)), il vient que

‘Bj(z)epj(z)| = | Bj(z)eli>*" | |er(Z)_BJ’“”72Z"| < exp{(1l+¢€)Bo(Qa,0)r"}. (2.5.6)

En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.9), (2.3.14) et (2.5.6) dans (2.3.7)), pour tout z vérifiant

argz = 0 € <—21,21> \(E3UEy), |z2| =7 ¢[0,1] UE; UFEyU E5, r — 400, on obtient
n’ 2n

(Z4T). De (24.7) et 0 < e < (1= 5) /2(1 + (), on a (Z48).
Comme §(Q2,0) > 0 et p+ e < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.4.8), on obtient

que o (f) = +oo et g9 (f) > n. De plus, si A(1/f) < 400, alors d’apres le Lemme 2.2.7, on
aoy(f) <n.Douoy(f)=n.

Cas 2. Supposons que 01 # w et 0; = 05. D’apres le Lemme 2.2.4, il existe une demi-droite

argz = 6 tel que 6 € <—21, 21> \(E5U Ey) et §(Q1,0) > 0. Comme 01 = 0y, il s’ensuit que
n’ 2n

3(Q9,0) > 0.

(1) Si|ana| < (1 — B) |anz|, alors d’apres le Lemma 2.2.5, pour tout ¢ donné (0 < ¢ < min{n—
p, [(L = B) |ana| — |anal] /2[(1 + B) |anz| + |anal]}), il existe un ensemble E5 C (1,+00) de
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mesure logarithmique finie tel que pour |z| = r ¢ [0,1] U E5, r — 400, on ait (2313) et

Z317) .

Pour je€l,ona
6(()[]'@71712’”,9) = aj5(Q1,0) >0 et (5(P](Z) — O[jCLlen,(g) = 6]6(622,0) > 0.

D’ou (2.5.7]) est vérifiée et

[P ms | < exp{(1+2)3,0(Qa, )"} < exp{(1+2)B6(Qa, 0)r"}. (2.5.7)
De (25.1)) et (25.7), il vient que

|Bj(z)epj(z)| <exp{(1+¢e)ad(Q1,0)r"} exp{(1 + €)B6(Q2,0)r"}. (2.5.8)

En substituant (2.3.2)), (2.3.3), (2.3.9), (2.3.13)), (2.3.17) et (2.5.8) dans (2.4.9)), pour tout

z vérifiant argz = 0 € (—21, ;) \(E3UEy), |z2| =7 ¢ [0,1]UE,UEyUE;5, 1 — +00,
n’ 2n

on obtient (2.4.10) . De (2.4.10), on a (2.4.11]) . En utilisant le méme raisonnement que celui
dans le cas 2(i) du Théoreme 2.1.5, on obtient que o (f) = +00 et o2 (f) > n. De plus, si
A(1/f) < 400, alors d’apres le Lemme 2.2.7, on a 02 (f) < n. Do 02 (f) = n.

(ii) Si |anz2| < (1 — @) lan1|, alors d’aprés le Lemme 2.2.5, pour tout ¢ donné (0 < & <
min{n—p, [(1 — &) |an1| — |ans2|] /2 [(1 + @) |an1| + |an2]]}), il existe un ensemble E5 C (1, +00)
de mesure logarithmique finie tel que pour |z| = r ¢ [0,1] U E5, r — 400, on ait (234]) et
R.412).

En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.4), (2-3.9), (2.4.12) et (2.5.8) dans (2.4.13), pour tout
z vérifiant argz = 0 € (—%, %) \(E3UEy), |z2| =7 ¢ [0,1]UE;UE,U Es5, r — +00,
on obtient (2.4.14) . De (2414, on a (Z4.15]) . En utilisant le méme raisonnement que celui

dans le cas 2(ii) du Théoréme 2.1.5, on obtient que o (f) = 400 et o9 (f) > n. De plus, si
A(1/f) < +o0, alors d’apres le Lemme 2.2.7, on a g5 (f) < n. D’ou 05 (f) = n.

Cas 3. Supposons que a,, 1 et a, 2 sont des nombres réels tels que (1 —)an2—b < a,1 < 0ou

(1 —a)an1 < apa < 0; c’est-a-dire ; = 0y = 7. D’apres le Lemme 2.2.4, il existe une demi-
3
droite arg z = 0 tel que 6 € (21, 2—7T> \(E3UE}y). Donc cos (nf) < 0, (Q1,8) = |an1|cos(6;1+
n’ 2n

nf) = —|an1| cos (nf) > 0 et §(Q2,0) = |a, 2| cos(f2 + nb) = — |a,2| cos (nh) > 0.

Pour j € J, on obtient &(P;,8) = — |b, ;| cos (nd) > 0.
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(i) Si (1 — B)ans —b < ap1 < 0, alors d’aprés le Lemme 2.2.5, pour tout € donné (0 <
e <min{n—p, [(1 = B) |ana| — |an1| +b] /2[(1 + B) |anz2| + |an1| — b]}), il existe un ensemble
E5 C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que pour |z| = ¢ [0,1] U E5, r — +00, on
ait (2Z313) et (2.3.17) .

En substituant (2.3.2), (2.3.3)), (2.3.13)), (2.3.17), (Z3.22) et dans (2.4.9), pour tout

3
z vérifiant argz = 6 € <1 —W) \(EsU Ey), |[z] =r ¢ [0,1]UE;UEyU E5, 7 — 400, on

2n’ 2n
obtient que

exp{(1 —£)d(Q2,0)r"}

< M5 eXp{TpJ’_a} eXp{(l + 6) [5(621’ 9) + 65(6227 0) + bcos (TLH)] rn} [T<2T7 f)]kJrl ) (259)
ou Ms > 0 est une constante.
De (2.5.9), il vient que

exp{dsr™} < Msexp{r’*te} [T(2r, /)], (2.5.10)

ds =(1—¢)d(Q2,0) — (1 +¢)[0(Q1,0) + BI(Q2,8) + bcos (nh)] .

Comme 0 < 2¢ < [(1 =) |anz| — |ana| + 0] /[(1 + B) |ans| + |ani| — 0], 00 = 0 = 7 et

cos (nf) < 0, il s’ensuit que
d3=[1-0—c(145)]0(Q2,0) — (1 +¢)[0(CQ1,0) + bcos (nd)]
=—[1—-8—¢e(1+ B)]|ans|cos (nd) + (1 +¢€) [|an1| — b] cos (nh)

= {1 = B) lans| = lana[ + b —=e[(1+ B) |ana| + |an1| = b]} cos (nf)

> — (a5 |an722| — lana| + ] cos (nf) > 0.

Comme d3 > 0 et p + ¢ < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.5.10]), on obtient que
o (f) = 400 et oo (f) > n. De plus, si A(1/f) < +oo, alors d’apres le Lemme 2.2.7, on a
o2 (f) < n. Dot oy (f) =n.
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(ii) Si (1 — @)an1 — b < a,2 < 0, alors d’apres le Lemme 2.2.5, pour tout € donné (0 < € <
min{n — p, [(1 — &) |an1| — |anz| + 0] /2[(1 + @) |an 1| + |anz]| — b)]}), il existe un ensemble
Es C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que pour |z| = ¢ [0,1] U E5, r — +00, on
ait (234) et (2412 .

En substituant (2.3.2), (2.3.3), (2.3.4), (2.3.22), (2.4.12) et dans (2.4.13), pour tout

3
z vérifiant argz = 0 € (21,21) \(E3U Ey), |z =r ¢ [0,1]U Ey U EyU Es, 1 — +00, on
n’ 2n

obtient que

exp{(1 —€)d(Q1,0)r"}

< Mgexp{r***}exp{(1 + ¢) [6(Q2, 0) + ad(Q1,0) + beos (nd)] "} [T(2r, )", (2.5.11)

oul Mg > 0 est une constante.

De (25.11)), il vient que

exp{dy™} < Mgexp{r**} [T(2r, f)]*"", (2.5.12)
ou
dy=(1—¢)6(Q1,0) — (1 +¢)[0(Q2,0) + ad(Q1,0) + bcos (nh)] .
De0 < 2e < (1 — a)|an1| — |anz| +0) /[(1 4+ ) |an1| + |anz| —b],01 = 02 = met cos (nb) <

0, il s’ensuit que

dy=1—a—c(l+a)]d(Q1,0) — (1 +¢)[6(Q2,0) + bcos (nb)]
=—[l—a—ec(l+a)]l|ani|cos(nd) + (1 +¢) [|anz2| — b] cos (nh)

=—{(1—a)l|an1| —|an2| +b—e[(1+ ) |ani| + |ans2| — b]} cos (nd)

> — (d=a) |6Ln,12| — [ana| + ) cos (nf) > 0.

Comme dy > 0 et p + ¢ < n, alors en utilisant le Lemme 2.2.6 et (2.5.12)), on obtient que
o(f) = 400 et oo (f) > n. De plus, si A(1/f) < +oo, alors d’apres le Lemme 2.2.7, on a
o2 (f) < n.Dou oy (f) = n.
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2.6 Preuve du Théoréme 2.1.7

Supposons que f (# 0) est une solution méromorphe de 1’équation (2.1.5]). Posons g = f — .
Alors on a 0(g) = o(f) = +o00. En substituant f = g + ¢ dans (2.1.5), on obtient que

k-1
g(k) + Z(D] + Bjepf(z))g(j) + (Do + A1€Q1(z) + A2€Q2(2)) g = H, (261)
j=1
ou
k—1
H= _[(p(k) + (Do + Ae@® 4 A2€Q2(2)) 0+ ) (D;+ Bje (z))sﬁ(j)]-

1

<.
Il

Montrons maintenant que H # 0.
En effet, si H = 0, alors

o™ 4 Z i+ B;efi) o) 4 (Do + Ape@®) 4 A26Q2(Z)) v =0. (2.6.2)

Ainsi ¢ (# 0) est une solution de 1'équation (2.1.5). Donc o(p) = 400 et d’apres les hypo-

théses du Théoreme 2.1.7, c’est une contradiction. Ainsi H # 0.

D’apres le Lemme 2.2.8 et le Lemme 2.2.9, on a
Mg) = AMg) = 0(g) = o(f) = +oo et Xa(g) = Xa(g) = 02(f) > n,
c’est-a-dire,

M=) =Mf—¢)=0(f)=+oo et Xo(f =) = Xa(f — p) = 0a(f) 2 n.

On conclut que si A (1/f) < +oo, alors Xo(f — ) = Ao(f — @) = 0a(f) = n.



Chapitre 3

Sur I’hyper-ordre des solutions
méromorphes des équations
différentielles linéaires d’ordre
supérieur

3.1 Introduction et résultats

Pour ’équation différentielle linéaire du second ordre

f"+e?f +B(2)f =0, (3.1.1)

ol B(z) est une fonction entiére d’ordre fini, il est bien connu que toute solution de I’équation
est une fonction entiére et la plupart des solutions de ont un ordre infini.
Ainsi une question naturelle est : quelles sont les conditions sur B(z) qui garantissent que
toute solution f (# 0) de I’équation soit d’ordre infini? Ozawa [34], Gundersen [19],
Amemiya et Ozawa [I] et Langley [31] ont étudié ce probléme dans le cas ou B(z) est un
polynéme non constant ou une fonction entiére transcendante avec o (B) # 1. Dans [35],
Peng et Chen ont étudié I'ordre et '’hyper-ordre des solutions de I’équation et ils ont

démontré le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1 ([35]) Soient A;(z) (#0) (j = 1,2) des fonctions entiéres avec o(A;) < 1,
ai, ay des nombres complexes tels que ajay # 0 et a; # ay (supposons que |ar| < |as]). Si

arga; # m ou a; < —1, alors toute solution f (# 0) de l’équation

[+ e 4+ (A1(2)e™ + As(2)e™*) f =0 (3.1.2)
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est d’ordre infini et oo f) = 1.

Récemment dans [21], Habib et Belaidi ont étendu le Théoréme 3.1.1 pour certanies équations

différentielles linéaires d’ordre supérieur comme suit :

Théoréme 3.1.2 ([21]) Soient k > 2 un nombre entier, As (2) (#0) (s =1,2), B, (2) (#0),
D;(2)(#0) (j =1,2,....,k — 1) des fonctions entiéres avec max{o(A;),o(B;),o(D;)} < 1,
ar,as, dj (j =1,...,k—1) des nombres complexes tels que ajas # 0, a1 # as et d; # 0, b; (j =
1,...,k—1) des nombres réels tels que b; < 0. Supposons qu’il existe o, 3, (j=1,2,....,k—1),
ou 0 <a; <1,0<B; <1etd;=aja+ f;a. Posons a = max{a; : j =1,...,k — 1},
f=max{o;:j=1,...,k—1} etb=min{b;: j=1,...,k—1}.

Si l'une des conditions suivantes est vérfiée :

(1) arga; # 7 et arga; # argas,

(2) arga; # m,arga; = argas et (i) |ag| > 1|Cil|ﬁ ou (i) |az| < (1 — @) |aq],
(3) a1 <0 et argay # argas,
(4) (1)) (1 =PB)ag—b<a; <0, as < b 0u(ii)a<a2—+beta <0
2 1 2 <13 1 (i—a) 2 ;
alors toute solution f(Z 0) de l’équation différentielle
k—1
F® 43 " (Bi(2)e"" + Dj(2)e?) f9 + (A1 (2)e™ + Ay(2)e™?) f =0 (3.1.3)
j=1

vérifie o(f) = +o0 et oo(f) = 1.

Le but principal de ce chapitre est de généraliser les résultats ci-dessus pour certaines équa-

tions différentielles linéaires d’ordre supérieur. On va prouver les résultats suivants :

Théoréme 3.1.3 Soient k > 2 un nombre entier, Qs(z) = > a;s2" (s = 1,2), Pj(z) =

?

ibmzi et Ri(z) = idmzi (j=1,...,k — 1) des polynémes non constants, o agg, ..., ns
(SO: 1,2),bo7j,...,bn;, doj, - dnj (j = 1,...,k — 1) sont des nombres complexes tels que
anlanz#oetam#@w Soient As(z) (£0) (s = 1,2), Bj(z) (£0), D;(2) (£0) (j =

— 1) des fonctions méromorphes avec max{o(Ay),o(B;),0(D;)} < n. Supposons que

bm (] 1,...k — 1) sont des nombres réels tels que b,; < 0 et dn; = ajany + B;an2

. 3
(0<a; <1) (0 <B;<1) (j =1,....k —1). Posons ans = |ans| e, 0, € [—g,g) (s =
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L2),a=max{a;:j=1,....k =1}, B=max{B;: j=1,....k =1} et b=min{b,; : j =

k—1}.

Si l'une des conditions suivantes est vérfiée :

(1) 01 # 7 et 01 # 05,

(2) 01 #m, 01 =05 et (i) |ana] < (1 —P5)lanz| ou (ii) |ans| < (1 —a)|anal]-

(3) an1 et an2 sont des nombres réels tels que (1) (1 —f)an2 —b < a1 < 0 ou (ii)

(1 —a)an1 —b < ana <0, alors toute solution méromorphe f (% 0) de l’équation

k—1
fM+> (B D4 Dy(2)ef®) fO) 4 (A1(2)eD P 4 Ay(2)e@@)) f=0  (3.1.4)

7j=1

est d’ordre infini et vérifie oo(f) > n. De plus, si \(1/f) < +o0, alors os(f) = n.

Exemple 3.1.1 Considérons I’équation différentielle linéaire suivante :

2
m__ Z —2z z " < -z z / 22+ z—1 2z z+1 —z _
f <—Z+26 +e>f +(Z+26 (3+z)e)f+<—z e +—Z+2€ f=0,
(3.1.5)

Posons
Q1(z) = a112 =2z, Qa(2) = a122 = —2, Pi(2) = b1z = —z, Py(z) =b1az = —22
Ri(2) =di1z = z et Ro(2) = dy 22 = 2.
On a
ta =2 ara=—1,by=—1<0,bo=-2<0

et dll —d12—1— CL11+ CL12
Alors d’apres le Théoréme 3.1.3, toute solution méromorphe f (# 0) de I’équation (i3 est
d’ordre infini et vérifie oo(f) > 1.
Ramarquons que la fonction f(z) = ze® est une solution de 1’équation (|3 avec o(f) =
+00 et OQ(f) =1.
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Exemple 3.1.2 Considérons I’équation différentielle linéaire suivante :

fs <z2_322+36_Z+62> N <22_522+96_Z+ eZ) ;

z z z

3_ 9.2
_(2622_2 3z +3z+6€_
A

) f=0, (3.1.6)
Posons
Q1(z) = a112 =2z, Qa(2) = a122 = —2, Pi(2) =b1z2=—2, Py(z) =bioz=—2
Ri(z) =digz =z et Ry(z) = dypz = 2.
On a
Ay =2, ars=—1, by =—1<0,bs=—1<0

3 1
et dl,l = dLQ =1= Zal,l + 50,172.

Alors d’apres le Théoréme 3.1.3 toute solution f (# 0) de I’équation (3.1.6)) est d’ordre infini
et verifie oo(f) > 1.

Ramarquons que la fonction f(z) = § est une solution de I’équation (3.1.6) avec o(f) =
+oo et oo(f) = 1.

Théoréme 3.1.4 Soient k > 2 un nombre entier, Qs(z) = > a;s2" (s = 1,2), Pj(z) =
i=0

ibmzi et Ri(z) = idmzi (j=1,...,k —1) des polynémes non constants, o ag, ..., ns
Z(_s[): 1,2),b07]~,...,b,;? doj,-dnj (j = 1,...,k — 1) sont des nombres complexes tels que
Un1lno 7# 0, et an1 # ana. Soient Ag(2) (F0) (s = 1,2), Bj(2) (£0) et Dj(z) (#0)
(j =1,....,k — 1) des fonctions méromorphes avec max{o(A;),o(B;),o(D;)} < n. Soient I,
et Js (s = 1,2) des ensembles vérifiant I, # &, Js #+ &, [ NJs =, [LUJ,={1,...,k—1}

(s =1,2) tels que bp; = ajany (0<a; <1) (€ L), bpy <0 (j € ), dnj = Bjan2 (0<
. 3

B;<1) (jelp) etd,; <0 (j€ o). Posons ays = |ans| e, 0, —g, ; (s=1,2), a =

max{c; :j € L1}, B =max{B;:j € Iy}, b=min{b,;:j € Ji} et d =min{d,; : j € Jr}.

Si l'une des conditions suivantes est vérfiée :
(1) 01 7£ T et 91 7é 92,
(2) Or #m, 01 =0z et [(I) |ana| < (1= B)ang| ou (ii) |anz| < (1 —a)lanal],
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(3) an1 et a,a des nombres réels tels que (i) (1 —/p)aps —b—d < a,1 < 0 ou (ii)
(1—a)an1 —b—d < ans2 <0, alors toute solution méromorphe f (% 0) de l’équation (j3.1.4)
est d’ordre infini et vérifié oo(f) > n. De plus, si N(1/f) < +o0, alors oo(f) = n.

Exemple 3.1.3 Considérons l’équation différentielle linéaire suivante :

f/// + <3 — 2 e % 4+ (3 — Zz) (Z + 2) ei’)z) f//

22 24

z 23

B <3(1 + Z)ez (=3t 2)e—z> r <€3z (-3 (=t 2)26—2z> F=0, (3.1.7)

Posons
Q1(2) =a112 =32, Q2(2) = a122 = =22, Pi(2) =b11z =2, Pao(2) =b1oz=—2
Ri(2) =dy12 = —z et Ro(2) = dy 22 = —32.
On a
amg =3, ap=-2, b1 =1= %al,l, b2 =—-1<0,

d1’1 =—-1= %G/LQ et d172 =-3<0.

Alors d’apres le Théoréme 3.1.4, toute solution méromorphe f (# 0) de ’équation est
d’ordre infini et vérifie oo(f) > 1.

Ramarquons que la fonction f(z) = ze® est une solution de I’équation avec o(f) =
+00 et oa(f) = 1.

Exemple 3.1.4 Considérons l’équation différentiellelinéaire suivante :

243, 6+43z-2° _,,
fl/l_( 22 e _ Z3(Z_1) e )fll

3(1—2) 2t =423 4522 —62—-6 )\ 5 2(6+32—2%)
z z . z z -0
—|—< p, e+ Bl 1) e )f e’ + F 1) e f :
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Posons

Q1(z) = a112 =3z, Qa(2) = a122 = =22, Pi(2) =b11z =2, Py(z) =bioz=—2

Ri(2) =dy12 = —z et Ro(2) = dy 02 = —22.
On a

_ _ 1 1 _
a1 =3, a1p=—2, by =1= 3011, bip=—1<0,

d1’1 =—-1= %G/LQ et dl,g = —-2<0.

Alors d’apres le Théoreme 3.1.4 toute solution f (£ 0) de I'équation (3.1.8)) est d’ordre infini
et vérifie oo(f) > 1.

Ramarquons que la fonction f(z) = % est une solution de I’équation (3.1.8]) avec o(f) = +o00
et Oz(f) =1.

3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 ([Z) Soient P; (z) (j = 0,1, ..., k) des polynémes non constants avec deg Py(z) =
n(n>1)etdegPj(z) <n (j=1,2,..,k). Soient A;(z) (j =0,1,....k) des fonctions méro-
morphes d’ordre fini et max{o(A;(z)):j=0,1,...,k} <n telles que Ayg(z) # 0.

Posons

F(z) = Ay (2) e 1 Ay (2) €D 3 4 Ay (2) €D 4 A (2) P2, (3.2.1)
)

St deg(Py(2)— P;(2)) = n pour tout j =1, ..., k, alors F est une fonction méromorphe d’ordre
fini et verifie o(F) = n.

Lemme 3.2.2 ([17) Soient f(z) une fonction méromorphe transcendante et o > 1 une
constante donnée. Alors il existe un ensemble Ey C (1,400) de mesure logarithmique finie
et une constante B > 0 qui dépend uniquement de i, j ( 0 <i < j < k) tels que pour tout z
vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U E4, on ait

f9() T £) 1o ios Tiar |
‘f(i)(z) SB[ — (log”r)logT(ar, )| . (3.2.2)

Lemme 3.2.3 ([35]) Supposons que n > 1 est un entier et Q; (2) = a, ;2" +...(j =1,2)

sont des polynomes non constants, ot an,(q = 1,2,...,n) sont des nombres complezxes et

n1an2 # 0. Posons z =€, a,; = |an;| €%, 0; € [-2,32), §(Q;,0) = |an;| cos (6; + nb).
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Alors il existe un ensemble Ey C [—21 2—”) de mesure linéaire nulle. Si 01 # 65, alors il existe

une demi-droite argz =0, 0 € (—%, o)/ (B2 U E3) tel que

5 (Q1,0) >0, 6(Q2,0) <0 (3.2.3)
ou

0(Q1,0) <0, §(Q2,0) >0, (3.2.4)
ou F3 = {9 € [—%, %) 10(Q4,0) = 0} est un ensemble fini ayant une mesure linéaire nulle.

Remarque 3.2.1 ([35]) Si dans le Lemme 3.2.3, on remplace § € (—%, =) / (E3 U E4) par

2n’ 2n
0 € (£,25) /(E5U Ey), alors on obtient le méme résultat.

Lemme 3.2.4 ([22) Soient P (z) = (a +if) 2" + ... (v, B sont des nombres réels, |a| + || #
0) un polynome de dégré n > 1 et A(z)(# 0) une fonction méromorphe avec o (A) < n.
Posons f(z) = A(2)el®), 2z = re? §(P,0) = acos (nf) — Bsin (nd) . Alors pour tout e > 0
donné, il existe une ensemble Ey C (1,4+00) de mesure logarthmique finie tel que pour tout
0e[-2,%)/H et |z] =r ¢[0,1]UEy, r — +00, on ait

27 2

(i) Si o (P,0) >0, alors

exp{(1—¢)8 (P,0)r"} < |f (re”)| <exp{(1+¢)5(P,0)r"}, (3.2.5)
(i) Si 6 (P, 6) <0, alors

exp{(1+¢)d(P,0)r"} < |f (re”)| < exp{(1—¢)5(P,0)r"}, (3.2.6)
ou H={0e [-%,%):0(P0)=0}.
Lemme 3.2.5 ([18]) Soient ¢ : [0,+00) — R et 9 : [0,+00) — R des fonctions monotones
non décroissantes telles que ¢ (r) < 1 (r) pour tout r ¢ E5U[0,1], ou E5 C (1,400) est
un ensemble de mesure logarithmique finie. Soit a > 1 une constante donnée. Alors il existe

ro =19 () > 0 tel que ¢ (1) < ¢ (ar) pour tout r > ry.

Lemme 3.2.6 ([Z) Soient k > 2 un entier et Ag(z), A1(2), ..., Ax_1(2) des fonctions méro-
morphes d’ordre fini. Soient p = max{o (A;(z)):j=0,1,....k — 1} et f une solution méro-

morphe transcendante avec A (1/f) < +oo de l’équation

FO L A ()Y 4+ A(2)f + Ag(2)f = 0. (3.2.7)
Alors o5(f) < p.
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3.3 Preuve du Théoréme 3.1.3

Montrons d’abord que toute solution méromorphe f (# 0) de l’équation (3.1.4) est trans-

cendante. Supposons que f (£ 0) est une solution polynémiale ou rationnelle de ’équation

(3.1.4). Alors o (f) = 0. Ecrivons I'équation (i3 sous la forme :

(AL(2)f) €@ + (Aa(2) @Z”+§: ' Z*+§: (2)f9) et = —f®),

(3.3.1)
ot Ay(2)f (s=1,2), Bj(2)fY et D;(2)f9 (j=1,2,....k—1) sont des fonctions méro-
morphes d’ordre fini avec Asf # 0, 0 (Asf) <n (s=1,2), O'(ij(j)) < n et O'(Djf(j)) <n
G=1,..k—1).

Si le cas 1 ou le cas 2(ii) ou le cas 3(ii) est vérifié, il s’ensuit que deg(Q1(z) — Q2(2)) =n
deg(Q1(z) — Pj(z)) = n et deg(Q1(2) — Rj(2)) = n (j=1,....k—1). Ainsi de (3.3.1)) et

d’apres le Lemme 3.2.1, on a o(—f (k)) = n. C’est une contradiction. Donc toute solution
méromorphe f (# 0) de 'équation (i3 est transcendante.

Si le cas 2(i) ou le cas 3(i) est vérifi¢, il s’ensuit que deg(Q2(z) — Q1(2)) = n, deg(Q2(z) —
Pi(z)) = net deg(Q2(2) — Rj(2)) =n (j =1,....,k — 1). Ainsi de (3.3.1)) et d’apres le Lemme
3.2.1, on a o(—f*) = n. C’est une contradiction. Donc toute solution méromorphe f ( 0)
de I’équation est transcendante.

Supposons que f (# 0) est une solution méromorphe de I’équation (3.1.4). D’apres le Lemme
3.2.2, il existe un ensemble F; C (1,+00) de mesure logarithmique finie et une constante

B > 0 tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U E4, on ait

<B[T@r ™ (G=1,..k). (3.3.2)

‘f(j)(z)

Cas 1. Supposons que #; # 7 et 01 # 05. D’aprés le Lemme 3.2.3, il existe une demi-droite

T > \(Ey U Ej3), o Ey et E3 sont définis dans le Lemme 3.2.3

— 0 tel 96(
arg z e que 2 2

et vérifiant

5(Q1,0) > 0, 5(Q2,0) <0 or 6(Qy,0) <0, §(Qs,6) > 0. (3.3.3)
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a) Quand §(Q4,0) > 0, 6(Q2,0) < 0, alors d’aprés le Lemme 3.2.4, pour tout ¢ donné
(0<e<(1—a)/(2(1+«))), il existe un ensemble FE4 C (1,+00) de mesure logarithmique

finie tel que |z| =r ¢ [0,1] U Ey, r — +00, on ait

|[41(2)e9 @] > exp{(1 - €)3(Qu,0)r"}

et

}AQ(z)eQQ(z)‘ <exp{(l —€)o(Qq,0)r"} < 1.

De (3.3.4) et (3.3.5)), il vient que

| A1(2)e?®) + Ay(2)e9O)| > |A1(2)e9®)| — | Ay(2)e? )|
> exp{(1 —£)0(Q1,0)r"} — 1

= (1= o(1)) exp{(1 — €)0(Q1, 0)r"}.
D , on trouve que

|41 ()€ @) 4 Ay(2)e®®)] < '%
(k—1) p
+ (| Bima(2)e" 1P| 4 [ Dy (2) €M1 ! f(z)( |
R (|Bl(2)eP1(z)} + ‘Dl (Z) eRl(Z)‘) J;((ZZ))

(3.3.4)

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)

Pour j=1,..,k—1,ona 6(P;,0) = —|b,,|cos(nf) <0,d(cja,12",0) = ;0(Q1,6) >0

et (Rj(2) — ajan12™,0) = 3,6(Q2,0) <O0.
D’ou

[Bj(2)e™ )] < exp{(1 — £)(P;, 0"} < 1,

[D,(2)e " | < exp{(1+£)ayd(Q1, 0)r"} < exp{(L+2)ad(Qu.O)r"}

(3.3.8)

(3.3.9)
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et
| mesma="| < exp{(1—)B,0(Qa. )"} < 1. (3.3.10)

De (3.3.9) et (3.3.10), on a

|Dj(z)eRj(z)| = | D;(z)e% 1" | ‘eRﬂ'(z)’ai“”’lzw <exp{(1+¢)ad(Q1,0)r"}. (3.3.11)

En substituant (3.3.2)), (3.3.6), (3.3.8)) et (3.3.11]) dans (3.3.7]), pour tout z vérifiant arg z =

0 e <_217 21) \(F2UE3), |z =7 ¢ [0,1]U Ey U Ey, 7 — +00, on obtient que
n' 2n

(1 —o0(1)) exp{(1 — €)d(Q1,0)r"} < My exp{(1 + &)ad(Qq,0)r"} [T(2r, )], (3.3.12)

ot M; (> 0) est une constante.

D’apres (3.3.12)) et comme 0 < 2¢ < (1 — ) /(1 + «), alors on a

(1-a)
2

(1 - o(1)) exp{ 5(Qu, 01y < M, [T(2r, £)]F. (3.3.13)

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3.3.13)), on obtient que o (f) = +o00 et o2 (f) > n. De plus,
si A(1/f) < 400, alors d’aprés le Lemme 3.2.6, on a 02 (f) < n. D’ou 02 (f) = n.

b) Quand §(Q1,0) < 0,5(Q2,0) > 0, alors d’aprés le Lemme 3.2.4, pour tout £ donné
(0 <2 < (1=75)/(1+p)), il existe un ensemble E; C (1,+00) de mesure logarithmique
finie tel que pour |z| =7 ¢ [0,1] U E4, 7 — 400, on ait

‘Al(z)te(z)| <exp{(1—¢)d(Q,0)r"} <1 (3.3.14)

et

}Ag(z)eQz(z)‘ > exp{(1 —€)d(Q2,0)r"}. (3.3.15)

De (3.3.14) et (3.3.15), on a

}Al(z)te(z) + Ag(z)eQQ(z)‘ > (1 —o(1))exp{(1 —€)d(Q2,0)r"}. (3.3.16)

Pour j =1,...,k—1,ona §(8a,22",0) = 3;60(Q2,0) >0
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et 0(R;(z) — Bjan22",0) = a;0(Q1,0) < 0.
D’ou

|Dj(z)efi%2*" | < exp{(1+€)B,;6(Q2,0)r"} < exp{(1 +€)B5(Q2,0)r"} (3.3.17)
et

|eR5&)=B1am22" | < exp{(1 — £)a;8(Qs, 0)r"} < 1. (3.3.18)

De (3.3.17)) et (3.3.18), on a

}Dj(z)eRj(Z)} = |D;(z)e’im>*"| |eRﬂ'(z)_5J‘a7%2Z”‘ < exp{(1+¢)B0(Q2,0)r"}. (3.3.19)

En substituant (3.3.2)), (3.3.8)), (3.3.16)) et (3.3.19)) dans (3.3.7]), pour tout z vérifiant arg z =

0c <_21 QL) \(E2 UE3), |2| =7 ¢ [0,1] U E, U Ey, 7 — +00, on obtient que
n n

(1 —o0(1)) exp{(1 — €)6(Q2, 0)r"} < Myexp{(1 + ¢)B5(Q2,0)r"} [T (2r, /)],  (3.3.20)

ot M, (> 0) est une constante.

D’apres (3.3.20]) et comme 0 < 2 < (1 — ) /(1 + /), il vient que

(1 = o) expt @ 09y < an rn (3:3.21)

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3.3.21)), on obtient que o (f) = +o00 et o5 (f) > n. De plus,
si A(1/f) < 400, alors d’aprés le Lemme 3.2.6, on a o5 (f) < n. Dot 05 (f) = n.

Case 2. Supposons que 0y # 7w et #; = 5. D’ aprés le Lemme 3.2.3, il existe une demi-droite

arg z = 6 tel que 6 € (—21, 21> \(E3U Ey) et §(Q1,0) > 0. Comme 0; = 6, il s’ensuit que
n’ 2n

5(@27 9) > 0.

(i) Si |ani] < (1 —B)|anzl|, alors d’aprés le Lemme 3.2.4, pour tout £ donné (0 < 2 <
(1= B) |anz2| — |anal] / [(1 4 B) |ansz| + |an1]]), il existe un ensemble E; C (1, +00) de mesure

logarithmique finie tel que pour |z| = ¢ [0,1] U E4, 7 — +00, on ait (3.3.15)) et

| Ay (2)e?P)| < exp {(1+¢€)d(Q1,0)r"}. (3.3.22)
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De (3.1.4), on trouve que

RYCREI A NPt (2 RO Pl ©)
42090 < | ] 4 (Bes ()19 Dy 2y e [

f'(2)
f(2)

+o 4 (|Bi(2)eP D] 4 | Dy (2) €F1)) ' + | Ay (2)e? ] (3.3.23)

Pour j=1,..,k—1,ona 6(aja,12",0) >0 et §(R;(z) —aja,12",0) > 0.

Ainsi (3.3.9) est vérifiée et on a

|70 | < exp{(1+2)8,0(Qa, O)r"} < exp{(142)B3(Qa, )"}, (3.3.24)

De (3.3.9) et (3.3.24) , on trouve que

}Dj(z)eRj(z)} < exp{(1+¢&)ad(Q1,0)r"} exp{(1 + &)B(Q2,0)r"}. (3.3.25)

En substituant (3.3.2)), (3.3.8]), (3.3.15)), (3.3.22)) et (3.3.25)) dans (3.3.23)), pour tout z vérifiant
argz =0 € <—21, 21> \(E2UE3), |z =7 ¢ [0,1] U Ey U Ey, 7 — +00, on obtient que
n’ 2n

exp{(1 — &)d(Q2,0)r"} < Mzexp{(1 + €)d(Q1,0)r"} exp{(1 + €)5(Q2, 0)r"} [T'(2r, f)]kJrl ,

(3.3.26)
ot M3 (> 0) est une constante.
De , on a
exp{yyr"} < My [T(2r, ), (3:3.27)
ou
71 =01—-¢)d(Q2,0) — (1 +¢)0(Q1,0) — (1 4+ ¢)B0(Q2,0). (3.3.28)

Comme 0 < 2¢ < [(1 — B) |anz2| — |an1l] / [(1 + B) |ana| + |anal], 01 = 02 et cos(6; +nb) > 0,

alors on a
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Y1 =[1-8—e(1+5)]6(Q20) — (1+¢)5(Q1,0)
=[1— 5 —¢e(1+4 B)]|anz|cos(d1 +nb) — (1 + ¢) |an1| cos(f1 + nb)
={(1 = 8) lanz| = an1| — € [(1 + B) |anz2| + |an|]} cos(f1 + nb)

1_ n - n
(D lanal ~

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3.3.27)), on obtient que o (f) = +00 et o5 (f) > n. De plus,
si A(1/f) < 400, alors d’aprés le Lemme 3.2.6, on a 05 (f) < n. D’ot 03 (f) = n.

cos(fy + nd) > 0. (3.3.29)

(ii) Si |anz2| < (1 —a)lany|, alors d’aprés le Lemme 3.2.4, pour tout ¢ donné (0 < 2¢ <
(1 — ) |ani| — |an2])] /[(1 + @) |an1|+|anz]]), il existe un ensemble £, C (1, +00) de mesure
logarithmique finie tel que pour |z| =7 ¢ [0,1] U E4, 7 — +00, on ait (3.3.4) et

|A2(2)6Q2(Z)| < exp{(1+¢)d(Q2,0)r"}. (3.3.30)

De ((3.1.4)), il vient que

| Ay (2)e9 | < 'f(k)(z)

(k=1)( 5
(1B 4 Dy (et [

f(2)
Pi(2) me)y 1) @)
+oo o (|Bi(2)en @] 4| Dy (2) R 2] o + |Ag(z)e?2)] . (3.3.31)
En substituant (3.3.2), (3.3.4)), (3.3.8)), (3.3.25)) et (3.3.30)) dans (3.3.31)), pour tout z vérifiant
argz =0 € <—%, %) \(EyUE3), |z =7 ¢ [0,1] U Ey U Ey, 7 — +00, on obtient que

exp{(1 — &)d(Q1,0)r"} < Myexp{(1 +&)ad(Q1,0)r"} exp{(1 + £)d(Q2, O)r" } [T'(2r, f)]/LC+1 ,
(3.3.32)

ot My (> 0) est une constante.

De (3.3.32)), on a

exp{yyr"} < My [T(2r, f)]F, (3.3.33)
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vy = (1= €)8(Q1,0) — (1+2)8(Qa,0) — (1 + £)ad(Q1, 0). (3.3.34)

Comme 0 < 2e < ((1 — @) |an1| — |ans2|) / [(1 + @) |an 1| + |anzl|] 01 = 02 et cos(6, +nbd) > 0,

alors on a
Yo = {(1 =) |an1| = lanz| — € [(1+ @) |an1| + |anz2]]} cos(01 + nb)

(1 — ) |ana| — |ans|
2
En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3.3.33)), on obtient que o (f) = +00 et o2 (f) > n. De plus,

si A(1/f) < 400, alors d’aprés le Lemme 3.2.6, on a o3 (f) < n. D’ou o3 (f) = n.

cos(6; +nb) > 0. (3.3.35)

Case 3. Supposons que a1 et a, 2 sont des nombres réels tels que (1 — f)a,2—b < a,1 <0
ou (1 — a)a,1 < ana < 0, clest-a-dire 0, = 0 = w. D’aprés le Lemme 3.2.3, il existe
une demi-droite arg z = 6 tel que 6 € (g, 2—2) \(F2 U Ej3). Alors cos (nf) < 0, 6(Q1,60) =
— |an,1| cos (nf) > 0 et §(Q2,0) = |an2| cos (nd) > 0.

Pour j=1,..,k—1,ona 0(P;,0) = —|b,;|cos(nd) > 0.
D’ou

| Bj(2)e" @] < exp{(1 +€)3(P;, 0)r"}

< exp{(1 + &)br" cos (nb)}. (3.3.36)

(i) Si(1—p)ans—b<ay1 <0, alors d’aprés le Lemme 3.2.4, pour tout ¢ donné (0 < 2e <
(1 = B) |anz| — |ana| + 0] / (1 + B) |anz| + |ani| — b)), il existe un ensemble E; C (1,+00)
de mesure logarithmique finie tel que pour |z| =r ¢ [0,1] U Ey, r — 400, on ait et
B339,
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En substituant (3.3.2), (3.3.15), (3.3.22), (3.3.25) et (3.3.36]) dans (3.3.23)), pour tout z vé-

3
rifiant argz = 0 € (l —7T> \(Es U E3), |z2| =r ¢ [0,1] U E; U Ey, 7 — 400, on obtient

on’ 2n
que

exp{(1 — &)d(Qa2,0)r"} < Msexp{(1+¢)[0(Q1,0) + B6(Q2,8) + bcos (nh)| r"} [T (2r, f)]kJrl ,

(3.3.37)
ou Ms > 0 est une constante.
De (3.3.37)), il vient que
exp{ysr"} < Ms [T(2r, /)] (3.3.38)
ou
Y3 = (1-€)8(Q2,0) — (1 + ) [6(Q1,0) + B5(Q2.0) + beos (nd)]. (3.3.39)

Comme 0 < 2¢ < ((1 = 0)lanz| — |ana| +0) /[(1 + B) |anz| + |ani| =], 61 = 02 = 7 et

cos (nf) < 0, alors on a

T3 =1 —F—e(l+P)]6(Q20) = (1+2)[0(Q1,0) + bcos (nd)]

=—[1-8=¢e(1+4 B)]|ans|cos (nd) + (1 +¢€) [|an1| — b] cos (nh)

= {1 =) lans| = lana| +b—=e[(1+ B) |ana| + [an.] = b]} cos (nd)

(1 = ) lana| — [ana| + 0]
2

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3.3.38)), on obtient que o (f) = +00 et o5 (f) > n. De plus,
si A(1/f) < 400, alors d’aprés le Lemme 3.2.6, on a 05 (f) < n. D’ou o3 (f) = n.

>_

cos (nf) > 0. (3.3.40)

(ii) Si (1 — a)a,1 —b < a2 < 0, alors d’aprés le Lemme 3.2.4, pour tout € donné (0 < 2e <
(1 —a)|ani| — |ana| + 8]/ [(1 + @) |ani| + |ansz| — b)]), il existe un ensemble £y C (1, +00)
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de mesure logarithmique finie tel que pour |z| = r ¢ [0,1] U E4, r — 400, on ait (3.3.4) et
(3.3.30) .

En substituant (3.3.2)), (3.3.4)), (3.3.25)), (3.3.30) et (3.3.36) dans (3.3.31)), pour tout z vérifiant
3
argz =0 € ( Tor

5705 > \(E2 U E3), |z2| =r ¢ [0,1] U E; U Ey, 7 — 400, on obtient que
n’ 2n

exp{(1 —&)d(Q1,0)r"} < Mgexp{(1 +¢) [6(Q2,0) + ad(Q1,0) + bcos (nd)| r"} [T'(2r, f)]]ngl ,

(3.3.41)
out Mg > 0 est une constante.
De , on a
exp{y,r"} < Me[T(2r, ), (3.3.42)
ou
Y= (1—-¢)6(Q1,0) — (1 +¢)[0(Q2,0) + ad(Q1,0) + bcos (nd)] . (3.3.43)

Comme 0 < 2= < (1= ) ona| — lanal + )/ (1 + ) lan| + lanal — 5)), 61 = b5 = 7 et
cos (nd) < 0, alors on a
(1 — @) [ana| — |ana| + ]

> J—
o 5 cos

(n
En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3.3.42)), on obtient que o (f) = +00 et o5 (f) > n. De plus,
si A(1/f) < 400, alors d’aprés le Lemme 3.2.6, on a 05 (f) < n. Dot 03 (f) =n.

0) > (3.3.44)

3.4 Preuve du Théoréme 3.1.4

En utilisant le méme raisonnement que celui dans la preuve du Théoréme 3.1.3, on obtient

que toute solution méromorphe f (# 0) de ’équation ([3 est transcendante.

Supposons que f (Z 0) est une solution méromorphe de I’équation (3.1.4)). D’apres le Lemme
3.2.2, il existe un ensemble E; C (1,+00) de mesure logarithmique finie et une constante

B > 0 tel que pour tout z vérifiant |z| =7 ¢ [0,1] U E}, on ait (3.3.2)) .
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Casl. Supposons que 01 # 7 et 0; # 5. D’aprés le Lemme 3.2.3, il existe une demi-droite

argz = 0 tel que 0 € (—i 1) \(Ey U Ej3), o Ey et E3 sont définis dans le Lemme 3.2.3

2n’ 2n
et vérifiant (3.3.3)) .

a) Quand §(Q1,0) > 0, 6(Q2,0) < 0, alors d’apres le Lemme 3.2.4, pour tout ¢ donné
(0 <2 < (1—a)/(1+ «)), il existe un ensemble E; C (1,+00) de mesure logarithmique
finie tel que pour |z| = r ¢ [0, 1]UEy, r — +00, on ait (3.3.4)) et (3.3.5) . De (3.3.4) et (3.3.5)),
on a (13.3.6)) .

Ona 6(P;,0)=a;0(Q1,0) >0 (jelh), 6(P;,0)=—|b, |cos(nd) <0 (j €Jp),
et 0(R;,0) = [;0(Q2,0) <0 (j € Iz) et 6(R;,0) = —|dyj|cos(nt) <0 (j € ).

D’ou

|Bj(z)epj(z)‘ <exp{(1+¢)a;0(Q1,0)r"} <exp{(1+¢)ad(Q:1,0)r"} (j ), (34.1)

!Bj(z)epj(z)‘ <exp{(1—¢)d(F;,0)r"} <1 (j € L), (3.4.2)

}Dj(z)eRf(z)} <exp{(1+¢)B,;0(Q2,0)r"} <1 (j € I2) (3.4.3)
et

‘Dj(z)eRj(z)‘ <exp{(l —¢e)o(R;,0)r"} <1 (j € .Jo). (3.4.4)

En substituant (3.3.2)), (3.3.6)), (3.4.1)) — (3.4.4) dans (3.3.7]), pour tout z vérifiant argz = 0 €

(—21, 21) \(E2UE3), |zl =7 ¢ [0,1]U E; U Ey4, 7 — +00, on obtient que (3.3.12)) .
n’ 2n

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3.3.13)), on obtient o (f) = +oo et o2 (f) > n. De plus, si
A(1/f) < 400, alors d’apres le Lemme 3.2.6, on a 02 (f) < n. D’ou 05 (f) = n.

b) Quand §(Q4,0) < 0,5(Q2,0) > 0, alors d’aprés le Lemme 3.2.4, pour tout ¢ donné
(0 <2 < (1=75)/(14p)), il existe un ensemble £, C (1,+00) de mesure logarithmique
finie tel que pour |z| = r ¢ [0,1] U Ey, r — 400, on ait (3.3.14) et (3.3.15)) . De et
(3.3.15), on a (3.3.16) .
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Ona 0(FP;,0) <0 (jelh) et 6(R;,0)>0 (j€lr).

D’ou
|Bj(z)epf(z)‘ <exp{(1+¢)a;0(Q1,0)r"} <1 (j€l) (3.4.5)

et

|Dj(z)eRj(z)| <exp{(1 +¢)B,;0(Q2,0)r"} <exp{(1+¢)30(Q2,0)r"} (j€l). (3.4.6)

En substituant (3.3.2)), (3.3.16)), (3.4.2), (3.4.4) (3.4.5) et (3.4.6) dans (3.3.7)), pour tout z
vérifiant argz = 6 € (—1 i) \(E2 U E3), |z] =7 ¢ [0,1]U E; U Ey, r — +00, on obtient

on’ 2n
B320) .

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3.3.21)), on obtient que o (f) = +00 et o5 (f) > n. De plus,
si A(1/f) < 400, alors d’aprés le Lemme 3.2.6, on a 05 (f) < n. D'ou oy (f) =n

Cas 2. Supposons que 01 # m et 6; = 65. D’apres le Lemme 3.2.3, il existe une demi-droite
T

argz = 0 tel que 0 € <—%, %) \(E2 U E3) et 6(Q1,0) > 0.

Comme 6, = 05, alors 6(Qs,0) > 0.

(i) Si |ana| < (1 —B)|anzl|, alors d’aprés le Lemme 3.2.4, pour tout ¢ donné (0 < 2 <

(1= B) lanza| = lanal] /[(1 + 5) |an.2

logarithmique finie tel que pour |z

+ |an1]]), il existe un ensemble £, C (1, +00) de mesure
=r ¢[0,1]U Ey, r — 400, on ait (3.3.15) et (3.3.22)) .

En substituant (3.3.2)), (3.3.15)), (3.3.22)), (3.4.1)), (3.4.2)) , (3.4.4) et (3.4.6) dans (3.3.23)), pour

tout z vérifiant argz = 0 € (—i 1) \(E2 U E3), |zl =7 ¢ [0,1]UE,UEy, 7 — 400, on

2n’ 2n
obtient (3.3.26)) .

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3.3.27)), on obtient que o (f) = +00 et o5 (f) > n. De plus,
si A(1/f) < 400, alors d’aprés le Lemme 3.2.6, on a 05 (f) < n. D’ou o3 (f) = n.

(ii) Si |anz2| < (1 —a)lan1|, alors d’aprés le Lemme 3.2.4, pour tout ¢ donné (0 < 2¢ <
(1 — @) |ani| — |ans|] / [(1 + @) |an1| + |anz]]), il existe un ensemble Ey C (1, +00) de mesure

logarithmique finie tel que pour |z| =7 ¢ [0,1] U Ey, 7 — 400, on ait (3.3.4]) et (3.3.30)) .
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En substituant (3.3.2)), (3.3.4), (3.3.30), (3.4.1)), (3.4.2)), (3.4.4) et (3.4.6) dans (3.3.31]), pour

tout z vérifiant argz = 0 € (—1 1) \(E2 U E3), |2| =7 ¢ [0,1]UEy U Ey, 1 — 400, on

2n’ 2n
obtient (3.3.32) .

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3.3.33)), on obtient que o (f) = +00 et o5 (f) > n. De plus,
si A(1/f) < 400, alors d’aprés le Lemme 3.2.6, on a 05 (f) < n. D’ou o3 (f) = n.

Cas 3. Supposons que a,, 1 et a, 2 sont des nombres réels tels que (1—)a,2—b—d < a,; <0
ou (1 —a)a,s —b—d < a,a < 0, cest-a-dire ; = 0y = 7. D’apres le Lemme 3.2.2, il
T 3T

existe une demi-droite argz = 6 tel que 6 € (2—, 2—) \(F2 U Es). Alors cos(nf) < 0,
n’ 2n

3(Q1,0) = — |an1| cos (nf) > 0 et §(Q2,0) = — |an2| cos (nh) > 0.
On a (5(P],¢9) >0 (] S Jl) et 5(RJ,0> >0 (] S Jg)
Ainsi pour j € Jq, on a (3.3.36|) et pour j € J5, on a

}Dj(z)eRj(Z)‘ < exp{(1 +¢&)dr" cos (nd)}. (3.4.7)

(i) Si (1 — B)ans —b—d < a,1 < 0, alors d’apres le Lemme 3.2.4, pour tout ¢ donné
(0 < 26 < [(1=0)l|anz] = |ani| +0+d] /[(1 4 B) |anz| + |ani]| — b —d]), il existe un en-
semble F; C (1,+00) de mesure logarithmique finie tel que pour |z| = r ¢ [0,1] U Ej,
r — +00, on ait (3.3.15]) et (3.3.22)) .

En substituant (3.3.2), (3.3.15), (3.3.22), (8-3.36) , B-4.1), (3.4.6) et (3.4.7) dans (3.3.23),
3
pour tout z vérifiant argz = 6 € <21, 2—7T) \(E2 U Es), |z] =7 ¢ [0,1]U Ey U Ey, 7 — +00,
n’ 2n

on obtient que

exp{(1—¢)d(Q2,0)r"} < Myexp{(1+¢) [0(Q1,0) + B0(Q2,0) + (b+ d) cos (nf)] r™} [T'(2r, f)]kJrl ,
(3.4.8)

ou M7 > 0 est une constante.
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De (3.4.8)), il vient que

exp{ysr"} < M. [T(2r, f)]F, (3.4.9)

vs = (1 —¢)6(Q2,0) — (1 +¢) [0(Q1,0) + 56(Q2,0) + (b+ d) cos (nh)]. (3.4.10)

Comme 0 < 2¢ < [(1 = ) |anz2| — |ani| +04+d] /[(1 + 5) |anz2| + |ani| —b—d], 01 =0 =7
et cos (nf) < 0, on obtient que

[(1-7) |an,2| - |an,1| + b+ d]
2

V5 > — cos (nd) > 0. (3.4.11)

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3.4.9)), on obtient que o (f) = 400 et o5 (f) > n. De plus, si
A(1/f) < +o0, alors d’apres le Lemme 3.2.6, on a 02 (f) < n. D’ou 02 (f) = n.

(ii) Si (1 — a)ayy —b—d < a2 < 0, alors d’apres le Lemme 2.2.4, pour tout € donné (0 <
2¢e < [(1 —a)|ana| = |ana| +b0+d] / (1 + @) |an1| + |an2| — b — d))), il existe un ensemble
E4 C (1,400) de mesure logarithmique finie tel que pour |z| = ¢ [0,1] U By, r — +00, on
ait (3.3.4) et (3.3.30) .

En substituant (3.3.2)), (3.3.4)), (3.3.30), (3.3.36)), (3.4.1]), (3.4.6) et (3.4.7) dans (3.3.31)), pour

3
tout z vérifiant argz = 0 € (1 —W) \(Ey U E3), |z =r ¢ [0,1] U E; U Ey, r — +o0, on

2n’ 2n
obtient que

exp{(1—¢)0(Q1,0)r"} < Mgexp{(1+¢) [0(Q2,0) + ad(Q1,0) + (b+ d) cos (nb)] r"} [T(2r, f)]kJrl ,

(3.4.12)
ou Mg > 0 est une constante.
De (3.4.12)), il vient que
exp{yer"} < Mg [T(2r, /)", (3.4.13)

ou

Y6 = (1—¢)0(Q1,0) — (1+¢)[0(Q2,0) + ad(Q1,0) + (b+ d) cos (nh)] . (3.4.14)
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Comme 0 < 2¢ < ((1 — @) |an1| — |ana| +0+d) / (1 + @) |apa| + |an2| —b—d)), 01 = 0y =

7 et cos (nf) < 0, on obtient que

1 _ —
e - (1 —a)|an] > |an2| +b+d] cos (nf) > 0. (3.4.15)

En utilisant le Lemme 3.2.5 et (3.4.13)), on obtient que o (f) = +00 et o5 (f) > n. De plus,
si A(1/f) < 400, alors d’aprés le Lemme 3.2.6, on a 05 (f) < n. D’ou o3 (f) = n.



Chapitre 4

Sur I’hyper-ordre des solutions
méromorphes transcendantes de
certaines équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur

4.1 Introduction et résultats

Plusieurs mathématiciens ([1],[14],[17],[29], [32]) se sont intéressés a 1’étude des solutions

de I’équation différentielle linéaire du second ordre

["+e*f'+B(2)f =0, (4.1.1)

ou B(z) est une fonction entiére d’ordre fini. Il ont démontré que si B(z) est un polynome
non constant ou une fonction entiére transcendante d’ordre o (B) # 1, alors toute solution
non nulle de I’équetion est d’ordre infini.

Dans [35], Peng et Chen ont étudié ’ordre et ’hyper-ordre des solutions de I’équation (4.1.1])

et ils ont démontré le résultat suivant :

Théoréme 4.1.1 ([35]) Soient A;(z) (#0) (j = 1,2) des fonctions entiéres avec o(A;) < 1,
ai, ay des nombres complexes tels que ajay # 0 et a; # as (supposons que |ar| < |ag]). Si

arga; # T ou a; < —1, alors toute solution f (#£ 0) de ’équation

I+ e f 4+ (A1(2)e™? + Ax(2)e™) f =0 (4.1.2)

est d’ordre infini et oo(f) = 1.
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Récemment dans [21], Habib et Belaidi ont généralisé le Théoréme 4.1.1 pour certanies équa-

tions différentielles linéaires d’ordre supérieur comme suit :

Théoréme 4.1.2 ([21]) Soient k > 2 un nombre entier, As (2) (#0) (s =1,2), B, (2) (#0),
D;(2)(#0) (j =1,2,....,k — 1) des fonctions entiéres avec max{o(A;),0(B;),o(D;)} < 1,
ar,az, d; (j =1,...,k — 1) des nombres complexes tels que ajay # 0, a; # as et d; # 0,
bj (j = 1,...,k — 1) des nombres réels tels que b; < 0. Supposons qu’ils existes a;, (3,
=12, k=1),000<0a; <1,0<f; <1 etd;=aja + [;a. Posons a = max{a; :
j=1,...,k—1}, f=max{a;:j=1,...,k—1} etb=min{b; : j=1,..., k- 1}.

Si l'une des conditions suivantes est vérfiée :

(1) arga; # 7 et arga; # argas,
i
1-p

(2) argay # m, arga, = argas et {(1) |las| > ou (ii) |as| < (1 — @) |aq|

(3) a1 <0 et argay # argas,

b b
4) (1) 1—-pBag—b<a <0, a2< {5 Bou(u) a1<%eta2<0,
alors toute solution f(# 0) de l’équation différentielle
k-1
F® 4+ (Bi(2)e"” + Dj(2)e*) f9 + (A1 (2)e™ + Ay(2)e™?) f =0 (4.1.3)

Jj=1

vérifie o(f) = 400 et oo(f) = 1.

Le but principal de ce chapitre est d’étendre les résultats ci-dessus pour certaines équations

différentielles linéaires d’ordre supérieur. On va prouver les résultats suivants :

Théoréme 4.1.3 Soient k > 2 un nombre entier, Pj(z) = Za”z et Q;(z) = Zb,]z
(j=0,...,k—1) des polynomes non constants, ot ag ;, .. aw,bod, b (=1, k 1)
sont des nombres complexes. Soient A;(z) (# 0)et Bj(z) (#0), (j =0,....,k—1) des fonctions
méromorphes avec max{c(A;),0(B;) : j = 0,...,k — 1} < n. Supposons qu’il eziste s €
{1,..,k —1} tel que ansbns # 0, ans # bns €t pour j # s, anj = jans (0 < a; < 1)
et byj = Bibns (0 < B; < 1). Posons a,, = |ns| €9, bns = |bns| e, 0,6, € [0,27),
o =max{q;: j# s} et f=max{f3,:j# s}.
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Si (0s # @) ou (5= ¢, et [(1) |ans| < (1 —B)|bns| ou (ii) |bns| < (1 — @) |ans|]), alors
toute solution méromorphe transcendante f dont les pdles sont de multiplicité uniformément

bornée de l’équation

FP 4+ (4;(2)e") + Bj(2)e¥?) f9) =0, (4.1.4)
est d’ordre infini et vérifie oo(f) = n.

Exemple 4.1.1 Considérons I’équation différentielle linéaire suivante :

—z —2z
f(4) . ?6,2 + € f’” + §e2z . 6_ fl/
2 z 2 z
2—9 2 3 — -
+ ( “et + —6_2> 1+ ( Zer 4 & ) f=0, (4.1.5)
2z z z z

Posons
Py(z) =a102 =2z, Pi(2) =a112 =2z, Py(z) = a122 =22, P3(2) = a132 = 2,

Qo(z) = bioz = —2, Qi(z) = b1z = —2, Q2(z) = bioz = —2z et Qs3(z) = bi gz = —z.
On a

_ _ _ 1 _1
Q12 = 2, 1,0 = Q11 = aA13 = 1= 501,2

bLQ = —2e¢et bl,O = bl,l = b173 =—-1= %bl’g.

Alors d’apres le Théoréeme 4.1.3, toute solution méromorphe transcendante f dont les poles
sont de multiplicité uniformément bornée de 1’équation (4.1.5) est d’ordre infini et vérifie
oa(f) = 1.

Théoréme 4.1.4 Soit k > 2 un nombre entier, Pj(z) = zn:amzi et Qj(z) = zn:bi,jzi (j =
0,...,k—1) des polynémes non constants, ou aoj, ...,an,j,lgoo,j, by (=1, Z,:l(:; — 1) sont
des nombres complexes. Soient A;(z) (£ 0)et Bj(z) (#0) (j = 0,....k — 1) des fonctions
méromorphes avec max{o(A;),o(B;) : j = 0,....,k — 1} < n. Supposons qu’il eziste s €
{1,..,k — 1} tel que ansbys # 0, ans 7 by s €t pour j # s, anj = ajans (0 < o <1) et by

sont des nombres réels vérifiant b, ; < 0.

Si an s est un nombre réel tel que (1 —a)a,s <b , ot o = max{a; : j # s} et b = min{b,; :
J # s}, alors toute solution méromorphe transcendante f dont les poles sont de multiplicité
uniformément bornée de l’équation (4.1.4) est d’ordre infini et vérifie oo(f) = n.
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Exemple 4.1.2 Considérons ’équation différentielle linéaire suivante :

_ —3z
f(4) 4 (Z 2€_z _ e ) f/// . (2 (32 —+ 1)6_2 I §€—3z) f”
y4 ¥4

z 2
+ <€_;Z + ge%) f—(eF—3e7%) f =0, (4.1.6)
Posons
Py(z) = a102 = —2z, Pi(2) = a112 = =5z, Pa(2) = a122 = —2, P3(2) = a132 = —1

Qo(Z) = b1’02 = —327 Ql(Z) = ble = —221, QQ(Z) = bLQZ = —32 et Q3(Z) = b1732 = —32
On a

1
ajqp=—9, arp=a12 =a13=—1=zas;

bl,l =-2< 0, bl,O = b1’2 = b1’3 =-3<0et (]_ — %) apl < —3.

Alors d’apres le Théoréme 4.1.4, toute solution méromorphe transcendante f dont les poles
sont de multiplicité uniformément bornée de I’équation (4.1.6) est d’ordre infini et vérifie
o2(f) > 1.

Ramarquons que la fonction f(z) = e~ est une solution de ’équation 1D avec o(f) =
+00 et oa(f) = 1.

Théoréme 4.1.5 Soit k > 2 un nombre entier, P;(z) = Xn:aivjzi et Qi(z) = anbmzi (j =
0,...,k —1) des polynomes non constants, ot ay;, ...,anJ,lgOOJ', b (=1, Z,:lgz — 1) sont
des nombres complexes. Soient A;(z)(#0) et Bj(z)(#0), (j = 0,...,k — 1) des fonctions
méromorphes avec max{c(A;),0(B;) : j = 0,...,k — 1} < n. Supposons qu’il eziste s €
{1,...,k = 1} tel que an by s # 0, an,5 7 bns €l pour j # s, anj = jan s+ B;bn (0 < aj < 1)
(0 < B, <1) et b, sont des nombres réels vérifiant b, ; < 0. Posons o = max{a; : j # s},

B =max{B;:j# s} et b=min{b,; : j # s}.

Si ans et b,s sont des nombres réels tels que (i) (1 —5)bys — b < a,s < 0 ou (ii)
(1—a)ans —b < bys <0, alors toute solution méromorphe transcendante f dont les poles
sont de multiplicité uniformément bornée de l’équation (4.1.4]) est d’ordre infini et vérifie

oa(f) =n.

Exemple 4.1.3 Considérons l’équation différentielle linéaire suivante :
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(4) e -z " e —z 1"
Y+ e f +3 . —3e 7| f

(- e e e (417)

z zZ

Posons
Po(2) = a102 = =22z, Pi(2) = a112 = =5z, Pa(2) = a122 = =32, P3(2) = a132 = =32

Q0(2> = bl’oz = —Z, Ql(Z) = bl,lz = —32, QQ(Z) = bLQZ = —z et Qg(Z) = b1732 = —Z.
On a

1 7
a1 =95, b1 =-3<0, a10=—-2= 5011+ 1—851,1

a12 = a13 = -3 = %al,l + %bl,lg bl,g = b172 = 61,3 =—-1<0et (1 — %) a1 +1< bl,l < 0.

Alors d’apres le Théoréme 4.1.5, toute solution méromorphe transcendante f dont les poles
sont de multiplicité uniformément bornée de 'équation (4.1.7) est d’ordre infini et vérifie

O'g(f) Z 1.
Ramarquons que la fonction f(z) =€~ est une solution de 'équation 1} avec o(f) =

+00 et oo(f) = 1.

4.2 Lemmes préliminaires

Lemme 4.2.1 ([Z) Soient P; (z) (j = 0,1, ..., k) des polynomes non constants avec deg Py(z) =
n(n>1)etdegPi(z) <n (j=1,2,..k). Soient A;(2) (j =0,1,....k) des fonctions méro-
morphes d’ordre fini et max{o(A;(z)):j=0,1,...,k} <n telles que Ayg(z) # 0.

Posons

F(z) = Ay (2) €O + Ay (2) €210 4 Ay (2) ) 4 Ag (2) D) (4.2.1)
St deg(Py(2)—Pj(2)) = n pour tout j =1, ..., k, alors F est une fonction méromorphe d’ordre

fini et verifie o(F) = n.

Lemme 4.2.2 ([17) Soient f(z) une fonction méromorphe transcendante et o > 1 une

constante donnée. Alors il existe un ensemble Ey C (1,4+00) de mesure logarithmique finie
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et une constante B > 0 qui dépend uniquement et i, j (0 <i < j <k) tels que pour tout z
vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Ey, on ait

B {M (log® r)log T'(ar, f) . : (4.2.2)

IN

Lemme 4.2.3 ([25]) Soit f (z) = g(z) /d(z) une fonction méromorphe avec o (f) = o <

+o0, ou g (z) et d(z) sont des fonctions entiéres vérifiant ['une des conditions suivantes

(1) g (2) est transcendante et d est un polynome,

(ii) g (2),d (=) sont transcendantes et A (d) = o (d) =p <o (g) =o0.

Pour tout |z| = r suffisamment grand, soit z, = re’" un point vérifiant |g (z.)| = M (r,g).

Alors il existe une constante §, (> 0), une suite {r,} Tm — +00 et un ensemble Ey de

meN
mesure logarithmique finie tel que l’estimation

f(2)
fO(z)

soit vérifiée pour tout z vérifiant |z| = r,, ¢ Ea, 1, — 400 et argz =0 € [0, — 5,,0, + ;] .

<72 (i > 1 un nombre entier) (4.2.3)

2
m

Lemme 4.2.4 ([22)) Soient P (z) = (a + i) 2" +... (v,  sont des nombres réels, |a| + || #
0) un polynéome de dégré n > 1 et A(z)(# 0) une fonction méromorphe avec o (A) < n.
Posons f(z) = A(2)el®), 2 =re? §(P,0) = acos (nf) — Bsin (nd) . Alors pour tout e > 0
donné, il existe un ensemble E5 C (1,+00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout

0 c [—%,7)\]{ et |z| =r ¢ 10,1 U E3, r — 400, on ait

(i) Si 0 (P,0) >0, alors

exp{(1—¢)d(P,0)r"} < |f (reia)} <exp{(l+¢e)d(P,0)r"}, (4.2.4)
(i) Si 0 (P, 6) <0, alors

exp{(1+¢e)d(P,0)r"} <|f (re' |<exp{(1—5)5(P,9)7’”}, (4.2.5)
ow H={0e[-5,%):6(P,0)=0}.

Lemme 4.2.5 ([18]) Soient ¢ : [0,+00) — R et ¢ : [0,400) — R des fonctions monotones
non décroissantes telles que ¢ (r) < 1 (r) pour tout r ¢ FE4U[0,1], ou Ey C (1,400) est
un ensemble de mesure logarithmique finie. Soit o > 1 une constante donnée. Alors il existe

To = 10 () > 0 tel que ¢ (r) < 1 (ar) pour tout v > rg.
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Lemme 4.2.6 ([15]) Soient k > 2 un entier et Ay(2), A1(2), ..., Ax_1(2) des fonctions mé-
romorphes d’ordre fini. Soient p = max{o (4;):j=0,1,....k — 1} et f une solution méro-

morphe dont les poles sont de multiplicité uniformément bornée de I’équation

FO 4 A () fE Y 4+ A2 f 4 Ao(2)f = 0. (4.2.6)

Alors oo(f) < p.

4.3 Preuve du Théoréme 4.1.3

Montrons d’abord que toute solution méromorphe transcendante f de I’équation est
d’ordre o (f) > n.

Supposons que f est une solution méromorphe transcendante f de I’équation d’ordre
o (f) < n. Ecrivons ’équation sous la forme :

T
I

(Aj (2) efil®) B; (2) er(Z)) f(j) _ _f(/’f)7 (4.3.1)

<
I
=)

ot A; (2) f9, B, (2) f9, (j = 0,1, ...,k — 1) sont des fonctions méromorphes d’ordre fini avec
o (A4 fD) < n, et o(B;ifY) < n, Af® #£ 0 et Bf® # 0. En effet, si A,/ =0, ou
B,f®) =0, alors f® = 0 et donc f doit étre un polynome de degré inférieur a s. C’est une

contradiction.

Si(0; # ¢,) ou (05 = &, et (i) [an,s| < (1= B) bns|), alors deg(Qs(2)—Py(2)) = n, deg(Qs(2)—
Q;(2)) = n et deg(Qs(z) — Pj(2)) = n. D’ou d’apres et le Lemme 4.2.1, on obtient

que o(—f*) =n et donc o(f) = n. C’est une contradiction.

Sifs = ¢, et (ii) |bys| < (1—) |ans|, alors deg(Ps(2) —Qs(2)) = n, deg(Ps(2)—Pj(2)) = net
deg(Ps(z) —Q;(z)) = n. D’ou d’aprés et le Lemme 4.2.1, on obtient que o(—f*) = n
et donc o(f) = n. C’est une contradiction. Donc toute solution méromorphe transcendante
f est d’ordre o (f) > n.

Supposons que f est une solution méromorphe transcendante dont les poles sont de mul-
tiplicité uniformément bornée de 1'équation (4.1.4). D’aprés le Lemme 4.2.2, il existe une

constante B > 0 et un ensemble F; C (1,+00) de mesure logarithmique finie tels que pour
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tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Ey, on ait

O (2) i o
‘f(i)(z> <B[T@r, /)T (0<i<j<k) (4.3.2)

D’apres , les poles de f peuvent se produire seulement par les poles de A, (z), B; (2),
(j =0,...,k —1). Remarquons que les poles de f sont de multiplicité uniformément bornée.
Alors A (1/f) < max{o (4;),0(B;) :j=0,....k —1} <n. D’apres le Théoréeme de Factori-
sation de Hadamard, f peut s’écrire sous la forme : f (2) = g (z) /d(z), ou g (2) et d(z) sont

des fonctions entiéres avec A(d) = o (d) = A(1/f) <n <o (f) = o(g). Pour tout |z| = r

0

suffisamment grand, soit z, = re®r un point vérifiant |g (z,)| = M (r, g). D’aprés le Lemme

4.2.3, il existe une constante 9, (> 0), une suite {r,,} Tm — 00 et un ensemble Ey de

meN
mesure logarithmique finie tels que I'estimation

’ /()
79%)

soit vérifiée pour tout z vérifiant |z| = r,, ¢ Es, 1, — +oo et argz =6 € [0, — §,,0, + 6, .

<72 (i =s,k) (4.3.3)

—'m

Cas 1. Supposons que 0 # ¢,. Pour tout 6 € [0, — 6,0, + 0,] /H; U Hs, on a

0 (Ps,0) #0, 6(Qs,0) #0 et §(Ps,0) > (Qs,0) oud(Ps,0) <(Qs,0),

ou Hy = {0 €[0,2m) : § (Ps,0) oud (Qs,0) =0} et Hy = {0 €[0,27m) : § (Ps,0) = 0(Qs,0)}.
Posons 61 = § (Ps,0) et 62 = 5 (Qs,0) .

Cas 1.1. §; > 95. Divisons aussi notre preuve en trois cas :
(a) 91 > 92 > 0. Posons 03 = max {62, d(F;,0) : j # s}. Alors 0 < 03 < 0;. D’apres le Lemme
4.2.4, pour tout € donné (0 < 2e < (01 — d3) / (01 + 03)) et tout z vérifiant |z| = r ¢ [0, 1]UE;,

r— +ooetargz=0¢€ 0, —96,.0,+0,/H;UHs,, ona

}As(z)eps(z)| > exp{(1 —¢€)dr"}, (4.3.4)

!Aj(z)epj(z)| <exp{(1+4¢)isr"} (j #s) (4.3.5)

et

|B;(2)e¥ )| < exp{(1+¢)5r"} (j =0,1,...k —1). (4.3.6)
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De (4.1.4)), il vient que

()
@ (2)

|

(h-1)(,
+ (‘Ak—l(Z)ep’“’l(z)| + |Bk—1 (2) erfl(z)D ‘ff(s)(z(,))

~~

(s+1)
+o+ (|AS+1(Z)6P5“(Z)| + | Byt (2) er“(z)D 'ffT(iZ)

)

(A (@) £, 2) o)) [ L)

o)

+..+ (‘Ao(z)ep‘)(z)‘ + |Bo (2) eQO(Z)D ‘ /() + !Bs(z)eQS(z)‘ . (4.3.7)

7o)

En substituant (4.3.2) — (4.3.6)) dans (4.3.7)), pour tout z vérifiant |z| = r,, ¢ [0,1] U E; U
EyUFEs, 1y — +oo et argz =0 € [0, — §,,0, +d,] \ (H, U Hy), on obtient que

exp{(1 — &)d1r™ } < Myr?s exp {(1 + &) 65} [T(2r,,, )], (4.3.8)

ou Mj (> 0) est une constante.

Alors d’apres le Lemme 4.2.5 et (4.3.8), on obtient que o5 (f) > n. En utilisant le Lemme
4.2.6, on déduit que oy (f) = n.

(b) 61 > 0 > J5. D’apres le Lemme 4.2.4, pour tout ¢ donné (0 < 2¢ < (1 —a) /(1 + «)) et
tout z vérifiant |z| = ¢ [0,1]U E3, r — +oo et argz =0 € [0, — 6,,0, + 6, /H, U Hy, on a

=z}

‘Aj(z)epj(z)‘ <exp{(1+¢e)a;0r"} <exp{(1+e)ad;r"} (j # s) (4.3.9)

et
|B;(2)e )| < exp{(1 —€)6(Q;,0)r"} <1 (j=0,1,...k—1). (4.3.10)

En substituant (4.3.1), (4.3.2), (4.3.4), (4.3.9) et (4.3.10) dans (4.3.7)), pour tout z vérifiant
|Z‘ =Tm ¢ [07 1} UEyUEyU E3, 1 — 400 et arg z = 0 € [Qr _51";91""’_57'} \ (HlUH2>7 on

obtient que

exp{(1 — )01} < Mor® exp{(1 + &)adyr™ } [T(2rm, £)]*, (4.3.11)

ot My (> 0) est une constante.
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Alors d’apres le Lemme 4.2.5 et (4.3.11)), on obtient o5 (f) > n. En utilisant le Lemme 4.2.6,
on déduit que oy (f) = n.

(c) 0 > 61 > Jy. Posons v = min {aj,ﬁj = s}. Alors d’apres le Lemme 4.2.4, pour tout
e donné (0 < 2e < 1) et tout z vérifiant |z| = r € [0,1] U E3, 1 — 400 et argz = 6 €
[97« - 5,,170,,« + 51"] /H1 U HQ, on a

}Aj(z)epj(z)‘ < exp{(1—¢e)ydr"} (4.3.12)
et
|B;(2)e¥®)| < exp{(1 —e)y617"} (j = 0,1,....k — 1). (4.3.13)
De , il vient que
(k=1)
—-1= (Akq(z)ep’“*l(z) + Bj_1 (2) erfl(z)) ff(k)(i;)
+..+ (Ao(z)epo(z) + By (2) eQO(z)) f{k()?i) (4.3.14)

En substituant (4.3.1)), (4.3.2)), (4.3.12)) et (4.3.13) dans (4.3.14)), pour tout z vérifiant |z| =
rm ¢ [0,1]UE1UEyU Es,y 1y — +o0 et argz =60 € [0, — 0,,0, + 6,] \ (H1 U Hy), on obtient

que

1 < Mar?F exp {(1 — &) 4017 } [T (2rm, )], (4.3.15)

ot M3 (> 0) est une constante.

Alors en utilisant le Lemme 4.2.5 et (4.3.15)), on obtient que o5 (f) > n. En utilisant le
Lemme 4.2.6, on déduit que o9 (f) = n.

Cas 1.2. §; < 5. En utilisant le méme raisonnement que celui dans le cas 1.1, on obtient

que o (f) = n.
Cas 2. Supposons que 05 = ¢,. Pour tout 6 € [0, — §,,0, + 6,| /Hy, ou Hy est défini ci-dessus,

on a

d(P;,0) >0 ou 0(Ps,0)<0.
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Cas 2.1. 0 (P;,0) > 0.

(i) Si |ans| < (1 —=5)|bns|, alors d’apreés le Lemme 4.2.4, pour tout € donné (0 < 2e <
(1= B) [bus| — |ansl] / [(1+ B) |bas| + |ans|]) et tout z vérifiant |z| = r € [0, [|UE5, 1 — 400
etargz=0¢l[0, —0,,0,+9,]/Hy,ona

|As(2)e™ @] < exp{(1+¢)d (Ps,0) 7"}, (4.3.16)

| By(2)e? | > exp{(1 - £)3(Qs, 0)r"}, (4.3.17)

|A;(2)e" )| < exp{(1 +e)ad(Ps, 0)r"} (4.3.18)
et

|B;(2)e%?)| < exp{(1 +¢)B5(Qs, )r"}. (4.3.19)

De (4.1.4), il vient que

B0 < | 5

(k=1)( 5
+ (Aga(2)e 1) 4 |Bi-1(2) eQ'H(Z)D ’ff(s)(i))

(s+1)
+... + (Asﬂ(z)eps“(z) + |Bs+1 (2) eQs+1(2) ‘) —f (2)

7o)

(s—1)
+ (As1(2)e" 1) 4| By (2) €914 'ff(8)< ())

+ (|A0(z)eP°(z)‘ + |Bo (2) GQO(Z)D ‘ /() + |A5(z)eps(z)| : (4.3.20)

fO(z)

En substituant (4.3.1)), (4.3.2)) et (4.3.16) — (4.3.19) dans (4.3.20)), tout z vérifiant |z| = r,, &
0,1]UE;UEyUE3, 1y, — +o0 et argz =0 € [0, — §,,0, + 6, \ Hy, on obtient que

exp{(1 —€)d(Qs, O)r }

< Myr® exp{(1+ €)0(P,, 0)r™ } exp{(1 4 €)86(Qs, 0)r" } [T(2r, £)1F (4.3.21)

ot My (> 0) est une constante.
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De (4.3.21]), il vient que

exp{yr} < Myrps ™ [T(2r, )] (4.3.22)
7= (1 =€)8(Qs,0) — (14 )3(P;, 0) — (14 €)B5(Qs, 6). (4.3.23)

Comme 0 < 2¢ < [(1 = 5) |bps| — |ansl] / [(L 4 B) |bus| + |ans|], 0s = ¢, et cos(8s +nb) > 0,

alors

n=[1=0—e(l+0)]0(Qs,0) — (1 +)0(Ps,0)

=[1—-08—e(l+5)]|bns|lcos(ds +nb) — (1 +¢)|ans| cos(fs + nb)

(1 - 6) |bn,8| - |an75|

>
2

cos(fs +nb) > 0. (4.3.24)

Alors d’apres le Lemme 4.2.5 et (4.3.24)), on obtient que o5 (f) > n. En utilisant le Lemme
4.2.6, on déduit que oy (f) = n.

(ii) Si |bys| < (1 — @) lans|, alors d’aprés le Lemme 4.2.4, pour tout € donné (0 < 2¢ <
(1 — ) |ans| — |busl] /(1 + @) |ans| + |bnsl]) et z vérifiant |z| = r € [0,1] U E5, r — 400 et

argz=0¢€ [0, —0,,0,+0,] /Hy, on a

!As(z)eps(z)‘ > exp{(1 —¢€)0 (Ps,0)r"} (4.3.25)

et

‘Bs(z)eQS(z)} <exp{(1l+¢)d(Qs, 0)r"}, (4.3.26)

En substituant (4.3.1)), (4.3.2)), (4.3.19)) , (4.3.20) , (4.3.25) , et (4.3.26]) dans (4.3.20)), pour tout
z verifiant |z| = r,, ¢ [0,1]U E; U Es U E3, r,,, — 400 et argz =0 € [0, —,,0, +6,] \ Hy,

on obtient que
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exp{(1 — )d(P,, 0)r™ }

< Msr® exp{(1 + )ad(Py, 0)r™ Y exp{ (1 + £)8(Qq, O)r™ } [T(2rm, £)], (4.3.27)

ot Ms (> 0) est une constante.

De (4.3.27)), il vient que

exp{yyri} < Mzr® ™ [T(2r, £)]" (4.3.28)

ou

Yo = (1 —€)8(Ps,0) — (1 +¢)8(Qs,0) — (1 + &)ad(Ps, 0). (4.3.29)

Comme 0 < 2e < ((1 — @) |ans| = |bns]) / [(1 4 @) |ans| + [bns|], 05 = ¢, et cos(0s + nb) > 0,

alors

Yo = {(1 —a) |an,8| - |bn,8| — € [(1 + ) |an,8| + |bn7s|]}C0S(95 +no)

(1 - a) |an3| - |bn8|
> 9 9
2

Alors d’aprés le Lemme 4.2.5 et (4.3.28)), on obtient que o5 (f) > n. En utilisant le Lemme
4.2.6, on déduit que oy (f) = n.

cos(0s +nfd) > 0. (4.3.30)

Cas 2.2. § (Ps,0) < 0. Comme 05 = ¢, alors 6 (Qs,0) < 0. En utilisant le méme raisonnement

que celui dans le cas1.1(c), on obtient que o (f) = n.

4.4 Preuve du Théoréme 4.1.4

En utilisant des arguments similaires & la démonstration du Théoréme 4.1.3, nous pouvons
montrer que toute solution méromorphe transcendante f de léquation (4.1.4) est d’ordre

o(f) >n.
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Supposons que f est une solution méromorphe transcendante dont les poles sont de mul-
tiplicité uniformément bornée de I'équation (4.1.4). D’apres le Lemme 4.2.2, il existe une
constante B > 0 et un ensemble E; C (1,400) de mesure logarithmique finie tels que
pour tout z vérifiant |z = r ¢ [0,1] U Ey, on a (4.3.2). D’apres (4.1.4), les poles de
f peuvent se produire seulement par les poles de A;(z),B;(z) (j = 0,...,k — 1). Re-
marquons que les poles de f sont de multiplicité uniformément bornée. Donc A (1/f) <
max{o (A;),0(B;):j=0,--- ,k—1} < n. D’aprés le Théoréme de Factorisation de Ha-
damard, on peut écrire f sous la forme f(z) = ¢g(z)/d(z), ou g(z) et d(z) sont des
fonctions entieres avec A(d) = o(d) = A(1/f) <n < o(f) = o(g). Pour tout |z| = r
suffisamment grand, soit 2z, = re?” un point vérifiant |g (z,)| = M (r, g). D’aprés le Lemme
4.2.3, il existe une constante 6, (> 0), une suite {ry,},,.n,"m — +00 et un ensemble F,
de mesure logarithmique finie tels que I'estimation soit vérifiée pour tout z vérifiant
|z| = rm & Eo, 1y — +o0 et argz =60 € [0, — d,,0, 4+ 6,].

Posons a, s = |a, .| €7, bys = |bns| €, O, ¢, € [0,27).

Supposons que a,, s est un nombre réel tel que (1 — ¢)a, s < b; c’est & dire que 6, = 7.

Cas 1. Supposons que 0 # ¢,. Posons H; = {0 € [0,27) : 0 (Ps,0) =0 ou 0 (Qs,0) =0} et
Hy ={0€10,2m) : 0 (Ps,0) = 0(Qs,0)}. Pour tout 6 € [0, — 0,,0, +0,] /H; U Hs, on a

5 (Py,0) £0, 5(Qs,0) £0et 5(Py,0) > 6(Qs,0) oud(Py,0) <3(Qs0),

Posons 0; = & (P;,0) et 65 =6 (Qs,0) . Comme (1 — &)a, <b,onalb, | <l|a, |(#s).

Cas 1.1. §; > 0,.
Si (a) 61 > 62 > 0 ou (b) 01 > 0 > dy, il s’ensuit que 0 < 6(Q;,0) < 61 (j # s). En utilisant
le méme raisonnement que celui dans la démonstration du cas 1.1(a) du Théoreme 4.1.3, on

obtient que oy (f) = n.

Si (c) 0 > 01 > dy, alors en utilisant le méme raisonnement que celui dans la démonstration
du cas 1.1(c) du Théoreme 4.1.3, on obtient que o5 (f) = n.

Cas 1.2. §, > ;. Divisons aussi notre preuve en trois cas :

(a). 02 > 01 > 0,ona 0<0(Q;,0)<d(j#s) . Alors d’apres le Lemme 2.2.4, pour tout
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e donné (0 < 2e < (0 — 01) / (02 + 01)) et tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U B3, r — 400 et
argz=0¢l[0,—0,,0.+9.]/Hy ,ona

}BS(Z)GQS(Z)| > exp{(1 — €)dar"}, (4.4.1)
|Aj(z)epj(z)} <exp{(1+¢)dr"} (j=0,1,....k—1) (4.4.2)

et
‘Bj(z)er(z)| <exp{(l1+¢e)dr"} (j #s). (4.4.3)

En substituant (4.3.2), (4.3.3), (4.4.1), (4.4.2) et (4.4.3) dans (4.3.20), pour tout z vérifiant
|z|=7m ¢ [0,1]UE; U EyU E3, 1, — +00 et argz = 0 € [0, — 0,,0, + 6,] /H, U Hy, on ob-

tient que

exp{(1 — &)dyr™ } < Myr? exp{(1 + &)017™ } [T(2r . )], (4.4.4)

ot M; (> 0) est une constante.
Alors d’apres le Lemme 4.2.5 et (4.4.4]), on obtient que oy (f) > n. En utilisant le Lemme
4.2.6, on déduit que oy (f) = n.

(b). 02 > 0> d;,ona §(P;,0) <0etd(Qj,0) <0(j+#s). Alors d’apres le Lemme 4.2.4,
pour tout ¢ donné (0 < 2 < 1) et tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U E3, r — +o0 et argz =

00, —96.,0.+0,/Hi, ona (4.4.1)

‘Aj(z)epj(z)‘ <exp{(1—¢)d(P;,0)r"} <1 (j=0,1,...,k—1) (4.4.5)

et

‘Bj(z)er(2)| <exp{(1 —¢)d(Q;,0)r"} <1 (j #5). (4.4.6)

En substituant (4.3.2)), (4.3.3)), (4.4.1), (4.4.5) et (4.4.6) dans (4.3.20)), pour tout z vérifiant
|z|=7m ¢ [0,1]UE; U EyU E3, 1, — +00 et argz = 0 € [0, —6,,0,+9,] /H; U Hy,, on

obtient que

exp{(1 — &)8yr™ } < Mor? [T(2rp, £)]¥, (4.4.7)
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ot My (> 0) est une constante.

Alors d’apres le Lemme 4.2.5 et (4.4.7), on obtient os (f) > n. En utilisant le Lemme 4.2.6,
on déduit que o5 (f) = n.

(c). 0 > 5 > 1. En utilisant le méme raisonnement que celui dans la démonstration du cas
1.1(c) du Théoréme 4.1.3, on obtient que oy (f) = n.

Cas 2. Supposons que 5 = ¢, alors 05 = ¢, = 7. Pour tout 0 € [0, — 6,0, + 0,] /Hy, ou

R

H; est défini ci-dessus, on a

d(Ps,0) >0o0rd(Ps,0) <0.
Cas 2.1. 6 (P;,0) > 0.0na 6§ (Qs,0) = —|bys|cos(nf) >0, 6(P;,0) >0et §(Q;,0) >0(j #s).

Supposons que |a,, 5| < |b, | . Alors comme a,, s # b, s et 85 = ¢,, il S’ensuit que |a, s| < |bn |-
D’apres le Lemme 4.2.4, pour tout € donné (0 < 2e < (|bys| — |ans|) / (|bns| + |ans|)) et tout
z vérifiant |z| =7 ¢ [0,1] U B3, r — oo et argz =60 € [0, — 0,0, + 0,] /Hy, on a (4.3.18)),

|By(2)e@®)| = exp{(1 - )3 (Q,,0) "}, (4.4.8)

‘As(z)ePS(Z)| <exp{(1+¢)d(Fs,0)r"} (4.4.9)

et

|Bj (Z) er(Z)‘

IN

exp{(1+¢)d(Q;,0)r"} (4.4.10)
< exp{(1+¢)br"cos(nd)} (j #s)

De (4.4.8) et (4.4.9), il vient que

|A(2)e™® + By(2)e® )| > | By(2)e% )| —| A, (2)e™ )]

> exp{(1 —¢€)0(Qs,0)r"} — exp{(1 + €)o(Ps, 0)r"}

> exp{(1 + €)d(Ps, 0)r"} [exp{y,r"} — 1], (4.4.11)



4.4 Preuve du Théoréme 4.1.4 74

ou
71 =(1=2)8(Qs,0) — (1 +¢)d(Ps, 0).
Comme
0<e< (‘bn,8| - |an,SD /2 (‘bn78| + |an,8|)a
alors

71 = —(1 =) |bys| cos(nb) + (1 + €) |ay,, | cos(nb)

= - (|bn78| - |an78| —¢& (|bn78| + |an78|)) cos(nf)

_ |bn,8| — |an,5|

2
Comme v, > 0 et d’apres (4.4.11)), alors on a

> cos(nf) > 0.

‘As(z)ePs(z) + Bs(z)er(z)‘ > (1 —o0(1))exp{(1+¢&)d(Ps, 0)r"} exp{y,r"}. (4.4.12)
De (4.1.4), il vient que

(k) (k—1)
A9+ B2 < [TEEL 4 (i s@ena @) 4 e Lol
(s+1)
oot (|Aeia (2)e™ | 4 | By (2) Q@) 'fﬂs)(g)
(S_l) z
+ (‘As—l(z)eps_l(z)} + ‘Bs—l (2) eQS_l(Z)‘) ’ff(s)(;)

+ooo+ (|Ao(2)e™@ | + | By (2) eC)|) ’ iz | (4.4.13)

2)
fO(z)
En substituant (4.3.2), (£.3.3), (£.3.18), (4.4.10) et (4.4.12) dans ([4.4.13), pour tout z véri-
fiant |z| =71, ¢ [0,1]U By U B> U E3, 1y, — +oc et argz =60 € [0, — 6,,0, + 6, /H U Hy, on

obtient que

(1 —o0(1)) exp{yyr™} < Mgr? [T(2r,,, f)]*, (4.4.14)

ot M3 (> 0) est une constante et

V2 = —(L+2) [(1 = a)[ans| + b] cos (nf) + ;.
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Comme
v, > 0,cos (nh) < 0,8(Ps,0) = — |ans| cos (nf), (1 —a)a,s <b et b<O0,

alors

vy > —(1+¢)[|b| + b] cos (nf) + v, =, > 0.

Alors en utilisant le Lemme 4.2.5 et (4.4.14]), on obtient o5 (f) > n. En utilisant le Lemme
4.2.6, on déduit que oy (f) = n.

Cas 2.2. §(Ps,0) < 0. En utilisant le méme raisonnement que celui dans la démonstration
du cas 1.1(c) du Théoréme 4.1.3, on obtient que o9 (f) = n.

4.5 Preuve du Théoréme 4.1.5

En utilisant des arguments similaires de la démonstration du Théoréme 4.1.3, nous pouvons

montrer que toute solution méromorphe transcendante f de léquation (4.1.4]) est d’ordre

o(f)>n.

Supposons que f est une solution méromorphe transcendante dont les poles sont de multipli-
cité uniformément bornée de I’équation (4.1.4]).

D’apres le Lemme 4.2.2, il existe une constante B > 0 et un ensemble £; C (1, +00) de mesure
logarithmique finie tels que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Ey, on ait (4.3.2). D’apres
(4.1.4), les poles de f peuvent seulement produire que par les poles de A; (z), B;(z) (j =
0,...,k —1). Remarquons que les poles de f sont de multiplicité uniformément bornée. Donc
A1/f) <max{oc(A4;),0(B;j):j=0,---,k—1} < n. D’aprés le Théoréme de Factorisation
de Hadamard, on peut écrire f sous la forme : f (2) = g(z) /d(2), ou g(z) et d(z) sont des
fonctions entieres avec A(d) = o(d) = A(1/f) <n < o(f) = o(g). Pour tout |z| = r

0

suffisamment grand, soit z, = re" un point vérifiant |g (2,)| = M (r, g). D’aprés le Lemme

4.2.3, il existe une constante 4, (> 0), une suite {r,,} 'm — =400 et un ensemble Fj

meN»
de mesure logarithmique finie tels que 'estimation (4.3.3)) soit vérifiee pour tout z vérifiant

|z =rpm & By, vy — +oo et argz =60 € [0, —5,,0, +6,].

ewsa bn,s = |bn7s| ei%’ 957 ¢s S [0727T)

Supposons que a, s et b, s sont des nombres réels tels que (1 — )b, s —b < a,s < 0 ou

Posons a,, s = }a

n,s

(1 —a)ans —b<b,s <0; cest a dire que ¢, = 05 = .
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Pour tout 6 € [0,27), ona §(Ps,0) = — ‘aw| cos (n0),6 (Qs,0) = —|b,,
0(F;,0) = ;6 (Py, 0) + 5,6 (Qs,0) et 6(Q;,0) = — b, ;| cos (nd) (j # s) .
Pour tout 0 € [0, — 0,,0, +d,] /Hy, on a

cos (nf) ,

d(Ps,0) >0o0ud(Ps0) <0,

ot Hy = {0 € 0,21) : 6 (P, 0) = 0 ou § (Q,,0) = 0}

Cas 1. § (Fs,0) > 0.

(i) Si(1—=p)bys—b<a,s <0, alors d’aprées le Lemme 4.2.4, pour tout ¢ donné (0 < 2e <
(1 = B) [bns| — lans| + 0]/ [(1 4 B) |bns| + |ans| — b]) et tout z vérifiant |z| = r ¢ [0,1] U Ej,
r— 4ooetargz=0¢€ [0, —0,,0,+0,|/Hy,ona (4.4.8) — (4.4.10) et

|Aj(z)epj(z)| < exp{(1+¢e)ad(Ps, 0)r"} exp{(1 4 €)B(Qs, 0)r" }. (4.5.1)

En substituant (4.3.2)) , (4.3.3)), (4.4.8)) — (4.4.10) et (4.5.1)) dans (4.3.20]), pour tout z vérifiant
|z|=rm ¢ [0,1] U Ey U EyU Es, 1y, — +00 et argz = 0 € [0, — 0,,0, + d,] /Hy, on obtient

que

exp{(1 —€)d(Qs, O)ry }

< M2 exp{(1 +€) [6(Ps, 0) + B6(Qs, 0) + beos (nb)] r } [T(27m, f)]l~C+1 , (4.5.2)

ou Mj (> 0) est une constante.

De (4.5.2)), il vient que

exp{ysri} < MirZ [T(2rm, )", (4.5.3)

ou

V3= (1—-2)6(Qs,0) = (14 ¢) [0(Fs, 0) + 56(Qs, 0) + bcos (nd)].

Comme cos (nf) < 0et 0 <2 < [(1 =) |bns| — lans| + 0] /[(1+ 5) |bus| + |ans| — 0],

alors on a
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v3=[1—=08—e(1+40)]dQs,0) — (1+¢)[6(Ps,0) + bcos (nh)]

=—[1 ==+ )] |bns|cos(nd)+ (1+¢€) [|ans| — b] cos (nh)

= —{(1 = 8) [bus| = lans| +b—e[(1+ B)[bns| + |an,s| — b]} cos (nd)

[(1—-5) |bn,8| - |an,8| + b]
2

>_

cos (nd) > 0. (4.5.4)

Alors d’apres le Lemme 4.2.5 et (4.5.3)), on obtient que o5 (f) > n. En utilisant le Lemme
4.2.6, on déduit que os (f) = n.

(ii) Si (1 — a)ans —b < by s < 0, alors d’apres le Lemme 4.2.4, pour tout € donné (0 < 2e <
(1 — @) |ans| — |bas| + 0]/ (14 @) |ans| + |bns| — b]) et tout z vérifiant |z| =r ¢ [0,1] U Ej,
r— +ooetargz =6 ¢€ [0, —,,0,+ 0, /Hy, on a (4.3.25)) et (4.3.26) .

En substituant (4.3.2), ([.3.3) et (4.4.8) — (4.4.10) dans (4.3.20), pour tout z vérifiant
|z|=7m ¢ ]0,1]UE; U EyU E3 1y — +00 et argz = 0 € [0, —,,0, +5,] /Hy,, on obtient

que

exp{(1 —¢)d(Ps, 0)rr }

< Mor® exp{(1 + ) [6(Qs, 0) + ad(Py, 0) + beos (nf)] ™} [T(2rm, £)]F, (4.5.5)

ot M, (> 0) est une constante.

De (4.5.5)), il vient que

exp{yyr} < Morie [T(2r, )], (4.5.6)
Vo= 1—¢)0(Ps,0) — (1 +¢)[0Qs,0) + ad (Ps, ) + bcos (n)] (4.5.7)

Comme cos(nf) < 0et 0 <2 <[(1—a)l|ans| — |bns| +0]/[(1+ ) l|ans| + |bns| — 0],

alors on a
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Yo = {1 = a)|ans| = |bns| + b —=e[(1+ ) fans| + [bn,s| = b]} cos (n6)

[(1 = a) [ans| = |bas| + 0]
2
Alors d’apres le Lemme 4.2.5 et (4.5.6)), on obtient og (f) > n. En utilisant le Lemme 4.2.6,

on déduit que oy (f) = n.

> — cos (nf) > 0. (4.5.8)

Cas 2. § (Ps,0) < 0. En utilisant le méme raisonnement que celui dans la démonstration du

cas 1.1(a) du Théoreme 4.1.3, on obtient que o3 (f) = n.

Conclusion

Plusieurs chercheurs([1l, [7], [9], [10], [16], [19], [31], [35], [34]) se sont intéressés a I’étude des
propriétés des solutions des équations différentielles linéaires homogénes du second ordre
dont les coefficients sont des fonctions entieres. On sait que ces solutions sont des fonctions
entieres et elles sont souvent d’ordre infini.

Certains de ces résultats ont été plus tard générlisés pour les équations différentielles linéaires
d’ordre supérieur ([11], [20], [21]) . D’autres résultats ([2], [5] , [22]) ont été réalisés congernant

les équations différentielles linéaires avec des coefficients méromorphes.

Dans cette thése, on a démontré quelques résultats concernant les équations différentielles
linéaires d’ordre supérieur dont les coefficients sont des fonctions méromorphes. On a étudié

I’hyper-ordre des solutions méromorphes d’ordre infini de ces équations.

Récemment, les auteurs dans ([36]) ont aussi étudié la croissance et 1'oscillation des solutions

méromorphes de ces équations différentielles mais en considérant le cas non homogeéne.
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