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Introduction

Le but de ce travail est l�étude de l�équation di¤érentielle abstraite du second ordre
avec conditions aux limites suivante

(P )

8>><>>:
u00 (x) + A (x)u (x)� !u (x) = f (x) ; ! > 0, x 2 ]0; 1[
u (0) = d0

u (1) = d1

où E est un espace de Banach complexe, f 2 C ([0; 1] ;E) et (A (x))x2[0;1] est une
famille d�opérateurs linéaires fermés de domaines DA(x) non nécessairement denses
dans E:
On suppose que la famille (A (x))x2[0;1] véri�e les deux hypothèses suivantes

(H1) : 9� > 0; 9K > 0 : 8x 2 [0; 1] ; 8z � �; (A (x)� zI)�1 2 L (E) et(A (x)� zI)�1

L(E)

� K

jzj :

(H2) : 9m 2 N�; K; �i; �i > 0 (i = 1; :::m) : 8x 2 [0; 1] ; 8z � �(A (x)� �I) (A (x)� zI)�1
�
(A (x)� �I)�1 � (A (s)� �I)�1

�
L(E)

� K

mX
i=1

jx� sj�i
jzj�i ;

avec �i + 2�i � 2 > 0:

On s�intéresse à l�étude de l�existence, l�unicité et la régularité maximale de la solution
stricte de ce problème.

Ce travail a été fait dans la thèse de Labbas [9] et a été traité dans un cadre de sommes
d�opérateurs de Daprato-Grisvard [5] avec d0 = d0 = 0 et f (0) = f (1) = 0:

Les outils nécessaires pour réaliser ce travail sont le calcul classique de Dunford et certains
espaces d�interpolation.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres :
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Le chapitre 1 est consacré aux rappels et dé�nitions de quelques notions générales sur les
opérateurs linéaires fermés et les espaces d�interpolation réels du typeDA(�) (�;1) caractérisés
par la résolvante. Il contient aussi quelques lemmes techniques avec leurs preuves très utiles
pour la suite de ce travail.
Au chapitre 2 on fait l�étude du problème dans un cas particulier où A (x) ne dépend
pas de x sous l�hypothèse (H1) :
Dans le chapitre 3, on commence par l�étude du problème (P ) sous les hypothèses (H1) et
(H2). Pour trouver l�expression de la solution on fait un raisonnement
heuristique en supposant l�existence d�une solution stricte du problème donné (i.e qui
véri�e u (�) 2 DA(�) et u (�) 2 C2 ([0; 1] ;E)\C

�
[0; 1] ;DA(�)

�
) et on obtient sa représentation.

On cherche ensuite les conditions nécessaires de compatibilité entre d0 et f pour avoir une
telle solution. On démontre à la �n que c�est la solution du problème (P ) par l�étude du
problème approché en utilisant les approximants de Yosida.
Les résultats essentiels de ce travail sont donnés par les deux théorèmes suivants :

Théorème 0.1 Soient d0 2 DA(0), d1 2 DA(1) et f 2 C� ([0; 1] ;E) : Alors sous les hypothèses
(H1) et (H2) ; u est une solution stricte du problème (P ) ssi(

f (0)� A (0) d0 2 DA(0)

f (1)� A (1) d1 2 DA(1)

:

Théorème 0.2 Soient d0 2 DA(0), d1 2 DA(1); � �xé dans ]0;min�i + 2�i � 2] et f 2
C� ([0; 1] ;E) tels que (

f (0)� A (0) d0 2 DA(0)

�
�
2
;+1

�
;

f (1)� A (1) d1 2 DA(1)

�
�
2
;+1

�
:

Alors sous les hypothèses (H1) et (H2) le problème (P ) admet une unique solution u véri�ant :

1. u (�) 2 C2 ([0; 1] ;E) \ C
�
[0; 1] ;DA(�)

�
:

2. A (�)u (�) 2 C� ([0; 1] ;E) :
3. u00 (�) 2 C� ([0; 1] ;E) :

Le premier théorème donne des conditions de compatibilité sur les données pour avoir une
solution stricte et le deuxième c�est le résultat d�existence, d�unicité et de régularité maximale
de la solution.
Finalement au chapitre 4 on donne un exemple concret pour illustrer les résultats
des chapitres précédents.



Chapitre 1

Rappels et outils

Dans ce chapitre on rappelle quelques dé�nitions et notions utiles par la suite.
Soit (E; k:kE) un espace de Banach complexe et I un intervalle de R, on dé�nit alors les
espaces suivants :

� C (I; E) noté C (E) ; l�ensemble des fonctions continues f : I �! E.

� C� (I; E) ; 0 < � < 1; l�ensemble des fonctions dites höldériennes tel que

C� (I; E) =

(
f 2 C (E) : sup

x;s2I; x 6=s

kf (x)� f (s)kE
jx� sj�

<1
)
:

Les espaces précédents munis des normes usuelles suivantes :

kfkC(E) = sup
x2I

kf (x)kE ;

kfkC�(E) = sup
x2I

kf (x)kE + sup
x;s2I; x 6=s

kf (x)� f (s)kE
jx� sj�

;

sont des espaces de Banach.

1.1 Les opérateurs linéaires fermés

Dé�nition 1.1 Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A): A est dit fermé, si pour toute
suite

(xn)n2N � D (A) ;

telle que xn converge vers x et Axn converge vers y, on a

x 2 D (A) et Ax = y:

A est dit fermable s�il admet une extension fermée càd�
8 (xn)n2N � D (A) : xn �! 0 et Axn �! y

�
=) y = 0:

La plus petite extension fermée de A est notée A et s�appelle fermeture de A:
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Dé�nition 1.2 On note L (E) l�espace des applications linéaires continues sur l�espace E:

1. On dé�nit l�ensemble résolvant de l�opérateur fermé A noté � (A) par :

� (A) =

�
� 2 C : (A� �I) est bijective et continue de D (A) dans E
et (A� �I)�1 2 L (E)

�
;

(A� �I)�1 est alors appelée résolvante de A.

2. On dé�nit le spectre de A par :

� (A) = C�� (A) :

1.2 Intégrale de Dunford

Soit A un opérateur linéaire fermé et � (A) son spectre.
On note H (A) ; l�espace des fonctions à variable complexe holomorphes dans un ensemble
fermé contenant � (A) : Alors l�intégrale de Dunford est dé�nie par

f (A) =
1

2i�

Z


f (z) (zI � A)�1 dz;

où f 2 H (A) et  une courbe fermée entourant � (A) :

1.3 Les espaces d�interpolation

Soient (E0; k�k0) et (E1; k�k1) deux espaces de Banach complexes.
On munit les espaces de Banach E0 \ E1 et E0 + E1 des normes suivantes :8<:

k'kE0\E1 = k'kE0 + k'kE1 , si ' 2 E0 \ E1:

k'kE0+E1 = inf
'i2Ei

(k'0kE0 + k'1kE1), si ' 2 E0 + E1:

Dé�nition 1.3 Soit p 2 [1;+1] et � 2 ]0; 1[ : On note Lp� (R+; E) l�espace de Banach des
fonctions mesurables u : R+ �! E telles que :8>><>>:

kukLp�(R+;E) =
�Z +1

0

ku (t)kpE
dt

t

� 1
p

<1 si p 2 ]1;+1[ ;

kukL1� (R+;E) = sup ess
t2R+

ku (t)kE <1:

On dé�nit l�espace d�interpolation entre E0 et E1 noté (E0; E1)�;p par :

' 2 (E0; E1)�;p ()

8<: 8t > 0;9ui (t) 2 Ei : ' = u0 (t) + u1 (t) ; i = 0; 1

t��u0 2 Lp� (R+; E0) ; t1��u1 2 Lp� (R+; E1) ;
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où d�une manière équivalente

' 2 (E0; E1)�;p ()

8><>:
8t > 0;9u (t) 2 E0 \ E1 : ' =

R +1
0

u (t)
dt

t
:

t��u 2 Lp� (R+; E0) ; t1��u 2 Lp� (R+; E1) :

Exemple 1.1 Soient E un espace de Banach complexe, � 2 ]0; 1[ ; p 2 [1;+1] et A un
opérateur linéaire fermé de domaine D (A) :

D (A) est un espace de Banach muni de la norme du graphe suivante :

8x 2 D (A) , kxkD(A) = kxkE + kAxkE :

Si on prend E0 = D (A) et E1 = E, on note

DA (�; p) = (D (A) ; E)1��;p :

De plus si R+ � � (A) et il existe une constante C > 0 :

8� > 0;
(A� �I)�1


L(E)

� C

�
;

alors l�espace DA (�; p) est donné par

DA (�; p) =
�
u 2 E : t�A (A� tI)�1 u 2 Lp� (R+; E)

	
;

(voir [5]).

Dans ce cas, grâce à la propriété de réitération de Lions-Peetre [12], on a pour tout m 2 N�

DAm (�; p) = DA (m�; p) :

Remarque 1.1 Les espaces DA (�; p) véri�ent la propriété

DA (�
0; q) � DA (�; p) ; �

0 2 ]0; 1[

si �0 > � et p; q 2 [1;+1] ou �0 = � et q � p:

1.4 La solution stricte

On considère le problème suivant

(PG)

8>><>>:
u00 (x) + A (x)u (x) = f (x) , x 2 ]a; b[ ; b > a

u (a) = ua

u (b) = ub;

où E est un espace de Banach complexe, f 2 C ([a; b] ;E) ; (A (x))x2[a;b] est une
famille d�opérateurs linéaires fermés de domaines DA(x) non nécessairement denses
dans E et ua et ub sont des données dans E:
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1.4.1 Cas constant A(x) = A

Dé�nition 1.4 u est dite solution stricte du problème (PG) si u véri�e (PG) et

u 2 C2 ([a; b] ;E) \ C ([a; b] ;DA) :

1.4.2 Cas variable

Dé�nition 1.5 u est dite solution stricte du problème (PG) si u véri�e (PG) et

u (�) 2 DA(�); u 2 C2 ([a; b] ;E) , et u (�) 2 C
�
[a; b] ;DA(�)

�
:

1.5 Inégalité de Hölder

Soient p; q 2 [1;+1] tels que
1

p
+
1

q
= 1;

et f 2 Lp; g 2 Lq: Alors
fg 2 L1;

et

kfgkL1 � kfkLp kgkLq :

1.6 Lemmes techniques

Dans cette section on va énoncer quelques lemmes techniques très utiles pour
la suite de ce travail.
Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A). On note ��0 le secteur dé�nie par

��0 = fz 2 C� : jzj � r0 et �0 � arg z � 2� � �0g ;

où r0 positif petit et �0 2
i
0;
�

2

h
: On note aussi  le bord de ce secteur.

Remarque 1.2 Pour z 2 , on a :

Re
�p
�z
�
= jzj

1
2 cos

�
� � �0
2

�
= jzj

1
2 sin

�
�0
2

�
:

p
�z est la détermination principale de la racine carrée dé�nie pour z 2 C � R+ telle que

Re
p
�z > 0:

Lemme 1.1 Il existe une constante k (�0) > 0 telle que pour tout z 2 ��0 ; on a :���1� e�2
p
�z
��� � k (�0) :
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Preuve :

Soit z 2 : Alors on a ���1� e�2
p
�z
��� � 1� e�Re

p
�z

� 1� e�jzj
1
2 cos(�2�

�0
2 )

� k (�0) :

Lemme 1.2 Pour tout z 2  et x 2 [0; 1] ;

����sinhp�zxsinh
p
�z

���� � Ke�(1�x)jzj
1
2 cos(���02 )

Preuve : Soit z 2  et x 2 [0; 1] : on a

����sinhp�zxsinh
p
�z

���� =

�����e
p
�zx � e�

p
�zx

e
p
�z � e�

p
�z

�����
�

���ep�zx��� ����� 1� e�2
p
�zx

e
p
�z(1� e�2

p
�z)

�����
� Ke�Re

p
�z(1�x) 1��1� e�2

p
�z
��

� Ke�(1�x)jzj
1
2 cos(���02 ) 1

k (�0)

� Ke�(1�x)jzj
1
2 cos(���02 );

d�aprés lemme 1.1.

Lemme 1.3 Si on pose pour tout z 2 ��0

kp�z (x; s) =

8>><>>:
sinh

p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

si 0 � s � x

sinh
p
�z (1� s) sinh

p
�zxp

�z sinh
p
�z

si x � s � 1

alors, il existe une constante K > 0 telle que :Z 1

0

��kp�z (x; s)�� ds � K

jzj :

Preuve :

Soit z 2 ��0 ; alors :
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Z 1

0

��kp�z (x; s)�� ds =

Z x

0

����sinhp�z (1� x) sinh
p
�zsp

�z sinh
p
�z

���� ds
+

Z 1

x

����sinhp�z (1� s) sinh
p
�zsp

�z sinh
p
�z

���� ds
�

Z x

0

coshRe
p
�z (1� x) coshRe

p
�zs��p�z sinhp�z�� ds

+

Z 1

x

coshRe
p
�z (1� s) coshRe

p
�zs��p�z sinhp�z�� ds

� coshRe
p
�z (1� x)

jzj
1
2 eRe

p
�z
��1� e�2

p
�z
��
Z x

0

coshRe
p
�zsds

+
coshRe

p
�zx

jzj
1
2 eRe(

p
�z)
���1� e�2(

p
�z)
���
Z 1

x

coshRe
p
�z (1� s) ds

�
keRe

p
�z(1�x)eRe

p
�zx
�
1� e�2Re

p
�zx
�

jzj
1
2 eRe

p
�zk�0 Re

p
�z

+
keRe

p
�zxeRe

p
�z(1�x)

�
1� e�2Re

p
�z(1�x)

�
jzj

1
2 eRe

p
�zk (�0) Re

p
�z

� k

jzj +
k

jzj �
k

jzj :

Lemme 1.4 Il existe une constante k > 0; telle que pour tout z 2  et f 2 C (E), on aZ 1

0

kp�z (x; s) (z � A)�1 f (s) ds


E

� K
kfkC(E)
jzj2

:

Preuve :

Soient z 2  et f 2 C (E) : Alors :

Z 1

0

kp�z (x; s) (z � A)�1 f (s) ds


E

�
Z 1

0

��kp�z (x; s)�� ds(z � A)�1

L(E)

kfkC(E)

� K
kfkC(E)
jzj2

;

et ceci en utilisant le lemme 1.3 et l�hypothèse (H1) :

Lemme 1.5 Il existe une constante k > 0 telle que pour chaque z 2  et � 2 ]0; 1[ ; on a :Z 1

0

��kp�z (x; s)�� jx� sj� ds � k

jzj1+
�
2

:
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Preuve :

Soient z 2  et � 2 ]0; 1[ : Alors :Z 1

0

��k:p�z (x; s)�� jx� sj� ds

�
Z x

0

coshRe
p
�z (1� x) coshRe

p
�zs��p�z sinhp�z�� jx� sj� ds

+

Z 1

x

coshRe
p
�z (1� s) coshRe

p
�zx��p�z sinhp�z�� js� xj� ds

� coshRe
p
�z (1� x)��p�z sinhp�z��

Z x

0

coshRe
p
�zs jx� sj� ds

+
coshRe

p
�zx��p�z sinhp�z��

Z 1

x

coshRe
p
�z (1� s) js� xj� ds

� coshRe
p
�z (1� x)��p�z sinhp�z��

�Z x

0

coshRe
p
�zsds

�1��
�
�Z x

0

(coshRe
p
�z) (x� s) ds

��
+
coshRe

p
�zx��p�z sinhp�z��

�Z 1

x

coshRe
p
�z (1� s) ds

�1��
�
�Z 1

x

(coshRe
p
�z (1� s)) (x� s) ds

��
� coshRe

p
�z (1� x)��p�z sinhp�z��

�
coshRe

p
�zx� 1

���
Re
p
�z
��+1 �

sinhRe
p
�zx

��+1
+
coshRe

p
�zx��p�z sinhp�z��

�
coshRe

p
�z (1� x)� 1

���
Re
p
�z
��+1 �

sinhRe
p
�z (1� x)

��+1
grâce à l�inégalité de Hölder. On obtient doncZ 1

0

��k:p�z (x; s)�� jx� sj� ds

� coshRe
p
�z (1� x)��p�z sinhp�z��

�
sinhRe

p
�zx

Re
p
�z

�1��
�
 
coshRe

p
�zx� 1�

Re
p
�z
�2

!�

+
coshRe

p
�zx��p�z sinhp�z��

�
sinhRe

p
�z (1� x)

Re
p
�z

�1��
�
 
coshRe

p
�z (1� x)� 1�

Re
p
�z
�2

!�
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� coshRe
p
�z (1� x)��p�z sinhp�z�� �Rep�z��+1 sinhRep�zx

+
coshRe

p
�zx��p�z sinhp�z�� �Rep�z��+1 sinhRep�z (1� x)

car pour x > 0;
coshx� 1
sinh x

� 1;

�nalement on auraZ 1

0

��k:p�z (x; s)�� jx� sj� ds � KeRe
p
�z(1�x)

jzj
1
2 eRe

p
�zk (�0) jzj

�+1
2 e�Re

p
�zx

+
KeRe

p
�zx

jzj
1
2 eRe

p
�zk (�0) jzj

�+1
2 e�Re

p
�z(1�x)

� K

jzj1+
�
2

:

Lemme 1.6 Il existe une constante K > 0 telle que pour chaque z 2  et r > 0; on a

jz � rj � Kr et jz � rj � K jzj :

Preuve :

Pour z 2  et r > 0; on a d�après :

jz � rj � AB = r sin �0 � Kr;

et
jz � rj � CD = jzj sin �0 � K jzj ;

(voir Figure 1)

Figure 1

Lemme 1.7 Soit v 2 ]0; 1[. Alors il existe K > 0 ne dépendant que de  telle que pour
chaque r > 0, on a : Z



1

jz � rj jzjv jdzj �
K

rv
:
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Preuve :

Pour v 2 ]0; 1[ et r > 0; on aZ


1

jz � rj jzjv jdzj =
Z
r

1

jz � rj jzjv jdzj+
Z
�r

1

jz � rj jzjv jdzj ;

où 8<:
 = r [ (�r)
r = fz 2  : jzj � rg
�r = fz 2  : jzj � rg

alors Z
r

1

jz � rj jzjv jdzj =
Z
z2
jzj�r

1

jz � rj jzjv jdzj �
1

Kr

Z r

0

jdzj
jzjv

� 1

Kr

�
jzj1�v

�r
0
=

1

Kr
r1�v =

K

rv
;

et Z
�r

1

jz � rj jzjv jdzj =
Z +1

r

1

jz � rj jzjv jdzj

� 1

K

Z +1

r

1

jzj1+v
jdzj = 1

K

�
jzj�v

�v

�+1
r

=
K

rv
;

d�où le résultat.
Pour plus de détails sur les lemmes précédents voir [4].



Chapitre 2

Équation du second ordre avec A
constant

2.1 Position du problème et hypothèses

On considère le problème abstrait suivant :8><>:
u00 (x) + Au (x) = f (x) ; x 2 ]0; 1[
u (0) = d0
u (1) = d1

(2.1)

où A est un opérateur linéaire fermé de domaine DA non nécessairement dense dans l�espace
de Banach E, d0; d1 2 E et f 2 C ([0; 1] ;E) :

On suppose que A véri�e l�hypothèse suivante :

(H0) 9c0 2 R; 9M > 0 : � (A) � [�c20;+1[ et(A� �I)�1

L(E)

� M

1 + j�j ; 8� 2
�
�c20;+1

�
:

Remarque 2.1 Dans le cas des conditions homogènes (i.e) d0 = d1 = 0; le problème (2:1)
est un cas particulier de la théorie des sommes d�opérateurs développée par DaPrato-Grisvard
[5].

On se propose dans ce chapitre d�étudier l�existence, l�unicité et la régularité maximale pour
la solution stricte de (2:1) lorsque le second membre f est assez régulier et d0 et d1 véri�ent
certaines conditions de compatibilité.

Remarque 2.2 L�hypothèse (H0) ; qui permet de dé�nir l�opérateur (�A)1�2 ; n�implique pas
que A est générateur in�nitésimal de semi- groupe analytique mais que � (�A)1�2 l�est (voir
[3]).
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Lemme 2.1 Si l�opérateur A véri�e l�hypothèse (H0) ; alors :

� (A) � S�0 = f� 2 C�� jarg �j � �0g [B (0; r0);

où �0 2
�
0; �

2

�
; r0 > 0 petit (voir Figure 2).

Figure 2

Preuve :

Puisque 0 2 � (A) et � (A) est un ensemble ouvert, on a

9r0 > 0 : B (0; r0) � � (A) :

Soit x > 0: On cherche les réels y tels que (A� (x+ iy)I)�1 existe.
En écrivant que

(A� (x+ iy)I) = (A� xI)
�
I � iy (A� xI)�1

�
;

et en utilisant le fait que (A� xI)�1 existe, il su¢ t de trouver donc les y véri�anty (A� xI)�1
 < 1:

Par l�hypothèse (H0) on a

9k > 0 :
y (A� xI)�1

 � k
jyj
x
< 1:

Si on pose � = x + iy et �0 = arg �; alors on obtient que tan �0 <
1

k
et �0 <

�

2
; d�où le

résultat.

2.2 Construction de la solution stricte

Pour la résolution du problème (2:1), on considère le problème auxiliaire suivant :8>><>>:
v00 (x) + zv (x) = f (x)

v (0) = d0

v (1) = d1;

(2.2)
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où z 2 C� R+:

La solution de l�équation homogène est donnée par

v (x) = C1e
p
�zx + C2e

p
�zx;

la racine carrée de �z est la détermination analytique dé�nie par Re
p
�z > 0.

Par la méthode de la variation de la constante on obtient :

v (x) = C1(x)e
p
�zx + C2(x)e

p
�zx;

avec 8>>>>>><>>>>>>:
C1 (x) =

1

2
p
�z

xZ
0

e�
p
�zsf (s) ds+ k1

C2 (x) =
�1
2
p
�z

xZ
0

e
p
�zsf (s) ds+ k2

;

où k1 et k2 sont des constantes, donc

v (x) =
1p
�z

xZ
0

sinh
p
�z (x� s) f (s) ds+ k1e

p
�zx + k2e

�
p
�zx:

Les conditions aux limites donnent8>><>>:
k1 + k2 = d0

1p
�z

1Z
0

sinh
p
�z (1� s) f (s) ds+ k1e

p
�z + k2e

�
p
�z = d1

donc 8>>>>>><>>>>>>:
k1 =

�e�
p
�z

2 sinh
p
�z

d0 +
1

2 sinh
p
�z

d1 �
1p
�z

1Z
0

sinh
p
�z (1� s)

2 sinh
p
�z

f (s) ds

k2 =
e
p
�z

2 sinh
p
�z

d0 �
1

2 sinh
p
�z

d1 +
1p
�z

1Z
0

sinh
p
�z (1� s)

2 sinh
p
�z

f (s) ds

par conséquent la solution du problème (2:2) s�écrit :

v (x) =
sinh

p
�z (1� x)

sinh
p
�z

d0 +
sinh

p
�zx

sinh
p
�z

d1 �
1Z
0

kp�z (x; s) f (s) ds;
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où le noyau kp�z (x; s) est donné par

kp�z (x; s) =

8>>>><>>>>:
sinh

p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

si 0 � s � x

sinh
p
�z (1� s) sinh

p
�zxp

�z sinh
p
�z

si x � s � 1
:

La solution du problème abstrait (2:1) est alors donnée par :

u (x) =
1

2i�

Z


v (x) (A� zI)�1 dz

=
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

(A� zI)�1 d0dz (2.3)

+
1

2i�

Z


sinh
p
�zx

sinh
p
�z

(A� zI)�1 d1dz

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) (A� zI)�1 f (s) dsdz:

où  est le bord du secteur S�0 :

Remarque 2.3 La deuxième intégrale se déduit de la première en remplaçant x par 1 � x;
on peut donc supposer que d1 = 0 dans la suite de ce travail.:

Toutes les intégrales de (2:3) sont absolument convergentes pour chaque x 2 ]0; 1[ grâce aux
lemmes 1:2 et 1:3:

Pour le terme qui contient d0; on pose

S (x;A) d0 =
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

(A� zI)�1 d0dz;

et on a le lemme suivant :

Lemme 2.2

1. Il existe une constante k > 0 ne dépendant que  tel que pour tout d0 2 E et x > 0;

kS (x;A)kE � k (�) kd0kE :

2. S (�; A) d0 2 C ([0; 1] ;E) si et seulement si d0 2 DA:

3. S (�; A) d0 2 C2� ([0; 1] ;E) si et seulement si d0 2 DA (�;+1) :
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Preuve :

Pour la preuve on utilise l�écriture de S (x;A) d0 pour x > 0 sous la forme

S (x;A) d0 =
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

(A� zI)�1 d0dz

=
1

2i�

Z
+

sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

(A� zI)�1 d0dz (2.4)

+
1

2i�

Z
�

sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

(A� zI)�1 d0dz

où

+ =

�
z 2 ; jzj � 1

x2

�
; � =

�
z 2 ; jzj � 1

x2

�
;

et les résultats de Sinestrari [13].

2.3 Conditions nécessaires

On rappelle que u 2 C ([0; 1] ;E) est une solution stricte du problème (2:1) si :

u 2 C2 (E) \ C (DA)

et véri�e l�équation (2:1) :

Lemme 2.3 Si u est une solution stricte du problème (2:1) ; alors :8<: f 2 C ([0; 1] ;E) ;

f (0)� Ad0; f (1) 2 DA:

Preuve :

Il su¢ t d�écrire que

u00 (0) = f (0)� Ad0 = lim
x�!0+

u (2x)� 2u (x) + u (0)

x2
2 DA:

De même pour u00 (1) :

On va étudier maintenant la régularité de la solution u donnée par

u (x) =
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

(A� zI)�1 d0dz (2.5)

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) (A� zI)�1 f (s) dsdz:
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2.4 Régularité de la solution

Proposition 2.1 On suppose que f 2 C2� ([0; 1] ;E), 0 < 2� < 1 et d0 2 DA. Alors

1. u 2 DA:

2. Au (�) 2 C ([0; 1] ;E) ssi f (0)� Ad0 et f (1) 2 DA:

3. Au (�) 2 C2� ([0; 1] ;E) ssi f (0)� Ad0 et f (1) 2 DA (�;+1) :

On montre maintenant que (2:5) est une solution stricte du problème (2:1) :

Proposition 2.2 On suppose que f 2 C2� ([0; 1] ;E) ; d0 2 DA; f (0) � Ad0 et f (1) 2 DA.
Alors u donnée par la formule (2:5) est une solution stricte du problème (2:1) :

Preuve :

Puisque kp�z (0; s) = 0; on a pour le premier terme

1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

(A� zI)�1 d0dz

=
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

(A� zI)�1Ad0
z

dz:

car d0 2 DA, ce qui implique que u (0) = d0 et u (1) = 0.
La contnuité de Au (�) se déduit du lemme 2:2 et donc aussi celle de u00 (�) :
Pour montrer que u00 (�) +Au (�) = f (�) ; on utilise le calcul de Dunford et on fait l�étude de
la fonction

u" (x) =
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

(A� zI)�1 d0dz

� 1

2i�

Z


x�"Z
0

kp�z (x; s) (A� zI)�1 f (s) dsdz

� 1

2i�

Z


1Z
x+"

kp�z (x; s) (A� zI)�1 f (s) dsdz:

où " > 0 petit.
On calculera ensuite u0" (x) et u

00
" (x) et on passera à la limite en utilisant la régularité

de f:



Chapitre 3

Equation du Second ordre avec
opérateur variable

3.1 Problème et Hypothèses

Soient E un espace de Banach complexe et fA (x)gx2[0;1] une famille d�opérateurs
linéaires fermés de domaines DA(x) non nécessairement denses dans E.
On considère alors le problème suivant8<:

u00 (x) + A (x)u (x)� !u (x) = f (x) ; ! > 0, x 2 [0; 1]
u (0) = d0
u (1) = d1

(3.1)

où f 2 C ([0; 1] ; E) ; d0; d1 des données dans E et ! un paramètre spectral positif.
On suppose que la famille des opérateurs fA (x)gx2[0;1] véri�e les deux hypothèses suivantes :

(H1) : 9� > 0; 9k > 0 : 8x 2 [0; 1] ; 8z � �; (A (x)� zI)�1 2 L (E) et(A (x)� zI)�1

L(E)

� K

jzj :

(H2) : 9m 2 N�; K; �i; �i > 0 (i = 1; :::m) : 8x 2 [0; 1] ; 8z � �(A (x)� �I) (A (x)� zI)�1
�
(A (x)� �I)�1 � (A (s)� �I)�1

�
L(E)

� K
mX
i=1

jx� sj�i
jzj�i ;

avec �i + 2�i � 2 > 0:
Les deux hypothèses précédentes restent valables dans un petit secteur du plan complexe
S�0 � � (A (x)� wI) de la forme

S�0 = f� 2 C�� jarg �j � �0g [B (0; r0) ;
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où �0 2
i
0;
�

2

h
et r0 > 0 petit (voir lemme 2.1).

Le problème (3:1) a été traité dans un cadre de sommes d�opérateurs par Daprato-Grisvard
[5] avec d0 = 0 et f (0) = f (1) = 0:

Les hypothèses (H1) et (H2) ont été utilisées dans Labbas-Terreni [10] avec d0 = 0 et f (0) =
f (1) = 0:

On se base sur ces deux études et sur les techniques utilisées pour l�équation parabolique
du premier ordre dans [?] pour étudier l�existence, l�unicité et la régularité maximale de la
solution stricte du problème (3:1) lorsque f est assez régulier et d0, f (0) et f (1) véri�ent
certaines conditions de compatibilité.

On utilisera essentiellement le calcul classique de Dunford et les espaces d�interpolation et
leurs caractérisation par la résolvante faite par Grisvard [6].

3.2 Construction de la solution stricte

On pose Q (x) = (A (x)� wI) pour ! � � et on suppose que d0 2 DA(0); d1 = 0 et l�existence
d�une solution stricte u du problème (3:1), i.e

u (�) 2 DA(�); u 2 C2 ([0; 1] ;E) ; u (�) 2 C
�
[0; 1] ;DA(�)

�
:

On considère alors le problème auxiliaire8>><>>:
v00 (x) + zv (x) = f (x) ; z 2 C� R+

v (0) = d0

v (1) = 0

; (3.2)

la solution de ce problème s�écrit sous la forme

v (x) =
sinh

p
�z (1� x)

sinh
p
�z

d0 �
1Z
0

kp�z (x; s) f (s) ds (3.3)

= Lz (d0; f) (x) ;

où le noyau kp�z (x; s) est donné par

kp�z (x; s) =

8>>><>>>:
sinh

p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

0 � s � x

sinh
p
�z (1� s) sinh

p
�zxp

�z sinh
p
�z

x � s � 1
:

Ici la racine carrée de �z est la détermination analytique dé�nie par Re
p
�z > 0:

Pour passer au cas abstrait on écrit que

Lz (d0; f) (x) = Lz
�
d0; u

" (�) +Q (�)u (�)
�
(x) ;
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donc on aura

v (x) =
sinh

p
�z (1� x)

sinh
p
�z

d0 �
1Z
0

kp�z (x; s)
�
u" (s) +Q (s)u (s)

�
ds

=
sinh

p
�z (1� x)

sinh
p
�z

d0 �
1Z
0

kp�z (x; s)u
" (s) ds

�
1Z
0

kp�z (x; s)Q (s)u (s) ds;

où

1Z
0

kp�z (x; s)u
" (s) ds = �sinh

p
�z (1� x)

sinh
p
�z

d0 + z

1Z
0

kp�z (x; s)u (s) ds+ u (x) ;

et ceci en faisant une double intégration par parties.
En remplaçant cette valeur dans l�expression de v(x) on obtient l�équation suivante

u (x) + z

1Z
0

kp�z (x; s)u (s) ds�
1Z
0

kp�z (x; s)Q (s)u (s) ds

=
sinh

p
�z (1� x)

sinh
p
�z

d0 �
1Z
0

kp�z (x; s) f (s) ds:

(3.4)

En appliquent (Q (x)� zI)�1 aux deux membres de (3:4), en utilisant le calcul classique de
Dunford et l�identité algébrique suivante

�
Q (x) (Q (x)� zI)�1 � (Q (x)� zI)�1Q (s)

�
u (s)

=
�
Q (x) (Q (x)� zI)�1Q (s)Q (s)�1 �Q (x)Q (x)�1 (Q (x)� zI)�1Q (s)

�
u (s)

= Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)Q (s)�1 �Q (x)�1Q (s)

�
u (s)

= Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
Q (s)u (s) ;

on en déduit l�équation intégrale suivante :
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1

2i�

Z


u (x) (Q (x)� zI)�1 dz

+
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) z (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
Q (s)u (s) dsdz

=
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

(Q (x)� zI)�1 d0dz

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) (Q (x)� zI)�1 f (s) dsdz:

En utilisant le fait que pour tout x 2 [0; 1], u (x) 2 DA(x) on a

(Q (x)� zI)�1 u (x) =
(Q (x)� zI)�1Q (x)u (x)� u (x)

z

donc

1

2i�

Z


u (x) (Q (x)� zI)�1 dz =
1

2i�

Z


(Q (x)� zI)�1Q (x)u (x)� u (x)

z
dz

=
1

2i�

 
2i�Re s

"
(Q (x)� zI)�1Q (x)u (x)

z
; 0

#!

= lim
z�!0

z
(Q (x)� zI)�1Q (x)u (x)

z
= u (x) ;

on obtient alors

u (x) +
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) z (Q (x)� z)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
Q (s)u (s) dsdz

=
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

(Q (x)� z)�1 d0dz

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) (Q (x)� z)�1 f (s) dsdz;

(3.5)

qui peut s�écrire sous la forme

u (x) + I1 = I2 + I3:

Les intégrales écrites dans (3:5) sont absolument convergentes. En e¤et grâce à
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hypothèse (H2) , on a

kI1kE =

 12i�
Z


1Z
0

kp�z (x; s)Q (x) (Q (x)� z)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
Q (s)u (s) dsdz


E

�
Z


sup
x2[0;1]

1Z
0

��kp�z (x; s)�� mX
i=1

jx� sj�i
jz + !j�i ds jdzj kQ (�)u (�)kC([0;1];E)

ensuite en utilisant les lemmes 1.5 et 1.6, on obtient

kI1kE � K

Z


mX
i=1

1

jzj�i

0@ sup
x2[0;1]

1Z
0

��kp�z (x; s)�� jx� sj�i ds

1A jdzj kQ (�)u (�)kC([0;1];E)
� K

mX
i=1

Z


jdzj
jzj1+

�i
2 jzj�i

kQ (�)u (�)kC([0;1];E)

� K
mX
i=1

Z


jdzj
jzj1+

�i
2
+�i
kQ (�)u (�)kC([0;1];E)

� K

Z


jdzj
jzj2

kQ (�)u (�)kC([0;1];E) � k kQ (�)u (�)kC([0;1];E) ;

puisque �i + 2�i � 2 > 0:

Pour I2 on utilise l�hypothèse (H1) et les lemmes 1.1 et 1.2 pour avoir

kI2kE =

 12i�
Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

(Q (x)� z)�1 d0dz


E

�
Z


����sinhp�z (1� x)

sinh
p
�z

���� (Q (x)� zI)�1

L(E)

jdzj kd0kE

� K

Z


eRe
p
�z(1�x)

eRe
p
�z
��1� e�2

p
�z
�� jdzjjzj kd0kE

� K

Z


e�Re
p
�zx

jzj k (�0)
jdzj kd0kE

� K

jzj kd0kE :
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Pour I3, le lemme 1.4 donne

kI3kE =

 12i�
Z


1Z
0

kp�z (x; s) (Q (x)� z)�1 f (s) dsdz


E

�
Z


1Z
0

��kp�z (x; s)�� jdsj jdzj(Q (x)� z)�1

L(E)

kfkC([0;1];E)

� K

Z


jdzj
jzj jzj kfkC([0;1];E)

� K

jzj2
kfkC([0;1];E) :

En appliquant formellement et pour tout x 2 ]0; 1[ l�opérateur Q (x) aux deux membres de
(3:5), on obtient

Q (x)u (x) +
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
Q (s)u (s) dsdz

=
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 d0dz

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s)Q (x) (Q (x)� zi)�1 f (s) dsdz;

qui s�écrit sous la forme
w + P!w = F (d0; f) (3.6)

où
w (�) = Q (�)u (�) ;

P!w (x) =
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
w (s) dsdz;

et

F (d0; f) (x) =
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 d0dz

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s)Q (x) (Q (x)� zI)�1 f (s) dsdz:
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Tout revient donc à inverser l�équation (3:6). On prend la norme de maximum pour P! et on
utilise l�hypothèse (H2) et le lemme 1.5, pour obtenir que

kP!w (x)kE � K

Z


jzj sup
x2[0;1]

1Z
0

��kp�z (x; s)�� mX
i=1

jx� sj�i
jz + !j�i ds jdzj kwkC(E)

� K
mX
i=1

Z


jdzj
jzj1+

�i
2 jz + !j�i

kwkC(E)

� K
mX
i=1

Z


jdzj
jzj1+

�i
2 jz + !j jz + !j�i�1

kwkC(E)

�
mX
i=1

K

!
�i
2
+�i�1

kwkC(E) ;

d�aprés le lemme 1:7: Finalement si on pose

� = min
i=1; ,m

�i + 2�i � 2;

on aura

kP!w (x)kE �
K

!
�
2

kwkC(E) :

On en déduit la proposition :

Proposition 3.1 On suppose que F (d0; f) 2 C ([0; 1] ;E) et que les hypothèses

(H1) et (H2) sont véri�ées alors 9!� > 0 tel que :

8! � !�; kP!kL(C(E)) �
1

2
;

d�où l�inversibilité de l�opérateur (I + p!) :

3.3 Conditions nécessaires

On va chercher les conditions nécessaires sur f et d0 pour avoir une solution stricte du
problème 8>><>>:

u00 (x) +Q (x)u (x) = f (x) ; x 2 [0; 1]
u (0) = d0

u (1) = 0:

(3.7)

Proposition 3.2 Soient d0 2 DQ(0) = DA(0) et f 2 C ([0; 1] ;E) : Alors sous les hypothèses
(H1) et (H2) ; u est une solution stricte du problème (3:7) ssi(

f (0)�Q (0) d0 2 DA(0)

f (1) 2 DA(0)

:
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Preuve :
Il est immédiat que d0 2 DA(0) et f 2 C ([0; 1] ;E) : D�autre part on a :

lim
x�!0+

u (2x)� 2u (x) + d0
x2

= u00 (0) = f (0)�Q (0) d0

et

u (2x)� 2u (x) + d0
x2

= �
�
1

x2
(Q (x)� 1

x2
)�1 � 1

x2
(Q (0)� 1

x2
)�1
�

�u (2x)� 2u (x) + d0
x2

� 1
x2
(Q (0)� 1

x2
)�1
�
u (2x)� 2u (x) + d0

x2
� (f (0)�Q (0) d0)

�
� 1
x2
(Q (0)� 1

x2
)�1(f (0)�Q (0) d0)

+

�
1

x2
(Q (x)� 1

x2
)�1
�
d0 � u (x)

x2

�
+
d0 � u (x)

x2

�
+

�
1

x2
(Q (x)� 1

x2
)�1
�
u (2x)� u (x)

x2

�
+
u (2x)� u (x)

x2

�
= a1 + a2 + a3 + b1 + b2:

b1 =

�
1

x2
(Q (x)� 1

x2
)�1
�
d0 � u (x)

x2

�
+
d0 � u (x)

x2

�
=

1

x2
(Q (x)� 1

x2
)�1 fQ (0) d0 �Q (x)u (x)g

� 1
x2
Q (x) (Q (x)� 1

x2
)�1
�
Q (x)�1 �Q (0)�1

	
Q (0) d0

= a4 + a5:

b2 =

�
1

x2
(Q (x)� 1

x2
)�1
�
u (2x)� u (x)

x2

�
+
u (2x)� u (x)

x2

�
=

1

x2
(Q (x)� 1

x2
)�1 fQ (2x)u (2x)�Q (x)u (x)g

+
1

x2
Q (x) (Q (x)� 1

x2
)�1
�
Q (2x)�1 �Q (x)�1

�
Q (2x)u (2x)

= a6 + a7:

On peut écrire que

u (2x)� 2u (x) + d0
x2

�
7X
i=1
i6=3

ai = a3 2 DA(0):
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Alors pour x �! 0+; ai(i 6= 3) �! 0; et ceci grâce à l�hypothèse (H2) : En e¤et on a par
exemple pour a7

 1x2Q (x) (Q (x)� 1

x2
)�1
�
Q (2x)�1 �Q (x)�1

�
L(E)

� K

x2

mX
i=1

x�i�
1

x2

��i
� K

mX
i=1

x�i+2�i�2 �! 0;
�
x �! 0+

�
:

Donc par passage à la limite on en déduit que

f (0)� A (0) d0 2 DQ(0) = DA(0):

On fait de même pour la condition sur f (1) au voisinage de x = 1:

Maintenant pour inverser l�opérateur (I + P!) dans l�espace L (C ([0; 1] ; E)) ; on doit étu-
dier la contnuité du second membre F (d0; f) et on donne aussi le résultat de sa régularité
maximale.

3.4 Régularité du second membre F (d0; f)

Proposition 3.3 Soit � �xé dans ]0; �] où � = min
i=1; ,m

�i + 2�i � 2: Soient aussi d0 2 DA(0)

et f 2 C� ([0; 1] ;E) : Alors sous les hypothèses (H1) et (H2) ; on a

1. F (d0; f) 2 C ([0; 1] ;E) ssi f (0)� A (0) d0 2 DA(0) et f (1) 2 DA(1):

2. F (d0; f) 2 C� ([0; 1] ;E) ssi f (0)�A (0) d0 2 DA(0)

�
�
2
;+1

�
et f (1) 2 DA(1)

�
�
2
;+1

�
:

Preuve :

On Rappelle que

F (d0; f) (x) =
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 d0dz

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s)Q (x) (Q (x)� zI)�1 f (s) dsdz:

Pour le premier terme on écrit que
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1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 d0dz

=
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (0)�1

�
�Q (0) (Q (0)� zI)�1Q (0) d0dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (0)�1

�
Q (0) d0dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (0) (Q (0)� zI)�1

z
Q (0) d0dz

= I1 + I2 + I3;

et ceci en utilisant l�identité algèbrique suivante

Q (x) (Q (x)� zI)�1 �Q (0) (Q (0)� zI)�1

= Q (x� z + z) (Q (x)� zI)�1 �Q (0� z + z) (Q (0)� zI)�1

= I + z (Q (x)� zI)�1 � I � z (Q (0)� zI)�1

= z
�
(Q (x)� zI)�1 � (Q (0)� zI)�1

�
= zQ (x) (Q (x)� zI)�1

�
Q (x)�1 � (Q (x)� z)Q (x)�1 (Q (0)� zI)�1

�
= zQ (x) (Q (x)� zI)�1

�
Q (x)�1 �Q (0)�1

�
Q (0) (Q (0)� zI)�1 ;

et le fait que d0 2 DA(0) donc

(Q (0)� zI)�1 d0 =
(Q (0)� zI)�1Q (0) d0 � d0

z
:

Pour la deuxième intégrale dans l�expression de F (d0; f) ; On écrit que

1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) (Q (x)� zI)�1 f (s) dsdz (3.8)

=
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) (Q (x)� zI)�1 [f (s)� f (x)] dsdz

+
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) (Q (x)� zI)�1 f (x) dsdz:
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De plus

1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) (Q (x)� zI)�1 f (x) dsdz

=
1

2i�

Z


(Q (x)� zI)�1 f (x)

1Z
0

kp�z (x; s) dsdz,

avec
1Z
0

kp�z (x; s) ds

=

xZ
0

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

ds+

1Z
x

sinh
p
�z (1� s) sinh

p
�zxp

�z sinh
p
�z

ds

=
sinh

p
�z(1� x)p

�z sinh
p
�z

xZ
0

sinh
p
�zsds+ sinh

p
�zxp

�z sinh
p
�z

1Z
x

sinh
p
�zxds

=
sinh

p
�z(1� x)p

�z sinh
p
�z

�
cosh

p
�zsp

�z

�x
0

� sinh
p
�zxp

�z sinh
p
�z

�
cosh

p
�z (1� s)p
�z

�1
x

=
sinh

p
�z(1� x)

z sinh
p
�z

+
sinh

p
�zx

z sinh
p
�z

� sinh
p
�z(1� x) cosh

p
�zx

z sinh
p
�z

�sinh
p
�zx cosh

p
�z (1� x)

z sinh
p
�z

:

Donc

1

2i�

Z


(Q (x)� zI)�1 f (x)

1Z
0

kp�z (x; s) dsdz

=
1

2i�

Z


�
sinh

p
�z(1� x)

z sinh
p
�z

+
sinh

p
�zx

z sinh
p
�z

�
(Q (x)� zI)�1 f (x) dz

� 1

2i�

Z


�
sinh

p
�z(1� x) cosh

p
�zx+ sinh

p
�zx cosh

p
�z (1� x)

z sinh
p
�z

�
� (Q (x)� zI)�1 f (x) dz

=
1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� x)

z sinh
p
�z

(Q (x)� zI)�1 f (x) dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�zx

z sinh
p
�z

(Q (x)� zI)�1 f (x) dz
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� 1

2i�

Z


sinh
p
�z

z sinh
p
�z

(Q (x)� zI)�1 f (x) dz

=
1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� x)

z sinh
p
�z

(Q (x)� zI)�1 f (x) dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�zx

z sinh
p
�z

(Q (x)� zI)�1 f (x) dz

�Q (x)�1 f (x) :

En appliquant Q (x) aux deux membres de (3:8) on obtient

1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s)Q (x) (Q (x)� zI)�1 f (s) dsdz

=
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s)Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (s)� f (x)] dsdz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� x)

z sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 f (x) dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�zx

z sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 f (x) dz � f (x) :

Donc on obtient

F (d0; f) (x)

=
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (0)�1

�
�Q (0) (Q (0)� zI)�1Q (0) d0dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (0)�1

�
Q (0) d0dz

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s)Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (s)� f (x)] dsdz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� x)

z sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (x)� f (0)] dz
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� 1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (0)�1

�
f (0) dz

�Q (0) (Q (0)� zI)�1Q (0) d0dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z(1� x)

sinh
p
�z

Q (0) (Q (0)� zI)�1

z
[f (0)�Q (0) d0] dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�zx

z sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 f (x) dz � f (x)

=
7X
i=1

Ii

Pour I1 et I2 on intégre sur + et � et on utilise l�hypothèse (H2) :
Soient 0 � � < x � 1: Alors on a

F (d0; f) (x)� F (d0; f) (�) = �1 +�2 +�3 + f (x)� f (�) ;

où

�1 =
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 d0dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� �)

sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1 d0dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1

z
f (x) dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� �)

sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1

z
f (�) dz;

�2 = � 1

2i�

Z


sinh
p
�zx

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1

z
f (x) dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z�

sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1

z
f (�) dz

et

�3 = �
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s)Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (s)� f (x)] dsdz

+
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (� ; s)Q (�) (Q (�)� zI)�1 [f (s)� f (�)] dsdz:
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On explicite chaque terme �i dans le but d�utiliser l�hypothèse (H2) ; alors on a

�1 =
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

�
Q (x) (Q (x)� zI)�1 �Q (�) (Q (�)� zI)�1

�
d0dz

+
1

2i�

Z


�
sinh

p
�z (1� x)� sinh

p
�z (1� �)

sinh
p
�z

�
Q (�) (Q (�)� zI)�1 d0dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1

z
[f (x)� f (�)] dz

� 1

2i�

Z


�
sinh

p
�z (1� x)� sinh

p
�z (1� �)

sinh
p
�z

�
Q (x) (Q (x)� zI)�1

z
f (�) dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

"
Q (x) (Q (x)� zI)�1 �Q (�) (Q (�)� zI)�1

z

#
f (�) dz:

En utilisant encore l�identité algébrique

Q (x) (Q (x)� z)�1 �Q (�) (Q (�)� z)�1

= zQ (x) (Q (x)� z)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
Q (�) (Q (�)� z)�1 ;

donc �1 s�écrit sous la forme

�1 =
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

zQ (x) (Q (x)� zI)�1

�
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
Q (�) (Q (�)� zI)�1 d0dz

+
1

2i�

Z


�
sinh

p
�z (1� x)� sinh

p
�z (1� �)

sinh
p
�z

�
�
�
Q (�) (Q (�)� zI)�1 �Q (0) (Q (0)� zI)�1

�
d0dz

+
1

2i�

Z


�
sinh

p
�z (1� x)� sinh

p
�z (1� �)

sinh
p
�z

�
Q (0) (Q (0)� zI)�1 d0dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1

z
[f (x)� f (�)] dz

� 1

2i�

Z


�
sinh

p
�z (1� x)� sinh

p
�z (1� �)

sinh
p
�z

�

�
"
Q (�) (Q (�)� zI)�1 �Q (0) (Q (0)� zI)�1

z

#
f (�) dz
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� 1

2i�

Z


�
sinh

p
�z (1� x)� sinh

p
�z (1� �)

sinh
p
�z

�
Q (0) (Q (0)� zI)�1

z
f (�) dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
�Q (�) (Q (�)� zI)�1 f (�) dz

En ajoutant et en retranchant le terme Q (0) (Q (0)� z)�1 dans les intégrales où il ya le terme
Q (�) (Q (�)� z)�1 alors on obtient

�1

=
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
Q (�) (Q (�)� zI)�1

�
�
Q (�)�1 �Q (0)�1

�
Q (0) (Q (0)� zI)�1Q (0) d0dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
�Q (0) (Q (0)� zI)�1Q (0) d0dz

+
1

2i�

Z


�
sinh

p
�z (1� x)� sinh

p
�z (1� �)

sinh
p
�z

�
Q (�) (Q (�)� zI)�1

�
�
Q (�)�1 �Q (0)�1

�
Q (0) (Q (0)� zI)�1Q (0) d0dz

� 1

2i�

Z


�
sinh

p
�z (1� x)� sinh

p
�z (1� �)

sinh
p
�z

�
Q (�) (Q (�)� zI)�1

�
�
Q (�)�1 �Q (0)�1

�
Q (0) d0dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� z)�1

z
[f (x)� f (�)] dz

+
1

2i�

Z


�
sinh

p
�z (1� x)� sinh

p
�z (1� �)

sinh
p
�z

�
Q (0) (Q (0)� zI)�1 d0dz

� 1

2i�

Z


�
sinh

p
�z (1� x)� sinh

p
�z (1� �)

sinh
p
�z

�
Q (�) (Q (�)� zI)�1

�
�
Q (�)�1 �Q (0)�1

�
Q (0) (Q (0)� zI)�1 f (�) dz
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� 1

2i�

Z


�
sinh

p
�z (1� x)� sinh

p
�z (1� �)

sinh
p
�z

�
Q (0) (Q (0)� zI)�1

z
f (�) dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
�Q (�) (Q (�)� zI)�1

�
Q (�)�1 �Q (0)�1

�
Q (0) (Q (0)� zI)�1 f (�) dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
�Q (0) (Q (0)� zI)�1 f (�) dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
Q (0) d0dz

=
11X
i=1

Ii

Les intégrales de �1 sont toutes régulières et en O
�
jx� � j�

�
grâce à l�hypothèse (H2) :

Pour I1 on a

kI1kE

� K

Z
jzj� 1

x2

e�Re
p
�zx jzj

mX
i=1

jx� � j�i
jzj�i

mX
i=1

��i

jzj�i jdzj kQ (0) d0kE

+K

Z
jzj� 1

x2

e�Re
p
�zx jzj

mX
i=1

jx� � j�i
jzj�i

mX
i=1

��i

jzj�i jdzj kQ (0) d0kE

= a+ b

où

+ =

�
z 2 ; jzj � 1

x2

�
et � =

�
z 2 ; jzj � 1

x2

�
;

a � K

Z
+

e�Re
p
�zx jzj

mX
i=1

jx� � j�i
jzj�i

mX
i=1

��i

jzj�i jdzj kQ (0) d0kE

� K
mX

i;j=1

jx� � j�i ��j
Z
+

e�Re
p
�zx

jzj�i+�j�1
jdzj kQ (0) d0kE

� K
mX

i;j=1

jx� � j�i ��j
Z
+

e�jzj
1
2 x

jzj�i+�j�1
jdzj kQ (0) d0kE ;
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on pose � = jzj
1
2 x; on obtient alors

a � K

mX
i;j=1

jx� � j�i ��j
+1Z
1

e��2�

x2
�
�2

x2

��i+�j�1d� kQ (0) d0kE
� K

mX
i;j=1

jx� � j�i ��j
+1Z
1

e��2�x2�i+2�j�4

�2�i+2�j�2
d� kQ (0) d0kE

� K
mX

i;j=1

jx� � j�i ��jx2�i+2�j�4 kQ (0) d0kE

� K
mX

i;j=1

(x� �)�i+2�i�2+�j+2�j�2
h
(x� �)�2�i+2��j�2�j+2 ��jx2�i+2�j�4

i
kQ (0) d0kE

� K
mX

i;j=1

(x� �)�i+2�i�2+�j+2�j�2
�
x��j��j

�
kQ (0) d0kE

� K
mX

i;j=1

(x� �)�i+2�i�2+�j+2�j�2 kQ (0) d0kE

� K

 
mX
i=1

(x� �)�i+2�i�2
!2
kQ (0) d0kE

� K
mX
i=1

(x� �)�i+2�i�2 kQ (0) d0kE

� K (x� �)� kQ (0) d0kE
avec

� = min�i + 2�i � 2
On fait le même pour b et I9:
Pour I2 on a

kI2kE

� K

0B@Z
+

e�Re
p
�zx

mX
i=1

jx� � j�i
jzj�i jdzj+

Z
�

e�Re
p
�zx

mX
i=1

jx� � j�i
jzj�i jdzj

1CA kQ (0) d0kE
= c+ d;

où

c � K

mX
i=1

jx� � j�i
+1Z
1

e��2�

x2
�
�2

x2

��i d� kQ (0) d0kE
� K

mX
i=1

jx� � j�i
+1Z
1

e��2�x2�i�2

�2�i
d� kQ (0) d0kE
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� K

mX
i=1

jx� � j�i x2�i�2 kQ (0) d0kE

� K
mX
i=1

(x� �)�i+2�i�2
�
(x� �)�2�i+2 x2�i�2

�
kQ (0) d0kE

� K
mX
i=1

(x� �)�i+2�i�2
�
x�2�i+2x2�i�2

�
kQ (0) d0kE

� K (x� �)� kQ (0) d0kE
On fait le même pour d et I10:
Pour I3 on peut écrire que :

I3

=
1

2i�

Z


�
sinh

p
�z (1� x)� sinh

p
�z (1� �)

sinh
p
�z

�
Q (�) (Q (�)� zI)�1

�
Q (�)�1 �Q (0)�1

�
�Q (0) (Q (0)� zI)�1Q (0) d0dz

=
1

2i�

Z


xZ
�

�
p
�z cosh

p
�z (1� s)

sinh
p
�z

dsQ (�) (Q (�)� zI)�1
�
Q (�)�1 �Q (0)�1

�
�Q (0) (Q (0)� zI)�1Q (0) d0dz

donc

kI3kE

� k

0BB@
xZ
�

Z
jzj� 1

s2

e�Re
p
�zs jzj

1
2

mX
i=1

��i

jzj�i ds jdzj+
xZ
�

Z
jzj� 1

s2

e�Re
p
�zs jzj

1
2

mX
i=1

��i

jzj�i ds jdzj

1CCA
�kQ (0) d0kE

= e+ f

e � K

xZ
�

Z
jzj� 1

s2

e�Re
p
�zs jzj

1
2

mX
i=1

��i

jzj�i jdzj ds kQ (0) d0kE

� K

xZ
�

mX
i=1

��i

0@ +1Z
1

e��2�

s3
�
�2

s2

��i d�
1A ds kQ (0) d0kE

� K

mX
i=1

xZ
�

��is2�i�3ds kQ (0) d0kE

� K

mX
i=1

xZ
�

s�i+2�i�2�1ds kQ (0) d0kE
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� k
mX
i=1

�
x�i+2�i�2 � ��i+2�i�2

�
kQ (0) d0kE

� k
mX
i=1

(x� �)�i+2�i�2 kQ (0) d0kE

� K (x� �)� kQ (0) d0kE :

On traite f et I7 par la même manière:
On peut écrire I6 et I8 sous la forme

I6 + I8

=
1

2i�

Z


�
sinh

p
�z (1� x)� sinh

p
�z (1� �)

sinh
p
�z

�
Q (0) (Q (0)� zI)�1

z
[(Q (0) d0 � f (0))] dz

� 1

2i�

Z


�
sinh

p
�z (1� x)� sinh

p
�z (1� �)

sinh
p
�z

�
Q (0) (Q (0)� zI)�1

z
f (�) dz;

alors le premier terme est dans C ([0; 1] ;E) ssi (Q (0) d0 � f (0)) 2 DA(0) et est dans
C� ([0; 1] ;E) ssi (Q (0) d0 � f (0)) 2 DA(0)

�
�
2
;1
�
(voir lemme 2.2, cas constant). Le deuxième

terme est dans C� ([0; 1] ;E) car f 2 C� ([0; 1] ;E) :
Les intégrales restantes se traitent de la même façon et la proposition est démontrée
pour �1:

Pour �2 on fait le partage que celui fait pour �1: On obtient alors

�2 = � 1

2i�

Z


sinh
p
�zx

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1

z
f (x) dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z�

sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1

z
[f (�)� f (x)] dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z�

sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1

z
f (x) dz

=
1

2i�

Z


sinh
p
�z�

sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1

z
[f (�)� f (x)] dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�zx� sinh

p
�z�

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1

z
f (x) dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z�

sinh
p
�z

"
Q (�) (Q (�)� zI)�1 �Q (x) (Q (x)� zI)�1

z

#
f (x) dz
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=
1

2i�

Z


sinh
p
�z�

sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1

z
[f (�)� f (x)] dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z� � sinh

p
�zx

sinh
p
�z

"
Q (x) (Q (x)� zI)�1 �Q (1) (Q (1)� zI)�1

z

#
f (x) dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z� � sinh

p
�zx

sinh
p
�z

Q (1) (Q (1)� zI)�1

z
f (x) dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z�

sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1
�
Q (�)�1 �Q (x)�1

�
�Q (x) (Q (x)� zI)�1 f (x) dz

=
1

2i�

Z


sinh
p
�z�

sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1

z
[f (�)� f (x)] dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z� � sinh

p
�zx

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (1)�1

�
�Q (1) (Q (1)� zI)�1 f (x) dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z� � sinh

p
�zx

sinh
p
�z

Q (1) (Q (1)� zI)�1

z
[f (x)� f (1)] dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z�

sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1
�
Q (�)�1 �Q (x)�1

�
�Q (x) (Q (x)� zI)�1 f (x) dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z� � sinh

p
�zx

sinh
p
�z

Q (1) (Q (1)� zI)�1

z
f (1) dz

=

5X
i=1

Ii:

Les quatres premières intégrales sont en O
�
jx� � j�

�
grâce aux mêmes techniques que

précedemment. Par exemple pour I1 on a
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kI1kE � K

Z
jzj� 1

(1�x)2

e�Re
p
�z(1�x)

jzj jdzj kf (�)� f (x)kC�([0;1];E)

+K

Z
jzj� 1

(1�x)2

e�Re
p
�z(1�x)

jzj jdzj kf (�)� f (x)kC�([0;1];E)

= g + h;

où

 =

�
z 2 ; jzj � 1

(1� x)2

�
[
�
z 2 ; jzj � 1

(1� x)2

�
;

pour g on a :

g � K

Z
jzj� 1

(1�x)2

e�Re
p
�z(1�x)

jzj jdzj kf (�)� f (x)kC�([0;1];E)

� K

Z
jzj� 1

(1�x)2

e�Re
p
�z(1�x)

jzj jdzj jx� � j� kfkC�([0;1];E)

� K jx� � j� kfkC�([0;1];E) :

On fait de même pour h.
L�intégrale I5 est dans l�espace C ([0; 1] ;E) ssi f (1) 2 DA(0) et est dans C� ([0; 1] ;E) ssi
f (1) 2 DA(1)

�
�
2
;+1

�
(voir lemme 2.2, cas constant).

Il reste à regarder �3: On a :

�3 =
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s)Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (s)� f (x)] dsdz

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (� ; s)Q (�) (Q (�)� zI)�1 [f (s)� f (�)] dsdz

= I1 � I2

=
1

2i�

Z


xZ
0

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (s)� f (x)] dsdz

� 1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� �) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1 [f (s)� f (�)] dsdz
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+
1

2i�

1Z
x

sinh
p
�z (1� s) sinh

p
�zxp

�z sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (s)� f (x)] dsdz

� 1

2i�

1Z
�

sinh
p
�z (1� s) sinh

p
�z�p

�z sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1 [f (s)� f (�)] dsdz

= c1 � c2 + c3 � c4;

il su¢ t de traiter c1 � c2:

c1 � c2

=
1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (s)� f (x)] dsdz

+
1

2i�

Z


xZ
�

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (s)� f (x)] dsdz

� 1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� �) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1 [f (s)� f (�)] dsdz

+
1

2i�

Z


xZ
�

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (s)� f (x)] dsdz

� 1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� �) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1 [f (s)� f (�)] dsdz

=
1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
dsdz

�Q (�) (Q (�)� zI)�1 [f (s)� f (�)] dsdz

+
1

2i�

Z


�Z
0

�
sinh

p
�z(1� x)� sinh

p
�z (1� �)p

�z sinh
p
�z

�
sinh

p
�zs
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=
1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (s)� f (�)] dsdz

+
1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (�)� f (x)] dsdz

�Q (�) (Q (�)� zI)�1 [f (s)� f (�)] dsdz

+
1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (�)� f (x)] dsdz

+
1

2i�

Z


xZ
�

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (s)� f (x)] dsdz

= j + l +m+ n:

Pour j on a :

kjkE � K

�Z
0

Z


e�Re
p
�z(x�s)

jzj
1
2

jzj
mX
i=1

jx� � j�i
jzj�i jdzj ds kf (s)� f (�)kC�([0;1];E)

� K

�Z
0

mX
i=1

jx� � j�i
Z


e�Re
p
�z(x�s)

jzj�i�
1
2

jdzj j� � sj� ds kfkC�([0;1];E)

� K
mX
i=1

jx� � j�i
�Z
0

(x� s)2�i�3 j� � sj� ds kfkC�([0;1];E)

� K
mX
i=1

jx� � j�i
�Z
0

(x� s)2�i�3 (x� s)� ds kfkC�([0;1];E)

� K
mX
i=1

jx� � j�i (x� �)�+2�i�2 kfkC�([0;1];E)

� K

mX
i=1

(x� �)�i+�+2�i�3 kfkC�([0;1];E)

� K (x� �)� kfkC�([0;1];E) :

De la même manière on traite m et n.
Pour l on a
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l =
1

2i�

Z


�Z
0

�
sinh

p
�z(1� x)� sinh

p
�z (1� �)p

�z sinh
p
�z

�
sinh

p
�zs

�Q (�) (Q (�)� zI)�1 [f (s)� f (�)] dsdz

=
1

2i�

Z


�Z
0

xZ
�

�
p
�z cosh

p
�z (1� �) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

Q (�) (Q (�)� zI)�1

� [f (s)� f (�)] d�dsdz:

klkE � K

Z


�Z
0

xZ
�

����coshp�z (1� �) sinh
p
�zs

sinh
p
�z

���� kf (s)� f (�)k d�dsdz

� K

�Z
0

xZ
�

Z


e�Re
p
�z(��s)

jzj
1
2

kf (s)� f (�)kC�([0;1];E) jdzj d�ds

� K

�Z
0

xZ
�

(� � s)�2 j� � sj� d�ds kfkC�([0;1];E)

� K

�Z
0

j� � sj�
xZ
�

d�

(� � s)2
ds kfkC�([0;1];E)

� K

�Z
0

(� � s)�
(� � x)

(x� s) (� � s)
ds kfkC�([0;1];E)

� K (� � x)

�Z
0

(� � s)��1

(x� s)
ds kfkC�([0;1];E) ;

si on pose

y =
x� s

� � s
;

on aura

klkE � K (� � x)

+1Z
�
x

dy

y (y � 1)�
kfkC�([0;1];E)

� K (� � x)� kfkC�([0;1];E) :

La continuité de second membre F (d0; f) permet d�énoncer le théorème suivant
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Théorème 3.1 On suppose (H1) et (H2). Soient d0 2 DA(0), f 2 C� ([0; 1] ;E) tels que8<: f (0)� A (0) d0 2 DA(0)

f (1) 2 DA(0)

:

Alors il existe !� > 0 tel que pour tout ! � !�, la solution u du problème (3:7) donnée pour
tout x 2 [0; 1] par

u (x) = Q (x)�1 (I + p!)
�1 F (d0; f) (x) (3.9)

= (A (x)� !)�1 (I + p!)
�1 F (d0; f) (x) :

est stricte.

Preuve :
On a

w = (I + p!)
�1 F (d0; f) ;

où
w (�) = Q (�)u (�) :

D�après le premier point de la proposition 3.3 et la continuité de l�opérateur (I + p!)
�1, on

obtient
w 2 C ([0; 1] ;E) ;

de plus
u00 (�) = f (�)� w (�) 2 C ([0; 1] ;E) ;

donc
u 2 C2 ([0; 1] ;E) ;

d�où le résultat.

3.5 Régularité de l�opérateur intégrale P!
On rappelle que

p!w (x) =
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
w (s) dsdz;

on a la proposition suivante :

Proposition 3.4 Sous les hypothèses (H1) et (H2) ; on a

P! 2 L (C (E) ; C� (E))

où
� = min

i=1; ,m
�i + 2�i � 2:
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Preuve :

Soient 0 � � < x � 1: On a

p!w (x)� p!w (�)

=
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
w (s) dsdz

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (� ; s) zQ (�) (Q (�)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (�)�1

�
w (s) dsdz

=
1

2i�

Z


xZ
0

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
w (s) dsdz

� 1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� �) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

zQ (�) (Q (�)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (�)�1

�
w (s) dsdz

+
1

2i�

1Z
x

sinh
p
�z (1� s) sinh

p
�zxp

�z sinh
p
�z

zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
w (s) dsdz

� 1

2i�

1Z
�

sinh
p
�z (1� s) sinh

p
�z�p

�z sinh
p
�z

zQ (�) (Q (�)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (�)�1

�
w (s) dsdz

= A�B + C �D;

toutes ces intégrales sont absolument convergentes grâce a l�hypothèse (H2) :
On va majorer maintenant A�B

A�B

=
1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
w (s) dsdz

� 1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� �) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

zQ (�) (Q (�)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (�)�1

�
w (s) dsdz

+
1

2i�

Z


xZ
�

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
w (s) dsdz
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=
1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (�)�1

�
w (s) dsdz

+
1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (�)�1 �Q (x)�1

�
w (s) dsdz

+
1

2i�

Z


xZ
�

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
w (s) dsdz

� 1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� �) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

zQ (�) (Q (�)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (�)�1

�
w (s) dsdz

=
1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

z2Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (x)�1 �Q (�)�1

�
dsdz

�Q (�) (Q (�)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (�)�1

�
w (s) dsdz

+
1

2i�

Z


�Z
0

�
sinh

p
�z(1� x)� sinh

p
�z (1� �)p

�z sinh
p
�z

�
sinh

p
�zs

�zQ (�) (Q (�)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (�)�1

�
w (s) dsdz

+
1

2i�

Z


�Z
0

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (�)�1 �Q (x)�1

�
w (s) dsdz

+
1

2i�

Z


xZ
�

sinh
p
�z (1� x) sinh

p
�zsp

�z sinh
p
�z

zQ (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
w (s) dsdz

= a1 + a2 + a3 + a4:

Ces intégrales se traitent de la même manière que celle dans l�étude de la régularité de
F (d0; f) pour �3. Par exemple pour a1; on a

ka1kE � K

Z


�Z
0

e�Re
p
�z(x�s)

jzj
1
2

jzj2
mX
i=1

jx� � j�i
jzj�i

mX
i=1

j� � sj�i
jzj�i jdzj kwkC(E)

� K

mX
i;j=1

jx� � j�i j� � sj�j
Z


e�jzj
1
2 (x�s)

jzj�i+�j�
3
2

jdzj ds kwkC(E)

� K

mX
i;j=1

jx� � j�i
�Z
0

j� � sj�j (x� s)2�i+2�j�5ds kwkC(E)
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� K

mX
i;j=1

jx� � j�i
�Z
0

jx� sj�i (x� s)2�i+2�j�5ds kwkC(E)

� K
mX

i;j=1

jx� � j�i (x� �)�j+2�i+2�j�4 kwkC(E)

� K

 
mX
i=1

(x� �)2�i+4�i�2

!2
kwkC(E)

� K

mX
i=1

(x� �)�i+2�i�2 kwkC(E)

� K(x� �)� kwkC(E) ;
d�où le résultat.

Remarque 3.1 Pour tout � 2 ]0; �]
P! 2 L

�
C (E) ; C� (E)

�
:

Proposition 3.5 Sous les hypothèses (H1) et (H1) et pour tout ! � !�; on a

1. (I + p!)
�1 2 L (C (E)) :

2. (I + p!)
�1 2 L

�
C� (E)

�
; 8� 2 ]0; �] :

Preuve :

1: C�est une conséquence de la proposition 3.1.
2: Soit v 2 C� (E) : On pose h = (I + p!)

�1 v , donc h + p!h = v et h = v � p!h 2 C� (E) ;
par la proposition 3.4.
A partir des résultats précédents on peut énoncer le théorème suivant concernant la régularité
maximale de la solution de l�équation intégrale

w + p!w = F (d0; f) où w (�) = (A (�)� !)u (�) = Q (�)u (�) : (3.10)

Théorème 3.2 Soient d0 2 DA(0), � �xé dans ]0; �] où � = min
i=1; ,m

�i + 2�i � 2 et f 2
C� ([0; 1] ;E) tels que (

f (0)� A (0) d0 2 DA(0)

�
�
2
;+1

�
;

f (1) 2 DA(1)

�
�
2
;+1

�
:

Alors sous les hypothèses (H1) et (H2) ; il existe !� > 0 tel que pour tout ! � !� l�équation
(3:10) admet une unique solution u (�) donnée par (3:9) véri�ant :
1. u (�) 2 C2 ([0; 1] ;E) \ C

�
[0; 1] ;DA(�)

�
:

2. A (�)u (�) 2 C� ([0; 1] ;E) :
3. u00 (�) 2 C� ([0; 1] ;E) :

Preuve :

La démonstration se fait de la même manière que pour le théorème 3.1, en utilisant le
deuxième point de la proposition 3.3 et la proposition 3.4.



3.6 Problème Approché 46

3.6 Problème Approché

On doit démontrer maintenant que la représentation de u (�) donnée par (3:9)
est l�unique solution du problème (3:7) :
On considère alors le problème approché suivant :8>><>>:

u00n (x) + (An (x)� !)un (x) = f (x) ! > 0, x 2 [0; 1]
un (0) = d0

un (1) = 0

; (3.11)

où (An (x))x2[0;1] est la famille des approchants de Yosida de (A (x))x2[0;1] dé�ni pour tout
n > 0 par :

An (x) = �nA (x) (A (x)� nI)�1 :

On a les identités suivantes :

(An (x)� !) = �nA (x) (A (x)� nI)�1 � !

= �nA (x) (A (x)� nI)�1 � ! (A (x)� nI)�1 (A (x)� n)

= [�nA (x)� ! (A (x)� n)] (A (x)� nI)�1

= [� (n+ !)A (x) + !n] (A (x)� nI)�1

= � (n+ !)

�
A (x)� !n

n+ !

�
(A (x)� nI)�1 ;

(An (x)� !I)�1 =

�
� (n+ !)

�
A (x)� !n

n+ !

�
(A (x)� nI)�1

��1
=

�1
n+ !

(A (x)� n)

�
A (x)� !n

n+ !
I

��1
=

�1
n+ !

�
A (x)� !n

n+ !
+

!n

n+ !
� n

��
A (x)� !n

n+ !

��1
=

�1
n+ !

+
1

n+ !

�
n� !n

n+ !

��
A (x)� !n

n+ !
I

��1
=

n2

(n+ !)2

�
A (x)� !n

n+ !

��1
� 1

n+ !

et

(An (x)� zI)�1 =

�
� (n+ z)

�
A (x)� zn

n+ z

�
(A (x)� nI)�1

��1
=

�1
n+ z

(A (x)� n)

�
A (x)� zn

n+ z
I

��1
:
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D�aprés les identités précédentes on peut écrire que :

(An (x)� !I) (An (x)� zI)�1
�
(An (x)� !I)�1 � (An (s)� !I)�1

�
= (n+ !)

�
A (x)� !n

n+ !

�
(A (x)� nI)�1

1

n+ z
(A (x)� nI)

�
A (x)� zn

n+ z
I

��1
�
"

n2

(n+ !)2

�
A (x)� !n

n+ !
I

��1
� I

n+ !
� n2

(n+ !)2

�
A (s)� !n

n+ !
I

��1
+

I

n+ !

#

=
n2

(n+ w) (n+ z)

�
A (x)� !n

n+ !
I

��
A (x)� zn

n+ z
I

��1
�
"�

A (x)� !n

n+ !
I

��1
�
�
A (s)� !n

n+ !
I

��1#
;

ainsi, par l�hypothèse (H2) sur la famille (An (x))x2[0;1] on a

(An (x)� !) (An (x)� z)�1
�
(An (x)� !I)�1 � (An (s)� !I)�1

�
L(E)

� k
n2

(n+ w) (n+ z)

mX
i=1

jx� sj�i�
nz

n+ z

��i (3.12)

� k
mX
i=1

jx� sj�i
z�i

:

Proposition 3.6 Soient f 2 C (E) et d0 2 DA(0): Alors il existe ! (n) > 0 tel que pour tout
! > ! (n) le problème (3:11) admet une solution unique un 2 C2 ([0; 1] ;E) :

Preuve :

On écrit le problème (3:11) sous la forme8>><>>:
u00n (x)� !un (x) = f (x)� An (x)un (x)

un (0) = d0

un (1) = 0

et on utilise la solution du problème (3:7) dans le cas scalaire (voir la formule
3.3 ) pour déduire que un véri�e l�équation intégrale suivante

un (x) =
sinh

p
! (1� x)

sinh
p
!

d0 �
1Z
0

kp! (x; s) (f (s)� An (s)un(s))ds;
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ou bien

un (x)�
1Z
0

kp! (x; s)An (s)un (s) ds

=
sinh

p
! (1� x)

sinh
p
!

d0 �
1Z
0

kp! (x; s) f (s) ds:

Cette dernière équation peut s�inverser car

kAn (s)kL(E) =
�nA (x) (A (x)� nI)�1


=

�n(A (x)� n+ n) (A (x)� nI)�1


=
�n� n2 (A (x)� nI)�1


� n+Kn

� n (1 +K) � Kn;

et 
1Z
0

kp! (x; s)An (s)un (s) ds


E

� Kn

0@ sup
x2[0;1]

1Z
0

��kp�z (x; s)�� ds
1A sup

s2[0;1]
kun (s)kE

� K
n

!
sup
s2[0;1]

kun (s)kE :

Il su¢ t alors de choisir ! (n) tel que
Kn

! (n)
< 1:

Proposition 3.7 Il existe !� > 0 tel que pour tout ! � !�et n > 0; 9M (n) tel que

kunkC(E) �
M (n)

!
�
kfk

C(E)
+ kd0kE

� , 8un 2 C2 (E) avec un (0) = d0:

Preuve :

Par le même raisonnement qu�au paragraphe précèdent, un véri�e l�équation intégrale

wn + p!;nwn = Fn (d0; f) ; (3.13)

où

w = Qn (�)un (�)
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et

p!;nw (x) =
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s) zQn (x) (Qn (x)� zI)�1

�
�
Qn (s)

�1 �Qn (x)
�1�Qn (s)un (s) dsdz

Fn (d0; f) (x) =
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Qn (x) (Qn (x)� zI)�1 d0dz

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s)Qn (x) (Qn (x)� zI)�1 f (s) dsdz:

On peut aussi démontrer l�existence d�un !� > 0 tel que

kp!;nkL(C(E)) �
1

2
;8! � !�:

On véri�e que 9M (n) > 0 :

kFn (d0; f) (x)kC(E) �M (n)
�
kfk

C(E)
+ kd0kE

�
;

dans ce cas la solution un donnée par

un (x) = (An (x)� !I)�1 (1 + p!;n)
�1 Fn (d0; f) (x) ;

véri�e

kunkC(E) �
M (n)

!
�
kfk

C(E)
+ kd0kE

� ;
grâce à l�hypothèse (H1) ; d�où le résultat.

Proposition 3.8 9!� > 0 tel que 8! � !�et 8n > 0; il existe une unique solution du
problème approché (3:11) donnée pour tout x 2 [0; 1] par

un (x) = (An (x)� !I)�1 (1 + p!;n)
�1 Fn (d0; f) (x) :

Proposition 3.9 Soient d0 2 DA(0) et f 2 C� (E) tels que(
f (0)� A (0) d0 2 DA(0)

f (1) 2 DA(1)

:
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Alors
Fn (d0; f) �! F (d0; f) dans C (E) :

Preuve :

On a

Fn (d0; f) (x)� F (d0; f) (x)

=
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Qn (x) (Qn (x)� zI)�1 d0dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1 d0dz

� 1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s)Qn (x) (Qn (x)� zI)�1 [f (s)� f (x)] dsdz

+
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s)Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (s)� f (x)] dsdz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Qn (x) (Qn (x)� zI)�1

z
f (x) dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�z (1� x)

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1

z
f (x) dz

� 1

2i�

Z


sinh
p
�zx

sinh
p
�z

Qn (x) (Qn (x)� zI)�1

z
f (x) dz

+
1

2i�

Z


sinh
p
�zx

sinh
p
�z

Q (x) (Q (x)� zI)�1

z
f (x) dz

=
8P
i=1

Ii:

D�autre part en utilisant l�identité suivante

Qn (x) (Qn (x)� zI)�1 �Q (x) (Q (x)� zI)�1

=
�z
n+ z

Q (x)

�
Q (x)� zn

n+ z

��1
Q (x) (Q (x)� zI)�1 ;

où (Qn (x))x2[0;1] est la famille des approchants de yosida de (Q (x))x2[0;1] :
on aura par exemple pour I3 � I4 que
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I3 � I4

=
1

2i�

Z


1Z
0

kp�z (x; s)
z

n+ z
Q (x)

�
Q (x)� zn

n+ z
I

��1
Q (x) (Q (x)� zI)�1 [f (s)� f (x)] dsdz:

par les lemmes 1.5 et 1.7 on obtient

kI3 � I4kE � K

Z


jzj
jn+ zj

jdzj
jzj1+

�
2

kfkC�(E)

� K

n
�
2

kfkC�(E) �! 0; .n �!1:

Pour les autres intégrales on utilise le même découpage que pour le second membre F (d0; f)
et le résultat de sa continuité (voir proposition 3.3).

Proposition 3.10 Pour tout ! � !�; on a :

1. Pour tout v 2 C (E) ; P!;nv �! P!v, quand n �!1:

2. Pour tout n > 0 et v 2 C (E) ; (I + P!;n)
�1 v �! (I + P!)

�1 v, 8v 2 C (E) quand
n �!1:

Preuve :

1: Pour tout x 2 [0; 1] ; w 2 C ([0; 1] ;E) ; on a 12i�
Z


1Z
0

kp�z (x; s) zQn (x) (Qn (x)� zI)�1 �
�
Qn (s)

�1 �Qn (x)
�1�Qn (s)un (s) dsdz


E

� K
mX
i=1

Z


jzj

0@ sup
x2[0;1]

1Z
0

��kp�z (x; s)�� jx� sj�i ds

1A 1

jz + !j�i kwkC(E)

� K
mX
i=1

Z


1

jzj
�i
2
+�i
kwkC(E)

� K kwkC(E) ;

en utilisant le théorème de la convergence dominée et le fait que

Qn (x) (Qn (x)� zI)�1
�
Qn (s)

�1 �Qn (x)
�1�

�! Q (x) (Q (x)� zI)�1
�
Q (s)�1 �Q (x)�1

�
; n �!1,

on obtient le résultat.
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2: On écrit pour tout v 2 C (E)

(I + P!;n)
�1 v � (I + P!)

�1 v

= (I + P!;n)
�1 �v � (I + P!;n) (I + P!)

�1 v
�

= (I + P!;n)
�1 [P!v � P!;nv] (I + P!)

�1 v �! 0; n �!1,

d�après le premier point.

Théorème 3.3 On suppose (H1) et (H2). Soient f 2 C (E) et d0 2 DA(0) tels que(
f (0)� A (0) d0 2 DA(0)

f (1) 2 DA(1)

:

Alors il existe !� > 0 tel que pour tout ! � !�; u donnée par

u (x) = (A (x)� !I)�1 (1 + P!)
�1 F (d0; f) (x) ;

est l�unique solution stricte du problème (3:7) :

Preuve :
Soit !� > 0 dé�ni dans la proposition 3.7. On pose pour ! � !�

u (x) = (A (x)� !I)�1 (1 + P!)
�1 F (d0; f) (x) ;

et soit
un (x) = (An (x)� !I)�1 (1 + P!;n)

�1 Fn (d0; f) (x) :

Alors un est solution du problème approché (3:11) d�après la proposition 3:8 et de plus un est
dans l�espace C2 (E), de plus d�après la proposition 3.9 et le deuxième point de la proposition
3.10 et puisque

(An (x)� !I)�1 �! (A (x)� !I)�1 , n �!1;

on aura
un �! u dans C (E) ; n �!1:

D�autre part

u00n (x) = f (x)� (An (x)� !)un (x)

= f (x)� (1 + P!;n)�1 Fn (d0; f) (x) ;

donc par passage à la limite on obtient que

u00n (x) �! f (x)� (1 + P!)�1 F (d0; f) (x)
= f (x)� (A (x)� !)u (x) ;

d�où
u00n (x) = f (x)� (A (x)� !)u (x) :



Chapitre 4

Exemple concret

On considère le problème concret suivant

(PC)

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y) +

@2u

@y2
(x; y)� !u (x; y) = f (x; y)

u (0; y) = d0; y 2 ]0; 1[
u (1; y) = d1; y 2 ]0; 1[
u(x; 0) = 0; x 2 ]0; 1[

a (x)u (x; 1) + b (x)
@u

@y
(x; 1) = 0;

où ! est un paramètre spectrale positif, f 2 C ([0; 1]� [0; 1]) ; d0, d1 données, a et b étant
deux fonctions réelles positives dans C1+� [0; 1] (0 < � < 1) véri�ant

inf
x2[0;1]

(a (x) + b (x)) > 0; x 2 [0; 1] :

On rappelle que
g 2 C1+� [0; 1]() g 2 C1 [0; 1] et g0 2 C� [0; 1] :

Soit E = C ([0; 1]) = C ([0; 1] ;C) : On dé�nit la famille (A (x))x2[0;1] par8><>:
DA(x) = fu 2 C2 [0; 1]�u (0) = 0; a (x)u (1) + b (x)u0 (1) = 0g

A (x)u (x; y) =
@2u

@y2
(x; y) :

Dans ce cas �
DA(x) = fu 2 C [0; 1]�u (0) = u (1) = 0; si b (x) = 0g 6= DA(x)

DA(x) = fu 2 C [0; 1]�u (0) = 0; si b (x) 6= 0g 6= DA(x):

En utilisant la notation vectorielle usuelle suivante
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(
u (x; y) = u (x; �) (y) = u (x) (y)

f (x; y) = f (x; �) (y) = f (x) (y)
;

alors le problème (PC) s�écrit sous la forme abstraite suivante8>><>>:
u00 (x) + A (x)u (x)� !u (x) = f (x)

u (0) = d0

u (1) = d1:

On a le théorème suivant

Théorème 4.1 (A (x))x2[0;1] est une famille d�opérateurs linéaires fermés véri�ant les deux
hypothèses (H1) et (H2) :

Preuve :

Il est clair que la famille (A (x))x2[0;1] est linéaire fermé.
� Véri�cation de l�hypothèse (H1) :
Si � 2 S�0 = f� 2 C� : jarg �j � �0g avec 0 < �0 < �; alors la solution du problème8>><>>:

u00(y)� �u(y) = g(y); y 2 [0; 1]
u (0) = 0

a (x)u (1) + b (x)u0 (1) = 0; x 2 [0; 1]

s�écrit sous la forme

u (y) =

1Z
0

kx� (y; s) g (s) ds;

où

kx� (y; s)

=

8>>>>>>><>>>>>>>:

h
a (x) sinh

p
� (1� y) + b (x)

p
� cosh

p
� (1� y)

i
sinh

p
�s

p
�
h
a (x) sinh

p
�+ b (x)

p
� cosh

p
�
i si s � xh

a (x) sinh
p
� (1� s) + b (x)

p
� cosh

p
� (1� s)

i
sinh

p
�y

p
�
h
a (x) sinh

p
�+ b (x)

p
� cosh

p
�
i si x � s

:

Donc pour tout f 2 C ([0; 1])

(A (x)� �I)�1 g

E
� kgkE sup

y2[0;1]

1Z
0

jkx� (y; s)j ds:
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En posant � = Re
p
�;  = Im

p
� on a � > 0 et

jkx� (y; s)j

�

8>>>>>>><>>>>>>>:

cosh�s���p���� cosh� (1� y)
a (x) +

���p���� b (x)���a (x) sinhp�+p�b (x) coshp���� si s � y

cosh�x���p���� cosh� (1� s)
a (x) +

���p���� b (x)���a (x) sinhp�+p�b (x) coshp���� si s � y

donc
1Z
0

jkx� (y; s)j ds � [sinh�y cosh� (1� y) + cosh�y sinh� (1� y)]

�
a (x) +

���p���� b (x)
�
���p���� ���a (x) sinhp�+p�b (x) coshp����

=
sinh�

�
���p����

a (x) +
���p���� b (x)���a (x) sinhp�+p�b (x) coshp���� :

D�autre part, un calcul direct montre que���a (x) sinhp�+p�b (x) coshp����
=

���exp�
2

[(a (x) + �b(x)) cos �  b (x) sin ]

+i
exp�

2
[(a (x) + �b(x)) sin �  b (x) cos ]

+
exp(��)

2
[(�b(x)� a (x)) cos +  b (x) sin ]

+i
exp(��)

2
[(a (x)� �b(x)) sin +  b (x) cos ]

����
�

���exp�
2

[(a (x) + �b(x)) cos �  b (x) sin ]

+ i
exp�

2
[(a (x) + �b(x)) sin �  b (x) cos ]

���
�
����exp(��)2

[(�b(x)� a (x)) cos +  b (x) sin ]

+ i
exp(��)

2
[(a (x)� �b(x)) sin +  b (x) cos ]

����
=

exp�

2

�
(a (x) + �b(x))2 �  2(b (x))2

� 1
2

�exp(��)
2

�
(a (x)� �b(x))2 �  2(b (x))2

� 1
2

� sinh�
�
a (x)2 + �2(b(x))2 + 2�a (x) b(x)

� 1
2 :
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Alors ���a (x) sinhp�+p�b (x) coshp���� � sinh [a (x) + �b(x)] ;

et par conséquent

1Z
0

jkx� (y; s)j ds � sinh�

�
���p����

a (x) +
���p���� b (x)

sinh� [a (x) + �b(x)]

� 1

�
���p���� = 1

Re
p
� j�j

1
2

� k
1

j�j :

� Véri�cation de l�hypothèse (H2) :
Pour la véri�cation de l�hypothèse (H2) on prend le cas particulier

a (x) = 1; b (x) = 1 + x1+� ; 0 < � < 1;

et on utilise le lemme suivant

Lemme 4.1 Soient z 2 C et g 2 C ([0; 1] ;C) : Alors pour tout x 2 [0; 1] ; � 2 S�0 ; il existe
une solution unique u 2 C2 ([0; 1] ;C) du problème8>><>>:

u00 (x)� �u (x) = g (x) ; x 2 [0; 1]
u (0) = 0

u (1) + b (x)u0 (1) = z;

(4.1)

de plus on a pour tout � 2 S�0

[1 + j�j] kuk1 +
h
1 + j�j

1
2

i
ku0k1 + ku00k1

� C
n
kgk1 +

h
1 + j�j

1
2

i
jzj
o
;

où C dépend que de �0:

(pour ce lemme voir [2], proposition 3.1)
Soient 0 � s < x � 1 et f 2 E.
On pose (

v = A (s)�1 f

u = (A (x)� z)�1 [A (s)� z] v:

Alors v et u sont les solutions respectives des problèmes8>><>>:
v00 = f dans [0; 1]

v (0) = 0

v (1) + b (s) v0 (1) = 0

8>><>>:
u00 � zu = v00 � zv dans [0; 1]

u (0) = 0

u (1) + b (x)u0 (1) = 0:
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De plus on peut écrire que

A (x) (A (x)� z)�1
�
A (x)�1 � A (s)�1

�
f

= A (x) (A (x)� z)�1
�
A (x)�1A (s)� I

�
A (s)�1 f

= A (x) (A (x)� z)�1A (x)�1A (s)A (s)�1 f � A (x) (A (x)� z)�1A (s)�1 f

= (A (x)� z)�1 (A (s)� z + z)A (s)�1 f � (A (x)� z + z) (A (x)� z)�1A (s)�1 f

= (A (x)� z)�1 (A(s)� z)A (s)�1 f + z (A (x)� z)�1A (s)�1 f

�
�
I + z (A (x)� z)�1

��1
A (s)�1 f

= (A (x)� z)�1 (A(s)� z)A (s)�1 f � A (s)�1 f

= u� v = w:

On véri�e que w est solution du problème8>><>>:
w00 � zw = 0 dans [0; 1]

w (0) = 0

w (1) + b (x)w0 (1) = [b (s)� b (x)] v0 (1) :

En appliquant le lemme 4.1; on déduit que

[1 + jzj] kwkC(E) � C
h
1 + jzj

1
2

i
jb (s)� b (x)j jv0 (1)j

� C
h
1 + jzj

1
2

i
(x� s)1+� kfkC(E) :

Donc

kwkC(E) � C
1 + jzj

1
2

1 + jzj (x� s)1+� kfkC(E)

� C
1 + jzj

1
2

jzj (x� s)1+� kfkC(E)

� C

"
1

jzj +
1

jzj
1
2

#
(x� s)1+� kfkC(E)

� C
(x� s)1+�

jzj kfkC(E) + C
(x� s)1+�

jzj
1
2

kfkC(E) ;

alors l�hypothèse (H2) est véri�ée avec (�1 = 1 + � et �1 = 1; �2 = 1 + � et �2 =
1
2
):

Ainsi tout les résultats précédents peuvent s�appliquer.
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