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Introduction

Le but de ce travail est ’étude de 1’équation différentielle abstraite du second ordre
avec conditions aux limites suivante

() +A@)u(x) —wu(x)=f(zr);w>0,zec]0,1]
(0
(1

ou E est un espace de Banach complexe, f € C ([0, 1]; E) et (A(x)),¢p,) st une
famille d’opérateurs linéaires fermés de domaines D 4(,) non nécessairement denses
dans E.

On suppose que la famille (A (2)),c () vérifie les deux hypotheses suivantes

(Hy):3A>0,3K >0:Vz e [0,1],Y2 >\, (A(x)—2I) " € L(E) et

(P){ u

do
d

~— ~—

|(A(z) — 21

(Hy): Im e N* K, a;,p, >0 (i =1,..m) : Ve € [0,1], V2 > A
[(A(z) = AT) (A(z) — D)7 [(A(z) = A7 = (A(s) = A) 7]

|z — s
< KY
i=1

avec a; + 2p; — 2 > 0.

Iz

On s’intéresse a ’étude de l'existence, 'unicité et la régularité maximale de la solution
stricte de ce probléme.

Ce travail a été fait dans la thése de Labbas [9] et a été traité dans un cadre de sommes
d’opérateurs de Daprato-Grisvard [5] avec dy = do =0 et f(0) = f (1) = 0.

Les outils nécessaires pour réaliser ce travail sont le calcul classique de Dunford et certains
espaces d’interpolation.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres :
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Le chapitre 1 est consacré aux rappels et définitions de quelques notions générales sur les
opérateurs linéaires fermés et les espaces d’interpolation réels du type D 4. (o, 00) caractérisés
par la résolvante. Il contient aussi quelques lemmes techniques avec leurs preuves trés utiles
pour la suite de ce travail.

Au chapitre 2 on fait ’étude du probléme dans un cas particulier ou A (x) ne dépend

pas de x sous I’hypothése (H) .

Dans le chapitre 3, on commence par 1’étude du probléme (P) sous les hypothéses (H;) et
(Hj). Pour trouver I'expression de la solution on fait un raisonnement

heuristique en supposant 'existence d’une solution stricte du probléme donné (i.e qui
vérifie u (-) € Day et u(-) € C2([0,1]; E)NC ([0,1]; D)) et on obtient sa représentation.
On cherche ensuite les conditions nécessaires de compatibilité entre dy et f pour avoir une
telle solution. On démontre a la fin que c’est la solution du probléme (P) par 1’étude du
probléme approché en utilisant les approximants de Yosida.

Les résultats essentiels de ce travail sont donnés par les deux théorémes suivants :

Théoréme 0.1 Soient dy € Dy, di € Daqy et f € C?([0,1]; E) . Alors sous les hypothéses
(Hy) et (Hs), u est une solution stricte du probléme (P) ssi

{ f(0) = A(0)dy € Dagoy
f(1)—A(1)di € Dagyy
Théoréme 0.2 Soient dy € Dawy, di € Dauy, [ fixé dans |0,minc; +2p; — 2] et f €
CP([0,1]; E) tels que
{ f(0) = A(0)dy € Dago) (5, +09)
(1) = A1) dy € Dag (5, +00)
Alors sous les hypothéses (Hy) et (Hy) le probléme (P) admet une unique solution u vérifiant :
1. u(-) € C2([0,1]; E)N C ([0,1]; D ag.)) -
2. A(u(-) € CP([0,1]; E).
3. u' () e CP(0,1];E).

Le premier théoréme donne des conditions de compatibilité sur les données pour avoir une
solution stricte et le deuxiéme c’est le résultat d’existence, d’unicité et de régularité maximale
de la solution.

Finalement au chapitre 4 on donne un exemple concret pour illustrer les résultats

des chapitres précédents.



Chapitre 1

Rappels et outils

Dans ce chapitre on rappelle quelques définitions et notions utiles par la suite.
Soit (£, |.||;) un espace de Banach complexe et [ un intervalle de R, on définit alors les
espaces suivants :

— C (I, F) noté C (E), I'ensemble des fonctions continues f: I — E.
~ CP(I,E), 0 < <1, I'ensemble des fonctions dites holdériennes tel que

C(1,E) = {fe cE): sp D=1l <oo}.

z,s€l, x#s ‘I’ — 8’6
Les espaces précédents munis des normes usuelles suivantes :

Il = sup 1f @)le

9

If )~ £ (s)]
Fllesgey = suplf @)+ sup WL =Sl
zel x,s€l, x#s |I — S|

sont des espaces de Banach.

1.1 Les opérateurs linéaires fermés

Définition 1.1 Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A). A est dit fermé, si pour toute
suite

(Tn)nen € D (4),
telle que x,, converge vers x et Az, converge vers y, on a
r € D(A) et Ax =y.
A est dit fermable s’il admet une extension fermée cad
IV (2),en € D(A) i 2, — 0 et Az, — y] = y =0.

La plus petite extension fermée de A est notée A et s’appelle fermeture de A.
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Définition 1.2 On note L (F) l'espace des applications linéaires continues sur ’espace E.

1. On définit I’ensemble résolvant de l’opérateur fermé A noté p (A) par :

p(A) = { A€ C: (A— M) est bijective et continue de D (A) dans E }

et (A—X)"'eL(E)

(A—XI)"" est alors appelée résolvante de A.
2. On définit le spectre de A par :

o(A)=C/p(A).

1.2 Intégrale de Dunford

Soit A un opérateur linéaire fermé et o (A) son spectre.
On note H (A), l'espace des fonctions & variable complexe holomorphes dans un ensemble
fermé contenant o (A). Alors I'intégrale de Dunford est définie par

F) =g [FRCI- a7 e

ou f € H(A) et v une courbe fermée entourant o (A).

1.3 Les espaces d’interpolation

Soient (Ep, ||-||o) et (E1, ||-||;) deux espaces de Banach complexes.
On munit les espaces de Banach FEy N E; et Ey + E; des normes suivantes :

12l gonze, = Il + 10l » st € Eo N En.

||90||E0+E1 = soiing (HSOOHEO + ||901HE1)7 sip€ Fg+ B,

i

Définition 1.3 Soit p € [1,+o0] et 0 € |0,1]. On note L2 (R, E) l’espace de Banach des
fonctions mesurables u : R, — E telles que :

+o00 , dt ‘
LP(Ry,E) — Jw ()% r <oo s pé€]l, +ool,
0

[l

el o () = sup ess [lu ()] 5 < o0
teRy

On définit ’espace d’interpolation entre Eqy et Ey noté (Ey, E1)97p par :
Vt>0,3uz(t) ek @:uo(t)+u1<t)7 Z:O,]_

¢ € (Eo, 1)y, <
t%ug € LP (R, Ep), t'%uy € LP (R, Ey),
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ou d’'une maniere équivalente

dt

Vit > 0, Ju (t) EEoﬂEl:cp:fOJroou(t)?.

¢ € (Eo, vy, <
t%u e LP (R, Ey), ' %uc L2 (R, E).

Exemple 1.1 Soient E un espace de Banach complexe, 0 € 10,1[, p € [1,+00]| et A un
opérateur linéaire fermé de domaine D (A) .

D (A) est un espace de Banach muni de la norme du graphe suivante :
Ve e D(A), [lz]pay = llzllg + Azl
Si on prend Ey = D (A) et By = E, on note
Dy (9>p) = (D (A) 7E)179,p'

De plus si Ry C p(A) et il existe une constante C' > 0 :

VA >0, [[(A=AI)"

C
<_7
A

e

alors l’espace D4 (0,p) est donné par
Di(0,p)={uec E:t"A(A—t]) " ue I* (Ry,E)},
(voir [5]).

Dans ce cas, grace a la propriété de réitération de Lions-Peetre [12], on a pour tout m € N*

Dym (6,p) = Da(mb,p).
Remarque 1.1 Les espaces D (0, p) vérifient la propriété
Da(0',q) C Da(0,p), 0" €]0,1]

si0) >0 etpqgel[l,+oo] ould =0 etq<np.

1.4 La solution stricte

On considére le probléme suivant
u () + A@)u(z) = f(x), x €la,b[, b>a
(Pa)q u(a) = uq
u (b) = uy,
o E est un espace de Banach complexe, f € C ([a,b]; E), (A (:c))xe[a’b} est une

famille d’opérateurs linéaires fermés de domaines D 4(,) non nécessairement denses
dans E et u, et uy sont des données dans FE.
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1.4.1 Cas constant A(zx) = A

Définition 1.4 u est dite solution stricte du probléme (Pg) si u vérifie (Pg) et

u € C*([a,b]; )N C ([a,b]; Dy) .

1.4.2 Cas variable

Définition 1.5 u est dite solution stricte du probléme (Pg) si u vérifie (Pg) et

u(-) € Dagy, u€ C*([a,b]; E), et u(-) € C ([a,b]; Dagy) -

1.5 Inégalité de Holder

Soient p, q € [1,+00] tels que

et feLP ge L1 Alors
fge Ll

et

gl < AN e gl o -

1.6 Lemmes techniques

Dans cette section on va énoncer quelques lemmes techniques tres utiles pour
la suite de ce travail.
Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A). On note Ily, le secteur définie par

Mg, ={z2€C":|z| >rget g <argz <27 — by},

T
ou ro positif petit et 0y € }0, 5 [ On note aussi v le bord de ce secteur.

Remarque 1.2 Pour z € v, on a :

Re (\/—Z) = |z|%cos (7—290> = |z|%sin (%> .

2

v —2 est la détermination principale de la racine carrée définie pour z € C — R telle que

Re+v/—2z > 0.

Lemme 1.1 ] existe une constante k (6y) > 0 telle que pour tout z € Ilp,, on a :

)1 N

>k (6o) -
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Preuve

Soit z € . Alors on a

’1 eV > ] RevE
> 1 —lz|2 cos(g—%o)
> k(bo).

Lemme 1.2 Pour tout z € vy et x € [0,1],

sinh v/—zx
sinh /—z

Preuve : Soit z € yet z €[0,1]. on a

< Ke—(l—x)|z\% Cos(wéeo)

sinh v/ —zx eV _ omVz
sinh v/—2 evV—72 — e=V-z
- ‘ = 1 — 872\/31
e
- eV=2(1 — e 2V=%)
1
< Ke~ Re+/—z(1—x)
- }1 — 6*2\/*7|
1 T—0 1
< Ke—(l—ac)|z\2 COS(TO>
k (0o)

< Ke—(l—x)|z\% cos(w_;o),
d’aprés lemme [I.1]

Lemme 1.3 S¢ on pose pour tout z € Ily,

sinhy/—z (1 — ) sinh y/—zs
$

B v/ —zsinh+v/—z
ijz(x7S) - Sinh,/—z<1—3)sinh —Z2T

v/ —zsinhv/—z

alors, 1l existe une constante K > 0 telle que :

1 0<s<zx

st rx<s<1

1

K

/ {k:\/jz(a:,s)‘ ds < —

0 |2|
Preuve

Soit z € 1ly,, alors :
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! sinh /=2 (1 — z) smh\/_s
/|k:\/7(:v,s)‘ds = / asnhy

0 0

'sinh /=2 (1 — s) sinh /=25

+/x \/—zsinhv/—z
/I coshRe v/—z (1 — x) cosh Re \/—_zsds

0 |\/—_zsinh\/—_z‘
+/1 coshRe/—z (1 — s) cosh Re —zs

" ‘\/—_zsinh\/—_|

cosh Re y/—z (1 | / cosh Re v/—zsds

Ek eRevV=7 |1 _e—zﬁ

h /_ 1
coshRe y/=za / coshRev—z (1 —s)ds

|Z|§ eRe(ﬁ) 1— 672(\/3)

ds

IN

IA

keRe\/jz(lfz)eRe —zx <1 — ¢ 2Re 7,2:1:)

|2]2 eRevV=2k, Re/—z
LeRev—zz Rev/—2(1-2) (1 _ —2Re \/—7(1—3@))
122 eReV=2k (6y) Re v/—2
k k k
2l 12l T el

IN

<

Lemme 1.4 ] existe une constante k > 0, telle que pour tout z € vy et f € C (E), on a

/1 ky= (z,8) (z— A) " f(s)ds|| < e M e
0

Preuve :
Soient z € y et f € C(E). Alors :

/0 k= (v,s) (z—A)flf(s) ds

E

IN

1
[ s ol asll e = A7 g 1l
e

|2I°

et ceci en utilisant le lemme [1.3| et I'hypothese (H) .

?

Lemme 1.5 I existe une constante k > 0 telle que pour chaque z € v et a € ]0,1[, on a :

1
. k
/’kj\/jz(az,s)ﬂx—s\ ds < ——=.
0 I
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Preuve :

Soient z € vy et € ]0,1[. Alors :

/01 |k = (z,s)| |[v — s|"ds
* coshRe/—z (1 — z) coshRe v/—zs
/0 |\/=2sinh y/=Z|
+/1 coshRe/—z (1 — s) coshRe v/—zz
» |\/=2sinh y/=2|

|z — s|" ds

|s — z|" ds

< cosh Re ,_2(1_@/ coshRev/—zs |z — s|" ds
‘\/—zsmh\/—z} 0
coshRey/—zz [*
+— — hRev—z(1— —xz|%d
=z sinhv—3] J, coshRev—z(1—s)|s —x|"ds
hRe/—2z (1 — @ -
< cosh Re - k) (/ coshRe\/—_zsds)
‘\/—zsmh\/—z} 0
X </ (coshRev—z) (z — s) ds)
0
coshRe/—zz ! e
Ry — — hRev—z(1—s)d
V=2 sinh V=] (/x coshRev—z (1 —s) s)
1 @
« </ (coshRev/—= (1 — 8)) ( — s) ds)
< coshRev/—z (1 — ) (coshRe\/—zaz—l)a

!v —2zsinh v —Z} (Re \/—z)a+1 (sinh Re \/—zzzc)a+1
cosh Re /—zx (coshRe /=2 (1 — ) —1)"

" | /=2 sinh v/—Z| (Re \/—_Z)OHrl (sinhRe /=2 (1 — x))OHrl

grace a l'inégalité de Holder. On obtient donc

/0 k= (2, 8)| |z — s|"ds
coshRe v/—z (1 — ) (sinhRe —zx)l_a

| /=2 sinh /=2 Re+y/—z
y <CoshRe\/—_z:r— 1>a

(Rev =)

N coshRe/—zx (sinhRe\/—_z(l—x))la

|\/=zsinh /=2 Re+v/—z
y <coshRe\/—_z(1 —x) — 1>a

(o)

IN
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< coshRe/—z (1 — )
N |\/—z sinh \/—z‘ (Re \/—z)mrl sinh Re \/—zx
coshRe+/—zx

i |v/=zsinh =2 (Re /=2)""" sinh Re v/=2 (1 — )

car pour z > 0,

coshx —1
—FF <1,
sinhxz —

finalement on aura

1 " og < KeReJTZ(l—z)
xI,S xr— S S
/0 ‘ V=2 (@ )H | - |Z|%€Re\/jzk(90)‘z|aT+167Re —
KeRe —zx
+— s
|Z|2 eRev—z (90) |Z| 2 e~ Rev—z(1-z)
K

Lemme 1.6 ] existe une constante K > 0 telle que pour chaque z € v et r > 0, on a
lz+r| > Kret|z+r] > K|z|.

Preuve :

Pour z € y et r > 0, on a d’apres :

|z+r| > AB =rsinfy > K,

et
|z+7r| >CD = |z|sinfy > K |z],

(voir Figure 1)

Figure 1

Lemme 1.7 Soit v € ]0,1[. Alors il existe K > 0 ne dépendant que de =y telle que pour

chaque r > 0, on a :
1 K
— |dz] < —.
.z £ 7] rY
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Preuve

Pour v € ]0,1[ et 7 > 0, on a

1 1 1
T dz| = —v\d2’|+/ T w ldzl,
/7 |z £ r||2] - |z &7 |z] ™~ |z 7] |z|

ou
Y =7 U\,
v, ={z€v:|z] <1}
N ={z€7: |zl >}
alors
1 1 1 "|d
J e I B =
5, |2 £ 7] ]2] e |z £ ||z Kr Jy |7
1 ¢ onwyr 1 . K
< _ = — R —
- Kr [|Z| }0 Krr rv’
et

[ ol = [ el
—|dz| = ——|dz
o T SETIE

P! /+°° 1 s 1121 K
_ zZl = — - e
- K/, |z[1+” K| —v rv’

r

d’ou le résultat.
Pour plus de détails sur les lemmes précédents voir [4].



Chapitre 2

Equation du second ordre avec A
constant

2.1 Position du probléme et hypothéses
On considére le probléme abstrait suivant :

W () + Au(x) = f (2) 5 @ €]0,1]

u(0) = dy (2.1)
u(l)=d

ou A est un opérateur linéaire fermé de domaine D 4 non nécessairement dense dans ’espace

de Banach F, dy,d; € Eet f € C([0,1]; E).
On suppose que A vérifie ’hypothése suivante :
(Ho) oo € R, AM > 0: p(A) D [—c2, +oo] et

M
1+ A

[(A=AD) g < VA € [~} +ool.

Remarque 2.1 Dans le cas des conditions homogénes (i.e) dy = di; = 0, le probléme (2.1])
est un cas particulier de la théorie des sommes d’opérateurs développée par DaPrato-Grisvard

[5].

On se propose dans ce chapitre d’étudier I'existence, I'unicité et la régularité maximale pour

la solution stricte de (2.1]) lorsque le second membre f est assez régulier et dy et dy vérifient

certaines conditions de compatibilité.

Remarque 2.2 L’hypothése (Hy) , qui permet de définir l'opérateur (—A)I/ > wimplique pas
L, . L . . . 1,72 5, .

que A est générateur infinitésimal de semi- groupe analytique mais que — (—A) Uest (voir

[3)).
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Lemme 2.1 Si l'opérateur A vérifie l’hypothése (Hy) , alors :

p(A) D Sy, ={NeC*/arg \| < b} U B(0,79),

ot By € ]0,%[, ro > 0 petit (voir Figure 2).

N

(A

Figure 2

Preuve :
Puisque 0 € p(A) et p(A) est un ensemble ouvert, on a
drg >0:B(0,r9) Cp(A).

Soit > 0. On cherche les réels y tels que (A — (x +iy)I)~" existe.
En écrivant que

(A= (z+iy)l)=(A—al) [ —iy(A- a:[)fl} ,
et en utilisant le fait que (A — 21) ™" existe, il suffit de trouver donc les y vérifiant
|y (A—al)7H|| < 1.
Par I’hypothése (Hy) on a

Y|

Fe> 0 fly(A—al) | <k <1

1
Si on pose A = x + iy et #y = arg A, alors on obtient que tanf, < z et 6y < g, d’ou le

résultat.

2.2 Construction de la solution stricte

Pour la résolution du probléme , on consideére le probléme auxiliaire suivant :
o (@) + 20 (2) = f (2)

(0) = dy (2.2)

(1) =d

(Y
v
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ouze C—R;,.
La solution de I’équation homogene est donnée par
v () = CreV™" 4 CheV ™,
la racine carrée de —z est la détermination analytique définie par Re/—z > 0.
Par la méthode de la variation de la constante on obtient :
v (z) = Cy(x)eV™ + Cy(z)eV ™,

avec

Cl (SL’ \/jzsf ds + k’l

2\/—_2

02 (.CL' 6\/75 dS + k‘g

w—

\

ou ki et ko sont des constantes, donc

sinh V=2 (z — s) f (s) ds + kre¥V ™" + kye V3"

\/_

Les conditions aux limites donnent

k1—|—]€2:d0
1

1
/Sinh —2(1—5) f(s)ds + kreV= + kge V7 = d;
v Sk
0

donc
(
i —e V7 /smh\/—z 1_S)f(s)d
L= 2 sinh \/—z 281nh \/ — \/ 2sinh v/—z
eV 1 Slnh vV—z(1-25)
k2 - ; d() - ; f (S) d
2sinh/—2 2 sinh \/—z \/ 2sinh/—2
\

par conséquent la solution du probléme ((2.2)) s’écrit :

1

_ sinhy/—z (1 — 1) sinh \/_SC
v(z) = o do + ———F—— smh\/_ /k\/fz (x,s) f(s)ds,

0
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ot le noyau k,/—; (7, s) est donné par
sinhy/—2z (1 — z) sinh /—zs
v —zsinhy/—z

sinh /—z (1 — s) sinh /—zz
v —zsinhy/—z

La solution du probléme abstrait (2.1]) est alors donnée par :

si 0<s<zx

ky=(z,5) =
si r<s<1

u(r) = i v(x) (A—2I)""dz
_ L fsinhy—2(1-2) (A — 2I) " dodz (2.3)

29 sinh /—z

v

L b sinh sinh /—zx
2271' smh N =z

QZW//k\/jZ ,8) (A—zI)7" f (s)dsdz.

ou 7y est le bord du secteur Sy, .

(A— 20" dydz

Remarque 2.3 La deuxiéme intégrale se déduit de la premiére en remplacant x par 1 — x,
on peut donc supposer que dy = 0 dans la suite de ce travail..

Toutes les intégrales de (2.3]) sont absolument convergentes pour chaque x € ]0, 1] grace aux

lemmes et [L3

Pour le terme qui contient dy, on pose

sinh /— (
2% sinh v/—

Y

S (x,A)dy = 7) (A— 2I)" " dydz,

et on a le lemme suivant :
Lemme 2.2
1. Il existe une constante £ > 0 ne dépendant que ~ tel que pour tout dy € E et x > 0,
15 (z, A)llp < k(0) || doll -

2. 5(-,A)dy € C ([0

,1]; E) si et seulement si dy € D 4.
3. S(,A)dy € C?([0,1]; E) si et seulement si dy € D (0, +0c0).
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Preuve :

Pour la preuve on utilise I’écriture de S (z, A) dy pour x > 0 sous la forme

1 [sinhv/—z(1 -
Sl Aydy = — [SV=EA=2) g,

A% sinh /—2

v

_ L [sinhyvoz(-w) (A — 21) " dodz (2.4)

2 sinh+/—2z
T+
n 1 [sinhy/—2z (1 —2x)
24 sinh v/—2z

Y-

1 1
7+={z€7;|2|25}, 7_={267;|ZISE},

et les résultats de Sinestrari [13].

(A —2I) " dodz

ou

2.3 Conditions nécessaires

On rappelle que u € C ([0, 1] ; E) est une solution stricte du probléme si:
u€ C*(E)NC (Dy)
et vérifie ’équation (2.1)) .
Lemme 2.3 Si u est une solution stricte du probléme , alors :
fed(0,1;E),
f(0) = Ado, f(1) € Da.

Preuve :

Il suffit d’écrire que

20) —2u(z) +u(0)  —

" o . T U (
u” (0) = f(0) — Ady = xEnm p € Dy.
De méme pour u” (1) .
On va étudier maintenant la régularité de la solution u donnée par
1 inhy/—2z (1 —
w(p) = = [SV=EAZD) Ly (2.5)

24 sinh+/—2z

¥
1

2T

[ frmtenia—srt o
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2.4 Reégularité de la solution

Proposition 2.1 On suppose que f € C* ([0,1]; E), 0 <20 <1 et dy € D4. Alors

1. u € Dy.
2. Au(-) € C([0,1]; E) ssi f(0) — Ady et f (1) € Dy.
3. Au () € C* ([0,1]; E) ssi f(0) — Adg et f(1) € Do (0, +00) .

On montre maintenant que ([2.5)) est une solution stricte du probleme ([2.1]) .

Proposition 2.2 On suppose que f € C% ([0,1];E), dy € Da, f(0) — Ady et f(1) € Dy.
Alors u donnée par la formule (2.5) est une solution stricte du probléeme (2.1)) .

Preuve :

Puisque k ,— (0,s) = 0, on a pour le premier terme

1 [sinhy/—2z (1 —x)
20 sinh /—z

v

1 [sinhv/—2z(1—2z) (A —2I)"" Ady
= — : dz.
um sinh \/—2 z

Y

(A—2I)" " dodz

car dy € Dy, ce qui implique que u (0) = dg et u (1) = 0.

La contnuité de Au (-) se déduit du lemme [2.2] et donc aussi celle de u” (-) .

Pour montrer que u” (-) + Au(-) = f (-), on utilise le calcul de Dunford et on fait I’étude de
la fonction

1 sinh /=2 (1 — z)

_ —1
ue (¥) = 5 snh = AT A dedz
1 .
_%//k:\/jz(m,s)(/l—z[) lf(s)dsdz
v O
1
1 _
_%//k\/_j(m,s)(/l—z[) Y £ (s) dsdz.

vy z+e

ou € > ( petit.
On calculera ensuite u. (x) et u? (z) et on passera a la limite en utilisant la régularité
de f.



Chapitre 3

Equation du Second ordre avec
opérateur variable

3.1 Probléme et Hypothéses

Soient E' un espace de Banach complexe et {4 (z)},(o, une famille d’opérateurs
linéaires fermés de domaines D 4(,,) non nécessairement denses dans F.
On considére alors le probléme suivant

u'(z) + A(x)u(z) —wu(x) = f(z) ;w>0,2€][0,]1]
u (0) = dy (3.1)

ou f € C([0,1],F); dy,d; des données dans E et w un parameétre spectral positif.
On suppose que la famille des opérateurs { A (x)}xe[m] vérifie les deux hypotheéses suivantes :

(H):3IXN>0,3k>0:Yz e [0,1],V2> X, (A(z) —2I) " € L(E) et

K
KN

”(A (z) = ZI)ilHL(E) =

(Hy) :3m e N*, K, a;,p, >0 (i =1,..m) : Vo € [0,1], Vz > A

(A (@) = A1) (A (@) = 21) 7" [(A (@) =AD" = (A(s) = AD T |l

avec a; + 2p;, —2 > 0.

Les deux hypothéses précédentes restent valables dans un petit secteur du plan complexe
Spo C p(A(z) —wl) de la forme

S, ={A e C*/|argA| <0y} UB(0,rg)
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ou by € }0, g [ et 7o > 0 petit (voir lemme [2.1)).
Le probleéme (3.1]) a été traité dans un cadre de sommes d’opérateurs par Daprato-Grisvard
[5] avec dg =0 et f(0) = f(1) =0.

Les hypothéses (H;) et (Hz) ont été utilisées dans Labbas-Terreni [10] avec dy = 0 et f (0) =
F(1)=o.

On se base sur ces deux études et sur les techniques utilisées pour ’équation parabolique
du premier ordre dans [?] pour étudier I'existence, I'unicité et la régularité maximale de la

solution stricte du probléme (3.1)) lorsque f est assez régulier et dy, f(0) et f (1) vérifient
certaines conditions de compatibilité.

On utilisera essentiellement le calcul classique de Dunford et les espaces d’interpolation et
leurs caractérisation par la résolvante faite par Grisvard [6].

3.2 Construction de la solution stricte

On pose Q () = (A (z) —wl) pour w > X et on suppose que dy € D 4(g), d1 = 0 et I'existence
d’une solution stricte u du probléme (3.1)), i.e

u(-) € Dagy,ue C*([0,1];E), u(-) € C([0,1];Dag)) -
On considére alors le probléme auxiliaire

V' (x)+z2v(x) = f(z), € C—RT
(0) =do : (3.2)
(1)=0

la solution de ce probléme s’écrit sous la forme

(%
(%

o(@) = sinh \/—2z (1 —a:)do_/kﬁ (2, 5) f (5) ds (3.3)

sinh v/—z
= Lz (dﬂvf) (33’) )

ot le noyau k —; (z, s) est donné par

sinhy/—z (1 — ) sinh y/—zs
- 0<s<=z
v —zsinh+/—z
sinhy/—z (1 — s) sinh /—zz
v —zsinhy/—z

Ici la racine carrée de —z est la détermination analytique définie par Re/—z > 0.
Pour passer au cas abstrait on écrit que

L. (do, f) (x) = L. (do,u” () +Q () u(")) (x),

ky=(z,s) =

r<s<]1]
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donc on aura

o) = YLD ) (09 + Q) u(s) ds

~ sinhy/—2(1—x)
N sinh+/—2z

=]

dg — /k:ﬁ (z,s)u (s)ds
0

—/k\@ (x,8)Q(s)u(s)ds,

ou

/l{:\/jz (z,s)u (s)ds = _sinhsﬁ\/(_l_z— x)do+2/k\/?z (@, s)u(s)ds +u(z),

0

et ceci en faisant une double intégration par parties.
En remplagant cette valeur dans I’expression de v(x) on obtient 1’équation suivante

u () —I—z/kﬁ(:c,s)u(s)ds— /kﬁ(x,s)Q(s)u(s)ds
0 9 (3.4)
_ sinh /=2 (1 — x)do B /kﬁ (2, 5) f () ds.

sinh v/—2

En appliquent (Q (z) — 2I)~" aux deux membres de (3.4)), en utilisant le calcul classique de
Dunford et I’identité algébrique suivante

[Q () (Q(z) —2I) " —(Q(z) — 2I) ' Q(s)] u(s)
= [Q@)( Q@) —2D)T'Q()Q () —Q(2) Q) (Q(x) — 21T Q(s)] u(s)
= Q@) Q@) -2 [Q()Q () —Q(2) ' Q(s)] uls)
= Q@) Q@) 2D Q)™ -Q@) ] Q(s)u(s),

on en déduit I’équation intégrale suivante :
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i u(@) (Q(x) — 21) " d
2Z7T//k\/_7 7, 5) —20) @ (7' -Q (33)_1} Q (s)u(s)dsdz

b smh vV—z(1—-1)
B 2m sinh \/—z

21%//15\/7 z,8)(Q (z) — 2I) 7" f(s) dsdz.

En utilisant le fait que pour tout x € [0, 1], u (z) € D) on a

(Q(z) — 20) ' Q () u(z) —u(x)

(Q () — 2I) " dydz

Q) —=I) " u(x) =

donc

1@ —ante = L [QE= Q@) —ut),

on obtient alors

2z7r//k\/jz z,$) —2) 1 [Q (5)_1 -Q (5’3)_1} Q (s)u(s)dsdz

sinh/—z (1 —x 1
B % smh\/(—_z ) Q@) =2) " dodz (3:5)

22%//kﬁ 7,5) —2)7" f(s)dsdz,

qui peut s’écrire sous la forme

U([E)—f-]lzlg—f—jg

Les intégrales écrites dans (3.5 sont absolument convergentes. En effet grace a
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hypothese (Hs) , on a

Il = ||5 / / b .9 Q@) Q@) — 27 [Q(5)7 - Q)] Q(s) u(s) dsdz

A

< / sup / 9] Yo s 4190 Ol

€[0,1]

ensuite en utilisant les lemmes [I.5] et [L.6] on obtient

1
N |
[illp < K/ZW SUP/‘kﬁ(33a5)||x_3
=1

“ds | 1dz| 1@ () w ()l eqo,,m)

z€[0,1]
2
< Z / v 12010l
z
]
< KZ / e 120 Olegons
|dz\

< B 1Q () u (Meqoe < KIQ ) u ) llooae -
.

puisque «; + 2p; — 2 > 0.

Pour I, on utilise ’hypothése (H;) et les lemmes et pour avoir

1 inhy—2(1—=x 1
L]l = %/S Szr/lh_\/(—_z )(Q($>—Z) dodz

v E

sinh v/— 1 —x)

= / smh«/_ 1@ @) = 2D) 7| gy 2 ol
;
6Re\/fiz(lfgc) |d2|
< d
< /eRep“_e_W‘ L,
Y
G_Re —2T
< ———|dz| ||d
Y
K

— ||do]| & -
ol
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Pour I3, le lemme [1.4] donne

1
1 _
Il = |5z [ [rm o) @) =27 f (s
v 0 E
1
< [ [1rv= o) 1ast 8211 @)~ 2) ey 1 oo
// o
d
K
<

F I leqo,.E) -

En appliquant formellement et pour tout = € ]0,1[ 'opérateur @ (x) aux deux membres de

(3.5)), on obtient

22#//k\ﬁ z,5) 2Q (2) (@ (z) — Z[) [Q (3)_1 - Q(w)_l} Q (s)u(s)dsdz

B smh\/—_(l — 1) -1
= % e Q () (Q(x) — zI)" dodz
2m//kﬁ x,8) Q(z) — z0) " f(s) dsdz,
qui s’écrit sous la forme
w+ P,w = F (dy, f) (3.6)
w()=Q()u(),
QW//m;xsz@ (@)~ 2D Q)™ — Q@) w(s) dd.

et

sinh /=2 (1 — z)

ﬂ sinh /—2 Q(2) (Q(x) — 21) ™" dodz

F(do, f) () =

2m//kﬁ z,5) Q(z) — 2I)7" f (s) dsdz.
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Tout revient donc & inverser ’équation (3.6). On prend la norme de maximum pour P, et on

utilise hypothese (Hs) et le lemme [I.5, pour obtenir que

1P @l < K/vrwp/mﬁszE: S el ol
=1

€[0,1]

s Z/ "

e Hw”C(E)

|d2|
f;sz" . — oo
i—1 7 |2 ‘
.,
“ K
< _—
= ;1 T ||w||C(E)a

d’aprés le lemme [1.7] Finalement si on pose
o= ,_rlnin o +2p; — 2,

on aura

K
P, < —
1Pow (@)p < — llwllog,

On en déduit la proposition :
Proposition 3.1 On suppose que F (dy, f) € C ([0,1]; E) et que les hypothéses

(Hy) et (Hz) sont vérifices alors Jw* > 0 tel que :

N | =

Vw > w*, HPwHL(C(E)) <

d’ou l'inversibilité de 'opérateur (I + p,) .

3.3 Conditions nécessaires

On va chercher les conditions nécessaires sur f et dy pour avoir une solution stricte du

probléme

u'(2) +Q(x)u () = f(x) sz €0,1]

(3.7)

Proposition 3.2 Soient dy € Do) = Day et f € C([0,1]; E). Alors sous les hypothéses

(Hy) et (Hs), u est une solution stricte du probléeme (3.7)) ssi

{ﬂm—@@%eﬁm;
(1) € Dag) '
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Preuve :
Il est immédiat que dy € Da() et f € C([0,1]; E). D’autre part on a :

i (22) —2u(v) +do

r—01 72

et

LEn=BEEh LW - 5 - 500 - 5

12

= a1+a2+a3+b1+bg.

b, = {i(Q(x)_i)—l [do—u(ﬂf)]ero—u(:p)}

= Q@) — ) QO o~ Q@) u(x))

0@ QM) — ) QW Q) '} Q) dy

by = {i(Q($)_i)—l {U(Qw)—u(a:)]+u(2x)—u(m)}

= Q) - ) Q) u () ~ Q) u ()}
+5Q @) Q) -~ ) Q) - Q@) ] @ r) u(2)
= ag + ay.
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Alors pour x — 07, a;(1 # 3) — 0, et ceci grace a 'hypotheése (Hs). En effet on a par
exemple pour a;

SO Q@) ) Q20— Q@)

L(E)

Donc par passage a la limite on en déduit que

f(0) = A(0)do € Dg) = Da)-
On fait de méme pour la condition sur f (1) au voisinage de x = 1.

Maintenant pour inverser 'opérateur (I 4+ P,) dans 'espace L (C'([0,1], E)), on doit étu-
dier la contnuité du second membre F'(dg, f) et on donne aussi le résultat de sa régularité
maximale.

3.4 Régularité du second membre F'(d, f)

Proposition 3.3 Soit 8 fizé dans |0,0] ot 0 = ._rlnin a; + 2p; — 2. Soient aussi dy € D ()
et f € CP([0,1]; E). Alors sous les hypothéses (Hy) et (Hs), on a
1. F(do, ) € C([0,1]; F) ssi [ (0) — A(0)do € D) et f (1) € Dy,

2. F(do, f) € CP([0,1]; E) ssi f (0)—A(0)do € Daoy (5,+00) et f (1) € Daqy (£, +00) .

Preuve :

On Rappelle que

Flnd)@) = o [P0 D00 @) -0 duts

¥
1

20

[ [t a@ @) -0 5 o) dsd

Pour le premier terme on écrit que
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sinh/—z (1 —z) -1
5 | @) Q@) — =) dodz
1 [sinhy/—z(1—ux) 1 1 1
= 5 T @ @@ — =T Q@) Qo)
xQ(0)(Q(0) = 21)™ Q(0) dydz
sinh /=2 (1 — z) 1 1 1
") e C@EE - R@T -QO)7]Q(0)dodz
sinh V=2 (1 —2) Q(0) (Q (0) — =)
o sinh /-2 2 Q (0) dodz
= L+ 1+ I3,
et ceci en utilisant I'identité algebrique suivante
Q(2)(Q ) =2 = Q0)(Q(0) — 2I)
= Qr—2z+2)(Q(x)—=2I)" 1—Q(O—Z+2)(Q(0)—21)*1
= I+Z(Q()—Zf)1—1—2( (0) —=0)~"
= [(@ () = 21) " = (Q(0) — =I) ]
= 2Q@) Q) =z Q) = (Q(2) =) Q(2) " (Q(0) = 21)]
= z@ () (Q(x) =27 [Q(2) " = Q(0) ] Q0)(Q(0) —=I) ",
et le fait que dy € D 4(p) donc
@Q(0) ~ 21 dy = @I ZE)_ LD = do
Pour la deuxiéme intégrale dans 'expression de F'(dp, f), On écrit que
QZW//I{:F x,s) —20)7" f(s)dsdz (3.8)
= Qm//k:ﬁxs x)— 27 [f (s) — f ()] dsdz

2m//kf 2,8) (Q (x) — 2I)7" f (x) dsdz.
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De plus

avec

Donc

B /sinh v/—2 (1 — z)sinh V=28 N /sinh v—2 (1 —s)sinh/—zz

1
20

J/};k¢:z($’8>“9<x>—-zI>‘1f<x)dsdz

_ b (Q(z) — 2I)~" f () /kﬁ (x,s)dsdz,

20
¥ 0

1

/ ks (2, 5) ds

0
T 1

ds

v/ —zsinh+/—z v/ —zsinhv/—z

xT

x 1
sinh\/—z(l—x)/ ) sinh /—zxz )
h+/—zsd h+/—zxd
\/—_zsinh \/—_z sin zs8as + \/—_zsinh \/—_z sin 2xds

0
sinh /= 2(1 — ) [cosh/—zs]" sinhy/—zx  [coshy/—z (1 — s) !
HMH[FJJHMHl¢3}x
sinh/—z(1 — ) sinhy/—zz sinhy/—2(1 — z)coshy/—zx
zsinh/—2 * zsinhy/—2 B zsinhy/—2
sinh \/—zz cosh /=2 (1 — )
zsinh /—2 '

1
5z | Q@) =20 1 @) [k (o) dsd:
Y 0
1 sinhy/—2(1 —z) sinhy/—zz
2im [ zsinh y/—2 +zsinh\/—_z
v

1 sinh /—2z(1 — ) cosh /—zx + sinh \/—zz cosh /—2 (1 — z)
ik zsinh /—z

] Q@) — =) f (a)dz

C(Q () — 21) f (x)dz
1 [sinhy/—2z(1—2) B
2 zsinhy/—2 (Q(2) —=20) " [ (x)dz

~

1 sinh v/—zx

to sinh /2 (Q(x) —2I)7" f(x)dz
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sinh /—z B
227T/zsmh\/—_z( Q(z) = 2I) " f(x)dz
1 [sinhy/—z(1—2x) B
C 2r zsinh v/—2 (Q(z) —=2I)" f(2)dz
sinh \/—zx B
+27//T zsmh\/_(Q( x) —zl) " f(x)dz
-Q (= ) L)

En appliquant @ () aux deux membres de ([3.8)) on obtient

QW//kﬁ z,) (v) — 20) 7" f(s) dsdz

a 2m//k\/7‘” (z) —2D) " [f (s) — f (v)] dsdz

n sinh /—z(1 — x)
22'7T zsinh/—2

Y

b sinh \/—zx
21w ) zsinhy/—2

5

Q) (Q(2) = 21)" f (w)d=

Q) (Q(x) —=I)"" f () dz — f (w).

Donc on obtient

F (do, f) (v)
sinh/—z (1 —z)

1 -1 -1 -1
- QW @E ) Q) —Q(0)™]

xQ (0) (Q (0) — 2I) " Q (0) dod=

1 [sinhy/—2z(1—x) B B »
_% sinh /—2z Q(2)(Q(x) — 2" [Q(z)” —Q(0)] Q(0) dodz
QW//kﬁxS () —2I)" l[f(s)_f(l')]dsdz
sinh v/—2(1 — x)

_% zsinhy/—2z

Y
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sinh \/—z(l — )
U sinh v/—

><Q( ) (Q(0) = 21)" Q(0) dodz
sinh v—2(1 — z) Q (0) (Q (0) — )"
227? sinh v/—2z 2

¥

1 /sinh\/—za:

2t ) zsinh+/—z
¥

7
— Z I,
=1

Pour I; et I, on intégre sur 7, et 7y_ et on utilise ’hypothese (Hy) .
Soient 0 < 7 < 2 < 1. Alors on a

Q) (Q ) =) [Qx) ' = Q(0) '] f(0)d>

[f (0) = Q(0) do] d=

Q@) (Q(x) —2I)" f(x)dz — f (x)

F(do, f) (x) = F(do, f) (1) = Av + By + Az + [ (2) = (7)),

1 [sinhy/—z(1—2x) .
AL = 5— G Q@ Q@) == dd
sinh/—z (1 —7) .
~%n Snh v Q(T)(Q (1) — 2I)" dodz
e SinhSi\I/I?\/(i_z— r) Q(r) (Q (:) —z2I)” f(2)da
o sinhszﬁ?\/(_l_z— 7)Q (1) (Q (:) —zI)” F () de.
B sinh =22 Q (z) (Q (x) — 2I) ™"
Ay = 5 Sinh vz . f(x)dz
by I ZQOQN o),
et
22#//k‘/_7 %) () —zI)" ' [f (s) = f(x)]dsdz

2m// v= (7 Q () =27 [f (s) = f (7)) dsdz.
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On explicite chaque terme A; dans le but d’utiliser ’hypothése (Hs), alors on a

1 [sinhy/—z(1—x) 1 .
A= o [ R@@E) =2 = Q) Q) — D) dod

1 [ [sinhy/=z (1 —2) —sinhy/~=z (1 - 7) - oI dods

i | D Jem @) - du
1 [sinhy=z(1—2)Q(z)(Q(x) — 2I)"

2 sinh /—z z o) = f(nldz

1 [[shv=E(—a) —sih V= (1-D)] Q@) Q@ -
22’7?7 { sinh\/—z } Z fir)d

1 fsinhy/=z(1—a) [Q(m)(@(x)—zf)‘l—@<7><Q<T>—Z”_l f(r)dz
20 sinh /—z z .

En utilisant encore 'identité algébrique

Q) Q) —2)"'—Q(M)(Q(r)—2)"
= 2Q(2)(Q2)—2) ') ' -Q(N QM) Q(r)—2) ",

donc A; s’écrit sous la forme

1 [sinhy/—2z(1—x) 1
A= o [P 00 @) - 41)

x [Q2) ' = Q (M) Q(n)(Q(r) — 2I) " dodz
-I—L [Sinh\/—_z(l—a:) —sinh\/—_z(l—T)}
2w sinh /—2

< [Q(M)(Q(7) =)' = Q(0)(Q(0) — 2I)'] dod=
+L/ [sinh\/—_z(l—x)—sinh\/—_z(l—T)] Q(0)(Q(0) — 21) " dod»

20 sinh /—2
1 fsinhy/=2(1-2)Q (z)(Q(x) —zI)""
 2im sinh /=2 z )= f e
1 [sinh\/—_z(l—x) — sinh /—2z (1 —7')]
2im sinh /—2

) [@ (N(Q(7) = =1)"" = Q(0) (Q(0) - zf)‘ll £ (r)ds

z
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1 {sinh\/—_z(l—x)—sinh\/—_z(l—T) Q(0) (Q (0)—z1)*1f(7)dz
24 sinh /—z z
1 [sinhy/—2(1—2) 1 1 1

e ey e O CLOEE I IO O

Y

xQ(r)(Q(r) —=I)"" f(1)d>

En ajoutant et en retranchant le terme Q (0) (Q (0) — z)~" dans les intégrales o il ya le terme

Q (1) (Q (1) — 2)71 alors on obtient

Ay
1 [sinhy/—z(1—2x) 1 1 1 1
e e I e IR M IO T I R

~

< [Q(1) = Q)] Q0)(Q(0) = 2I) 7" Q (0) dod=

1 [sinhy/—2(1—2) » 3 .
2w sinh /—2 Q(2) (Q (v) — 2I) [Q () = Q(7) }

xQ(0) (Q(0) = 2I) " Q (0) dod>
_'_i [Sinh V=21 —1x)—sinh/—2z(1—1)
24T sinh \/—z

x Q1) = Q)] Q0)(Q(0) = 2I)™" Q (0) dodz
_% [smh\/—_z(l —Sizzrjl)h—\/si_nzh\/—_z(l — 7'):| QM) (Q () — 2I)"

x [Q (1) = Q(0)7"] Q(0) dodz
1 fsinhy/=2(1-2)Q(z) (Q(z) —2) "

} Q) (Q(r) —21)!

[f () = f(7)]d=

2T sinh \/—2z Z
1 [sinh/—2z (1 —x) —sinh/—2 (1 — 7)] 1
vor | | D1 | Q@) -1 dua:
1 [ [sinhy/—2(1—2)—sinhy/—z(1—7)] 1
/] oo Jem@m-=n

Y

< [Q(T) T =Q0)7']Q0)(Q(0) — 2I)"! f(r)dz
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o thﬁ(l —a) —sinh V=2 (1-7)) QO QO =) [
24T sinh/—2z .
sinh /—z (1 — z) 71 » §
“am) sy 2@ QE-TRET -0

v

x@( )(Q(r) = 2D QM) =Q(0)]Q(0)(Q0) — 2" f(7)dz

sinhv/—z (1 — z) » y 3
"o sy @ QE) —DTR@ T -0

xQ(0)(Q(0) = 21)"" f (r) dz
sinh \/—_Z (1 — .T) 1 -1 -1
+5— o Q) (Q(x) =2 [Q(z)” —Q(1) ] Q(0) dod>

v

11
-3
=1

Les intégrales de A; sont toutes régulieres et en O <|;1: — 7 ) grace a '’hypothese (Hs) .

Pour I; on a

1l g
—Re zx |ZE i T
< K / Rev=r |, \Z P ZWZ, 1d2]1Q (0) doll
|z\>7 i=1
—Rey/—zx ’37 “ T
+K/ Rev=r |, |Z P Z|Z|”i 1d2]1Q (0) doll
|z|<1 i=1

ou

1 1
7+={Z€7;|2lzﬁ} et%z{ZG%lZléﬁ}’

] zZx |x - Tal
0 < K/ “ReveE rzwz B ZWZ, 42111 (0) doll

< KY /| e 42112 0) ol

i,7=1

IN

m —2\2:3
K fo— e /| s 42110 0) ol

1,7=1
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L .
on pose 0 = |z|2 z, on obtient alors

S|
IN

IN

IN

IA

IN

IN

IN

IN

IN

avec

m +oo

K oo [ 20 5 (0) do
5 pi+pi—1 OllE
irj=1 1T (12)
n . +Oo@_020'l'2pi+2pj_4
N
K ja—r zTaj/ = 11 (0) doll
i,j=1 1
m
K7 Jo = 7] r9a® 2041 Q (0) do|l
ij=1

m
K Z (I - T)ai+2p¢—2+aj+2pj—2 [(x _
i,j=1

K

m
ij=1

K Z (.ZB . T)Oci+2pi72+aj+2pj72 ||Q (0
)

=1

KDY (x—7)"""72Q(0) dol|

i=1

K (277 Q(0) doll,

F)y 2022042 Lo 20k 20i4) | (0) do|l

Yot 2t 20 =2 [y =aized] || (0) dol

) dol|

K (Z (o - >> 19 0) doll

o =mino; + 2p; — 2

On fait le méme pour b et Iy.
Pour I; on a

IA

ou

12|

—Rev/—zz . |ZE - 7—|Oéi —Rey/—zzx “ ’l’ — T|ai
K /e R ZWWZH_ e~ B ZW’dZ’ 1Q (0) do|
i=1 =1

J+
c+d,

Y-

—+00

i e %20
o2 K)ol / e )pldan@()doHE
x2
m +00 9
a; —920x%
< KXl [ i 1Q 0 ol
i=1

1
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< KDY o= a7 Q(0) doll
=1
< KDY (z—n)" 7 (2 - 7) 722?072 1Q(0) doll

S KZ (ZE o T)oci+2pi—2 [x—Qpi+2x2pi—2} ||Q (0) dOHE

< K(z—7)7[1Q(0) dol
On fait le méme pour d et Ig.
Pour I3 on peut écrire que :
I3
1 sinh/—z (1 — z) —sinh/—2 (1 — 7)
T 2un [ sinh /—2

xQ (0) (Q(0) = =1)™ Q (0) dod=
B V/—zcosh/—z (1 —s)
N 2277// sinh /—2z

xQ(0)(Q(0) — 21)™" Q (0) dodz

Q()(Q(r)—2D)"[Q(r) " —Q(0) ]

dsQ (1) (Q (1) —zD) ' [Q (1) = Q(0) 7]

donc

13l

k // _Reﬁslz\2z| 7 ds|dz|+// Re‘ﬁs]z| Z‘ 7 ds]dz[

1 <L
32 s2

HQ() oll
= e—}—f

IN

1z ds Q (0) doll

Pz

e < K// —Re\/75||z

T2

IN

xT +0o
m o e 720
K[| [ Sy | dslQ @ ol
voi=l1 1 5 (52)

KZ / 5245 Q (0) doll 5

IN

IN

KY. / s 22 s [|Q (0) doll
=1 .
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BHE 8t 02) 0 (0)

Ms

< Z )2 1Q(0) doll
K (o =) 1Q0)dol .

On traite f et I; par la méme maniére.
On peut écrire I et I3 sous la forme

<

Is + I
1 {Sinh\/—_z(l—a:) —sinh\/—_z(1—7)1 Q(0)(Q(0) — zI)~"
2im sinh v/—z

[smh V—2(1—1z)—sinh/—z (1 — T)] Q0)(Q(0) —z1)™"
sinh\/—2z

[(Q(0)do — f(0))] dz

um
N

alors le premier terme est dans C'([0,1]; E) ssi (Q (0)do — f (0)) € Do) et est dans
CP([0,1]; E) ssi (Q (0) dy — £ (0)) € Dao) (2, 00) (voir lemme , cas constant). Le deuxiéme
terme est dans C* ([0,1]; E) car f € C? ([0,1]; E) .

Les intégrales restantes se traitent de la méme fagon et la proposition est démontrée

pour A;.

Pour A, on fait le partage que celui fait pour A;. On obtient alors

) sinh /=72 Q (#) (Q (x) — 1)
Az = 227r sinh /—2 z /()

sinh /=27 Q (1) (Q (1) — zI)f1

" 3ir ) Sinhv—: : [f (1) = f (2))d=
sinh =27 Q (1) (Q (1) —=I) "'
+% sinh v/—z e f(x)dz
1 [y QM) @) D)
T 2ir sinh \/—2z P [f(r) = f(2)]dz
_ 1 [sinh Vv—zx —sinh /=27 Q (z) (Q (z) — z[)_l e
20 sinh \/—z P

L L [simhy—er [Q(T)(Q(T)—21)_1—Q(w)(Q(x)—zf)_1
2iw ] sinh+/—z
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_ sinh /=27 Q (1) (Q (1) — 2I) " F(r) — f(2)] d

2m7 sinh v/—2 p
Yo Sinh\/fgh—\/si_nzh\/—_zx Q@) (Q () —znl;cz(n ORI
+% sinh f;h—j__nh V=22Q (1) (@Q - D7 e

i/%Q Q@) - [Q) " —Qx)7]

xQ (@) (Q(x) = 2D) " [ (2)d2

_ 1 sinh /=27 Q (1) (Q (1) — 2I) ™" () — f () de

2im J sinhy/—z z
1 [sinh+/—27 —sinh\/—zz . . .
Toin e Q@@= R@ ! -em™

xQ (1) (Q(1) —zI)™" f(z)dz
L sinh /=27 — sinh =22 Q (1) (Q (1) — )™
i sinh /—z z

v

[f () = f (1)] dz

1 sinh /—z7 . » B
*%ngfzmﬂ@w—d>mv>—mm}

xQ(2)(Q(2) = 2I)" f(x)d2
+L sinh /=27 — sinh /=22 Q (1) (Q (1) — zI)™"
2im sinh /—z Z

f(1)dz

Les quatres premiéres intégrales sont en O (]x — T\B ) grace aux mémes techniques que
précedemment. Par exemple pour I; on a
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e—Rerz(l x)
ILl, < K / e ()~ T @ losgons

\ZL(IJI)Q
o~ Rev—z(1-2)
o[ 1 ) = F @l
lel< 2
= g+h,

ou

pour g on a :

e—ReJ?z(l—x)
g < K / T|dZ|||f<7>—f(ac>||m([o,u;E>
IZL
fRe V—z(1-zx) P
< K / lael e =P llesonn
‘—(1 lz)2
< Klr— 7'| Hf”CB([O,l];E)'

On fait de méme pour h.

L’intégrale I5 est dans 'espace C ([0,1]; E) ssi f (1) € Da) et est dans C([0,1]; E) ssi
F(1) € Dy (g, +00) (voir lemme ﬁ, cas constant).

Il reste a regarder As. On a :

Ay = oo / / by (0:8) Q 2) (@ (&) = =1)7 [ (5) = f ()] dsdz

ZZW//kﬁ 7,8)Q (1) (Q (1) — 2I) " [f (5) = f (7)) dsdz

= ]1—]2

B //smhv (1 —z)sinhy/—zs
 n \/—zsinh/—z

//Smh v—2 (1 —7)sinhy/—zs
 2im V/—zsinhy/—z

Q@) (Q(x) — 2 [f (s) — f (x)] dsdz

QM) (Q(r) = =)' [f (s) = f ()] dsdz
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1
N 1 [sinhy/—z (1 — s)sinhy/—zx
2 \/—zsinh /—z
1
1 sinhy/—z (1 — s) sinh \/—27
2 /—zsinh /—z

T

Q@) (Q(z) = 2I) 7" [f (5) — f (x)] dsd=

QM) (Q(r) == " [f (s) = f ()] dsdz

= 01—02+03—C4,

il suffit de traiter ¢; — cs.

B sinh /=2 (1 — z) sinh \/—2zs . R O (] dede
B 2m// —Zsmh\/—_z Q(2)(Q(z) —=I)" [f(s) — f(x)]dsd
sinh /=2 (1 — z) sinh \/—2zs .
2”// zsmh\/—_z Q () (Q(2) = 2I) " [f (s) = f ()] dsdz
sinh /=2 (1 — 7) sinh /—2zs .
22#// V—zsinh/—2 Q(T)(Q (1) —2I)  [f(s) — f(7)]dsdz

sinh /=2 (1 — z) sinh \/—2zs .
227?// Q(2)(Q(x) —2I) " [f (s) = f ()] dsdz

V/—zsinh /=2
sinh /=2 (1 — 7) sinh y/—2zs .
2m/ / Zsmhr QM) (Q(r) = 2D [f (s) = f ()] dsdz
B sinh /=2 (1 — z) sinh /—zs . - O deds
- Q,M// J—zsinhv—2 2Q () (Q(x) —2I)" [Q () —Q (1) ] dsd

XQ( Q(r) = =2I) " [f (s) = f (7)] dsdz

m/ [ [ SR

sinhv/—2zs
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Q@) (Q(x) = 2I)"" [ (s) = f ()] dsd>

//smh V=2 (1 —z)sinh/—zs
2 v/—zsinh y/—

//smh v—2 (1 —z)sinhy/—zs
227r \/—zsinh /—

xQ (7 ) Q( ) = 2I) 7 [ (s) = f ()] dsdz

sinh /—z (1 — z) sinh /=25 P () — () ded
2277// V/—zsinh/—2 Q) (Q(z) —=I) [f (1) — f(x)]dsd

sinh /—z (1 — z) sinh /=25 P () — F () deds
22%// V/—zsinh/—2 Q(2)(Q(z) —=I)" [f(s) — f(x)]dsd

Q(2) (Q () = z) " [f (1) = f ()] dsdz

= j+l—|—m—|—n.

Pour j on a:

IN

171l |dz|ds || f (s) — (T>||cﬁ([0,1};E)

o efRe\/jz(mfs) m |£E
NI
2|2 — |7

=1

7Re\/jz(:zrfs)
0‘1 B
K / } I =7 / el o ds Wl

IA

IA

2
/ 23y — st ds | fllesonim

0

/ 5)%778 (z — 5)° ds 1l o159

=1 0

m
< KZ|:E—T
i=1

a; 2p;—3
< KZ (z—7) o ||f||CB([O,1];E)

< K@= flesoam -

o (93 . 7_)5+2Pi*2

1/l e 0,115

De la méme maniére on traite m et n.
Pour { on a
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- [

XCQ( )(Q(7) = 2D [ (s) — f (7)) dsdz

[

XV@ f (7)) dédsdz.

il < K///

(N (Q(r) =20

cosh /—z (1 — &) sinh y/—zs

1/ (s) = f (1)l d€dsdz

smh\/_
¢~ Rev=H(e-s)
< K / / / W= oo il deds
< K (5_5)_2|7’_3|ﬁd§d5 HchB([o,l];E)
/]

T

T d£
B
K / s / Tt Moo

h (r —2)
KO/(T — S>ﬁ(m — —9) ds ||f||CB([0,1];E)

IN

IN

s) (T

(r—s)"
0
si on pose
xr— S
Yy = ’
T — 8
on aura
+00

dy
I SKT—%{/————— .
1l ( >Ty@_1wwmm@%m

< K(r—uz)° 1/ lles o135 -

La continuité de second membre F (dg, f) permet d’énoncer le théoréme suivant
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Théoréme 3.1 On suppose (Hy) et (Hs). Soient dy € Dy, f € CP([0,1]; E) tels que

f(0) = A(0)dy € Da

f (1) € Da)

Alors il existe w* > 0 tel que pour tout w > w*, la solution u du probléme (3.7)) donnée pour
tout x € [0,1] par

u(z) = Q) (I +p.)" F(do, f) () (3.9)
= (A@@) =) (T +po) " F(do, f) (2).

est stricte.

Preuve :

On a
w= (I +p.)"" F(do, f),
ou
W) =Q()ul).
D’aprés le premier point de la proposition et la continuité de l'opérateur (I + pw)_l, on
obtient
weC([0,1];E),

de plus
() =f()—w()eC(0,1]; E),
donc
ue C*([0,1]; E),

d’ou le résultat.

3.5 Reégularité de opérateur intégrale P,
On rappelle que

1

pow(@) = 5= [ [h=09:0@ @@ - 207 Q) - Q) w(s)dsdz,

on a la proposition suivante :

Proposition 3.4 Sous les hypothéses (Hy) et (Hy), on a
P,e L(C(E),C°(E))

ot

o= min o;+2p;, — 2.
=1, ,m
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Preuve :

Soient 0 <7< 2<1.0na

P,w () Pow ()
- zm//’% 2,8)2Q () (Q (x) = 21) 7 [Q ()7 = Q (2) ] w (s) dsdz

22%//k\/jz 7,8)2Q (1) (Q (7 )_ZI) [Q (3)_1 - Q(T)_l} w (s) dsdz

B //smh\/—z (1 — z)sinh/—zs
 n zsmh\/_

//smh\/ 2 (1 — 7)sinhy/—zs
 2m V/—zsinhy/—2z

2Q () (Q (v) =21 [Q(s) " = Q () w(s) dsdz

2Q () (Q(r) =21 [Q(s) ' = Q (1) w(s) dsdz

s s1nh V=2 (1 —s)sinh /—zx
%y v/ —zsinhy/—2z

xT

2Q () (Q () — 207 [Q ()™ — Q ()] w(s) dsdz

1
B sinh /—z (1 — s) sinh /—27
2im v/ —zsinh/—2z
= A-B+C-D,

2Q (1) (Q (1) — ZI)_l [Q (8)_1 -Q (T)_l] w (s) dsdz

toutes ces intégrales sont absolument convergentes grace a ’hypothese (Ha) .
On va majorer maintenant A — B

2Q () (Q (v) —21) " [Q(s) " — Q () w(s) dsdz

//smh\/—z (1 — z)sinh/—zs
% zsmh\/_

//smh\/_ (1 — 7)sinh /—zs
2 v/ —zsinh /—z

//smh\/_ (1 — x)sinh\/—zs
227r V/—zsinh v/—z

2Q (M) (Q(7) = 2D Q)™ = Q (1) w(s) dsdz

2Q (2) (Q () — 2D [Q () = Q (x) ] w(s) dsdz
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2Q(2)(Q(z) —2I) ' [Q () = Q () ] w(s)dsdz

B //smh\/ z (1 — x)sinhy/—zs
2w zsmh\/_

//smh\/ z (1 — z)sinhy/—zs
227r \/—zsinh v/—z

//smhv 2 (1 — z)sinhy/—zs
227r \/—zsinh v/—z

//smhv 2 (1 — 7)sinh/—zs
2 —z SlIlh\/—_Z

_ //smh\/—z (1 —z)sinh/— 28,
2 V—zsinh /=2

x@()(@()—zl) HRG) T =Q () w(s)dsdz

2277// {Smh\/_ 1_—z31:1}jl\n/h_\/_< 2 sinh /= zs

xz@( )(Q(r) =271 [Q(s) ™ = Q(r) ] w(s)dsdz
sinh /=2 (1 — ) sinh /—2zs
22#// \/—zsinh/—z

//smh\/—z (1 — x)sinh/—zs
2277 \/—zsinh /—z

2Q (2) (Q (x) — zI)™" Q (1) =Q (:E)fl} w (s) dsdz

2Q () (Q(2) —2I) 7 [Q(s) " = Q(2) w(s) dsdz

2Q (1) (Q (1) — ZI)_l [Q (3)_1 -Q (T)_l] w (8) dsdz

Q(2)(Q(x) — 2D Q)™ = Q(r) "] dsdz

2Q (z) (Q (v) — ZI)_l [Q (7')_1 - Q (x)_l} w (s) dsdz

2Q () (Q(x) =207 [Q () = Q () w(s) dsdz
= a1+a2+a3+a4

Ces intégrales se traitent de la méme maniére que celle dans ’étude de la régularité de
F (dy, f) pour As. Par exemple pour ai, on a

7Re\/jz(:t s) |CL’ |7_
Jaully < K/ / o> S g ol

ol (—s)
< K fo—rflr o / 12| ds o,

= pitp;—
t,j=1 5 ‘ |

KZ o — 7™ /|T_S| ’ §)2 2075 ds [Jwl| o

2,7=1

IN
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T

< K3 Jo— " [ sl (o= s s g
ij=1 "
< K Z |z = 7] (z = 1) 22 | o
ij=1
. 2
< K (Z($—7)2ai+4pi2> lwllem
=1
< KZ(QU — )t HwHC(E)
i=1
< K(@-—r71)° ”wHC(E)

d’ou le résultat.
Remarque 3.1 Pour tout § € )0, o]
P,eL(C(E),C°(E)).
Proposition 3.5 Sous les hypothéses (Hy) et (Hy) et pour tout w > w*, on a
1. (I+p,) € L(C(E)).
2. (I+p.) " €L(CP(B)),V3€]0,0].
Preuve

1. C’est une conséquence de la proposition

2. Soit v € C# (E). On pose h = (I +p,) v, donc h + p,h =v et h =v — p,h € C° (E),
par la proposition

A partir des résultats précédents on peut énoncer le théoréme suivant concernant la régularité
maximale de la solution de 1’équation intégrale

W+ paw = F(do, ) ot w () = (A() —w)u() = Q()ul). (3.10)
Théoréme 3.2 Soient dy € Day, B fixé dans |0,0] o 0 = min «a; +2p; — 2 et f €
A(0)dy € Do) (5, +00) ,

c” ([0,1]; E) tels que i=1
Lo
(1 D 41y (2 ) —|—oo)

) —
) €

Alors sous les hypothéses (Hy) et (Hs), il existe w* > 0 tel que pour tout w > w* ’équation
u

admet une unique solution u (-) donnée par (3.9) vérifiant :
Lou() € C?([0,1]: E)NC ([0,1]; Dagy) -
2. A()u() € C°([0,1]; ).
3. u"(-) e CP([0,1]; E).

Preuve

La démonstration se fait de la méme maniére que pour le théoreme en utilisant le
deuxiéme point de la proposition et la proposition
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3.6 Probléme Approché

On doit démontrer maintenant que la représentation de u (-) donnée par (3.9)
est I'unique solution du probleme ((3.7)) .
On considére alors le probléme approché suivant :

ul (z) + (A, (x) —w)u, () = f(z)  w>0,2€][0,]1]
up, (0) = dy , (3.11)
u, (1) =0
ou (A (7)), est la famille des approchants de Yosida de (A (2)),c(,, défini pour tout
n > 0 par :

A, (z) = —nA(z) (A(z) —nI)™".

On a les identités suivantes :

(A, (z) —w) = —nA@)(A@x)—nl) ' —w

= —(+w) (A@) -

et
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D’aprés les identités précédentes on peut écrire que :

(An (2) = wI) (Aq (2) = 2) 7" [(An (2) —w]) ™ = (Aq (s) —wI) 7]

= (n+w) (A(‘”)_ >(A(x)_nl)_l : (4 (@) =nl) (A(x)_ i I)l

wn

n—+w n—+=z n—+z

(”Z—QW)2 (A @)= nofwj> - niw (n ji})2 (A () = ncinwl) i - nJIrw
T (n+ wT)lZ)(n +2) (A (z) - n(:_nw I) (A (#) - nzf z[>
(A (z) — n‘i”w1> o (A (s) — n“fwz)_l

ainsi, par Uhypothese (H>) sur la famille (A, (2)),c0) on a

X

Y

Proposition 3.6 Soient f € C' (E) et dy € D). Alors il existe w (n) > 0 tel que pour tout
w > w(n) le probleme (3.11)) admet une solution unique u, € C*([0,1]; E).

Preuve :

On écrit le probléeme (3.11]) sous la forme

Uy, () — wun () = f (2) = Ap (2) up ()
un (1) =0

et on utilise la solution du probléme (3.7 dans le cas scalaire (voir la formule
w) pour déduire que u,, vérifie I’équation intégrale suivante

Up () = sinh v/ (1 _x>do _/l

sinh \/a k\/; ($7 8) (f (S) - An (3) un(S))ds,
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ou bien

up, () — /k\/; (x,8) Ay (s) uy (8)ds

= Sinhsﬁsa_ x)do — /k\/(; (x,s) f(s)ds.

Cette derniére équation peut s’inverser car

140 ()l ey = [|—nA(@) (A(z) —nD) 7
= H—n(A( —n+n)(A( )—n])*lu
= A )|

< n+ Kn
< n(l+K) < Kn,

et

1

/k\/; (x,8) An () uy (s)ds

0 E

< Kn sup/|/€\/_7($,5)\d5 SUP}HUn( ) e

J:E[O,l]o s€[0,1

n
< K—sup [luy (s)]p-
s€[0,1]

K
11 suffit alors de choisir w (n) tel que Bl |

w(n)
Proposition 3.7 Il existe w* > 0 tel que pour tout w > w*et n > 0, IM (n) tel que
w (11, + Idoll )

HunHC(E) < Yu, € C*(E) avec uy, (0) = do.

Preuve :

Par le méme raisonnement qu’au paragraphe précedent, w,, vérifie ’équation intégrale
Wy, + PunWn = Fn (dOa f) 3 (313)

ou

w=Qn () Un ()
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et

pon @) = - [ / by (,5) 2Qu (2) (Qu (2) — 21)

2
x [Qn (s)' = Qn (x)_l] Qn (8) uy (s) dsdz
1 fsinhy/—z (1 —x)

Ey(do, f)(2) = o= SV Qn (2) (Qn () — 21) " dodz

—ﬁ//’“ﬁ (@,5) Qn () (Qu (x) — 2I) " f (s) dsdz.

On peut aussi démontrer I'existence d'un w* > 0 tel que

1 *
”pw,nHL(C(E)) < §,Vw > w.
On vérifie que IM (n) >0 :

1B (o £) @l < M 1) (1], + Mol

dans ce cas la solution wu,, donnée par

t (@) = (A (@) = D)™ (14 pun) ™ Fo (do, f) (@),
vérifie
M (n) 7
@ (1 gy + ol )

grace a ’hypothése (H;), d’ou le résultat.

||Un||C(E) <

Proposition 3.8 Jw* > 0 tel que Yw > w*et Yn > 0, il existe une unique solution du
probléme approché (3.11)) donnée pour tout x € [0,1] par

tn (2) = (An () = WD) (14 pun) ™ Fo (do, f) ().

Proposition 3.9 Soient dy € D) et f € CP (E) tels que

{ f(0) = A(0)do € Dag)

f(1) € Daq)
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Alors
F, (do, f) — F (dy, f) dans C (F).

Preuve :

On a

F, (do, f) (z) = F (do, f) (v)

_ L fsinhy—e(1— x)Qn () (Qn () — 2I) ™ dod

24T sinh /—z
1 [sinhy/=2z(1—1x) 1
~9 Sh v Q () (Q(x) — 2zI)" dodz

i [ [l 09 Qu ) @) — 2 (5) — @) s
1

+ A%

/ / by (2,8) Q (2) (Q (1) — =1 [f () — f («)] dsdz

1 [sinhy/—2 (1 — ) Qn (2) (Qn (z) — 2I)

 2im sinh \/—z z f @) dz
1 [sinhyv=z(1-2)Q(2)(Q (x)— 2I)""
+ﬁ sinh \/—z z f@)dz
L[ me Q@) @) =D g,
2iw ) sinh+/—z z
1 [sinhv/—22Q () (Q (x) — 2I)""
"9 inh =z - @) dz
. Y
= YL

D’autre part en utilisant ’identité suivante

Qn (2) (Qu (2) = 2I) " = Q () (Q (x) — 21) "

- 2 0@ (Q(x)— )_162(93) (Q(x) — =)',

Zn
n+z

n+z

ol (Qn ()),¢(01) est la famille des approchants de yosida de (Q (2)),¢(o.1 -
on aura par exemple pour I3 — I que
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zZNn

n-+z

f)_@wx@u»—AVWN@—fun@w.

= k
2277//\/_7xs

par les lemmes [I.5] et [1.7] on obtient

Q) () -

|
s~ Lill, < /MZ|| = 1/ losce

< _g Hf”cﬁ(};) —0,.n — o0.
2

Pour les autres intégrales on utilise le méme découpage que pour le second membre F (dy, f)
et le résultat de sa continuité (voir proposition |3.3]).

Proposition 3.10 Pour tout w > w*, on a :

1. Pour tout v € C'(E), P, ,v — P, v, quand n — oo.

2. Pour tout n > 0 et v € C(E), (I + P,,) 'v — (I+P,) 'v, Yo € C(E) quand
n — oo.

Preuve :

1. Pour tout = € [0,1], w € C'([0,1]; E), on a

i//kﬁ (2,5) 2Qn (2) (Qn (x) — 2I) " % [Qn (s)" = Qn (:L‘)il} Qn () uy (s) dsdz

E

m oy 1
< KY | SUP ‘k‘r ,8)| | — meHC(E)

=1 Ny
< K [l
B o d |z ERry E)

Y

< Klwlgp

en utilisant le théoréme de la convergence dominée et le fait que

Qn (2) (Qu (2) —2I)7" [Q ()_1—Qn(@“)_1}
— Q@) Q) == [Q(s) " = Q(2) '], n— oo,

on obtient le résultat.
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2. On écrit pour tout v € C (E)

(I+P,n) 'v—(I+P,) v
= (I+P,,) ' [v-(I+P,,)[I+P) " v
= (I+P,,) " [Pov—P,v|(I+P) " 'v—0, n— oo,

d’aprés le premier point.
Théoréme 3.3 On suppose (H,) et (Hs). Soient f € C (E) et dy € Day tels que

{ £(0) = A(0)do € Dag)

f(1) € Dagy
Alors il existe w* > 0 tel que pour tout w > w*, u donnée par
(@) = (Ax) =) (L+ P,) " F (do, f) (x),
est l'unique solution stricte du probléme :

Preuve :
Soit w* > 0 défini dans la proposition [3.7 On pose pour w > w*

u(z) = (A(z) —wl) ™ (L+R,) " F(do, f) (2),

et soit
Uy (2) = (A, (@) —wl) ™ (14 Pon) " Fy (do, f) (2).

Alors u,, est solution du probléme approché (3.11)) d’apres la proposition et de plus u,, est
dans I'espace C? (E), de plus d’aprés la proposition et le deuxiéme point de la proposition

[3.10] et puisque
(A, (z) — w[)fl — (A(z) — w[)fl, n — 00,

on aura
u, — u dans C' (E), n — oc.

D’autre part

Uy () = f(z) = (A (2) —w)un (2)
= f(r)— (1+Pw,n)71Fn(d07f) (),

donc par passage a la limite on obtient que

d’ou



Chapitre 4

Exemple concret

On considére le probléme concret suivant

)+ O )~ e) = T ()
u(0,y) =do, y €]0,1]
(Po)q u(l,y)=di, y€]0,1]
u(z,0) =0, z €]0,1]

a(:c)u(:v,l)—l—b(x)g—lyt(x,l) =0,

oll w est un paramétre spectrale positif, f € C ([0,1] x [0,1]), do, di; données, a et b étant
deux fonctions réelles positives dans C* [0,1] (0 < v < 1) vérifiant

On rappelle que
geCH 0,1 <= geC'0,1] et ¢ € CV[0,1].

Soit E'= C'([0,1]) = C'([0,1];C) . On définit la famille (A (z)) ¢, Par
Dy ={ueC?[0,1] /u(0) =0, a(zx)u(l)+b(z)u (1) =0}
0*u

Dans ce cas

{ Dawy={ueC0,1 /u(0)=u(1l) =0, sib(x)=0}# Dagw)
DA(QE) = {u € C[O, 1] /u (0) =0, si b((l]) 7é 0} 7§ DA(QC).

En utilisant la notation vectorielle usuelle suivante
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Y

{ u(z,y) =u(z,)(y) =u(=)(y)
f@y)=f(z,)(y) = f(2) )

alors le probléme (P¢) s’écrit sous la forme abstraite suivante

U (x) + A(x)u(zr) —wu(x) = f(x)
u(l) =d;.

On a le théoréme suivant

Théoréme 4.1 (A(x)),co, est une famille d’opérateurs linéaires fermés vérifiant les deux
hypothéses (Hy) et (Ha) .

Preuve :

I est clair que la famille (A (z)),¢(o ) est linéaire fermé.
— Vérification de 'hypothese (H;) :
Side€ Sy, ={AeC*: |arg\| < 0y} avec 0 < 6y < m, alors la solution du probléeme

u"(y) — Mu(y) = g(y), y € [0,1]

)
a(x)u(l)+b(z)u (1) =0, xz €[0,1]

s’écrit sous la forme

kx (Y, 5)
[ ()smh\/_(l y)+ ()\/Xcosh\/X(l—y)} sinlt VAs sis <
) a (z) sinh VA + b (z) VA cosh VA )
] e ()smhﬂl ) +(2) Vicosh VA (1 = )| sinh vy iz <s
a () sinh VA 4 b () v/ cosh v/A )

\

Donc pour tout f € C ([0, 1])

1

(4@ =) gl < ol s [ 15 0, )1
0

y€e[o
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En posant 11 = Re v\, ¥ =Im+vAonapu>0et

|k)\ (ya )‘
(
cosh s “/_‘ )
cosh p1 (1 —y) sis<y
)\/X’ ‘ ()smh\/_—l—\/_b cosh\/_‘
<
cosh px ‘\/_‘ _
cosh i1 (1 — s) s1s 2>y
‘\/X‘ a(:c)smh\/_—i—\/_b cosh\/X‘
\

donc

/ |kS (y,s)|ds < [sinh pycosh (1 —y) 4 cosh py sinh p (1 — y)]

0+ VAo
u‘\/_H Slnh\/_+\/—b cosh\/_‘
sinh p ‘\/_’

‘\/_H smh\/_+\/_b cosh\/_‘
D’autre part, un calcul direct montre que

‘ (z) sinh VA + V/Ab (z) cosh \/X‘
- ]GXP“[< () + b(e)) cos ¥ = b () sin ]
Fi PR (4 (@) + pb(2)) sin g — b (@) cos ]

2
+exp(2——,u) [(ub(x) — a(x)) costh + b (x) sin ]
+ﬁ”§*”mw@—ummmmw+wwwaww'
> [(

() + pb(i)) cos Y — pb () sin )
P (0 @) + pb() sin e — b () cos ]|

_ exp(2 1) [(ub(x) — a(x)) cost + b (x) sin ]
(

n ,EXP

5 (0) — o)) s+ 4 () cos

_ 2 2 (a (@) + pb(x)? — v2(b (2))?]?

“OPE) [ (@) — b)) — (0 ()]

Y
&
=
=
=
~—
+
=
K3
8
~—
~—
_|_
DO
=
Q
~—
PN
8
=
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Alors
‘a (z) sinh VX + VAb (z) cosh \/X‘ > sinh [a (x) + pb(x)],

et par conséquent
sinhpy ¢ (z) + ‘\/X) b(x)
“ ‘\/X sinh p1[a (z) + pb(z)]

1
[l <
0

1 1
< = :
M’\/X( Re VX A2
1
< ke
Al

— Vérification de 'hypothese (Hj) :
Pour la vérification de I'hypothese (Hs) on prend le cas particulier

a(z)=1,b(z)=1+2"" 0<v <1,
et on utilise le lemme suivant

Lemme 4.1 Soient z € C et g € C([0,1];C). Alors pour tout x € [0,1], X\ € Sy,, il existe
une solution unique u € C*([0,1],C) du probléme

u' () — Mu(x) =g (z), x €[0,1]
~0 (4.1)
b

de plus on a pour tout \ € Sy,
1
1+ Al + [1 ] o+
< O {lgllo+ [14 ] 1el}
ot C' dépend que de 0,.

(pour ce lemme voir [2], proposition 3.1)
Soient 0 < s<x<letfekFE.

On pose
{ v=A(s)"'f
u=(A(zx)—2)""[A(s) — 2] v.

Alors v et u sont les solutions respectives des problémes

v =f dans [0, 1] u' —zu =" — z2v dans [0, 1]
v(0)=0 u(0) =0
v(1)+0b(s)v' (1) =0 u(l)+b(x)u (1) =0.
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De plus on peut écrire que

A@) (Ax) —2) " [A(x) T = As) ] f
= Ax)(Ax) —2) " [A@@) T A(s) — I A(s) 7 f
= A(2)(A@x) —2) " A@) T AG)Als) T f = A) (A(x) —2) T A(s) T S
= (A@@) =2) (A(s) =24+ 2) A(s) " [ = (A(2) — 2+ 2) (A(x) —2) T A(s) " f
= (A2) = 2) 1 (A(s) = 2) A(s) " fH2(A(2) —2) T A(s) T f

(I +2(A(z) - z)_l)_lA(s L
= (A(x)—2) " (A(s) —2)A(s) " f = A(s) ' f

On vérifie que w est solution du probléme
w’" —zw =0 dans [0, 1]

w(0) =0
w (1) +b(x)w (1) =[b(s) = b(x)] ' (1).

En appliquant le lemme [£.1], on déduit que
1+ el < C [+ 1] b (s) ~ b @)1 ()

< C [1 + |z|5] (z—s)"" 1l o) -

Donc
1
1 + ‘Z|§ 1+v
oy < =9 Ul
1
1 + |2’(|§ 14+v
11 3}
< Clo+——<|@—9)" 1l
] |z|2
(,T - S)1+V (flf o 8)1+V
< Co——— ey + C———f e
2| EE

alors Phypothese (H,) est vérifice avec (g =1+vet py =1, as =1+rv et p, = 3).
Ainsi tout les résultats précédents peuvent s’appliquer.



Bibliographie

Acquistapace P., Terreni B. : Some FExistence and Regularity Results for Abstract
Non-Autonomous Parabolic Equations, J. Math. Anal., Vol. 99, No 1, (1984), pp. 9-64.

Acquistapace P., Terreni B. : A unified approach to abstract linear non autonomous
parabolic equations, Rend. Sem. Math. Univ. Padova., Vol. 78, (1987), pp. 47-107.

Balakrishnan A.V. : Fractional powers of closd operators and the semigroups genrated
by them, Pacif. J. Math. 10, pp 419-437 , 1960.

Belhamiti, O. : Ftude dans les espaces de Hélder de problémes aux limites et de trans-
misston dans un domaine avec couche mince. These de Doctorat, Université du Havre
(2008).

Da Prato G. et Grisvard P. : Sommes d’Opérateurs Linéaires et Equations Différen-
tielles Opérationnelles. J. Math. Pures Appl. IX Ser., 54, (1975), pp. 305-387.

Grisvard P. : Commutativité de deux foncteurs d’interpolation et applica-
tions.j.Math.pures et appli.45 (1966) 144-290.

Haase M. : The Functional Calculus for Sectorial Operators and Similarity Methods,
Thesis, Universitit Ulm, Germany, 2003.

Krein S.G. : Linear Differential Equations in Banach Spaces. Moscou, 1967.

Labbas R. : Problémes aux Limites pour Une Equation Différentielle Abstraite de Type
Elliptique, These d’état, Université de Nice, 1987.

Labbas R., Terreni B. : Sommes d’Opérateurs de Type Elliptique et Parabolique, 1ére
Partie. Boll. Un. Math. Ital. 1-B (7), (1987), pp. 545-569.



BIBLIOGRAPHIE 59

[11] Labbas R., Terreni B. : Sommes d’Opérateurs Linéaires de Type Elliptique et Para-
bolique, 2¢me Partie. Boll. Un. Math. Ital. 2-B (7), (1988), pp. 141-162.

[12] Lion J.L., Peetre J. : Sur une classe d’espaces d’interpolation, Inst. Hautes Etudes
Sc. Publ. Math. vol. 19. pp 5-86. (1964).

[13] Sinestrari E. : On the abstract cauchy problem of parabolic type in space of continuous
functions. J. Math. Anal. 66, 16-66 (1985).



	Introduction
	Rappels et outils
	Les opérateurs linéaires fermés
	Intégrale de Dunford
	Les espaces d'interpolation
	La solution stricte
	Cas constant A(x)=A
	Cas variable

	Inégalité de Hölder
	Lemmes techniques

	Équation du second ordre avec A constant
	Position du problème et hypothèses
	Construction de la solution stricte
	Conditions nécessaires
	Régularité de la solution

	Equation du Second ordre avec opérateur variable
	Problème et Hypothèses
	Construction de la solution stricte
	Conditions nécessaires
	Régularité du second membre F( d0,f) 
	Régularité de l'opérateur intégrale P0=x"0121
	Problème Approché

	Exemple concret

