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Chapitre 1

Introduction

Les équations différentielles linéaires dans le domaine complexe sont un secteur des Mathé-
matiques admettant plusieurs approches. Parmi ces approches, la théorie locale est peut-étre
la plus étudiée. Ses résultats de base : Le Théoréeme d’existence et d’unicité, la structure
linéaire de base des solutions, la singularité, etc. Ces résultats nous sont familiers et nous
aident a mieux comprendre notre approche. Cette derniére est différente, elle se trouve dans
la théorie des fonctions. C’est 'application de la théorie de la distribution des valeurs des
fonctions méromorphes qui nous donne un apercgu sur les propriétés des solutions des équa-
tions différentielles. Cette direction, fondée par le célébre mathématicien Rolph Nevanlinna,
est apparue a partir de 1929 (Voir [17]). Le premier qui a effectué des études systématiques
sur les applications de la théorie de Nevanlinna sur les équations complexes, est H. Wittich
deés 1942 (Voir [17]).Actuellement, la théorie globale des équations différentielles complexes
en liaison avec la théorie de Nevanlinna est devenue beaucoup plus utilisée. Pendant les trois
derniéres décennies, plusieurs groupes actifs de mathématiciens dans divers pays ont joué un
role remarquable dans ce domaine. Des résultats importants ont été établis. Cette théorie
représente, & présent, un outil indispensable dans I’étude des propriétés des solutions des
équations différentielles complexes. Notre travail de recherche portera sur 'ordre de crois-
sance ainsi que I'hyper ordre des solutions d’équations différentielles d’ordre 3.D’abord un

bref historique. Pour ’équation différentielle de deuxiéme ordre

f"+e?f +AQ2)f =0, (1)
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ot A(z) (£ 0) est une fonction entiére d’ordre fini. Toute solution de I’équation (1) est une
fonction entiére. De plus, si fi, fo sont deux solutions méromorphes linéairement indépen-
dantes de (1), il y a au moins une des solutions fi, fo qui doit étre d’ordre infini (Voir[9]).
De 1a, la plupart des solutions de (1) auront I’ordre infini. Nous posons la question : Quelle
condition sur A(z) garantira que chaque solution f # 0 de I’équation (1) est d’ordre infini ?
Plusieurs auteurs tels que : B. Belaidi, M. Frei, M. Ozawa,G. Gundersen, J. K. Langley, 1.
Amemiya et M. Ozawa ont étudié ce probléme pour le cas oit A(z) est une fonction entiére
transcendante ou un polyndéme non constant. Ils ont prouvé qu’avec l'ordre o (A(z)) # 1,
chaque solution f # 0 de I’équation (1) est d’ordre infini. Gundersen a montré dans [9, p.419]
que si degP(z) # degQ(z) pour I'équation différentielle

F7 4 Ay(2)eP @ f1 4+ Ag(2)e?@ f = 0, (2)

ou P(z),Q(z) sont des polynomes non constants et A;(z), Ag(z) (# 0) sont des fonctions
entiéres telles que o(A;) < degP(z),0(Ag) < degQ(z), alors chaque solution non constante
de (2) est d’ordre infini.Si 0(A(z)) = 1 dans I’équation (1) ou degP(z) = degQ(z) dans (2),
on peut avoir des solutions non constantes d’ordre fini. Par exemple f(z) = e* 4 2 satisfait
I’équation

1 1
f//+§€zf/_§ezf:0-

Naturellement, la question qui se pose est : Quelles conditions sur A(z) quand o(A(z)) =1
(quand degP(z) = degQ(z)) garantiront que chaque solution de (1) ( de (2) ) soit d’ordre
infini ? K. H. Kwon [15], a examiné le cas ou degP(z) = degQ(z) pour I’équation (2). Il a
démontré que si P(z) = 2" + ap 12" L+ o+ a1z + ag, Q(2) = b2 + by 12"+ L+
b1z + by, sont deux polyndmes non constants,tels que a,b, # 0 et arg(a,) # arg(b,) ou
a, = cb, (0 < ¢ < 1), alors toute solution f # 0 de 1’équation (2) est d’ordre infini.Z. X.
Chen [4, Théoréme 3] a étudié ce probléme sur I’équation différentielle linéaire de deuxiéme

ordre
fr+e”f +Q(2)f =0 (3)

ol Q(z) = Ag(2)e’ est un polynéme non constant avec a # b et Ag(z) (# 0) est un polynome.

Il a trouvé que chaque solution (f # 0) de (3) est d’ordre infini.Dans [6] Z. X. Chen et K. H.
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Shon étudiérent le probléme pour I’équation
"+ A(2)e f + Ag(2)e” f =0, (4)

ot Ai(z), Ao(2) (£ 0) sont des fonctions méromorphes telles que o(A4;) < 1 et arga # argb
oua = cb (0 < ¢ < 1). Ils ont montré que toute solution méromorphe (f # 0) de (4) est
d’ordre infini.Le second chapitre de ce mémoire est consacré aux notions préliminaires que
sont les définitions propres aux éléments de la théorie de R.Nevanlinna tels que la fonction
caractéristique de R.Nevanlinna, I'ordre de croissance d’une fonction, 'hyper ordre et aux
éléments de la théorie de Wiman-Valiron dont on retient I'indice central. On poursuit avec
les lemmes utilisés par la suite dans les démonstartions des théorémes présentés. Quant au
troisiéme chapitre, on y expose les Théorémes de Frei[7], Langley[16] et Chen[4] sous forme
d’une introduction relatant quelques caractéristiques des équations différentielles d’ordre 2,
suivis par les résultats améliorant ces derniers et qu’on résume dans le fait que sous certaines
conditions précises, un certain nombre de solutions de ’équation différentielle de troisiéme

ordre suivante

f/ll + h2€—zfll + hlezf/ + hof — F (5>

est d’ordre infini et a un hyper ordre oy(f) = 1. Ces résultats seront prouvés et joins

d’exemples illustratifs.



Chapitre 2

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons citer des définitions indispensables. On en distingue essen-
tiellement les éléments de la théorie de R. Nevanlinna ainsi que ceux de la théorie de Wi-

man.Valiron.

2.1 Eléments de la théorie de R. Nevanlinna

Définition 2.1.1 (Fonction caractéristique de R. Nevanlinna) Soit f une fonction mé-
romorphe non constante et a un nombre complexe ou a = oo. Alors, on définit m(r,a, f) la

fonction de proximité de la fonction f au point a par

m(r,a, f) = m(r, L) L /0% In" ’f(;d@ st a # o0,

f—ad " or rei?) — al
1 2 )
m(r, 00, f) =m(r, f) = 2—/ In* ‘f(?“e“g)| df sia = oo,
T Jo

ot In* 2 = max(0,Inx) pour z > 0.

Et on définit N(r,a, f) la fonction a—points de la fonction f dans le disque |z| < r par

N(r,a, f) = N(r,ﬁ) = /Or n(t,a f);n(O,a, f)dt—l—n((),a, flnr sia # oo,

Tn(tvoo>f)_n(0?ooaf)
t

N(T,oo,f):N(r,f):/O dt +n(0,00, f)Inr sia = oo,

et

N(r,a, f) = N(r, 7 i a) = /07" att,a, /) ;ﬁ(O,a, f)dt+ﬁ(0,a, f)lnr sia # oo,
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N(r,00,f) = N(r, f) = /T Alt, 0. /) _ﬁ(O’Oo’f)dt—kﬁ(O,oo,f) Inr sia= o0,

0 t

ou :

n(t,a, f) désigne le nombre des zéros de l’équation f(z) = a dans le disque |z| <t , chaque
racine étant comptée avec son ordre de multiplicité ;

n(t, oo, f) désigne le nombre des poles de la fonction f(z) dans le disque |z| <t , chaque pole
étant compté avec son ordre de multiplicité ;

n(t,a, f) désigne le nombre des zéros distincts de l’équation f(z) = a dans le disque |z| < t;
et :

n(t, 00, f) désigne le nombre des pdles distincts de la fonction f(z) dans le disque |z| <t.
On pose : N(r,00, f) = N(r, f) et m(r,o0, f) =m(r, f).

On définit T(r, f) la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f par

T(r,f) =m(r,f) + N(r, f).

Théoréme 2.1.1 (Premier théoréme fondamental de R. Nevanlinna) Soit f une fonc-

tion méromorphe non constante. Alors pour tout nombre complexe a, on a
m(r,a, f) + N(r,a, f) = T(r, f) + (r, a),
o e(r,a) = O(1) (r — o).

Définition 2.1.2 (L’ordre et I’hyper ordre) Soit f une fonction méromorphe. On définit
Uordre o(f) de la fonction f par

logT
o (f) = Tim sup 28 L /)
00 log r

Y

et on définit I’hyper ordre oo(f) de la fonction f par

) log log T'(r,
oo(f) = llmiup%:f).

Exemplel.1.1



2.1 Eléments de la théorie de R. Nevanlinna

i) Soit f(z) = e*. Nous avons n(t, f) = 0 car f n’admets pas de poles, par conséquent

N(r, f) =0.
De plus
1 2m
m(r7 ) = % i Int ‘ercose‘ o
1 B 2n T r
m(r, = — 7 COS T COS = — = —.
(r, f) ( ( 0)do + ( 0) db) (1+1)
21 Jo ax 2T 7r
Donc
r
T(T, f) = %
D’ou
log T'(r, f)

o (e*) = limsup = 1.

rotoo  loOgrT

ii) Soient P(z) = az? + ...un polynome de degré p > 0 et f(z) = eP*), alors

D’ou

o (ep(z)) =,

o <e‘22) =2,0 ((523*222*1) = 3.
iii) Soit f(z) = exp (e*), alors ([12,p.84, Lemma4.3])

T(r, f) ~ (2:;);) (quand r — ).

D’ou

Exemple 1.1.2
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Définition 2.1.3 (La mesure linéaire et la mesure logarithmique) Supposons que E C
[1,400), on désigne par m(E) la mesure linéaire de l’ensemble E et par Im(FE) la mesure

logarithmique de l’ensemble E, avec

et

ot xp(t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E.

Exemple 1.1.3

i) La mesure linéaire de 'ensemble E = [1,¢e] C [1,+00) est

m(E) :/1+OOXE(t)dt:/ledt:e—1

ii) La mesure logarithmique de I'ensemble E = [1,¢3] C [1, 4+00) est

+o0o el
Im(E) = / Xelt) / g
1 t 1t

iii) La mesure linéaire d'un ensemble fini F est nulle, m(E) = 0.

2.2 Eléments de la théorie de Wiman-Valiron

Définition 2.2.1 (L’indice central) Soit f(z) = > a,r" une fonction entiére. Pour tout
n>0

r > 0 la série Y, |a,| ™ est convergente. D’ot lim |a,| 7™ = 0 et le terme mazimal p(r, ) =
n>0 —Tee
{max|a,|r",n € N} est bien défini.

On définit l'indice central par
v(r, f) = max{m : [an|r"™ = pu(r, f)}

Exemple 1.2.1
Soit P(z) = an2" + ... + ag,an, # 0

Alors, pu(r, P) = max {|a;|r/ : j = 0,1...,n} = |a,| r™, r assez grand. Et par conséquent

v(r, P) = max {m : |a,|r™ = |a,| ™"} = n.
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Lemme 2.2.1 Soit v(r) Uindice central de f. Alors
i)
"u(t
log M(T) = lOg ‘ao‘ + / #dta ap 7é 07
0

ii) Pour r < R,

M(r, f) < u(r) {U(R) + R]i T} .

2.3 Lemmes préliminaires

Dans cette partie du Chapitre 1, nous présentons des lemmes nécessaires aux démonstrations

des théorémes données dans le chapitre suivant.

Lemme 2.3.1 (19 Soit f une fonction méromorphe et transcendante avec o(f) = o < oo,
H = {(k1,j1), (k2,j2) s ..., (kq, Jq) } un ensemble fini de paires d’entiers distinctes vérifiant
ki > j; >0, pouri=1,...,q. Et soit € > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble
E C [0,27) ayant une mesure linéaire nulle, tel que si » € [0,2m)\E, alors il existe une
constante Ry = Ro(v) > 1 telle que pour tout z vérifiant arg z = ¢ et |z| > Ry et pour tout
(k,j) € H, on a

< |zt (2.3.1)

Lemme 2.3.2 (%)) Considérons h(z)e* et h(z)e™ , ot h est une fonction entiére non nulle
avec o(h) = a < 1, z=re? 0 € [0,2n). Alors, pour tout ¢ donné (0 < e < 1—a), il existe
un ensemble E C [0,27) ayant une mesure linéaire nulle, et pour r suffisamment grand on

aura

i) Sif € ([O, g) U (37“,27))\E, alors

exp{(l —¢e)rcosf} < ‘he’"ew

<exp{(l+e¢)rcosf}, (2.3.2)

<exp{(l —¢)r(—cosh)}, (2.3.3)

exp{(l+¢)r(—cosf)} < ‘he_“w

it) Sif e (Z,%5)\E, alors

exp{(1+¢)rcosf} < ‘herew

<exp{(1—e¢)rcosf}, (2.3.4)

<exp{(1+e¢)r(—cosh)}, (2.3.5)

exp{(1 —¢)r(—cosf)} < ’he_mw




2.3 Lemmes préliminaires 9

Preuve
Par (2.3.1), pour tout € donné (0 < e < 1—a), il existe un ensemble E C [0,27) ayant une
mesure linéaire nulle, tel que pour un 6 € [O, g) \E, il existe un Ry (#) > 1, et pour tout

z = re'? vérifiant r > Ry, on a

h (reie) c
A 2.3.
h (rei?) =" B (2:3.6)
Prenons l'intégrale curviligne, C' = {w : argw = 0, Ry < |w| =t < r}, on a
, " ht (teie) , .
0\ 0 0
log h (re) = /RO D) e’dt + log h (Roe”) . (2.3.7)

Par (2.3.6]) et (2.3.7)) on obtient

|10gh (rew)’ < Mrotz 4+ M < rote,
Ou M > 0 est une constante, et
|10g |h (rei‘g) H < }log h (rewﬂ < rote

D’ou
exp {—r“*s} < |h (rewﬂ < exp {r‘”s} ) (2.3.8)

Par |e*| = e"°*? et (2.3.8)), on obtient
exp {—r‘”s + r cos (9} < ‘h (rew) ere’

Sife ([O, g) U (%”,27?))\E, alors cosf) >0, par0 <e <1—aet , on sait que

est vérifiée pour r suffisamment grand.

En utilisant la méme preuve ci dessus , on trouve que (2.3.3) est vérifiée ainsi que ([2.3.4)) et
(2.3.5) de (iz).

<exp {r*" +rcosf}. (2.3.9)

Lemme 2.3.3 (°)Soit f(z) une fonction entiére.Si ‘f(k) (z)‘ est mon borné sur le rayon
arg z = 0, alors il existe une suite infinie de points z, = rpe® (n=1,2,...), ot r,, — o0, tel

que % (z,) — oo et

LT <z T (14 0(1) (=0, .,k — 1), (2.3.10)
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Preuve

Posons M (r,6, f*) = max {|f® (z)’ t|z] < rargz =6} . Alors, il existe une suite infinie
de points z, = .6, r, — oo telle que pour tout n, on a M(r,, 0, f*F) = ‘f(k) (zn)‘ — 00
quand n — +o00. Pour tout n, par (k — j) intégrations itérées le long du segment L, : z =

re? 0 <1 < |z,

f(j)(Zn)Zf( (0 )_i_f(ﬁl (0 ) i + . +(k—;—1) fl= 1) 2ty / / f(k

Par suite, en utilisant I'inégalité triangulaire et ’estimation ‘ f | f®) (2, { sur le

segment [, on obtient

19 ()] < |19 @475 O)] |zal +...+ 5 9 Ol 119 () [

(k — (&

D’ot, on aura pour z, — o0

(I+o() |z  (j=0,....,k—1).

<

LWZ ~ (k=)

Lemme 2.3.4 (157 214]) Soit f(z) une fonction analytique dans la région
D ={z/a <argz <, ro < |z] < o0},

et continue sur D = DUC (C est la frontiére de D). Si pour tout € donné assez petit, € > 0,

il existe R(g) > 0 tel que pour |z| > R(e),z € D, on a

)] < exp{e 27w},

et pour z € C' on a

|f(z)] <M (M >0 est une constante) .

Alors |f(z)] < M est vérifiée pour tout z € D.

Lemme 2.3.5 (%)) Soit f(2) une fonction entiére avec o(f) = o < co. Avec un ensemble E C

0,27) de mesure linéaire nulle tel que pour tout rayon argz = 6y € [0,27) fre)| <
Mrk(M = M(6y) > 0 est une constante,k(> 0) est une constante indépendante de 6y), alors

f(2) est un polynome et deg f < k.
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Preuve
Comme E est de mesure linéaire nulle, on peut choisir les points 6; € [0,27)\E (j =

1,...,n,n+1) tels que
O§91 §92g...§9n§27r,9n+1:91+27r,

et

. m
max {9j+1 — 93\1 <3< n} < 0'——|—1’
f(2)
ok

<exp{e|z|”"} . Dans

Pour tout € > 0 donné, par o(f) = o, il existe R(¢) > 0 tel que

les secteurs H; = {2\0; <argz <0;4,|2| > R} (j =1,...,n),
‘Lj)‘ < exp {8 2 (1) } ,
z

est vérifiée, et sur les rayons argz = 0;,0;,1,

est vérifiée.

< M est vérifice sur tout H;, d’'ou |f(2)] < M |z|* est vérifice

Par le Lemme 2.3.4, on a ‘%

sur tout le plan. Donc, f(z) est un polynéme avec deg f < k.

Lemme 2.3.6 (19 Soit f une fonction transcendante méromorphe et soit a« > 1 une
constante donnée. Alors il existe un ensemble E C (1,400) ayant une mesure logarithmique
finie et une constante f > 0 qui dépend seulement de o et (m,n) (m,n € {0,...,k}, et m < n)
tels que pour tout z vérifiant |z| =r ¢ [0,1]U E, on a
‘ F (2) (T (ar, f)
fom (2) r

Lemme 2.3.7 (%) Soit g (z) une fonction entiére d’ordre infini avec Uhyper ordre o5(g) = o,

<p (log™ r)log T (ar, f)) : . (2.3.11)

et v(r) lindice central de g, alors

m loglog v(r)

r—00 logr - 02(9) -7
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Preuve
0.)

Posons ¢g(z) = Y a,2". On peut supposer, sans perte de généralité, que |ag| # 0.
n=0

Par (i) du Lemme 2.2.1, le terme maximal u(r) de g vérifie

log pu(2r) = log |ag| + /27" @dt > log |ag| + v(r) log 2. (2.3.12)
0
Par I'inégalité de Cauchy, on obtient
wu(2r) < M(2r, g). (2.3.13)
Cela et engendrent
v(r)log2 <log M(2r,g) + C, (2.3.14)

ou C (C' > 0) est une constante. On en déduit

_ — log M
= log log v(r) < Tm log log log M (r, g)

= = 0. 2.3.15
r—oo  logr  r—o0 log r 72 (g) 7 ( )
Par ailleurs, par (i7) du Lemme 2.2.1 , on a
M(r,g) < u(r){v(2r) 4+ 2} = }av(r)} ror) {v(2r) + 2}. (2.3.16)
D’ou
log M(r,g) < wv(r)logr +logv(2r)+ Cy,
loglog M (r,g) < logu(r)+ loglogv(2r)+ loglogr + Cy (2.3.17)
log1 2
< logw(2r) |1+ w + loglog r + Cj,
log v(2r)

ot Cj(>0) (j =1,2,3) sont des constantes. Ainsi

ra(g) = mlog log log M(r, g) < mloglog v(2r) _ log log 1/(7")'

2.3.18
r—00 logr r—oo  log2r logr ( )

Le lemme résulte de (2.3.15)) et (2.3.18)).

Lemme 2.3.8 () Soit f(z) une fonction entiére avec o(f) = 0o et oo(f) = a < 400, soit

un ensemble E C [1,400) ayant une mesure logarithmique finie. Alors il existe une suite
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infinie de points {z, = rpe'} tel que |f(z)] = M (ry, f), 0, € [0,27), lim 6, = 6 €
) —00

0,27) 1 & E, 1, — 00, et pour tout ¢ > 0 donné on a, pour ry suffisamment grand

1
lim 2808 (2.3.19)
rp—oo  log Ty
exp {rp™°} < w(r) <exp{ry™}, (2.3.20)

ot v(r) est lindice central de f(z).

Preuve

Par le Lemme 2.3.7 et 02(f) = «, on a

T loglog v(r)

r—00 IOgT - J2(f> —asoo

log log v(r},)

Il existe une suite finie de points {r}} (r, — oo) vérifiant lim = «. Sachant que

i T og
ImE = § < oo, alors il existe un point 74, € [, (0 + 1) 7] \5 k
Comme
loglog v(r) S log log v(77},) _ loglog v(7}.)
logry,  — log[(6+1)77] log 7', [1 N 101%)25721)} ;
alors on a

i loglogv(m) _

rr—oo  log Ty
D’ou (2.3.20) est vérifice. Par (2.3.20]), on sait que est vérifiée.
On prend, & présent, z, = e 0, € [0,27) tel que |f (2x)| = M (ry, f). 1l existe une
substitution {6y, } de {6)} tel que ]131010@ =0y € [0,2m).

Lemme 2.3.9 (°)Soit f(z) une fonction entiére transcendante. Alors il existe un ensmble
E C (1,400) ayant une mesure logarithmique finie tel que pour z vérifiant |z| = r ¢ [0, 1]JUE
et |f(2)] =M (r, f), ona

<2r° (s e N). (2.3.21)

Preuve

De la théorie de Wiman-Valiron ([10, 11, 13,16]), on a

19 _ (0N L
e _< ) > (1+0(1)). (2.3.22)
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ou|z| =7 ¢ [0,1JUE, E C (1,+00) est de mesure logarithmique finie tel que |f(2)| =

M (r, f)

et v(r) est 'indice central de f(z). Comme f est transcendante, v(r) — oo (r — 00).

D’ow, pour z, |z| =r ¢ [0,1] U E et |f(2)| = M (r, f), par (2-3.22) on obtient (2.3.21)).

Lemme 2.3.10 (%)) Soit H; (j = 0,1,2) une fonction entiére avec o(H;) < o < oo. Si f (2)

est une solution de I’équation différentielle
f"+ Haof" + Hif' + Hof =0,

alors o9 (f) < 0.

Preuve
Soit f une solution de ’équation ([2.3.23)) alors
_em " /
; _HQ‘];: +H1ff+H0,
et
" 1" ! " !/
‘ =/ ’Hzf—+H1§+Ho < |H,| f? + |Hy| f?

Comme o(H;) < 0 < 00, alors

’HJ‘ SGXp {raJrg}a (] :07172)

De ([2.3.22)) et (2.3.24)), on obtient

v(r

r

367.0+5

IN

o+
v(r) 3re”

IN

loglogv(r) < log [log3r+r7*],

mlog log v(r)

<o +e,
r—oo  logr

Q

[\o}

—

S~—
I

€ > 0 étant arbitraire, on obtient

oa(f) < o.

(2.3.23)

(2.3.24)



Chapitre 3

L’ordre et ’hyper ordre des solutions
des équations différentielles linéaires

d’ordre 3

3.1 Introduction
En 1962, F'rei étudia les équations différentielles d’ordre 2 et prouva le résultat suivant.

Théoréme 3.1.1 (7)) S I’équation

f'+e”f +Cf=0. (3.1.1)
ou C(# 0) est une constante complexe, admet une solution f # 0 d’ordre fini, alors C = —k?,
ot k est un entier positif. Inversement, pour tout entier positif k , I’équation avec C = —k*

admet une solution [ qui est polynomiale en e* de degré k .

Amemiya & Ozawal[l], Ozawa [19]et Gundersen[8] ont étudié le cas ou Q(z) est un polynome

particulier. Langley prouva le résultat suivant pour le cas ot Q(z) est un polynéme général.

Théoréme 3.1.2 1) Soit Q(z) un polynéme non constant. Alors toutes les solutions non

triviales de ’équation

T A f + Qz)f = 0. (3.1.2)

sont d’ordre infini, pour toute constante non nulle A.
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On sait que la "majorité" des solutions des équations linéaires avec des coefficients fonctions
transcendantes sont d’ordre infini. Ainsi, le probléme de I’évaluation précise de la croissance

des solutions ayant un ordre infini fut posé. Chen 'eut étudié et a obtenu le résultat suivant.

Théoréme 3.1.3 (4 Soient, a un nombre complexe non nul, Q(2) un polynéme non constant.

Alors, toute solution f(# 0) de ’équation

"+ e f +Q(2)f =0. (3.1.3)

a un ordre infini et oo(f) = 1.

3.2 Reésultats

Dans cette partie, on étudiera l'ordre et ’hyper ordre des solutions des équations différen-
tielles du troisieme ordre, homogénes et non homogeénes, en élaborant des résultats améliorant

grandement ceux obtenus en [4 — 9,16, 19].

Théoréme 3.2.1 () Soient hy, hy deuz fonctions entiéres non nulles avec o(h;) <1 (j =
1,2), ho un polynéme non constant. Si F' est une fonction entiére avec o(F') < 1, alors toute

solution non constante de l’équation différentielle
fm + hgeizf” —+ hlezf' -+ h()f =F (321)

est d’ordre infini. De plus, si F' est transcendante, ou F' = 0, alors toute solution non nulle

de a un ordre infini.

Théoréme 3.2.2 (°)) Soient hy, hy deuz polynémes non nuls, ho un polynéme non constant,
F wune fonction entiére avec o(F) < 1. Alors toute solution non constante de est
d’ordre infini et oo(f) = 1.

De plus, st ' est transcendante ou F' = 0, alors toute solution non nulle de a un
ordre infini et oo f) = 1.
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3.3 Preuve du Théoréme 3.2.1

Pour commencer, on suppose que f (z) est une solution transcendante de ((3.2.1]).
On sait que toute solution de cette équation est une fonction entiére. On montre que o (f) =
00. Supposons le contraire, c’est a dire, o (f) = 0 < o0.
Par le Lemme 2.3.1, il existe F; C [0,27) ayant une mesure linéaire nulle tel que si § €
0, 27) \ £1, alors il existe une constante R = R() > 1 telle que pour tout z vérifiant arg z = 6
et |[z] > R, on a

f

'_

<", 3>m>n>0), (3.3.1)

(m) (2)
fm (2)
ou M (> 0) est une constante.
Posons o = max {o (hy),0 (hy),o (F)}, alors @ < 1. Par le Lemme2.3.2, pour tout £ donné
(0 < 6c <1—aq), il existe un ensemble E, C [0,27) de mesure linéaire nulle, z = re®, tels

que pour r suffisamment grand, on a

a) Sife ([0,2)U (3, 2m))\Es, alors hye* et hoe™* vérifient et respective-

ment ;

b) Sif e (g, 37“) \ Es, alors hie* et hoe™* vérifient (]2.3.4[) et (]2.3.5[) respectivement.

Maintenant pour tout § € ([0,2) U (2£,27))\(E1 U E»), on a pour r suffisamment grand

exp{(1—¢)rcosf} < ‘hl (re) e’

: (3.3.2)

0

exp{(1+2)r(=cosO)} > |ha (re”) e

(3.3.3)

Maintenant on démontre que | f’ (re'’)| est borné sur le rayon arg z = 6. Si | /' (re”?) | est non
borné sur le rayon arg z = 6, alors par le Lemme 2.3.3, il existe une suite infinie de points
zg = 1,%(q = 1,2, ...) telle que lorsque ¢ — oo, on ait r, — oo, f'(z,) — oo et

f(zg)
[ (29)

Comme F' est une fonction entiere avec o (F') = o et f'(z,) — oo, on a, pour ¢ suffisamment

<r,(1+0(1)). (3.3.4)

grand,
F(29)

f1(zg)

< |F (zg)] < exp {ri*e}. (3.3.5)
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Substituant - - ) dans , on obtient

exp{(l —¢)rycosb} < |hy(z,)e™|

J" (29) - f” (2q)
LN H7 h2 q ql 97
< || e s
)| [ F (2)
) F e 7
< M +exp {(1+¢)ry (—cosB)} |rg™ + réw (I1+o0(1)) +exp {r"+6}
< 3r)exp {ri*} (3.3.6)
D’ou
exp {irq cos 9} < 37“34 pour ¢ suffisamment grand. (3.3.7)

D’ou la contradiction.
Par conéquent | f/ (re’)| < M sur le rayon argz = 6 € ([0,27) U (2,27)) \ (Ey U Ez), on
obtient facilement

| f(re®)| < Mr®. (3.3.8)

sur le rayon arg z = 6.

A présent, pour tout 6§ € (Z,2)\ (Ey U E»), en utilisant le méme raisonnement au dessus,
on peut prouver que |f” (7"6 )} < M est vérifiée sur le rayon argz = 6. D’ou (3.3.8]) est
vérifiée sur tout rayon argz = 6 € [0,2m) \ (Ey U B, U (3, 7”))

Comme E; U Ey U (Z,27) est de mesure linéaire nulle, par et le Lemmel.3.5, on sait

2172
que f(z) est polynomiale, ce qui contredit notre hypothese.
On en déduit que o (f) = co.

Maintenant on démontre que tout polynéme non constant ne peut étre une solution de ((3.2.1])

Supposons que f(z) est un polynéme non constant solution de (3.2.1)) alors deg f > 1, et

f'(2) #0.

Pour tout 0 € ([0,2) U (32, 27)) \ (E1 U E3), cosfy > 0.
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Par le Lemme 2.3.2, on a, pour r suffisamment grand.

exp {(1 — &) rcosfy) < )hl (rei®) e f' (rei®) | | (3.3.9)

]h2 (rei®) e £ (re®)| < exp{(1+&)r(—cosb)} <2, (3.3.10)
|F (re™)| < exp{r7t}, (3.3.11)

|ho (re®) f (re'™)| < oM. (3.3.12)

Par (3.2.1) et (3.3.9)-(3.3.12), on obtient, pour r suffisemment large

exp{(1—¢e)rcosty} < r'exp{r’tc}. (3.3.13)

D’ou, par (3.3.13)) on a
1
exp {ZTCOSGO} <M
pour r suffisamment grand.
Ce qui est une contradiction.
De plus, si F' est transcendante ou F' # 0, f supposée étre une solution constante non nulle

de (3.2.1)), alors le reste de (3.2.1]) est un polynéme non nul kg f, ce qui est une contradiction.

3.4 Preuve du Théoréme 3.2.2

Supposons que f (z) est une solution non constante de (3.2.1)).
Par le Théoréme 3.2.1, on sait que o(f) = co. Maintenant, on démontre que oo(f) = 1.
Supposons que o9(f) = o < 1. Par le Lemmel.3.6 on sait qu’il existe un ensemble E3 C

(1,+00) de mesure logarithmique finie, et qu’il existe une constante A > 0 telle que

< A(T (2r, f))° (3>j>d>0), (3.4.1)

19 )
f@(z)
est vérifiee pour |z| = r ¢ F3 et r suffisamment grand.

De la théorie de Wiman-Valiron([10, 11,13, 16]), on a la formule basique suivante

fP%) _ (v
= (%

ou z vérifie |f (z)| = M (r, f), |z| = r ¢ [0,1]UEy, Ey C (1,400) est de mesure logarithmique

>j (1+0(1)) (j=1,2,3), (3.4.2)

finie, v (1) est l'indice central de f (2).
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Par le Lemmel.3.8, on peut choisir un point limite {z, = r,e?" } tel que |f (z,)| = M (ry,, f),
0, € [0,27), lim 0,, = Oy, 7, ¢ [0,1]UE3UE}y, r,, — oo, pour tout &1 donné (0 < 6e; < 1 — )

et pour r, suffisamment grand, on a

1 n
fim D8 T) o, (3.43)
n—oo logry,
exp{ry '} < wv(r,) <exp{rg™}. (3.4.4)

Pour 6j,0n distingue trois cas (i) 0y € [0, %) U (3F,2n), (i) 6 € (%,28), (i1d) 0o € {5,%F

i) o€ [0,3)U (37”,%).
Par ’équation (3 , on a

F f/// f// f
hle = ? - (7 + h2 7 + hO f, (345)
Comme cosfy > 0 et 0, — 0y, pour n suffisamment grand on a 6, € [0, g) U (32—”,27r) et

cos @, > 0. Par le Lemme 2.3.2 on sait que 6,, vérifie

|h1 (z) €] > exp{(1 —¢€1)rycosb,}, (3.4.6)
|ho (zp) e7*| < exp{(1+e1)ra(—cosb,)} <2, (3.4.7)
|ho ()] < 1, (3.4.8)

ot M (> 0) est une constante.

Par le Lemme 2.3.9 on a lorsque z, = 7,6 vérifie |f (2,)| = M (rn, f),

;/EZ% <M, (3.4.9)
Par o (f) = oo et |f(z,)| = M (r, f) et, on a |f' (2,)| > 1. Comme F' est une fontion entiére
avec o (F') = o, pour n suffissamment grand on a
[ (zn)
Considérons le point {z,}, en substituant (3.4.1)),(3.4.6)-(3.4.10) dans tel que n est

< |F (2,)] < exp {rg*e}. (3.4.10)

suffisamment grand, on obtient

exp{(1—e1)rpcosb,} < |hy(z,)e™|

< A(T 2rn, )’ +exp{(1 + 1) ryn (—cos0,) Y A(T (2rn, f))°
+r2M 4 exp {r"*gl}
< 3AM(T (2r,, ) exp {rgter ). (3.4.11)
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Par (3.4.11)), on obtient pour n suffisamment grand
1
exp {Zrn cos en} < 3Ar2M (T (2r,, £))°. (3.4.12)

Par (3.4.12)) on a
oy (f) > 1. (3.4.13)
i) 0o € (3.%).
On peut utiliser le méme raisonnement que dans le cas (7), on obtient pour n suffisamment

grand que 6,, € (%, 37”) ,—cosf, >0 et

|ho (zp) ™| > exp{(1 —e1)r,(—cosb,)}, (3.4.14)
|hi (zn) €™ < exp{(l—¢e1)r,cos6,} <2 (3.4.15)
)l < ot | < (34.16)
[f" ()| 2 1,
et
Jf(é”z < |F (20)] < exp {roter} (3.4.17)

Par (3.2.1]) et (3.4.14)-(3.4.17)), on obtient

exp {(1 — &1) 7 (= cos6,)} < |ha (2) €| < BAr2M (T (21, NCexp{rd +e}. (3.4.18)
Par (3.4.18)) on a, pour n suffisamment grand
1
exp {Zrn (— cos an)} < 3APPM (T (2r,,, ))°. (3.4.19)

Par (3.4.19) on a 01 > 1.

111) 90: g ou 90: 3?”

On étudie seulement le cas ou 0y = 7, et le cas 0y = 37” peut étre prouvé de facon similaire.
Comme cos 5 = 0 et z, = rpefn veérifie r, — 00,0, — 5 tels que n — oo, on sait que le

rayon arg w = 5 est une ligne asymptotique de {z,} .
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D’ou il existe N > 0 tel que lorsque n > N, par Re {:trnewo} =0onapourj=1,2,

—-1< Re{irnew"} <1, é < ‘eiZ"| <e, < |hj (2,) et | < M2

Ou My, M, sont deux entiers positifs. Par (3.2.1)),(3.4.2) on a
3
vr, F(z,

Zn

Zn

S NERS)

thy (20) € (”(“))(Hou))mo (z) }. (3.4.20)

Zn

Comme o (f) = oo, on a M (r,, f) > exp{r3}, et pour r, suffisamment grand

];((Z‘)) <exp {rgtt —ri} — 0. (3.4.21)
Par (3.4.19))-(3.4.21]) on obtient
v(rp) (1+0(1) <M. (3.4.22)

Les relations (3.4.22) et (3.4.3) se contredisent, ce qui prouve que le cas (7ii) ne peut se

produire.

Dans les cas (i) et (i), on a prouvé que oq (f) > 1. En combinant avec le Lemme 2.3.10, on
trouve que oy (f) = 1.

De plus, si F' est transcendante ou F' = 0, on utilise le méme raisonnement qu’en la preuve

du Théoréme 3.2.1 et on aura prouvé que toute constante non nulle ne peut étre une solution

de ().

3.5 Exemples

Exemple 3.5.1 Soit ’équation

shy/z sin /2
+ 7i—e‘zf” + 7‘/_621” + (B2 +4)f=0 (3.5.1)
On remarque que les conditions du Théoréme 3.2.1 sont vérifiées. En effet, SF\L/‘?, SinT\fsont des

fonctions entiéres telles que J(S’f/‘g ) = U(Sir\‘ff

f/l/

) =1, (2* 4+ 4) est un polynome non constant

et de plus, F' = 0.
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Alors,d’apres le Théoreme 3.2.1, toute solution non nulle de (3.5.1) est d’ordre infini.
Exemple 3.5.2 Soit ’équation

"4 ze 4 (P 2)ef f + (22— 2+ 1) f =cosy/z (3.5.2)

On constate que les conditions du Théoréme 3.2.2 sont vérifices. En effet, z, (2* + 2) sont
deux polynomes non nuls, (22 — z + 1) est un polynome non constant. De plus F est une
fonction entiere avec o(F) < 1, et est transcendante.

Alors, d’aprés le Théoréme 3.2.2, toute solution non nulle de (3.5.2)) a un ordre infini et son

hyper ordre oo f) = 1.
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Conclusion

Nous avons traité dans ce mémoire les caractéristiques que sont ’ordre et I’hyper ordre des
solutions des équations différentielles d’ordre 3 dans le cas ot les fonctions coefficients sont des
fonctions entiéres. Et cela ouvre la porte pour plusieurs perspectives.Les questions suivantes
se posent : Conserve-t-on ces mémes caractéristiques dans le cas ou les fonctions coefficients
sont des fonctions méromorphes 7. Peut-on généraliser les résultats obtenus pour des fonctions
méromorphes 7 Et sous quelles conditions cette généralisation serait possible? En effet, les
résultats obtenus peuvent étre généralisés sous certaines conditions posées sur ’ordre, 1’ordre

inférieur et ’exposent de convergence dont la condition
1 1
max{a(B),)\ <Z)} <pu(A)<o(A) < 5
,pour I’équation différentielle du second ordre
f AR f+B(2)f=0,

étudiée par Chen|[2].
Cela nous ameénera aussi & réfléchir sur le cas des équations différentielles d’ordre supérieur

et me donne sans doute un avant-gout de ce que réserve la recherche scientifique.
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