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Chapitre 1

Introduction

Les équations di¤érentielles linéaires dans le domaine complexe sont un secteur des Mathé-

matiques admettant plusieurs approches. Parmi ces approches, la théorie locale est peut-être

la plus étudiée. Ses résultats de base : Le Théorème d�existence et d�unicité, la structure

linéaire de base des solutions, la singularité, etc. Ces résultats nous sont familiers et nous

aident à mieux comprendre notre approche. Cette dernière est di¤érente, elle se trouve dans

la théorie des fonctions. C�est l�application de la théorie de la distribution des valeurs des

fonctions méromorphes qui nous donne un aperçu sur les propriétés des solutions des équa-

tions di¤érentielles. Cette direction, fondée par le célèbre mathématicien Rolph Nevanlinna,

est apparue à partir de 1929 (Voir [17]). Le premier qui a e¤ectué des études systématiques

sur les applications de la théorie de Nevanlinna sur les équations complexes, est H. Wittich

dès 1942 (Voir [17]).Actuellement, la théorie globale des équations di¤érentielles complexes

en liaison avec la théorie de Nevanlinna est devenue beaucoup plus utilisée. Pendant les trois

dernières décennies, plusieurs groupes actifs de mathématiciens dans divers pays ont joué un

rôle remarquable dans ce domaine. Des résultats importants ont été établis. Cette théorie

représente, à présent, un outil indispensable dans l�étude des propriétés des solutions des

équations di¤érentielles complexes. Notre travail de recherche portera sur l�ordre de crois-

sance ainsi que l�hyper ordre des solutions d�équations di¤érentielles d�ordre 3.D�abord un

bref historique. Pour l�équation di¤érentielle de deuxième ordre

f 00 + e�zf 0 + A(z)f = 0; (1)
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où A(z) (6� 0) est une fonction entière d�ordre �ni. Toute solution de l�équation (1) est une

fonction entière. De plus, si f1; f2 sont deux solutions méromorphes linéairement indépen-

dantes de (1), il y a au moins une des solutions f1; f2 qui doit être d�ordre in�ni (Voir[9]).

De là, la plupart des solutions de (1) auront l�ordre in�ni. Nous posons la question : Quelle

condition sur A(z) garantira que chaque solution f 6� 0 de l�équation (1) est d�ordre in�ni ?

Plusieurs auteurs tels que : B. Belaidi, M. Frei, M. Ozawa,G. Gundersen, J. K. Langley, I.

Amemiya et M. Ozawa ont étudié ce problème pour le cas où A(z) est une fonction entière

transcendante ou un polynôme non constant. Ils ont prouvé qu�avec l�ordre � (A(z)) 6= 1,

chaque solution f 6� 0 de l�équation (1) est d�ordre in�ni. Gundersen a montré dans [9, p.419]

que si degP (z) 6= degQ(z) pour l�équation di¤érentielle

f 00 + A1(z)e
P (z)f 0 + A0(z)e

Q(z)f = 0; (2)

où P (z); Q(z) sont des polynômes non constants et A1(z); A0(z) (6� 0) sont des fonctions

entières telles que �(A1) < degP (z); �(A0) < degQ(z), alors chaque solution non constante

de (2) est d�ordre in�ni.Si �(A(z)) = 1 dans l�équation (1) ou degP (z) = degQ(z) dans (2),

on peut avoir des solutions non constantes d�ordre �ni. Par exemple f(z) = ez + 2 satisfait

l�équation

f 00 +
1

2
ezf 0 � 1

2
ezf = 0:

Naturellement, la question qui se pose est : Quelles conditions sur A(z) quand �(A(z)) = 1

(quand degP (z) = degQ(z)) garantiront que chaque solution de (1) ( de (2) ) soit d�ordre

in�ni ? K. H. Kwon [15], a examiné le cas où degP (z) = degQ(z) pour l�équation (2). Il a

démontré que si P (z) = anz
n + an�1z

n�1 + ::: + a1z + a0; Q(z) = bnz
n + bn�1z

n�1 + ::: +

b1z + b0; sont deux polynômes non constants,tels que anbn 6= 0 et arg (an) 6= arg (bn) ou

an = cbn (0 < c < 1), alors toute solution f 6� 0 de l�équation (2) est d�ordre in�ni.Z. X.

Chen [4, Théorème 3] a étudié ce problème sur l�équation di¤érentielle linéaire de deuxième

ordre

f 00 + eazf 0 +Q(z)f = 0 (3)

;oùQ(z) = A0(z)e
bz est un polynôme non constant avec a 6= b et A0(z) ( 6� 0) est un polynôme.

Il a trouvé que chaque solution (f 6� 0) de (3) est d�ordre in�ni.Dans [6] Z. X. Chen et K. H.
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Shon étudièrent le problème pour l�équation

f 00 + A1(z)e
azf 0 + A0(z)e

bzf = 0; (4)

où A1(z); A0(z) (6� 0) sont des fonctions méromorphes telles que �(Ai) < 1 et arg a 6= arg b

ou a = cb (0 < c < 1). Ils ont montré que toute solution méromorphe (f 6� 0) de (4) est

d�ordre in�ni.Le second chapitre de ce mémoire est consacré aux notions préliminaires que

sont les dé�nitions propres aux éléments de la théorie de R.Nevanlinna tels que la fonction

caractéristique de R.Nevanlinna, l�ordre de croissance d�une fonction, l�hyper ordre et aux

éléments de la théorie de Wiman-Valiron dont on retient l�indice central. On poursuit avec

les lemmes utilisés par la suite dans les démonstartions des théorèmes présentés. Quant au

troisième chapitre, on y expose les Théorèmes de Frei[7], Langley[16] et Chen[4] sous forme

d�une introduction relatant quelques caractéristiques des équations di¤érentielles d�ordre 2,

suivis par les résultats améliorant ces derniers et qu�on résume dans le fait que sous certaines

conditions précises, un certain nombre de solutions de l�équation di¤érentielle de troisième

ordre suivante

f 000 + h2e
�zf 00 + h1e

zf 0 + h0f = F (5)

est d�ordre in�ni et a un hyper ordre �2(f) = 1. Ces résultats seront prouvés et joins

d�exemples illustratifs.



Chapitre 2

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons citer des dé�nitions indispensables. On en distingue essen-

tiellement les éléments de la théorie de R. Nevanlinna ainsi que ceux de la théorie de Wi-

man.Valiron.

2.1 Eléments de la théorie de R. Nevanlinna

Dé�nition 2.1.1 (Fonction caractéristique de R. Nevanlinna) Soit f une fonction mé-

romorphe non constante et a un nombre complexe ou a = 1. Alors, on dé�nit m(r; a; f) la

fonction de proximité de la fonction f au point a par

m(r; a; f) = m(r;
1

f � a
) =

1

2�

Z 2�

0

ln+
1

jf(rei�)� ajd� si a 6=1;

m(r;1; f) = m(r; f) =
1

2�

Z 2�

0

ln+
��f(rei�)�� d� si a =1;

où ln+ x = max(0; lnx) pour x > 0.

Et on dé�nit N(r; a; f) la fonction a�points de la fonction f dans le disque jzj � r par

N(r; a; f) = N(r;
1

f � a
) =

Z r

0

n(t; a; f)� n(0; a; f)

t
dt+ n(0; a; f) ln r si a 6=1;

N(r;1; f) = N(r; f) =

Z r

0

n(t;1; f)� n(0;1; f)

t
dt+ n(0;1; f) ln r si a =1;

et

N(r; a; f) = N(r;
1

f � a
) =

Z r

0

n(t; a; f)� n(0; a; f)

t
dt+ n(0; a; f) ln r si a 6=1;
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N(r;1; f) = N(r; f) =

Z r

0

n(t;1; f)� n(0;1; f)

t
dt+ n(0;1; f) ln r si a =1;

où :

n(t; a; f) désigne le nombre des zéros de l�équation f(z) = a dans le disque jzj � t , chaque

racine étant comptée avec son ordre de multiplicité ;

n(t;1; f) désigne le nombre des pôles de la fonction f(z) dans le disque jzj � t , chaque pôle

étant compté avec son ordre de multiplicité ;

n(t; a; f) désigne le nombre des zéros distincts de l�équation f(z) = a dans le disque jzj � t ;

et :

n(t;1; f) désigne le nombre des pôles distincts de la fonction f(z) dans le disque jzj � t.

On pose : N(r;1; f) = N(r; f) et m(r;1; f) = m(r; f).

On dé�nit T (r; f) la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f par

T (r; f) = m(r; f) +N(r; f):

Théorème 2.1.1 (Premier théorème fondamental de R. Nevanlinna) Soit f une fonc-

tion méromorphe non constante. Alors pour tout nombre complexe a; on a

m(r; a; f) +N(r; a; f) = T (r; f) + "(r; a);

où "(r; a) = O(1) (r !1):

Dé�nition 2.1.2 (L�ordre et l�hyper ordre) Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit

l�ordre �(f) de la fonction f par

�(f) = lim sup
r!+1

log T (r; f)

log r
;

et on dé�nit l�hyper ordre �2(f) de la fonction f par

�2(f) = lim sup
r!+1

log log T (r; f)

log r
:

Exemple1.1.1
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i) Soit f(z) = ez: Nous avons n(t; f) = 0 car f n�admets pas de pôles, par conséquent

N(r; f) = 0:

De plus

m(r; f) =
1

2�

Z 2�

0

ln+
��er cos ��� d�

m(r; f) =
1

2�
(

Z �
2

0

(r cos �) d� +

Z 2�

3�
2

(r cos �) d�) =
r

2�
(1 + 1) =

r

�
:

Donc

T (r; f) =
r

�
:

D�où

� (ez) = lim sup
r!+1

log T (r; f)

log r
= 1:

ii) Soient P (z) = azp + :::un polynôme de degré p > 0 et f(z) = ep(z); alors

T (r; f) � jaj
�
rp (r !1) ;

D�où

�
�
eP (z)

�
= p;

�
�
ez

2
�
= 2; �

�
ez

3+2z2�1
�
= 3:

iii) Soit f(z) = exp (ez) ; alors ([12; p:84; Lemma4:3])

T (r; f) � ez

(2�3r)
1
3

(quand r !1) :

D�où

�
�
ee

z�
=1:

Exemple 1.1.2

�2 (e
z) = 0; �2 (exp (e

z)) = 1; �2

�
exp

�
ez

2
��
= 2:
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Dé�nition 2.1.3 (La mesure linéaire et la mesure logarithmique) Supposons que E �

[1;+1) ; on désigne par m(E) la mesure linéaire de l�ensemble E et par lm(E) la mesure

logarithmique de l�ensemble E; avec

m(E) =

Z +1

1

�E(t)dt;

et

lm(E) =

Z +1

1

�E(t)

t
dt;

où �E(t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E:

Exemple 1.1.3

i) La mesure linéaire de l�ensemble E = [1; e] � [1;+1) est

m(E) =

Z +1

1

�E(t)dt =

Z e

1

dt = e� 1

ii) La mesure logarithmique de l�ensemble E = [1; e3] � [1;+1) est

lm(E) =

Z +1

1

�E(t)

t
dt =

Z e3

1

dt

t
= 3:

iii) La mesure linéaire d�un ensemble �ni E est nulle, m(E) = 0:

2.2 Eléments de la théorie de Wiman-Valiron

Dé�nition 2.2.1 (L�indice central) Soit f(z) =
P
n�0

anr
n une fonction entière. Pour tout

r > 0 la série
P
n�0

janj rn est convergente. D�où lim
n!+1

janj rn = 0 et le terme maximal �(r; f) =

fmax janj rn; n 2 Ng est bien dé�ni.

On dé�nit l�indice central par

�(r; f) = max fm : jamj rm = �(r; f)g

Exemple 1.2.1

Soit P (z) = anz
n + :::+ a0; an 6= 0

Alors, �(r; P ) = max fjajj rj : j = 0; 1:::; ng = janj rn; r assez grand. Et par conséquent

�(r; P ) = max fm : jamj rm = janj rng = n:
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Lemme 2.2.1 Soit �(r) l�indice central de f: Alors

i)

log �(r) = log ja0j+
Z r

0

�(t)

t
dt; a0 6= 0;

ii) Pour r < R;

M(r; f) < �(r)

�
v(R) +

R

R� r

�
:

2.3 Lemmes préliminaires

Dans cette partie du Chapitre 1, nous présentons des lemmes nécessaires aux démonstrations

des théorèmes données dans le chapitre suivant.

Lemme 2.3.1 ([10])Soit f une fonction méromorphe et transcendante avec �(f) = � < 1;

H = f(k1; j1) ; (k2; j2) ; :::; (kq; jq)g un ensemble �ni de paires d�entiers distinctes véri�ant

ki > ji � 0; pour i = 1; :::; q: Et soit " > 0 une constante donnée. Alors il existe un ensemble

E � [0; 2�) ayant une mesure linéaire nulle, tel que si  2 [0; 2�) nE; alors il existe une

constante R0 = R0( ) > 1 telle que pour tout z véri�ant arg z =  et jzj � R0 et pour tout

(k; j) 2 H; on a ����f (k)(z)f (j)(z)

���� � jzj(k�j)(��1+") : (2.3.1)

Lemme 2.3.2 ([5])Considérons h(z)ez et h(z)e�z ; où h est une fonction entière non nulle

avec �(h) = a < 1; z = rei�; � 2 [0; 2�) : Alors, pour tout " donné (0 < " < 1� a), il existe

un ensemble E � [0; 2�) ayant une mesure linéaire nulle, et pour r su¢ samment grand on

aura

i) Si � 2 (
�
0; �

2

�
[
�
3�
2
; 2�

�
)nE; alors

exp f(1� ") r cos �g �
���herei���� � exp f(1 + ") r cos �g ; (2.3.2)

exp f(1 + ") r(� cos �)g �
���he�rei���� � exp f(1� ") r(� cos �)g ; (2.3.3)

ii) Si � 2
�
�
2
; 3�
2

�
nE; alors

exp f(1 + ") r cos �g �
���herei���� � exp f(1� ") r cos �g ; (2.3.4)

exp f(1� ") r(� cos �)g �
���he�rei���� � exp f(1 + ") r(� cos �)g ; (2.3.5)
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Preuve

Par (2.3.1), pour tout " donné (0 < " < 1� a) ; il existe un ensemble E � [0; 2�) ayant une

mesure linéaire nulle, tel que pour un � 2
�
0; �

2

�
nE; il existe un R0 (�) > 1; et pour tout

z = rei� véri�ant r > R0; on a
h0
�
rei�

�
h (rei�)

� ra�1+
"
2 ; (2.3.6)

Prenons l�intégrale curviligne, C = fw : argw = �; R0 � jwj = t � rg ; on a

log h
�
rei�

�
=

Z r

R0

h0
�
tei�
�

h (tei�)
ei�dt+ log h

�
R0e

i�
�
: (2.3.7)

Par (2.3.6) et (2.3.7) on obtient

��log h �rei���� �Mra+
"
2 +M � ra+";

Où M > 0 est une constante, et

��log ��h �rei������ � ��log h �rei���� � ra+";

D�où

exp
�
�ra+"

	
�
��h �rei���� � exp�ra+"	 : (2.3.8)

Par jezj = er cos � et (2.3.8), on obtient

exp
�
�ra+" + r cos �

	
�
���h �rei�� erei� ��� � exp�ra+" + r cos �

	
: (2.3.9)

Si � 2 (
�
0; �

2

�
[
�
3�
2
; 2�

�
)nE; alors cos � > 0; par 0 < " < 1� a et (2.3.9), on sait que (2.3.2)

est véri�ée pour r su¢ samment grand.

En utilisant la même preuve ci dessus , on trouve que (2.3.3) est véri�ée ainsi que (2.3.4) et

(2.3.5) de (ii).

Lemme 2.3.3 ([5])Soit f (z) une fonction entière.Si
��f (k) (z)�� est non borné sur le rayon

arg z = �; alors il existe une suite in�nie de points zn = rne
i� (n = 1; 2; :::) ; où rn ! 1; tel

que f (k) (zn)!1 et ����f (j) (zn)f (k) (zn)

���� � jznjk�j (1 + o(1))(j = 0; :::; k � 1): (2.3.10)
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Preuve

Posons M(r; �; f (k)) = max
���f (k) (z)�� : jzj � r; arg z = �

	
: Alors, il existe une suite in�nie

de points zn = rne
i�; rn ! 1 telle que pour tout n, on a M(rn; �; f (k)) =

��f (k) (zn)�� ! 1

quand n ! +1: Pour tout n, par (k � j) intégrations itérées le long du segment L1 : z =

rei�; 0 � r � jznj

f (j) (zn) = f (j) (0) + f (j+1) (0)
zn
1!
+ :::+

1

(k � j � 1)!f
(k�1) (0) zk�j�1n +

Z zn

0

:::

Z zn

0

f (k) (t) dt:

Par suite, en utilisant l�inégalité triangulaire et l�estimation
��f (k) (z)�� � ��f (k) (zn)�� sur le

segment L1 on obtient

��f (j) (zn)�� � ��f (j) (0)��+��f (j+1) (0)�� jznj+:::+ 1

(k � j � 1)!
��f (k�1) (0)�� jznjk�j�1+ 1

(k � j)!

��f (k) (zn)�� jznjk�j :
D�où, on aura pour zn !1����f (j) (zn)f (k) (zn)

���� � 1

(k � j)!
(1 + o(1)) jznjk�j (j = 0; :::; k � 1) :

Lemme 2.3.4 ([15,p 214])Soit f(z) une fonction analytique dans la région

D = fz=� < arg z < �; r0 < jzj <1g ;

et continue sur D = D[C (C est la frontière de D): Si pour tout " donné assez petit, " > 0;

il existe R(") > 0 tel que pour jzj � R("); z 2 D; on a

jf(z)j < exp
n
" jzj

�
���

o
;

et pour z 2 C on a

jf(z)j �M (M > 0 est une constante) :

Alors jf(z)j �M est véri�ée pour tout z 2 D:

Lemme 2.3.5 ([5])Soit f(z) une fonction entière avec �(f) = � <1. Avec un ensemble E �

[0; 2�) de mesure linéaire nulle tel que pour tout rayon arg z = �0 2 [0; 2�) nE;
��f(rei�0)�� �

Mrk(M =M(�0) > 0 est une constante,k(> 0) est une constante indépendante de �0); alors

f(z) est un polynôme et deg f � k:
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Preuve

Comme E est de mesure linéaire nulle, on peut choisir les points �j 2 [0; 2�) nE (j =

1; :::; n; n+ 1) tels que

0 � �1 � �2 � ::: � �n � 2�; �n+1 = �1 + 2�;

et

max f�j+1 � �jn1 � j � ng < �

� + 1
;

Pour tout " > 0 donné, par �(f) = �; il existe R(") > 0 tel que
���f(z)zk

��� � exp�" jzj�+1	 : Dans
les secteurs Hj = fzn�j � arg z � �j+1; jzj � Rg (j = 1; :::; n) ;����f(z)zk

���� � exp�" jzj �

(�j+1��j)
�
,

est véri�ée, et sur les rayons arg z = �j; �j+1;����f(z)zk

���� �M;

est véri�ée.

Par le Lemme 2.3.4, on a
���f(z)zk

��� �M est véri�ée sur tout Hj; d�où jf(z)j �M jzjk est véri�ée

sur tout le plan. Donc, f(z) est un polynôme avec deg f � k:

Lemme 2.3.6 ([10]) Soit f une fonction transcendante méromorphe et soit � > 1 une

constante donnée. Alors il existe un ensemble E � (1;+1) ayant une mesure logarithmique

�nie et une constante � > 0 qui dépend seulement de � et (m;n) (m;n 2 f0; :::; kg ; et m < n)

tels que pour tout z véri�ant jzj = r =2 [0; 1] [ E; on a���� f (n) (z)f (m) (z)

���� � �

�
T (�r; f)

r
(log� r) log T (�r; f)

�n�m
: (2.3.11)

Lemme 2.3.7 ([3])Soit g (z) une fonction entière d�ordre in�ni avec l�hyper ordre �2(g) = �;

et �(r) l�indice central de g, alors

lim
r!1

log log �(r)

log r
= �2(g) = �:
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Preuve

Posons g(z) =
1P
n=0

anz
n: On peut supposer, sans perte de généralité, que ja0j 6= 0:

Par (i) du Lemme 2.2.1, le terme maximal �(r) de g véri�e

log �(2r) = log ja0j+
Z 2r

0

�(t)

t
dt � log ja0j+ �(r) log 2: (2.3.12)

Par l�inégalité de Cauchy, on obtient

�(2r) �M(2r; g): (2.3.13)

Cela et (2.3.12)engendrent

�(r) log 2 � logM(2r; g) + C; (2.3.14)

où C (C > 0) est une constante. On en déduit

lim
r!1

log log �(r)

log r
� lim

r!1

log log logM(r; g)

log r
= �2(g) = �: (2.3.15)

Par ailleurs, par (ii) du Lemme 2.2.1 , on a

M(r; g) < �(r) fv(2r) + 2g =
��av(r)�� rv(r) fv(2r) + 2g : (2.3.16)

D�où

logM(r; g) � v(r) log r + log v(2r) + C1;

log logM(r; g) � log v(r) + log log v(2r) + log log r + C2 (2.3.17)

� log v(2r)

�
1 +

log log v(2r)

log v(2r)

�
+ log log r + C3;

où Cj(> 0) (j = 1; 2; 3) sont des constantes. Ainsi

�2(g) = lim
r!1

log log logM(r; g)

log r
� lim

r!1

log log �(2r)

log 2r
=
log log �(r)

log r
: (2.3.18)

Le lemme résulte de (2.3.15) et (2.3.18).

Lemme 2.3.8 ([5])Soit f(z) une fonction entière avec �(f) = 1 et �2(f) = � < +1; soit

un ensemble E � [1;+1) ayant une mesure logarithmique �nie. Alors il existe une suite
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in�nie de points
�
zk = rke

i�k
	
tel que jf(zk)j = M (rk; f) ; �k 2 [0; 2�) ; lim

rk!1
�k = �0 2

[0; 2�) ; rk =2 E; rk !1; et pour tout " > 0 donné on a, pour rk su¢ samment grand

lim
rk!1

log �(rk)

log rk
= 1; (2.3.19)

exp
�
r��"k

	
< �(rk) < exp

�
r�+"k

	
; (2.3.20)

où �(r) est l�indice central de f(z):

Preuve

Par le Lemme 2.3.7 et �2(f) = �; on a

lim
r!1

log log �(r)

log r
= �2(f) = � <1:

Il existe une suite �nie de points fr0kg (r0k !1) véri�ant lim
r0k!1

log log �(r0k)

log r0k
= �: Sachant que

lmE = � <1; alors il existe un point rk 2 [r0k; (� + 1) r0k] nE:

Comme
log log �(rk)

log rk
� log log �(r0k)

log [(� + 1) r0k]
=

log log �(r0k)

log r0k

h
1 + log(�+1)

log r0k

i ;
alors on a

lim
rk!1

log log �(rk)

log rk
= �:

D�où (2.3.20) est véri�ée. Par (2.3.20), on sait que (2.3.19) est véri�ée.

On prend, à présent, zk = rke
i�k ; �k 2 [0; 2�) tel que jf (zk)j = M (rk; f) : Il existe une

substitution
�
�kj
	
de f�kg tel que lim

j!1
�k = �0 2 [0; 2�) :

Lemme 2.3.9 ([5])Soit f(z) une fonction entière transcendante. Alors il existe un ensmble

E � (1;+1) ayant une mesure logarithmique �nie tel que pour z véri�ant jzj = r =2 [0; 1][E

et jf(z)j =M (r; f) ; on a
f(z)

f (s)(z)
� 2rs (s 2 N) : (2.3.21)

Preuve

De la théorie de Wiman-Valiron ([10; 11; 13; 16]), on a

f (s)(z)

f(z)
=

�
�(r)

z

�s
(1 + o (1)) : (2.3.22)



2.3 Lemmes préliminaires 14

où jzj = r =2 [0; 1][E;E � (1;+1) est de mesure logarithmique �nie tel que jf(z)j =M (r; f)

et �(r) est l�indice central de f(z). Comme f est transcendante, �(r) !1 (r !1) :

D�où, pour z; jzj = r =2 [0; 1] [ E et jf(z)j =M (r; f) ; par (2.3.22) on obtient (2.3.21).

Lemme 2.3.10 ([5])Soit Hj (j = 0; 1; 2) une fonction entière avec �(Hj) � � < 1: Si f (z)

est une solution de l�équation di¤érentielle

f 000 +H2f
00 +H1f

0 +H0f = 0; (2.3.23)

alors �2 (f) � �:

Preuve

Soit f une solution de l�équation (2.3.23) alors

�f 000
f

= H2
f 00

f
+H1

f 0

f
+H0;

et �����f 000f

���� = ����H2
f 00

f
+H1

f 0

f
+H0

���� � jH2j
����f 00f

����+ jH1j
����f 0f
����+ jH0j :

Comme �(Hj) � � <1, alors

jHjj � exp
�
r�+"

	
; (j = 0; 1; 2) : (2.3.24)

De ( 2.3.22) et (2.3.24), on obtient����v(r)r
����3 � 3er

�+"

����v(r)r
����2 ;

v(r) � 3rer
�+"

;

log log �(r) � log
�
log 3r + r�+"

�
;

�2(f) = lim
r!1

log log �(r)

log r
� � + ";

" > 0 étant arbitraire, on obtient

�2(f) � �:



Chapitre 3

L�ordre et l�hyper ordre des solutions
des équations di¤érentielles linéaires
d�ordre 3

3.1 Introduction

En 1962, Frei étudia les équations di¤érentielles d�ordre 2 et prouva le résultat suivant.

Théorème 3.1.1 ([7])Si l�équation

f 00 + e�zf 0 + Cf = 0: (3.1.1)

où C(6= 0) est une constante complexe, admet une solution f 6� 0 d�ordre �ni, alors C = �k2,

où k est un entier positif. Inversement, pour tout entier positif k , l�équation avec C = �k2

admet une solution f qui est polynômiale en ez de degré k .

Amemiya & Ozawa[1] ; Ozawa [19]et Gundersen[8] ont étudié le cas où Q(z) est un polynôme

particulier. Langley prouva le résultat suivant pour le cas où Q(z) est un polynôme général.

Théorème 3.1.2 ([16])Soit Q(z) un polynôme non constant. Alors toutes les solutions non

triviales de l�équation

f 00 + Ae�zf 0 +Q(z)f = 0: (3.1.2)

sont d�ordre in�ni, pour toute constante non nulle A:
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On sait que la "majorité" des solutions des équations linéaires avec des coe¢ cients fonctions

transcendantes sont d�ordre in�ni. Ainsi, le problème de l�évaluation précise de la croissance

des solutions ayant un ordre in�ni fut posé. Chen l�eut étudié et a obtenu le résultat suivant.

Théorème 3.1.3 ([4])Soient, a un nombre complexe non nul, Q(z) un polynôme non constant.

Alors, toute solution f(6� 0) de l�équation

f 00 + eazf 0 +Q(z)f = 0: (3.1.3)

a un ordre in�ni et �2(f) = 1:

3.2 Résultats

Dans cette partie, on étudiera l�ordre et l�hyper ordre des solutions des équations di¤éren-

tielles du troisième ordre, homogènes et non homogènes, en élaborant des résultats améliorant

grandement ceux obtenus en [4� 9; 16; 19] :

Théorème 3.2.1 ([5]) Soient h1; h2 deux fonctions entières non nulles avec �(hj) < 1 (j =

1; 2); h0 un polynôme non constant. Si F est une fonction entière avec �(F ) < 1; alors toute

solution non constante de l�équation di¤érentielle

f 000 + h2e
�zf 00 + h1e

zf 0 + h0f = F (3.2.1)

est d�ordre in�ni. De plus, si F est transcendante, ou F � 0; alors toute solution non nulle

de (3.2.1) a un ordre in�ni.

Théorème 3.2.2 ([5])Soient h1; h2 deux polynômes non nuls, h0 un polynôme non constant,

F une fonction entière avec �(F ) < 1: Alors toute solution non constante de (3.2.1) est

d�ordre in�ni et �2(f) = 1:

De plus, si F est transcendante ou F � 0, alors toute solution non nulle de (3.2.1) a un

ordre in�ni et �2(f) = 1:



3.3 Preuve du Théorème 3.2.1 17

3.3 Preuve du Théorème 3.2.1

Pour commencer, on suppose que f (z) est une solution transcendante de (3.2.1):

On sait que toute solution de cette équation est une fonction entière. On montre que � (f) =

1: Supposons le contraire, c�est à dire, � (f) = � <1:

Par le Lemme 2.3.1, il existe E1 � [0; 2�) ayant une mesure linéaire nulle tel que si � 2

[0; 2�) nE1; alors il existe une constante R = R(�) > 1 telle que pour tout z véri�ant arg z = �

et jzj � R; on a ����f (m) (z)f (n) (z)

���� � jzjM ; (3 � m > n � 0) ; (3.3.1)

où M (> 0) est une constante.

Posons � = max f� (h1) ; � (h2) ; � (F )g ; alors � < 1: Par le Lemme2.3.2, pour tout " donné

(0 < 6" < 1� �) ; il existe un ensemble E2 � [0; 2�) de mesure linéaire nulle, z = rei�; tels

que pour r su¢ samment grand, on a

a) Si � 2 (
�
0; �

2

�
[
�
3�
2
; 2�

�
)nE2; alors h1ez et h2e�z véri�ent (2.3.2) et (2.3.3) respective-

ment ;

b) Si � 2
�
�
2
; 3�
2

�
nE2; alors h1ez et h2e�z véri�ent (2.3.4) et (2.3.5) respectivement.

Maintenant pour tout � 2 (
�
0; �

2

�
[
�
3�
2
; 2�

�
)n(E1 [ E2); on a pour r su¢ samment grand

exp f(1� ") r cos �g �
���h1 �rei�� erei���� ; (3.3.2)

exp f(1 + ") r(� cos �)g �
���h2 �rei�� e�rei���� : (3.3.3)

Maintenant on démontre que
��f 0 �rei���� est borné sur le rayon arg z = �: Si

��f 0 �rei���� est non
borné sur le rayon arg z = �; alors par le Lemme 2.3.3, il existe une suite in�nie de points

zq = rqe
i�(q = 1; 2; :::) telle que lorsque q !1; on ait rq !1; f 0(zq)!1 et���� f (zq)f 0 (zq)

���� � rq (1 + o (1)) . (3.3.4)

Comme F est une fonction entière avec � (F ) = � et f 0(zq)!1; on a, pour q su¢ samment

grand, ����F (zq)f 0(zq)

���� � jF (zq)j � exp�r�+"q

	
: (3.3.5)
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Substituant (3.3.1)-(3.3.5) dans (3.2.1), on obtient

exp f(1� ") rq cos �g � jh1 (zq) ezq j

�
����f 000 (zq)f 0 (zq)

����+ ����h2 (zq) e�zq f 00 (zq)f 0 (zq)

����
+

����h0 (zq) f (zq)f 0 (zq)

����+ ����F (zq)f 0 (zq)

����
� rMq + exp f(1 + ") rq (� cos �)g jrqj

M + rMq (1 + o(1)) + exp
�
r�+"q

	
� 3rMq exp

�
r�+"q

	
(3.3.6)

D�où

exp

�
1

4
rq cos �

�
� 3rMq pour q su¢ samment grand. (3.3.7)

D�où la contradiction.

Par conéquent
��f 0 �rei���� � M sur le rayon arg z = � 2

�
[0; 2�) [

�
3�
2
; 2�

��
n (E1 [ E2) ; on

obtient facilement ��f(rei�)�� �Mr3: (3.3.8)

sur le rayon arg z = �:

A présent, pour tout � 2
�
�
2
; 3�
2

�
n (E1 [ E2) ; en utilisant le même raisonnement au dessus,

on peut prouver que
��f 00 �rei���� � M est véri�ée sur le rayon arg z = �: D�où (3.3.8) est

véri�ée sur tout rayon arg z = � 2 [0; 2�) n
�
E1 [ E2 [ (�2 ;

3�
2
)
�
:

Comme E1 [ E2 [ (�2 ;
3�
2
) est de mesure linéaire nulle, par (3.3.8) et le Lemme1.3.5, on sait

que f(z) est polynômiale, ce qui contredit notre hypothèse.

On en déduit que � (f) =1:

Maintenant on démontre que tout polynôme non constant ne peut être une solution de (3.2.1)

.

Supposons que f(z) est un polynôme non constant solution de (3.2.1) alors deg f � 1; et

f 0 (z) 6� 0:

Pour tout �0 2
��
0; �

2

�
[
�
3�
2
; 2�

��
n (E1 [ E2) ; cos �0 > 0:
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Par le Lemme 2.3.2, on a, pour r su¢ samment grand.

exp f(1� ") r cos �0g �
���h1 �rei�0� erei�0f 0 �rei�0���� ; (3.3.9)���h2 �rei�0� e�rei�0f 00 �rei�0���� � exp f(1 + ") r(� cos �0)g � 2; (3.3.10)��F �rei�0��� � exp

�
r�+"

	
; (3.3.11)��h0 �rei�0� f �rei�0��� � rM : (3.3.12)

Par (3.2.1) et (3.3.9)-(3.3.12), on obtient, pour r su¢ semment large

exp f(1� ") r cos �0g � rM exp
�
r�+"

	
: (3.3.13)

D�où, par (3.3.13) on a

exp

�
1

4
r cos �0

�
� rM ;

pour r su¢ samment grand.

Ce qui est une contradiction.

De plus, si F est transcendante ou F 6� 0; f supposée être une solution constante non nulle

de (3.2.1), alors le reste de (3.2.1) est un polynôme non nul h0f; ce qui est une contradiction.

3.4 Preuve du Théorème 3.2.2

Supposons que f (z) est une solution non constante de (3.2.1):

Par le Théorème 3.2.1, on sait que �(f) =1: Maintenant, on démontre que �2(f) = 1:

Supposons que �2(f) = � < 1: Par le Lemme1.3.6 on sait qu�il existe un ensemble E3 �

(1;+1) de mesure logarithmique �nie, et qu�il existe une constante A > 0 telle que����f (j) (z)f (d) (z)

���� � A (T (2r; f))6 (3 � j > d � 0) ; (3.4.1)

est véri�ée pour jzj = r =2 E3 et r su¢ samment grand.

De la théorie de Wiman-Valiron([10; 11; 13; 16]), on a la formule basique suivante

f (j) (z)

f (z)
=

�
� (r)

z

�j
(1 + o(1)) (j = 1; 2; 3) ; (3.4.2)

où z véri�e jf (z)j =M (r; f) ; jzj = r =2 [0; 1][E4; E4 � (1;+1) est de mesure logarithmique

�nie, � (r) est l�indice central de f (z) :
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Par le Lemme1.3.8, on peut choisir un point limite
�
zn = rne

i�n
	
tel que jf (zn)j =M (rn; f) ;

�n 2 [0; 2�) ; lim
n!1

�n = �0; rn =2 [0; 1][E3[E4; rn !1; pour tout "1 donné (0 < 6"1 < 1� �)

et pour rn su¢ samment grand, on a

lim
n!1

log � (rn)

log rn
= 1; (3.4.3)

exp
�
r��"1n

	
� � (rn) � exp

�
r�+"1n

	
: (3.4.4)

Pour �0;on distingue trois cas (i) �0 2
�
0; �

2

�
[
�
3�
2
; 2�

�
; (ii) �0 2

�
�
2
; 3�
2

�
; (iii) �0 2

�
�
2
; 3�
2

	
:

i) �0 2
�
0; �

2

�
[
�
3�
2
; 2�

�
:

Par l�équation (3.2.1), on a

h1e
z =

F

f 0
�
�
f 000

f 0
+ h2e

�z f
00

f 0
+ h0

f

f 0

�
: (3.4.5)

Comme cos �0 > 0 et �n ! �0, pour n su¢ samment grand on a �n 2
�
0; �

2

�
[
�
3�
2
; 2�

�
et

cos �n > 0: Par le Lemme 2.3.2 on sait que �n véri�e

jh1 (zn) eznj � exp f(1� "1) rn cos �ng ; (3.4.6)��h2 (zn) e�zn�� � exp f(1 + "1) rn(� cos �n)g � 2; (3.4.7)

jh0 (zn)j � rMn ; (3.4.8)

où M (> 0) est une constante.

Par le Lemme 2.3.9 on a lorsque zn = rne
i�n véri�e jf (zn)j =M (rn; f) ;

f (zn)

f 0(zn)
� rMn : (3.4.9)

Par � (f) =1 et jf (zn)j =M (rn; f) et, on a jf 0 (zn)j � 1: Comme F est une fontion entière

avec � (F ) = �; pour n su¢ samment grand on a����F (zn)f 0 (zn)

���� � jF (zn)j � exp�r�+"1n

	
: (3.4.10)

Considérons le point fzng ; en substituant (3.4.1);(3.4.6)-(3.4.10) dans (3.4.5) tel que n est

su¢ samment grand, on obtient

exp f(1� "1) rn cos �ng � jh1 (zn) eznj

� A (T (2rn; f))
6 + exp f(1 + "1) rn (� cos �n)gA (T (2rn; f))6

+r2Mn + exp
�
r�+"1n

	
� 3Ar2Mn (T (2rn; f))

6 exp
�
r�+"1n

	
: (3.4.11)



3.4 Preuve du Théorème 3.2.2 21

Par (3.4.11), on obtient pour n su¢ samment grand

exp

�
1

4
rn cos �n

�
� 3Ar2Mn (T (2rn; f))

6 : (3.4.12)

Par (3.4.12) on a

�2 (f) � 1: (3.4.13)

ii) �0 2
�
�
2
; 3�
2

�
:

On peut utiliser le même raisonnement que dans le cas (i), on obtient pour n su¢ samment

grand que �n 2
�
�
2
; 3�
2

�
;� cos �n > 0 et��h2 (zn) e�zn�� � exp f(1� "1) rn (� cos �n)g ; (3.4.14)

jh1 (zn) eznj � exp f(1� "1) rn cos �ng � 2; (3.4.15)

jh0 (zn)j � rMn ;

���� f (zn)f 00 (zn)

���� � rMn ; (3.4.16)

jf 00 (zn)j � 1;

et ���� F (zn)f 00 (zn)

���� � jF (zn)j � exp�r�+"1n

	
: (3.4.17)

Par (3.2.1) et (3.4.14)-(3.4.17), on obtient

exp f(1� "1) rn (� cos �n)g �
��h2 (zn) e�zn�� � 3Ar2Mn (T (2rn; f))

6 exp fr�n + "1g : (3.4.18)

Par (3.4.18) on a, pour n su¢ samment grand

exp

�
1

4
rn (� cos �n)

�
� 3Ar2Mn (T (2rn; f))

6 : (3.4.19)

Par (3.4.19) on a �1 � 1:

iii) �0 = �
2
ou �0 = 3�

2
:

On étudie seulement le cas où �0 = �
2
; et le cas �0 = 3�

2
peut être prouvé de façon similaire.

Comme cos �
2
= 0 et zn = rne

i�n véri�e rn ! 1; �n ! �
2
tels que n ! 1; on sait que le

rayon argw = �
2
est une ligne asymptotique de fzng :
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D�où il existe N > 0 tel que lorsque n > N; par Re
�
�rnei�0

	
= 0 on a pour j = 1; 2;

�1 < Re
�
�rnei�n

	
< 1;

1

e
<
��e�zn�� < e; rM1 �

��hj (zn) e�zn�� � rM2 ;

Où M1;M2 sont deux entiers positifs. Par (3.2.1);(3.4.2) on a�
� (rn)

zn

�3
(1 + o (1)) =

F (zn)

f (zn)

�f h2 (zn) e�zn
�
� (rn)

zn

�2
(1 + o (1))

+h1 (zn) e
zn

�
� (rn)

zn

�
(1 + o (1)) + h0 (zn) g : (3.4.20)

Comme � (f) =1; on a M (rn; f) � exp fr3ng ; et pour rn su¢ samment grand

F (zn)

f (zn)
� exp

�
r�+"1n � r3n

	
! 0: (3.4.21)

Par (3.4.19)-(3.4.21) on obtient

� (rn) (1 + o (1)) � rM : (3.4.22)

Les relations (3.4.22) et (3.4.3) se contredisent, ce qui prouve que le cas (iii) ne peut se

produire.

Dans les cas (i) et (ii), on a prouvé que �2 (f) � 1: En combinant avec le Lemme 2.3.10, on

trouve que �2 (f) = 1:

De plus, si F est transcendante ou F � 0; on utilise le même raisonnement qu�en la preuve

du Théorème 3.2.1 et on aura prouvé que toute constante non nulle ne peut être une solution

de (3.2.1).

3.5 Exemples

Exemple 3.5.1 Soit l�équation

f 000 +
sh
p
zp
z
e�zf 00 +

sin
p
zp

z
ezf 0 + (z3 + 4)f = 0 (3.5.1)

On remarque que les conditions du Théorème 3.2.1 sont véri�ées. En e¤et, sh
p
zp
z
; sin

p
zp
z
sont des

fonctions entières telles que �( sh
p
zp
z
) = �( sin

p
zp
z
) = 1

2
, (z3 + 4) est un pôlynome non constant

et de plus, F � 0.
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Alors,d�après le Théorème 3.2.1, toute solution non nulle de (3.5.1) est d�ordre in�ni.

Exemple 3.5.2 Soit l�équation

f 000 + ze�zf 00 + (z4 + 2)ezf 0 + (z2 � z + 1)f = cos
p
z (3.5.2)

On constate que les conditions du Théorème 3.2.2 sont véri�ées. En e¤et, z; (z4 + 2) sont

deux polynômes non nuls, (z2 � z + 1) est un pôlynome non constant. De plus F est une

fonction entière avec �(F ) < 1, et est transcendante.

Alors, d�après le Théorème 3.2.2, toute solution non nulle de (3.5.2) a un ordre in�ni et son

hyper ordre �2(f) = 1:



Chapitre 4

Conclusion

Nous avons traîté dans ce mémoire les caractéristiques que sont l�ordre et l�hyper ordre des

solutions des équations di¤érentielles d�ordre 3 dans le cas où les fonctions coe¢ cients sont des

fonctions entières. Et cela ouvre la porte pour plusieurs perspectives.Les questions suivantes

se posent : Conserve-t-on ces mêmes caractéristiques dans le cas où les fonctions coe¢ cients

sont des fonctions méromorphes ?. Peut-on généraliser les résultats obtenus pour des fonctions

méromorphes ? Et sous quelles conditions cette généralisation serait possible ? En e¤et, les

résultats obtenus peuvent être généralisés sous certaines conditions posées sur l�ordre, l�ordre

inférieur et l�exposent de convergence dont la condition

max

�
� (B) ; �

�
1

A

��
< � (A) � � (A) <

1

2

;pour l�équation di¤érentielle du second ordre

f
00
+ A (z) f

0
+B (z) f = 0;

étudiée par Chen[2].

Cela nous amènera aussi à ré�échir sur le cas des équations di¤érentielles d�ordre supérieur

et me donne sans doute un avant-gout de ce que réserve la recherche scienti�que.
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