
UNIVERSITÉ ABDELHAMID IBN BADIS-MOSTAGANEM

FACULTÉ DES SCIENCES EXACTES ET D�INFORMATIQUE

DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES

M �EMOIRE

DE MASTER EN MATHÉMATIQUE

Option : Analyse Fonctionnelle

Intitulé

ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE ABSTRAITE
COMPLÈTE DE TYPE ÉLLIPTIQUE DANS UN

ESPACE UMD.

Présenté par

ASMA HADRI

Soutenu le 26/ 06 /2012

Devant le Jury

Mm. BOUZIANI Fatima Président M.C U. MOSTAGANEM
Mr. MEDEGhRI Ahmed Encadreur Prof. U. MOSTAGANEM
Melle. LIMAM Kheira Co-Encadreur M.C U. MOSTAGANEM



Remerciements

En premier lieu, Je remercie le Prof. de l�université de Mostaganem MEDEGHRI

Ahmed directeur de cette thèse, pour des consiels.

En seconde lieu,Je tiens également à remercie Prof BOUAGADA Djilali,de l�université de

Mostaganem .et BENHAMITI Omar!!.Prof.de l�université de Mostaganem

qui acceptant de lire ce mémoire

je vaudrais aussi les surtout mes parents pour leur aide continu et n�oblier pas mes soeurs

et mes frères,et mes amis

et tout les personnes qui ont contribué de prés ou de loin à réalisation de ce travail.



Table des matières

Introduction i

1 Rappels et dé�nitions 2
1.1 Les opérateurs fermés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2 Les semi-groupes d�opérateurs linéaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.2.1 Semi-groupe fortement continu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2.2 Générateur in�nitésimal d�un semi-groupe . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2.3 Semi-groupes analytiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

1.3 Les espace UMD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.4 Les puissances fractionnaires, classe Bip(�;E) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.5 Les espaces d�interpolation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.5.1 Dé�nitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.5.2 Espace de traces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.5.3 Les espaces de Sobolev et de Besev . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.6 Somme des opérateurs de DORE-VENNI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2 Problème de Dirichlet pour une équation di¤érentielles abstraite simple
dans un espace UMD 12
2.1 Position du problème et hypothèses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.2 Conséquences des hypothèses . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.3 Lemmes techniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.4 Représentation de la solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3 Problème de Dirichlet pour une équation di¤érentielles abstraite complète
dans un espace UMD 26
3.1 Position du problème . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.2 Première approche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.3 Deuxième approche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4 Exemples d�applications 35
4.1 Exemple 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2 Exemple 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40



TABLE DES MATIÈRES 2

4.3 Exemple 3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
4.4 Exemple 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
4.5 Exemple 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

Bibliographie 43



Introduction

L�objectif de ce mémoire est de faire une synthèse sur le travail de Angelo Favini, Ra-
bah Labbas, Stéphane Maingot, Hiroki Tanabe et Atsushi Yagi [7] concernant l�étude d�une
équation di¤érentielle abstraite complète de type elliptique posé dans un espace de Banach
complexe X de type UMD.
On considère l�équation di¤érentielle du second ordre suivante

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x); p.p. x 2 (0; 1)

avec les conditions aux limites de type Dirichlet

u(0) = u0 et u(1) = u1

ici, A et B sont deux opérateurs linéaires fermés dans X et u0; u1 sont des éléments donnés
dans X; et le second membre f 2 Lp(0; 1;X) avec 1 < p <1:
On s�intéresse à l�étude de l�existence, l�unicité et la régularité maximale de la solution stricte
(i.e

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A)); u0 2 Lp(0; 1;D(B))
et qui satisfait le problème précédent.) Sous l�hypothèse d�ellipticité de Krein [12].
On donne maintenant un exemple modèle justi�é l�étude abstrait du problème donné. On
considère dans une bande ]0; 1[�R; le problème de propagation de la chaleur u en régime
stationnaire avec une source interme de chaleur f 2 Lp(]0; 1[�R) avec 1 < p < 1: Ce
problème est modélisé par l�équation de Laplace suivante

�u(x; y) =
@2u

@x2
(x; y) +

@2u

@y2
(x; y) = f(x; y); (x; y) 2]0; 1[�R: (0.0.1)

Sur le bords, on impose les conditions aux limites suivantes

u(0; y) = u0(y) et u(1; y) = u1(y); 8y 2 R (0.0.2)

En utilisant les notations vectorielles usuelles

u(x; y) = u(x)(y); f(x; y) = f(x)(y);
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on peut écrire l�équation (0:0:1) dans X := Lp(R) sous la forme suivante
u00(x) + Au(x) +Bu0(x) = f(x); x 2 (0; 1)

avec �
D(A) = fu; u0; u00 2 Lp(R)g = W 2;p(R):
Au = u00

et B = 0:
De même, pour les conditions aux limite (0:0:2); on trouve

u(0) = u0 et u(1) = u1:

Ainsi, le problème (0:0:1) et (0:0:2) s�écrit de la manière opérationnelle suivante�
u00(x) + Au(x) +Bu0(x) = f(x); p.p. x 2 (0; 1)
u(0) = u0 u(1) = u1;

c�est ce dernière problème qui sera étudié dans ce mémoir, lorsque A et B sont d�autre
opérateurs.

Ce mémoire est composé d�une introduction et de trois chapitres.

Dans le premiere chapitre ; on expose les principales notions d�analyse fonctionnelle,
les espace UMD, les espaces interpolation et la théorie des sommes d�opérateurs de Dore et
Venni.

Dans le deuxième chapitre ; on va étudier le problème de Dirichlet régis par une équa-
tion di¤érentielle abstraite simple dans un espace UMD. Dans ce cas le problème précédent
s�écrit �

u00(x) + Au(x) = f(x); x 2]0; 1[
u(0) = u0; u(1) = u1:

(0.0.3)

L�objet de ce chapitre est la recherche d�une solution stricte u du problème (0:0:3) c�est à
dire une fonction

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A))
et qui satisfait (0:0:3) sous les hypothèse suivants

X est un espace UMD;

R+ � �(A) et 9c > 0 : 8� > 0;


(�I � A)�1




L(X) 6

C

1 + �
:

et �
8s 2 R; (�A)is 2 L(X) et
9c > 1; � 2]0; �[: 8s 2 R; k(�A)isk 6 Ce�jsj:

Dans le troisième chapitre, on étudie l�équation di¤érentielle abstraite complète pour
deux approche lorsque B génère un groupe et lorsque les opérateurs suivants

�B � (B2 � A)1=2 et B � (B2 � A)1=2

génère des semi-groupes. On utilisera la théorie des sommes d�opérateurs linéaires de Dore-
Venni.

Dans le quatrième chapitre, on donne quelques application des résultats obtenus à
des exemples concrets.



Chapitre 1

Rappels et dé�nitions

Dans ce chapitre, on donne quelques notions de base utilisée pour réaliser ce travail.

1.1 Les opérateurs fermés

Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A); inclus dans un espace de Banach complexe X;
à valeurs dans X:

Dé�nition 1.1.1 On dit que A est un opérateur linéaire fermé si et seulement si pour toute
suite fxngn2N � D(A) telle que(

xn
X�! x

Axn
X�! y

=)
�
x 2 D(A)
Ax = y

Dé�nition 1.1.2 On dit que A est un opérateur linéaire fermable si et seulement s�il admet
une extension fermée i.e., pour tout suite fxngn2N � D(A) telle que la suite xn tend vers 0
lorsque n tend vers 1 et Axn tend vers y; alors y = 0.

1.2 Les semi-groupes d�opérateurs linéaire

1.2.1 Semi-groupe fortement continu

Dé�nition 1.2.1 Soit fG(t)gt>0 une famille d�opérateurs linéaires dans X. On dit que cette
famille forme un semi-groupe fortement continu (C0 semi-groupe) dans X si elle véri�e les
propriétés suivantes

1. G(0) = I:

2. 8s; t 2 R+ : G(t+ s) = G(t):G(s):

3. 8x 2 X
lim
t!0+

kG(t)x� xkX = 0

(G(t)x : R+ ! X est fortement continue en 0):
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i) Si t 2 R; fG(t)g est dit groupe.
ii) La condition (3) n�implique pas que

lim
t!0+

kG(t)� Ik = 0:

Exemple.
Soit A 2 L(X): Alors t 7! G(t) = etA est un groupe sur X:
Exemple.
Soit X = Lp(R); 1 6 p <1 et (G(t)f)(x) = f(x� t); alors G est un groupe appelé groupe
des translations de Lp on a

kf(x� s)kLp = kf(x)kLp =) kG(t)k = 1

alors G(t) 2 L(X) et on a

(G(t):G(s)f)(x) = (G(t)f)(x� s)

= f(x� s� t)

= (G(t+ s)f)(x)

donc
G(t+ s) = G(t):G(s):

Théorème 1.2.1 Soit G un semi-groupe, il existe deux constantes M et ! telle que

kG(t)k 6Me!t:

Dé�nition 1.2.2 On appelle l�ensemble résolvant de A l�ensemble

�(A) = f� 2 C : (A� �I) est inversible dans L(X)g

un élément de �(A) est appelé valeur résolvante de A:

1. Si � 2 �(A) on dé�nit R�(A) la résolvante de A au point � par

R�(A) = (�I � A)�1

2. �(A) = Cn�(A) est appelé le spectre de A et un élément de �(A) est appelé spectre de
A:

1.2.2 Générateur in�nitésimal d�un semi-groupe

Dé�nition 1.2.3 On appelle générateur in�tésimal d�un semi-groupe fG(t)gt>0 ; l�opérateur
linéaire A dé�ni par 8><>:

D(A) =

�
' 2 X : lim

t�!0+
G(t)'�'

t
existe

�
A' = lim

t�!0+
G(t)'� '

t
:
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Exemple.
Soit A un opérateur borné dans X, alors 8t > 0; G(t) = etA est un semi-groupe uniformément
continue et le générateur in�nitésimal est l�opérateur A:
En e¤et

kG(t)�G(t+ h)k = kG(t)�G(t):G(h)k
6 kG(t)k kI �G(h)k
6 kG(t)k (ehkAk � 1):

Donc
kG(t)�G(t+ h)k ! 0 quand h! 0

D�où la continuité uniforme.
D�autre part 



1t (G(t)� I)� A





 =





1t (etA � I)� A






=






1tX
n�2

tn

n!
An







6 t kAk2 :etkAk:

quand t! 0, alors A = lim
t!0

1
t
(G(t)� I) limite uniforme donc forte.

Remarque 1.2.1

i) Si A est le génèrateur in�nitésimal d�un semi-groupe fG(t)gt>0 ; alors A est fermé à domaine
dense.
ii) Le semi-groupe fG(t)gt>0 est uniformément continu si et seulement s�il est de la forme
(etB)t>0 où B est un opérateur borné dans X:
iii) Si A le générateur in�nitésimal du semi-groupe fG(t)gt>0 ; kG(t)k 6 Mewt pour � >
w;l�opérateur

(�� A)�1x =
+1R
0

e��tG(t)xdt

est borné et k((�� A)�1xk 6M(�� w)�1;� 2 �(A):

Théorème 1.2.2 (de Hille� Y osida)

Un opérateur A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fortement continu T (t);
t 6 0; si et seulement si
i) A est un opérateur fermé et D(A) = X:

ii)�(A) � R+ pour tout � > 0 avec k(�� A)�1k 6 1

�
:
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1.2.3 Semi-groupes analytiques

Dé�nition 1.2.4 Soit � = fz 2 C : '1 < arg z < '2 et '1 < 0 < '2g :

La famille fT (z)gz2� � L(X) construit un semi-groupe analytique dans �, si
1. z �! T (z) est un analytique dans �:

2. T (0) = I et lim
z!0

T (z)x = x ; 8x 2 X; z 2 �:

3. T (z1 + z2) = T (z1):T (z2) pour z1; z2 2 �:

Théorème 1.2.3 (de Kato)

Soit A : D(A) � X ! X un opérateur linéaire non borné véri�ant

1. A est fermé.

2. D(A) dense dans X (i:e: D(A) = X):

3. �(A) � f� 2 C�=Re� > 0g et

9c > 0; 8� 2 �(A) :


(A� �I)�1




L(X) 6

C

j�j :

Alors A est un générateur in�nitésimale d�un semi-groupe telle que :
i) 9M > 0; 8t > 0 : kG(t)kL(X) 6M:

ii) 8t > 0; G(t) 2 L(X;D(A)) et kAG(t)kL(X) 6
M

t
:

Lemme 1.2.1 (de Schur) K : 
1 � 
2 �! R; � mesurable

9a > 0; 8x2 2 
2 :
Z

1

jK(x1; x2)j dx1 6 a:

9b > 0; 8x1 2 
1 :
Z

2

jK(x1; x2)j dx2 6 b:

On dé�nit l�opérateur K par

(Kf)(x2) =

Z

1

K(x1; x2)f(x1)dx1; (x2 2 
2)

donc K 2 L(Lp(
1); Lq(
2)):

1.3 Les espace UMD

Dé�nition 1.3.1 un espace de Banach X possède la propriété UMD (Unconditional Mar-
tingale Di¤erence property) si seulement si 9p 2]1;1[ et C(p) tell que






nX
k=1

"kdk







Lp(R;X)

6 C(p)







nX
k=1

dk







Lp(R;X)

; 8n 2 N

pour toute martingale (dk)k=1;:::;n et pour toute suite ("k) 2 f�1; 1gN:
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Transformation de Hilbert
Soit " 2]0; 1[, p 2]1;1[

8f 2 Lp(R) : Hf = lim
"�!0

H"(f)(x) = lim
"�!0

Z
"<jsj< 1

"

f(x� s)

s
ds:

Dé�nition 1.3.2 un espace de Banach X est dit ��convexe s�il existe une fonction � :
X �X ! R véri�ant

1. � est symétrique et biconvexe.

2. �(0; 0) > 0:

3. �(x; y) 6 kx+ yk :8x; y 2 X avec kxk = kyk = 1:

Proposition 1.3.1 Soit X un espace de Banach, les conditions suivantes sont équivalentes

i) X est UMD:
ii) Il existe une fonction � symétrique et biconvexe véri�e �(0; 0) > 0 et �(x; y) 6 kx+ yk ;
tel que kxk 6 1 6 kyk ; 8x; y 2 X:
Exemples

1. Les espace de Hilbert sont des espaces UMD:

2. Tout sous espace fermé d�un UMD est UMD:

3. Les espaces construit sur Lp(R; X) avec 1 < p < 1; tel que X est UMD; sont des
espaces UMD.

Remarque

Les espaces C� dé�nis par

C�([0; 1] ;X) =

8><>:f 2 C([0; 1] ;X) : [f ]C�(0;1;X) = sup
t;s2[0;1]
t6=s

kf(s)� f(t)k
jt� sj� <1

9>=>;
munis de la norme

kfkC�([0;1];X) = kfkC([0;1];X) + [f ]C�([0;1];X) ne sont pas UMD:

1.4 Les puissances fractionnaires, classe Bip(�;E)

On donne, ici, la dé�nition des puissances complexes d�un opérateur sectoriel.
Si A : E ! E est un opérateur borné positif, la puissance complexe de l�opérateur A est
dé�nie par

Azx =
1

2i�

Z



tz (tI � A)�1 xdt;

tel que z est un nombre complexe arbitraire.
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Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on dé�nit la puissance complexe de partie réelle
positive (pour 0 < Re z < 1) par la représentation suivante de Balakrishnan

Azx =
sin z�

�

+1Z
0

tz�1 (tI � A)�1Axdt;

pour tout x 2 D(A); quelques propriétés essentielles de l�opérateur Az sont citées dans Dore-
Venni et Haase.

Dé�nition 1.4.1 On note Bip(�;E) (Bounded imaginary powers) l�ensemble des opérateurs
sectoriels sur E qui admettent des puissances imaginaires bornée.

1.5 Les espaces d�interpolation

1.5.1 Dé�nitions

Soient (X0; k:k0) et (X1; k:k1) deux espaces de Banach s�injectant continument dans un espace
topologique séparé F : Les espaces X0 \X1 et X0 +X1; munis des normes suvantes

k'kX0\X1 = k'kX0 + k'kX1 si ' 2 X0 \X1

k'kX0+X1 = inf
'='0+'1
'i2Xi

(k'0kX0 + k'1kX1) si ' 2 X0 +X1:

sont des espaces de Banach.

Dé�nition 1.5.1 Pour p 2 [1;1] et � 2]0; 1[; on dé�nit l�espace intermédiaire entre X0\X1

et X0 +X1; noté (X0; X1)�;p par

' 2 (X0; X1)�;p ,

8<: i) 8t > 0;9(u0(t); u1(t)) 2 X0 �X1 : ' = u0(t) + u1(t):

ii) t��u0 2 Lp�(R+; X0); t
1��u1 2 Lp�(R+; X1):

où Lp�(R+; X) est l�espace des fonctions fortements mesurables f : R+ ! X telles que

kfkLp�(R+;X) =
�1R
0

kf(x)kpX
dx

x

� 1
p

< +1; pour p 2 [1;+1];

et
kfkL1� (R+;X) = sup

x2R+
kf(x)kXi ; pour p =1:

Dé�nition 1.5.2 (dixrète) On dit que x 2 (X0; X1)�;p si et seulement si8>><>>:
i) 8n 2 Z : x = u0 + u1; ui 2 Xi; i = 0; 1
ii)
P
n2Z



e��u0

pX0 < +1 (i.e) e��u0 2 lp(X0)

iii)
P
n2Z



e(1��)u1

pX1 < +1 (i.e) e(1��)u1 2 lp(X1)
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Cas particulier : Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans
espace de Banach complexe X: On note, pour p 2 [1;1] et � 2]0; 1[;

DA(�; p) := (D(A);X)1��;p:

Lorsque A véri�e certaines propriétés spectrales, on peut donner des caractéristique explicites
de DA(�; p); par exemple :
1er cas : Supposons que �(A) � R�+ et qu�il existe une constante C > 0 telle que

8� > 0 :


(A� �I)�1




L(X) 6

C

�
;

alors
DA(�; p) =

�
' 2 X : t�A(A� �I)�1' 2 Lp�(R+;X)

	
:

ce résultat est démontré dans [8].
2�eme cas: Si A génère un semi-groupe fortement continu et borné dans X alors

DA(�; p) =
�
' 2 X : t��(etA � I)' 2 Lp�(R+;X)

	
:

ceci est démontré dans [9].
3�eme cas: Si A génère un semi-groupe analytique borné dans X alors

DA(�; p) =
�
' 2 X; t1��AetA' 2 Lp�(R+;X)

	
:

voir [4]:

Théorème 1.5.1 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Pour p 2 [1;1] et � 2]0; 1=2[;
on a

DA2(�; p) = DA(2�; p):

Dans le cas général, pour m 2 N� et � 2]0; 1=m[ on a

DAm(�; p) = DA(m�; p):

1.5.2 Espace de traces

Dé�nition 1.5.3 Soient �0; �1 deux nombres réels. On désigne par Vm(p0; �0; X0; p1; �1; X1)
l�espace des fonctions u telles que

t�0u; t�1u(m) 2 Lp(R+; X0) := Lp+(X1);

où u(m) =
dmu

dtm
. Cet espace muni de la norme suivante

kukVm = max(kt
�0ukLp+(X0) ;



t�1u(m)


Lp+(X0)

)

est un espace de Banach.
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Dé�nition 1.5.4 On dit que u(j) admet une trace à l�origine si u(j)(t) converge lorsque
t �! 0; alors la traces de u(j) est lim

t�!0
u(j)(t) = u(j)(0):

Remarque 1.5.1 Si
1

p1
+ �1 < m� j; 1 < j < m� 1; alors les traces u(k)(0) existent pour

0 < k < j:

Dé�nition 1.5.5 On dé�nit l�espace Tmj (p0; �0; X0; p1; �1; X1) décrit par u(j)(0) tel que u 2
Vm; muni de la norme

kakTmj = inf
u(j)(0)=a

kukVm :

Les espaces Tmj sont appelés des espaces de trace.

Dé�nition 1.5.6 On désigne par W (p0; �0; X0; p1; �1; X1) l�espace des fonctions u telles que

e�0xu 2 Lp0(X0); e
�1xu 2 Lp1(X1)

où �0; �1 sont deux paramètres réels et p0 et p1 sont deux paramètres supposés quelconques
dans [1;+1]

L�espace W (p0; �0; X0; p1; �1; X1) muni de la norme

max(ke�0xukLp0 (X0) ; ke
�1xukLp1 (X1)) = kukW (p0;�0;X0;p1;�1;X1)

est un espase de Banach.

Dé�nition 1.5.7 On dé�nit l�espace S(p0; �0; X0; p1; �1; X1) décrit par

+1Z
�1

u(x)dx lorsque

u 2 W (p0; �0; X0; p1; �1; X1), en supposant :

1 6 pi 61; �0; �1 < 0;

muni de la norme

kakS(p0;�0;X0;p1;�1;X1) = inffmax(ke
�0xukLp0 (X0) ; ke

�1xukLp1 (X1))g;

avec a =

+1Z
�1

u(x)dx:

De plus, on a
X0 \X1 � S(p0; �0; X0; p1; �1; X1) � X0 +X1:

Les espaces S(p0; �0; X0; p1; �1; X1) sont appelés des espaces intermédiaires (espace de moyenne)
entre X0 \X1 et X0 +X1:
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1.5.3 Les espaces de Sobolev et de Besev

Pour m 2 N et 1 6 p 61 :
On noteWm;p(
; X) l�espace de Sobolev des fonctions f : 
 �! E telles que @�f 2 Lp (
; E)
Pour tout j�j 6 m;c�est un espace de Banach avec la norme

kfkWm;p(
;X) =

8<:
�P

k@�fkpLp(
;X)
�1=2

si 1 6 P 61
max
j�j6m

k@�fkL1(
;X) si p =1:

9=;
Pour s 2]0; 1[ et 1 6 p <1 :
On dé�nit l�espace fractionnaire de sobolev

W s;p(
; X) =

8<:f 2 Lp (
; X) :
Z



Z



kf(x)� f(y)kpX
jx� yjsp+n

dxdy <1

9=; :

Les espaces de Sobolev ne sont pas stables complètement par interpolation, on est amené à
dé�nit les espaces de Besov Bm

p;q(
; X): Pour s 2]0; 1[ et 1 6 p; q 61; on dé�nit

Bm
p;q(
; X) =

8><>:f 2 Lp (
; X) :
Z



0@Z



kf(x)� f(y)kpX
jx� yjsp+n

dx

1Aq=p

dy <1

9>=>; ;

avec la modi�cation classique quand p =1 et q =1:
Dans le cas où p = q on a

Bs
p;q(
; X) =W s;p(
; X):

1.6 Somme des opérateurs de DORE-VENNI

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés de domaines D(A) et D(B) denses dans un
espace de Banach X de type UMD c�est à dire

D(A) = D(B) = X:

Dore et Venni ont montré que sous certaines hypothèses sur les opérateurs A et B; le problème
abstrait suivant

Au+Bu = f

posé dans un espace UMD, admet une unique solution stricte.
On suppose que A et B véri�ants les hypothèses suivantes

(D:V:1)

8>>>>>>><>>>>>>>:

i) �(A) �]�1; 0] et 9MA > 0

8� > 0 : k(A+ �I)�1kL(X) 6
MA

1 + �
:

ii) �(B) �]�1; 0] et 9MB > 0

8� > 0 : k(B + �I)�1kL(X) 6
MB

1 + �
:
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(D:V:2)

�
8� 2 �(�A); 8� 2 �(�B)
(A+ �I)�1(B + �I)�1 = (B + �I)�1(A+ �I)�1:

(D:V:3)

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

iv) 8s 2 R; Ais 2 L(X);
9�0 > 0;9�A 2 [0; �[: kAiskL(X) 6 �0e

jsj�A :

v) 8s 2 R; Bis 2 L(X);
9�1 > 0;9�B 2 [0; �[: kBiskL(X) 6 �1e

jsj�B :

vi) �A + �B < �:

Le résultat principal de Dore et Venni est donné par le théorème suivant

Théorème 1.6.1 On Suppose que
X est UMD

sous les hypothèses (D:V:1); (D:V:2) et (D:V:3); l�opérateur (A+B) est fermé et sa résolvante
est bornée dans X et son inverse est dé�ni par

(A+B)�1 =
1

2i

Z



A�zBz�1

sin �z
dz

où 
 est une courbe verticale contenue dans la bande fz 2 C : 0 < Re z < 1g et orientée de
1e�i�=2 vers 1ei�=2:

Théorème 1.6.2 (de Mikhlin) Soit X un espace UMD; p 2 (1;1); m(�) 2 C1(Rnf0g)
et


(m) := sup
�2R

max fjm(�)j ; j�m0(�)jg <1

Alors la transformation (Tu)(t) = (m(�)bu(�))_(t) véri�e
kTukLp(R;X) 6 C
(m) kukLp(R;X) ; 8u 2 D(R; X)

où C dépend seulement de p et de X:



Chapitre 2

Problème de Dirichlet pour une
équation di¤érentielles abstraite
simple dans un espace UMD

2.1 Position du problème et hypothèses

On considère le problème abstrait suivant

u00(x) + Au(x) = f(x) p:p: x 2 (0; 1) (2.1.1)

posé dans un espace de Banach complexeX: Ici, A est un opérateur linéaire fermé de domaine
D(A) � X, et f 2 Lp(0; 1;X) avec 1 < p <1.
On impose sur les bords les conditions aux limites de type Dirichlet suivantes�

u(0) = u0
u(1) = u1

(2.1.2)

telles que u0 et u1 sont deux constantes de X:
On s�intéresse à l�existence et la régularité optimale de la solution stricte du problème

(2:1:1) et (2:1:2) On dit que la solution est stricte si

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A)):
On suppose que

X est UMD (H.0)

et A véri�e l�hypothèse principale d�éllipticité c�est a dire8<: A est un opérateur linéaire fermé dans X ;

R+ � �(A); 9C > 0; 8� > 0 : k(A� �I)�1kL(X) <
C

1 + �
;

(H.1)

cette hypothèse permet de dé�nir les puissances complexes, d�un opérateur linéaire, mais ne
sont pas necéssairement bornées. Pour cela on ajoute la condition suivant

9C > 1; � 2]0; �[;8s 2 R :


(�A)is

 6 Ce�jsj: (H.3)

Ce qui signi�e que �A 2 Bip(�;X):
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2.2 Conséquences des hypothèses

1. L�hypothèse (H:0) entraine la ré�exivité de X, cependant l�opérateur A est sectoriel (selon
l�hypthèse (H:1)), donc le domaine de A est dense dans X (pour plus de détails voir Haase
[11] Proposition (2.1.1) pages 18-19).
2. L�hypothèse (H:1) n�implique pas que A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe
analytique, on cite le contre exemple de Balakrishnan.

Exemple. Soit X = `2(R) =

(
(xn)n2Z :

X
n2Z

jxnj2 < +1
)
: On dé�nit l�opérateur T par

8><>: DT =

(
(xn) 2 X :

X
n2Z

n2 jxnj2 < +1
)

T (xn)n2Z = (n(1 + i)xn)n2Z

� La résolvante de l�opérateur T :
Pour trouver la résolvante de T , on résout l�équation spéctrale suivante

(�I � T )(yn) = xn;

c�est à dire on va chercher une suite yn = (�I � T )�1xn telle que

�yn � n(1 + i)yn = xn;

donc

(�I � T )�1(xn)n2Z = (un)n2Z =

�
xn

�� n(1 + i)

�
n2Z

;

par conséquent
�(T ) = f� 2 C : � 6= n(1 + i); n 2 Zg :

� Calculons la norme de (�I � T )�1 :
On a, pour � > 0



(�I � T )�1(xn)



`2(R)

=

 X
n2Z

���� xn
�� n(1 + i)

����2
!1=2

=

 X
n2Z

jxnj2

j�� n(1 + i)j2

!1=2

6
�
max
n2Z

1

j�� n(1 + i)j2
�1=2 X

n2Z

jxnj2
!1=2

;

de plus

max
n2Z

1

j�� n(1 + i)j2
= max

n2Z

1

(�� n)2 + n2
= g(

�

2
)
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et

g(
�

2
) =

1

(�� �

2
)2 +

�
�

2

�2 = 2

�2
;

alors 

(�I � T )�1(xn)



`2(R)

6
�
2

�2

�1=2 X
n2Z

jxnj2
!1=2

6
p
2

�
kxnk`2(R) :

Donc 

(�I � T )�1



L(X) 6

p
2

�
:

Mais �(T ) ne peut contenir des demi-plan Re(�) > �0 car tout demi plan de cette forme
contient des points de �(T ), par conséquent T ne peut être générateur d�un semi-groupe.
3. Mais l�hypothèse (H:1) implique que �

p
�A est le générateur in�nitésimal d�un semi-

groupe analytique
�
e�t

p
�A
�
t>0

:

4. Pour tout � 2 C, selon Haase [11], Proposition (2:18); formule e) page 64), on a

((�A) 12 )� = (�A)
�
2 ;

on peut donc déduire que l�opérateur
p
�A 2 Bip(�

2
; X) i.e.,�

8s 2 R; (
p
�A)is 2 L(X) et

9C > 0; � 2 ]0; �[ : 8s 2 R;


(p�A)is

 6 Ce

�
2
jsj:

2.3 Lemmes techniques

Par la suite, on a besoin des lemmes suivants

Lemme 2.3.1 Supposons (H:0); (H:1) et (H:3): Soit g 2 Lp(0; 1;X), alors on a

i) x 7! L(x; g) :=
p
�A

xZ
0

e�(x�s)
p
�Ag(s)ds 2 Lp(0; 1;X);

ii) x 7!
p
�A

1Z
x

e�(s�x)
p
�Ag(s)ds 2 Lp(0; 1;X);

iii) x 7! L(x; g) :=
p
�A

1Z
0

e�(x+s)
p
�Ag(s)ds 2 Lp(0; 1;X):

Preuve.
i) Le premier point est un résultat de Dore-Venni ( on applique la théorie des sommes de
Dore et Venni pour étudier le problème de Cauchy suivant

(PC)

�
u0(x) +Bu(x) = g(x) 2 Lp(0; 1;X)
u(0) = 0
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avec B :=
p
�A; cet opérateur véri�ées les hypothèses suivants8<: 9C > 0; 8� > 0 : k(B + �I)�1k 6 C

1 + �
;

Bis 2 L(X) : �B 2 [0;
�

2
[; kBisk 6 Ce�B jsj:

Puisque X est UMD; alors le problème (PC) admet une unique solution stricte donné par

u(x) =

xZ
0

e�(x�s)Bg(s)ds;

donc

x 7�! Bu(x) = B

xZ
0

e�(x�s)Bg(s)ds 2 Lp(0; 1;X);

par conséquent

x 7�!
p
�A

xZ
0

e�(x�s)
p
�Ag(s)ds 2 Lp(0; 1;X):

ii) On utilise le changement de variable suivant

t = 1� s;

on trouve

p
�A

1Z
x

e�(s�x)
p
�Ag(s)ds = �

p
�A

0Z
1�x

e�((1�t)�x)
p
�Ag(1� t)dt

=
p
�A

1�xZ
0

e�((1�x)�t)
p
�Ag(1� t)dt

= L(1� x; g(1� :));

et on applique le premièr point de ce Lemme.
iii) en e¤et

B

1Z
0

e�(x+s)Bg(s)ds = B

xZ
0

e�(x+s)Bg(s)ds+B

1Z
x

e�(x+s)Bg(s)ds

= B

xZ
0

e�(x�s)Be�2Bsg(s)ds+ e�2BxB

1Z
x

e�(s�x)Bg(s)ds

= L(x; e�2:Bg(:)) + e�2BxL(1� x; g(1� :)):

Donc, L(x; g) 2 Lp(0; 1;X) car e�2B: 2 L (X) et s 7�! e�2sBg(s) 2 Lp(0; 1;X):
Nous avons aussi le lemme suivant
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Lemme 2.3.2 Sous l�hypothèse (H:1) et pour 1 < p < +1; on a
w 2 (D(A); X) 1

2p
;p si et seulement si

x 7�!M(x;w) = Ae�x
p
�Aw 2 Lp(0; 1;X):

Preuve.
Comme (�

p
�A) génère un semi-groupe analytique, alors

(D(A); X)1=2p;p = (D((�
p
�A)2); X)1=2p;p

=

8<:w 2 X :

+1Z
0




t2: 12pp(�p�A)2e�tp�Aw


p dt
t
< +1

9=;
=

8<:w 2 X :

+1Z
0




t1=pAe�tp�Aw


p dt
t
< +1

9=;
muni de la norme

kwk(D(A);X)1=2p;p = kwkX + [w]1=2p;p ; avec [w]1=2p;p =
+1Z
0




t1=pAe�tp�Aw


p dt
t
:

Soit w 2 (D(A); X)1=2p;p; on a

1Z
0




Ae�xp�Aw


p dx =

1Z
0

x



Ae�xp�Aw


p dx

x

=

1Z
0




x1=pAe�xp�Aw


p dx
x

6
+1Z
0




x1=pAe�xp�Aw


p dx
x

6 kwk(D(A);X)1=2p;p :

Pour la réciproque soit
x 7�! Ae�x

p
�Aw 2 Lp(0; 1;X)

on a

+1Z
0




x1=pAe�xp�Aw


p dx
x
=

1Z
0




Ae�xp�Aw


p dx+ +1Z
1




Ae�xp�Aw


p dx;
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la première intégrale est �nie et pour la deuxième on utilise la propriété des semi-groupes
analytiques, i.e.il existent deux constantes c > 0 et a > 0 telles que


Ae�xp�A


 6 C

x2
e�xa;

on obtient

+1Z
1




Ae�xp�Aw


p dx 6
+1Z
1

Cp

x2p
e�xap kwkpX dx

6 (Cp
+1Z
1

e�xapdx) kwkpX <1:

Lemme 2.3.3 Soit �0 2 [0; �=2[. Il existe une constante

K�0 = min(1� e�"0 cos �0 ; 1� e��=2 tan �0) > 0

telle que ��1� e�z
�� > K�0

pour tout
z 2 S�0;"0 := fz 2 C� : jarg zj 6 �0g [B(0; "0):

Preuve.
L�idée de la preuve est inspirée du travail [3]: Soit z 2 @S�0;"0 (où @S�0;"0 est la frontière de
S�0;"0):
Pour jzj = "0; on a��1� e�z

�� > ��1� e�Re z
�� > 1� e�"0 cos(arg z) > 1� e�"0 cos �0 ;

car
arg z 2]� �0; �0[:

Pour jzj > "0 et arg z = �0; on a��1� e�z
��2 = 1 + e�2Re z � 2e�Re z cos(Im z):

Si Re z 6 �=2 tan �0; on trouve

jIm zj = Re z tan �0 6
�

2
;

alors
0 6 cos(Im z) 6 1;

et ��1� e�z
��2 > 1 + e�2Re z � 2e�Re z = (1� e�Re z)2;

donc ��1� e�z
�� > 1� e�Re z > 1� e��=2 tan �0 :
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Si Re z > �=2 tan �0; il vient��1� e�z
��2 = 1 + e�2Re z � 2e�Re z cos(Im z) > 1;

ainsi ��1� e�z
�� > 1 > 1� e��=2 tan �0 :

On déduit donc ��1� e�z
�� > min(1� e�"0 cos �0 ; 1� e��=2 tan �0);

pour tout z 2 @S�0;"0 :

Lemme 2.3.4 Sous l�hypothèse (H:1); l�opérateur I � e2Q est inversible et son inverse est
donné par �

I + e2Q
��1

= I +
1

2i�

Z



e2z

1� e2z
(zI �Q)�1dz:

Preuve. Ce Lemme est démontré par Lunardi ( Voir [16], page 59): Posons Z := e2Q et

U :=
1

2i�

Z



e2z

1� e2z
(zI �Q)�1dz

avec 
 est la courbe représentée par la �gure

Cette intégrale est absolument convergente grâce au Lemme précédent. D�autre part, Grâce
au calcul fonctionnel de Dunford on peut écrire

Z =
1

2i�

Z

0

e2�(zI �Q)�1d�;

où 
0 est la frontière de S�=2+�0;"00 orientée comme 
 avec �
0 < 0 et "00 < "0: Donc

ZU =

�
1

2i�

�2 Z

0

Z



e2ze2�

1� e2z
(�I �Q)�1(zI �Q)�1dzd�:
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En utilisant l�identité de la résolvante

(�I �Q)�1(zI �Q)�1 =
(�I �Q)�1 � (zI �Q)�1

z � �

par le Théorème de Fubini, on trouve

ZU =

�
1

2i�

�2 Z

0

(�I �Q)�1e2�

0@Z



e2z

(1� e2z)(z � �)
dz

1A d�

�
�
1

2i�

�2 Z



e2z

1� e2z

0@Z

0

e2�

z � �
d�

1A (zI �Q)�1dz:

D�autre part, on a Z



e2z

(1� e2z)(z � �)
dz = lim

R�!1

Z

R

e2z

(1� e2z)(z � �)
dz;

et Z

0

e2�

z � �
d� = lim

R�!1

Z

0R

e2�

z � �
d�;

avec

R = fz 2 
R : jzj 6 Rg et 
0R = fz 2 
0R : jzj 6 Rg :

En fermant ces courbes par des arcs et en appliquant le Théorème de Cauchy et le lemme de
Jordan, on obtient

ZU =
1

2i�

Z

0R

e4�

1� e2z
(�I � �)�1d�:

D�autre part, on a

Z =
1

2i�

Z

0R

e2�(�I � �)�1d�

=
1

2i�

Z

0R

e2�
1� e2�

1� e2�
(�I � �)�1d�

=
1

2i�

Z

0R

e2�

1� e2�
(�I � �)�1d�

� 1

2i�

Z

0R

e4�

1� e2�
(�I � �)�1d�

= U � ZU;
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ce qui donne
ZU = U � Z

Similairement, on trouve
UZ = U � Z

d�où (I � Z)�1 = I + U:

2.4 Représentation de la solution

On sait que la solution de l�équation (2:1:1) non homogène est donnée sous la forme

u(x) = c1(x)e
�(1�x)

p
�A + c2(x)e

�x
p
�A:

telle que c1 et c2 deux fonctions véri�ant le système suivante�
c01(x)e

�(1�x)
p
�A + c02(x)e

�x
p
�A = 0p

�Ac01(x)e�(1�x)
p
�A �

p
�Ac02(x)e�x

p
�A = f(x);

son déterminant est

D =

���� e�(1�x)p�A e�x
p
�A

p
�Ae�(1�x)

p
�A �

p
�Ae�x

p
�A

���� = �2p�Ae�p�A;
et

D1 =

���� 0 e�x
p
�A

f(x) �
p
�Ae�x

p
�A

���� = �e�xp�Af(x);
D2 =

���� e�(1�x)p�A 0p
�Ae�(1�x)

p
�A f(x)

���� = e�(1�x)
p
�Af(x):

Donc 8><>:
c01(x) =

1

2
(
p
�A)�1e(1�x)

p
�Af(x)

c02(x) = �
1

2
(
p
�A)�1ex

p
�Af(x):

Par conséquent 8>>>>>><>>>>>>:
c1(x) = �1

2

1Z
x

(
p
�A)�1e(1�s)

p
�Af(s)ds+ �0

c2(x) = �1
2

xZ
0

(
p
�A)�1es

p
�Af(s)ds+ �1:

Donc

u(x) = e�(1�x)
p
�A�0 + e�x

p
�A�1 �

1

2

xZ
0

(
p
�A)�1e�(x�s)

p
�Af(s)ds

�1
2

1Z
x

(
p
�A)�1e�(s�x)

p
�Af(s)ds; (2.4.1)
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les condition aux limites �
u(0) = u0
u(1) = u1

nous donnent 8>><>>:
u0 = e�

p
�A�0 + �1 � 1

2

1R
0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

u1 = �0 + e�
p
�A�1 � 1

2

1R
0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds;

d�où 8>>>>>><>>>>>>:
�1 = u0 � e�

p
�A�0 +

1
2

1Z
0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

u1 = �0 + e�
p
�A�1 � 1

2

1Z
0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds; :::::::::::(�)

En remplaçant �1 dans l�équation (�) on obtient

�0 = u1 � e�
p
�Afu0 � e�

p
�A�0 +

1

2

1Z
0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)dsg

+
1

2

1Z
0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds;

= u1 � e�
p
�Au0 + e�2

p
�A�0 �

1

2
e�

p
�A

1Z
0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

+
1

2

1Z
0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds;

= (1� e�2
p
�A)�1[u1 � e�

p
�Au0 �

1

2
e�

p
�A

1Z
0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

+
1

2

1Z
0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds];

Donc

�1 = (1� e�2
p
�A)�1[u0 � e�

p
�Au1 +

1

2

1Z
0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

�1
2
e�

p
�A

1Z
0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds]:
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On véri�e maintenant que u est une solution de l�équation (2:1:1), on calcule la deuxième
dérivée

u00(x) = �Ae�(1�x)
p
�A�0 � Ae�x

p
�A�1 +

1

2
f(x)

�1
2

xZ
0

e�(x�s)
p
�Af(s)ds� 1

2

1Z
x

p
�Ae�(s�x)

p
�Af(s)ds+

1

2
f(x)

= �A[e�(1�x)
p
�A�0 + e�x

p
�A�1 �

1

2

xZ
0

(
p
�A)�1e�(x�s)

p
�Af(s)ds

�1
2

1Z
x

(
p
�A)�1e�(s�x)

p
�Af(s)ds] + f(x)

= �Au(x) + f(x);

alors
u00(x) + Au(x) = f(x):

Remarque 2.4.1 Posons dans la suite

Z = e�2
p
�A; et Q = �

p
�A:

alors la solution u est

u(x) = e(1�x)Q�0 + exQ�1 �
Q�1

2

xZ
0

e(x�s)Qf(s)ds� Q�1

2

1Z
x

e(s�x)Qf(s)ds; (2.4.2)

tels que

�0 = (1� Z)�1

0@u1 � eQu0 +
1

2
Q�1

1Z
0

�
e(1�s)Q � e(1+s)Q

�
f(s)ds

1A ;

et

�1 = (1� Z)�1

0@u0 � eQu1 +
1

2
Q�1

1Z
0

�
esQ � e(2�s)Q

�
f(s)ds

1A :

Le résultats obtenu dans ce chapitre est

Théorème 2.4.1 Soit X un espace UMD. On suppose les hypothèses (H:1) et (H:3): Si
f 2 Lp(0; 1;X) avec 1 < p <1; alors le problème (2:1:1) admet une unique solution stricte
si et seulement si

u0; u1 2 (D(A); X)1=2p;p:
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Preuve. On suppose qu�il existe une solution stricte u c�est à dire

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A))

Posons

v(x) =

�
u(x) si 0 6 x 6 1
0 si x > 1

alors
v 2 W 2;p(0;1;X) \ Lp(0;1;D(A)):

En utilisant les notations de Lions-Peetre [15] Chapitre VI, on obtient

W 2;p(0;1;X) \ Lp(0;1;D(A)) = V2(p; 0; (DA); p; 0; X):

D�aprés la dé�nition (1.1) dans [15] page 40, on obtient

v(0) 2 T 20 (p; 0; (DA); p; 0; X);

et grâce aux Théorème (2.1) page 43 et Théorème (5.2) dans [15], il vient

T 20 (p; 0; (DA); p; 0; X) = S(p;
1

p
;D(A); p;

1

p
� 2; X)

= S(p;
1

2p
;D(A); p;

1

2p
� 1; X)

= T 10 (p;�
1

2p
;D(A); p;� 1

2p
;X)

=

�
u(0); u 2 V1(p;�

1

2p
;D(A); p;� 1

2p
;X)

�
=

�
u(0); t1=2pu 2 LP� (D(A)); t1=2pu0 2 LP� (X)

	
= (D(A); X)1=2p;p:

ce qui donne
v(0) 2 (D(A); X)1=2p;p):

De plus
v 2 C

�
[0;1[; (D(A); X)1=2p;p)

�
alors

v(0) = u0 et v(1) = u1 2 (D(A); X)1=2p;p):
Soit u0; u1 2 (D(A); X)1=2p;p: montrons que u; u00 et Au sont Lp(0; 1;D(A)).
On écrit la solutions u en fonction de L et M , on trouve

u(x) = e�(1�x)
p
�A�0 + e�x

p
�A�1 �

1

2
(
p
�A)�2L(x; f)

�1
2
(
p
�A)�2L(1� x; f(1� :));
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avec

e�(1�x)
p
�A�0 = �(1� Z)�1(

p
�A)�2M(1� x; u1)

+(1� Z)�1(
p
�A)�2e�

p
�AM(1� x; u0)

�1
2
(1� Z)�1(

p
�A)�2L(1� x; f(1� :))

�1
2
(1� Z)�1(

p
�A)�2e�

p
�AL(1� x; f):

e�x
p
�A�1 = �(1� Z)�1(

p
�A)�2M(x; u0)

+(1� Z)�1(
p
�A)�2e�

p
�AM(x; u1)

+
1

2
(1� Z)�1(

p
�A)�2L(x; f)

+
1

2
(1� Z)�1(

p
�A)�2e�

p
�AL(1� x; f):

D�où

Au(x) = �
�p
�A
�2
u(x)

= �
�p
�A
�2
e�(1�x)

p
�A�0 �

�p
�A
�2
e�x

p
�A�1

+
1

2
L(x; f) +

1

2
L(1� x; f(1� :));

avec

�
�p
�A
�2
e�(1�x)

p
�A�0

= (1� Z)�1M(1� x; u1)� (1� Z)�1e�
p
�AM(1� x; u0)

+
1

2
(1� Z)�1L(1� x; f(1� :)) +

1

2
(1� Z)�1e�

p
�AL(1� x; f):

�
�p
�A
�2
e�x

p
�A�1

= (1� Z)�1M(x; u0)� (1� Z)�1e�
p
�AM(x; u1)

�1
2
(1� Z)�1L(x; f)� 1

2
(1� Z)�1e�

p
�AL(1� x; f):

d�aprés les lemmes (2.1.1) et (2.1.2) on trouve que u;Au 2 Lp(0; 1;X): Et en déduit
u00 2 Lp(0; 1;X):

Remarque 2.4.2 Si on note (T (x))x�0 le semi-groupe analytique généré par �
p
�A: Alors,

la solution du problème (2:1:1) et (2:1:2) est réprésentée par

u(x) = T (1� x)�0 + T (x)�1 �
1

2

xZ
0

(
p
�A)�1T (x� s)f(s)ds

�1
2

1Z
x

(
p
�A)�1T (s� x)f(s)ds;
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pour presque tout x 2]0; 1[; et

�0 = (1� Z)�1(u1 � T (1)u0)�
1

2
(1� Z)�1T (1)

1Z
0

(
p
�A)�1T (s)f(s)ds

+
1

2
(1� Z)�1

1Z
0

(
p
�A)�1T (1� s)f(s)ds

�1 = (1� Z)�1(u0 � T (1)u1)�
1

2
(1� Z)�1

1Z
0

(
p
�A)�1T (s)f(s)ds

+
1

2
(1� Z)�1T (1)

1Z
0

(
p
�A)�1T (1� s)f(s)ds:



Chapitre 3

Problème de Dirichlet pour une
équation di¤érentielles abstraite
complète dans un espace UMD

3.1 Position du problème

Considérons dans l�espace de Banach complexe X; l�équation di¤érentielle abstrait de
deuxième ordre dé�nie par

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = f(x); p.p. x 2 (0; 1); (3.1.1)

avec les conditions aux limites �
u(0) = u0
u(1) = u1

(3.1.2)

telle que A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X de domaines D(A) et D(B) res-
pectivement, f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1 et u0; u1 des éléments donnés dans X: On cherche
une solution stricte de (3:1:1)-(3:1:2) c�est à dire une fonction

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A)); u0 2 Lp(0; 1;D(B));

véri�ant (3:1:1) et (3:1:2):
On suppose toujours que l�espace

X est UMD;

et que les opérateurs A et B véri�ent les hypothèses suivantes8><>:
B2 � A est un opérateur linéaire fermé;
R� � �(B2 � A) et 9C > 0 : 8� > 0;
k(�I + (B2 � A))�1kL(X) 6

C

1 + �
:

(H.3)

D(A) � D(B2); (H.4)
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B(B2 � A)�1y = (B2 � A)�1By; 8y 2 D(B); (H.5)

D((B2 � A)
1
2 ) � D(B): (H.6)

Remarques
1. Le domaine (A�B2) est donse dans X:
2. �

p
B2 � A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique.

3.2 Première approche

Dans un premier temps on suppose que

B génère un groupe fortement continu (exB)x2R dans X; (H.7)

et que �
8s 2 R; (B2 � A)is 2 L(X) et
9C > 1; � 2]0; �[: 8s 2 R; k(B2 � A)isk 6 Ce�jsj;

(H.8)

ce qui signi�e que B2 � A 2 BIP (�;X):
On pose

u(x) = e�xBv(x);

donc
u0(x) = �Be�xBv(x) + e�xBv0(x);

et

u00(x) = (�B)2e�xBv(x)�Be�xBv0(x)�Be�xBv0(x) + e�xBv00(x)

= B2e�xBv(x)� 2Be�xBv0(x) + e�xBv00(x):

En remplaçant u; u0 et u00 dans l�équation (3:1:1); on obtient

B2e�xBv(x)� 2Be�xBv0(x) + e�xBv00(x)

�2B2e�xBv(x) + 2Be�xBv0(x) + Ae�xBv(x)

= �B2e�xBv(x) + e�xBv00(x) + Ae�xBv(x)

= f(x)

alors
v00(x) + (A�B2)v(x) = exBf(x)

avec les conditions aux limites

v(0) = u0; v(1) = eBu1

où g(x) = exBf(x)
En remplaçant A par A�B2 dans le théorème (2:2:1), on obtient
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Théorème 3.2.1 Si f 2 Lp(0; 1;X); 1 < p < +1; et u0; u1 2 (D(A); X)1=2p;p, alors le
problème (3:1:1)� (3:1:2) admet une unique solution stricte u tel que

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A)); u0 2 Lp(0; 1;D(B));
véri�ant (3:1:1)� (3:1:2):
Preuve.
La représentation de la solution du problème (3:1:1)-(3:1:2) est donné par

v(x) = e�(1�x)(B
2�A)1=2�0 + e�x(B

2�A)1=2�1

�1
2
(B2 � A)�1=2

xZ
0

e�(x�s)(B
2�A)1=2esBf(s)ds

�1
2
(B2 � A)�1=2

1Z
x

e�(s�x)(B
2�A)1=2esBf(s)ds;

et

�0 = (I � e�2(B
2�A)1=2)�1(eBu1 � e�(B

2�A)1=2u0)

�1
2
(I � e�2(B

2�A)1=2)�1
1Z
0

(B2 � A)�1=2e�(s+1)(B
2�A)1=2esBf(s)ds

+
1

2
(I � e�2(B

2�A)1=2)�1
1Z
0

(B2 � A)�1=2e(1�s)(B
2�A)1=2esBf(s)ds;

�1 = (I � e�2(B
2�A)1=2)�1(u0 � e�(B

2�A)1=2eBu1)

+
1

2
(I � e�2(B

2�A)1=2)�1
1Z
0

(B2 � A)�1=2e�s(B
2�A)1=2esBf(s)ds

�1
2
(I � e�2(B

2�A)1=2)�1
1Z
0

(B2 � A)�1=2e�(2�s)(B
2�A)1=2esBf(s)ds:

d�où
u0 2 (D(A�B2); X)1=2p;p et eBu1 2 (D(A�B2); X)1=2p;p

On déduit alors que
u0; u1 2 (D(A�B2); X)1=2p;p:

De l�hypothèse (H:4), on trouve que

(D(A�B2); X)1=2p;p = (D(A) \D(B2); X)1=2p;p = (D(A); X)1=2p;p;



3.2 Première approche 29

d�où
u0; u1 2 (D(A); X)1=2p;p:

De plus g 2 Lp(0; 1;X); alors d�aprés le théorème (2:2:1), on obtient

v 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A�B2)):

d�autre part on a

Bv0(x) = B(B2 � A)1=2e�(1�x)(B
2�A)1=2�0 �B(B2 � A)1=2e�x(B

2�A)1=2�1

+
1

2
B(B2 � A)�1=2(B2 � A)1=2

xZ
0

e�(x�s)(B
2�A)1=2esBf(s)ds

�1
2
B(B2 � A)�1=2(B2 � A)1=2

1Z
x

e�(s�x)(B
2�A)1=2esBf(s)ds

= B(B2 � A)�1=2(B2 � A)e�(1�x)(B
2�A)1=2�0

�B(B2 � A)�1=2(B2 � A)e�x(B
2�A)1=2�1

+
1

2
B(B2 � A)�1=2(B2 � A)1=2

xZ
0

e�(x�s)(B
2�A)1=2esBf(s)ds

�1
2
B(B2 � A)�1=2(B2 � A)1=2

1Z
x

e�(s�x)(B
2�A)1=2esBf(s)ds

= B(B2 � A)�1=2'(x):

telle que ' 2 LP (0; 1;X) et on utilise le même raisonement que le théorème (2:2:1), on obtient

Bv0 2 LP (0; 1;X):

En utilisant les hypothèses (H:4), (H:5) et le fait que

v 2 Lp(0; 1;D(A));

on obtient, pour presque partout x 2 (0; 1)

u(x) = e�xBv(x); Au(x) = e�xBAv(x);

et
u0(x) = e�xB(�Bv(x) + v0(x)):

Puisque v0 2 Lp(0; 1;D(B)); alors

x 7�! u00(x) = e�xB(B2v(x)� 2Bv0(x) + v00(x)) 2 LP (0; 1;X);

et pour presque partout x 2 (0; 1)

u00(x) + 2Bu0(x) + Au(x) = e�xB(v00(x) + (A�B2)v(x)) = f(x);

alors u véri�ée les propriétés désirés.



3.3 Deuxième approche 30

3.3 Deuxième approche

On suppose, ici, que les hypothèses suivante (H:0) et (H:3) � (H:6) sont véri�ées, et on
ajoute les hypothèses suivantes

A est inversible, (H.9)

D(BA) � D(B3); (H.10)

�B � (B2 � A)1=2 génère des semi-groupes analytique dans X; (H.11)

et (
8s 2 R; (�B + (B2 � A)1=2)is 2 L(X) et
9C > 1; � 2]0; �

2
[: 8s 2 R;



(�B + (B2 � A)1=2)is


 6 Ce�jsj;

(H.12)

Posons (T0(x))x>0 et (T1(x))x>0 des semi-groupes analytique génerer par les opérateurs sui-
vants

�B � (B2 � A)1=2 et B � (B2 � A)1=2:

Soit g 2 Lp(0; 1;X); x 2 (0; 1) on notes

L0(x; g) = (B + (B2 � A)1=2)

xZ
0

T0(x� s)g(s)ds

L1(x; g) = (B � (B2 � A)1=2)

xZ
0

T1(x� s)g(s)ds;

et pour i; j 2 f0; 1g

L0;0(x; g) = (B + (B
2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)T0(x)

1Z
0

T0(s)g(s)ds:

L1;0(x; g) = (B + (B
2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)T1(x)

1Z
0

T0(s)g(s)ds:

L0;1(x; g) = (B + (B
2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)T0(x)

1Z
0

T1(s)g(s)ds:

L1;1(x; g) = (B + (B
2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)T1(x)

1Z
0

T1(s)g(s)ds:

En appliquant le théorème de Dore-Venni ( comme le chapitre 2), on obtient

L0(:; g); L1(:; g) 2 Lp(0; 1;X);
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par conséquant, les applications suivantes

x 7�! L0(1� x; g(1� :)) = (B + (B2 � A)1=2)

1Z
x

T0(s� x)g(s)ds

x 7�! L1(1� x; g(1� :)) = (B � (B2 � A)1=2)

1Z
x

T1(s� x)g(s)ds

sont Lp(0; 1;X):
On a aussi

8i; j 2 f0; 1g Li;j(:; g) 2 Lp(0; 1;X):
Par exemple

L0;1(x; g)

= (B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)T0(x)

1Z
0

T1(s)g(s)ds

= (B � (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)

xZ
0

T0(x� s)(T0(s)T1(s)g(s))ds

+(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2T0(x)T1(x)(B � (B2 � A)1=2)

1Z
x

T1(s� x)g(s)ds

= (B � (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2L0(x; T0(:)T1(:)g(:))

+(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2T0(x)T1(x)L1(1� x; g(1� :)):

En remplaçant
p
�A par �B � (B2 � A)1=2 dans le lemme (2:3:2) on obtient

M0(:; w0) = (B + (B
2 � A)1=2)2T0(:)w0 2 Lp(0; 1;X)

M1(:; w1) = (B � (B2 � A)1=2)2T1(:)w1 2 Lp(0; 1;X)
D�autre part, grâce au théorème de réitération

(D((B + (B2 � A)1=2)2); X)1=2p;p = (D(B + (B2 � A)1=2); X)1=2p;p

= (D((B2 � A)1=2); X)1=2p;p

= (D(B2 � A); X)1=2p;p

et comme
(D(B2 � A); X)1=2p;p = (D(A); X)1=2p;p:

Le résultat le plus important dans cette partie est donné par le théorème suivant

Théorème 3.3.1 Supposons (H:0) et (H:3) � (H:6) et (H:9) � (H:12): Si f 2 Lp(0; 1;X)
avec 1 < p <1 et

u0 2 (D(A); X)1=2p;p
avec u1 = 0.
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Alors le problème (3:1:1)� (3:1:2) admet une unique solution stricte u tel que

u 2 W 2;p(0; 1;X) \ Lp(0; 1;D(A)); u0 2 Lp(0; 1;D(B));

véri�ées (3:1:1)� (3:1:2):
Preuve.
On considère le problème suivant�

v00(x) + 2Bv0(x) + Av(x) = f(x); x 2]0; 1[
v(0) = u0; v(1) = 0

et w est une solution stricte du problème�
w00(x)� 2Bw0(x) + Aw(x) = 0; x 2]0; 1[
w(0) = u1; w(1) = 0

Remarquons, alors
u = v(:) + w(1� :);

donc, il su¢ t de trouver la solution lorsque u1 = 0:
Dans ce cas la solution est donné par

u(x) = e�(1�x)(�B�(B
2�A)1=2)�0 + e�x(B�(B

2�A)1=2)�1

�1
2
(B2 � A)�1=2

xZ
0

e�(x�s)(B+(B
2�A)1=2)f(s)ds

�1
2
(B2 � A)�1=2

1Z
x

e�(s�x)(B+(B
2�A)1=2)f(s)ds

�0 = �(I � e�2(B
2�A)1=2)�1e�(B+(B

2�A)1=2)u0 �
1

2
(I � e�2(B

2�A)1=2)�1

:(B2 � A)�1=2
1Z
0

e�(s+1)(B
2�A)1=2esBf(s)ds

+
1

2
(I � e�2(B

2�A)1=2)�1(B2 � A)�1=2
1Z
0

e(1�s)(B
2�A)1=2esBf(s)ds;

�1 = (I � e�2(B
2�A)1=2)�1u0 +

1

2
(I � e�2(B

2�A)1=2)�1(B2 � A)�1=2
1Z
0

e�s(B
2�A)1=2esBf(s)ds

�1
2
(I � e�2(B

2�A)1=2)�1(B2 � A)�1=2
1Z
0

e�(2�s)(B
2�A)1=2esBf(s)ds:
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on applique A, on obtient

Au(x) = AT0(1� x)�0 + AT1(x)�1 �
1

2
A(B2 � A)�1=2

xZ
0

T0(x� s)f(s)ds

�1
2
A(B2 � A)�1=2

1Z
x

T1(s� x)f(s)ds

on écrit Au en fonction de L0 et L1, on obtient

Au(x) = AT0(1� x)�0 + AT1(x)�1 �
1

2
(B � (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2L0(x; f)

�1
2
(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2L1(1� x; f(1� :)):

pour x 2 (0; 1); avec

AT0(1� x)�0

= �(B � (B2 � A)1=2)(B + (B2 � A)1=2)(I � e�2(B
2�A)1=2)�1T0(1� x)e�(B+(B

2�A)1=2)u0

+
1

2
(I � e�2(B

2�A)1=2)�1(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2

:(B � (B2 � A)1=2)T0(1� x)

1Z
0

e�(1�s)(B+(B
2�A)1=2)f(s)ds

�1
2
(I � e�2(B

2�A)1=2)�1(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)

:T0(1� x)

1Z
0

e(1+s)(B+(B
2�A)1=2)f(s)ds

= �(B � (B2 � A)1=2)(B + (B2 � A)1=2)�1(I � e�2(B
2�A)1=2)�1T0(1)M0(1� x; u0)

+
1

2
(I � e�2(B

2�A)1=2)�1 [L0;1(1� x; f(1� :))� T0(1)L0;0(1� x; f)]

par conséquent
AT0(1� :)�0 2 Lp(0; 1;X);

de la même façon on montre que AT1(:)�1 2 Lp(0; 1;X); il su¢ t d�écrire

AT1(x)�1

= (B + (B2 � A)1=2)(B � (B2 � A)1=2)�1(I � e�2(B
2�A)1=2)�1M1(x; u0)

+
1

2
(I � e�2(B

2�A)1=2)�1L1;0(x; f)�
1

2
(I � e�2(B

2�A)1=2)�1T1(1)L1;1(x; f(1� :)):

Ainsi Au 2 Lp(0; 1;X):
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On étudie maintenant Bu0: On a

Bu0(x) = B(B + (B2 � A)1=2)T0(1� x)�0 �B(B � (B2 � A)1=2)T1(x)�1

+
1

2
B(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)

xZ
0

T0(x� s)f(s)ds

+
1

2
B(B2 � A)�1=2(B � (B2 � A)1=2)

1Z
x

T1(s� x)f(s)ds;

par conséquent

Bu0(x) = B(B � (B2 � A)1=2)�1AT0(1� x)�0 �B(B + (B2 � A)1=2)�1T1(x)�1

+
1

2
B(B2 � A)�1=2L0(x; f) +

1

2
B(B2 � A)�1=2L1(1� x; f(1� :)):

D�où Bu0 2 Lp(0; 1;X):



Chapitre 4

Exemples d�applications

Dans ce chapitre, on donne quelques exemples d�applications.

4.1 Exemple 1

On considère le problème suivant8>><>>:
@2 

@x2
(x; y) +

@2 

@y2
(x; y) = g(x; y); (x; y) 2 (0; 1)� (0; 1)

 (0; y) =  0(y),  (1; y) =  1(y) y 2 (0; 1)
 (x; 0) =  (x; 1) = 0 x 2 (0; 1)

(4.1.1)

où g 2 Lp(0; 1;X); 1 < p <1; X est un espace de Banach,  0;  1 deux éléments dans X.
Formulation abstraite : On écrit le problème (4.1.1) sous forme abstraite�

 00(x) + A (x) = g(x); x 2 (0; 1)
 (0) =  0;  (1) =  1

(4.1.2)

avec �
D(A) = f 2 W 2;p(0; 1) :  (0) =  (1) = 0g
A =  00:

La résolvante de A donné par

(A� �)�1g =

1Z
0

Kp
�(x; s)g(s)ds;

où

Kp
�(x; s) =

8>><>>:
sinh

p
�(1� x) sinh s

p
�p

� sinh
p
�

si 0 6 s 6 x

sinh
p
�(1� s) sinhx

p
�p

� sinh
p
�

si x 6 s 6 1



4.1 Exemple 1 36

avec Re
p
� > 0;

Véri�cation de l�hypothèse (H:0) : On a grâce au lemme de Schur et la symétrie du noyau



(A� �)�1g


 6

0@ sup
x2[0;1]

1Z
0

��Kp
�(x; s)

�� ds
1A kgk :

et

1Z
0

��Kp
�(x; s)

�� ds
6 coshRe

p
�(1� x)

j�j1=2
���sinhp����

xZ
0

coshRe
p
�sds

+
coshRe

p
�x

j�j1=2
���sinhp����

1Z
x

coshRe
p
�(1� s)ds

6 coshRe
p
�(1� x) sinhRe

p
�x+ coshRe

p
�x sinhRe

p
�(1� x)

j�j1=2Re
p
�
���sinhp����

6 sinhRe
p
�

j�j1=2Re
p
�
���sinhp���� 6 1

j�j
���1� e�2

p
�

��� 6 C

j�j :

D�autre part, l�opérateur A est inversible et son inverse est donné par

A�1g =

xZ
0

(x� s)g(s)ds� x

1Z
0

(1� s)g(s)ds:

on trouve ainsi que �(A) � [0;+1[ et 9C > 0

8� 2 [0;+1[:


(A� �I)�1




L(X)

6 C

1 + �
:

Véri�cation de l�hypothèse (H:1) : On adapte la preuve faite par Labbas et Moussaoui,
Proposition (3:1); page 191: On écrit

sinh
p
�(1� x) sinh s

p
�p

� sinh
p
�

=
e�

p
�(x�s)

2
p
�

 
1 +

e�2
p
� � e�2

p
�(1�x) � e�2

p
�s + e�2

p
�(1�x+s)

1� e�2
p
�

!
et on utilise la représentation intégrale des puissances complexes d�un opérateur séctoriel
pour 0 < Re z < 1. Il vient que

�
(�A)�zg

�
(x) =

1

�(1� z)�(z)

1Z
0

��z
�
(�I � A)�1g

�
(x)d� =

4X
j=1

Ij(x):
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En utilisant le théorème de Fubini, on obtient

I1(x) =
�1

�(1� z)�(z)

1Z
0

��z
xZ
0

e�
p
�(x�s)

2
p
�

g(s)dsd�

=
�1

2�(1� z)�(z)

xZ
0

1Z
0

��z
e�

p
�(x�s)
p
�

g(s)d�ds

on pose � =
p
�(x� s) on trouve

I1(x) =
�1

�(1� z)�(z)

xZ
0

0@1Z
0

��2ze��d�

1A (x� s)2z�1g(s)ds

et comme
1Z
0

��2ze��d� = �(1� 2z)

alors

I1(x) =
��(1� 2z)
�(1� z)�(z)

xZ
0

(x� s)2z�1g(s)ds:

On pose

�z(y) = �[0;+1[:y
2z�1 et G(s) =

�
g(s) si s 2 [0; 1]
0 sinon.

avec �[0;+1[ est la fonction caractéristique. Donc on peut écrire

I1(x) =
��(1� 2z)
�(1� z)�(z)

(�z �G)(x):

on utilise les propriété de la transformation de Fourier F dé�nie par

F(f)(�) =
Z
R

e�2i��tf(t)dt;

on obtient

I1(x) = F�1
�
F( ��(1� 2z)
�(1� z)�(z)

(�z �G))
�
(x)

= F�1
�
��(1� 2z)
�(1� z)�(z)

F(�z):F(G)
�
(x)

= F�1(mz:F(G))(x); :

Avec

mz(�) =
��(1� 2z)
�(1� z)�(z)

F(�z)(�):
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D�autre part, on sait que

F(�z)(�) = �(2z)(2i��)�2z = �(2z) j2��j
�2z (h(�)ei�z + h(��)e�i�z);

où

h(�) =

�
1 si � < 0
0 sinon,

alors

mz(�) =
��(1� 2z)�(2z)
�(1� z)�(z)

j2��j�2z (h(�)ei�z + h(��)e�i�z);

et comme
�(1� z)�(z) =

�

sin(�z)
;

il vient

mz(�) =
� sin(�z)
sin(2�z)

j2��j�2z (h(�)ei�z + h(��)e�i�z):

D�autre part, on a

sup jmz(�)j 6
���� 1

2 cos(�z)

1

(2��)2z

���� e�jIm zj
et

sup j�m0
z(�)j 6 j2zj

���� 1

2 cos(�z)

1

(2��)2z

���� e�jIm zj:
On raisonne de la même manière pour les autres termes Ij(x) avec j = 1; 2; 3:
En suite on applique le Théorème de Mikhlin, on trouve qu�il existe une constante K > 0
telle que 

(�A)�z

L(Lp(0;1)) 6 K(1 + jzj) 1

jcos(�z)je
�jIm zj:

Posons maintenant z = � � is et en passant à la limite quand � �! 0 on obtient

(�A)�z

L(Lp(0;1)) 6 K(1 + jsj) 1

jcosh � jsjje
�jsj 6 Ke�1jsj:

D�autre part, d�aprés Grisvard [10], on a

(D(A); X)1=2p;p = (W 2;p
0 (0; 1);Lp(0; 1))1=2p;p

=
�
u 2 B2(1�1=2p)

p (0; 1) : u(0) = u(1) = 0
	

: = B
2�1=p
p;0 (0; 1)

Théorème 4.1.1 Soit f 2 Lp(0; 1;Lp(0; 1)): Le problème (4:1:2) admet une unique solution
stricte u si seulement si

u0; u1 2 B2�1=p
p;0 (0; 1):
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Remarque Dans le cas général, lorsque 
 est un ouvert de Rn (n > 1); on dé�nit l�opérateur
A; dans X = Lq(
) avec 1 < q <1; comme suit8><>:

D(A) =W 2;q(
) \W 1;q
0 (
);

A =
nX

j;k=1

@

@yi

�
ajk

@

@yk

�
� �; � > 0;

où a = (ajk) est une matrice carrée. On pose bk = �
nX
j=1

@ajk=@yj; k = 1; 2; :::; n; véri�ent les

conditions citées dans Prüss-Sohr [18], i.e.,
(A:1) a(x) = (ajk(x)) est un matrixe symétrique pour tout x 2 
 et il y a a0 > 0 avec
a0 6 a(x)�:� 6 a�10 pour tout x 2 
; � 2 Rn; � = 1;
(A:2) ajk 2 C1(
) pour � 2 (0; 1) et, lorsque 
 est sans borné, a1jk = lim

jxj�!1
ajk(x) existe, et

8C > 0 un constante avec��ajk(x)� a1jk
�� 6 C jxj�� pour tout x 2 
 avec jxj > 1; j; k = 1; :::; n;

(A:3)
@ajk
@xk

2 Lrk(
); p 6 rk 61; rk > n; j; k = 1; :::; n:

On suppose aussi que la matrice a véri�e les hypothèses cité dans Prüss-Sohr [18], lorsque
� > 0 et 
 borné.
Alors, d�aprés le Théorème C, dans [18], l�opérateur �A est de classe Bip. Par conséquent,
on peut appliquer le Théorème (2:2:1), à cet exemple et le résultat donné par

Proposition 4.1.1 Soit p; q 2]1;1[; f 2 Lp(0; 1;Lq(
)) et

u0; u1 2 (W 2;q(
) \W 1;q
0 (
); Lq(
))1=2p;p:

donc le problème donné s�écrit8>>><>>>:
@2u

@x2
(x; y) +

nX
j;k=1

@

@yi

�
ajk

@u

@yk

�
(x; y)� �u(x; y) = f(x; y); (x; y) 2 (0; 1)� 
;

u(0; y) = u0(y); u(1; y) = u1(y); y 2 
;
u(x; �) = 0; (x; �) 2 (0; 1)� @
:

(4.1.3)

Admet une unique solution stricte u:

l�espace d�interpolation (W 2;q(
)\W 1;q
0 (
); Lq(
))1=2p;p; lorsque 
 est un domaine borné de

Rn, est
B
2�1=p
q;p;0 (
) :=

�
u 2 B2�1=p

q;p (
) : u�@
 = 0
	
:
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4.2 Exemple 2

Soit X = Lp(R); 1 < p <1. On dé�nit les opérateurs A et B comme�
D(A) =W 2;p(R); Au = au00 � cu
D(B) =W 1;p(R); Bu = bu0;

où a� b2 > 0 et c > 0: Alors

D(B2 � A) =W 2;p(R) et (B2 � A)u = �(a� b2)u00 + cu

D((B2 � A)1=2) = [Lp(R);W 2;p(R)]1=2;p
= B2(1�1=2)

p;p (R)
= W 1;p(R):

Si p = q: Alors
B�
p;p(
) =W �;p(
)

Donc, d�aprés [18], Théorème C, page 167, et H.8, (B2 � A) est un opérateur de classe Bip.
En appliquant le Théorème (3.0.2), on obtient

Proposition 4.2.1 Soit p 2]1;1[; f 2 Lp(0; 1;X) et

u0; u1 2 (W 2;p(0; 1);Lp(R))1=2p;p = B2�1=p
p (R):

Alors le problème suivante8<:
@2u

@x2
(x; y) + 2b

@2u

@x@y
(x; y) + a

@2u

@y2
(x; y)� cu(x; y) = f(x; y); (x; y) 2]0; 1[�R;

u(0; y) = u0(y); u(1; y) = u1(y); y 2 R;
(4.2.1)

admet une unique solution stricte.

4.3 Exemple 3

Soit 
 un domaine borné dans Rn; n > 1; avec @
 est la frontière de 
 et X = Lp(
);
1 < p <1: On dé�nit les deux opérateurs suivants�

D(A) =
�
u 2 W 4;p(
) : uj@
 = �uj@


	
;

Au = b�2u;

avec b < 0, et �
D(B) =W 2;p(
) \W 1;p

0 (
);
Bu = �u:

Alors



4.4 Exemple 4 41

1. B génère un semi-groupe analytique et borné et 0 2 �(B):
2. (B2)1=2 = �B et

�B � (B2 � A)1=2 = �B + (1� b)1=2B = ((1� b)1=2 � 1)B;

génère des semi-groupe analytique.
D�autre part, l�hypothèse H.12 est véri�ée selon Seeley [19].
Le problème suivant8>>><>>>:

@2u

@x2
(x; y) + 2�

@u

@x
(x; y) + b�2u(x; y) = f(x; y); (x; y) 2 (0; 1)� 
;

u(0; y) = u0(y); y 2 
;
u(1; y) = u1(y); y 2 
;
u(x; �) = �yu(x; y) = 0; u(x; �) 2 (0; 1)� @
;

admet une unique solution stricte lorsque f 2 Lp(0; 1;Lp(
)) et u0; u1 2 (D(A); Lp(
))1=2p;p:

4.4 Exemple 4

Soient X = L2(0; 1) et T un opérateur linéaire dé�ni par�
D(T ) = ff 2 H1(0; 1) : f(0) = f(1)g
Tf = if 0:

Il est clair que l�opérateur T est auto-adjoint et que �(T ) = 2�Z; (voir Miklavµciµc [17], page
75).
Alors �

D(T 2) = ff 2 H2(0; 1) : f(0) = f(1); f 0(0) = f 0(1)g
T 2f = �f 00;

de plus T 2 est positif et auto-adjoint.
On prend B = �iT , cet opérateur génère un groupe fortement continu, et�

D(A) = D(T 2)
Af = (�2T 2 � aI)f = 2f 00 � af;

avec a > 0:
Dans ce cas les opérateurs
1. B génère un groupe fortement continu,
2. B2 � A := T 2 + aI; de domaine D(T 2); est un opérateur auto-adjoint positif.
3. Le domaine de l�opérateur T coincide avec l�espace d�interpolation complexe�

X;D(T 2)
�
1=2
;

voir Triebel [20] page 143
4. (T 2 + aI)1=2 est positif auto-adjoint.
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Ainsi le problème suivant8>>><>>>:
@2u

@x2
(x; y) + 2

@2u

@y@x
(x; y) + 2

@2u

@y2
(x; y)� au(x; y) = f(x; y); (x; y) 2]0; 1[�]0; 1[;

u(0; y) = u0(y); u(1; y) = u1(y); 0 < y < 1;

u(x; 0) = u(x; 1);
@u

@y
(x; 0) =

@u

@y
(x; 1); 0 < x < 1:

lorsque

f 2 Lp(0; 1;L2(0; 1)) et u0; u1 2 (D(A); L2(0; 1))1=2p;p = (D(A); X)1=2p;p:

admet une unique solution stricte selon le Théorème (3.0.2).

4.5 Exemple 5

Soit H un espace de Hilbert. B est un opérateur strictement positif et auto-adjoint dans
l�espace X: On prend A = �B2; alors B2 � A est auto-adjoint strictement positif, de plus

D((B2 � A)1=2) = D(B3=2):

et �B� (B2�A)1=2 génère des semi-groupes analytique dans X et on a aussi D(A) ( D(B2)
(voir Exemple 3 dans [7]). Donc �B + (B2 � A)1=2 sont des opérateurs positifs.
Comme exemple, on introduit les opérateurs A; B dé�ni, dans X = L2(
); par

D(B) = H1
0 (
) \H2(
); B = ��;

D(A) =
�
u 2 H6(
) : uj@
 = �uj@
 = �

2uj@
 = 0
	
; A = �3;

où 
 est un domaine borné dans Rq; q > 1. Le problème suavant8><>:
@2u

@x2
(x; y)� 2�@u

@x
(x; y) + �3u(x; y) = f(x; y); (x; y) 2 (0; 1)� 
;

u(0; y) = u0(y); u(1; y) = u1(y); y 2 
;
u(x; �) = �u(x; �) = �2u(x; �) = 0; (x; �) 2 (0; 1)� @
:

admet une unique solution stricte, on a utilisé les propriétés des opérateurs auto-adjoint et
le résultat de Prüce et Sohr[18]
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