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Introduction

L’objectif de ce mémoire est de faire une synthése sur le travail de Angelo Favini, Ra-
bah Labbas, Stéphane Maingot, Hiroki Tanabe et Atsushi Yagi [7] concernant I’étude d’une
équation différentielle abstraite compléte de type elliptique posé dans un espace de Banach
complexe X de type UMD.

On considére 1’équation différentielle du second ordre suivante

W"(2) + 2Bu(z) + Au(z) = f(z), pp. @ € (0,1)
avec les conditions aux limites de type Dirichlet
u(0) = ug et u(l) = uy

ici, A et B sont deux opérateurs linéaires fermés dans X et ug, u; sont des éléments donnés
dans X, et le second membre f € LP(0,1; X) avec 1 < p < oc.
On s’intéresse a I’étude de I'existence, I'unicité et la régularité maximale de la solution stricte
(i.e

u € WP(0,1; X) N LP(0,1; D(A)), v € LP(0,1; D(B))
et qui satisfait le probléme précédent.) Sous 'hypothése d’ellipticité de Krein [12].
On donne maintenant un exemple modéle justifié ’étude abstrait du probléme donné. On
considére dans une bande |0, 1[xR, le probléme de propagation de la chaleur u en régime
stationnaire avec une source interme de chaleur f € LP(]0,1[xR) avec 1 < p < oo. Ce
probléme est modélisé par I’équation de Laplace suivante

Mulry) = 25 () + g—;m,y) — ey, (o.9) €0, 1[xR. (0.0.1)

Sur le bords, on impose les conditions aux limites suivantes
w(0,y) = uo(y) et u(l,y) =wi(y), VyeR (0.0.2)

En utilisant les notations vectorielles usuelles

u(r,y) =uw(z)(y), flz,y)=f(2)(y),
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on peut écrire I'équation (0.0.1) dans X := LP(RR) sous la forme suivante
u”"(z) + Au(z) + Bu/(z) = f(z); z € (0,1)

avec

{ Q(A_) = {u, o, u' € LP(R)} = W2P(R)

(]a)teilérr?é, pour les conditions aux limite (0.0.2), on trouve
u(0) = up et u(l) = uy.
Ainsi, le probléme (0.0.1) et (0.0.2) s’écrit de la maniére opérationnelle suivante
{ u'(z) + Au(z) + Bu'(x) = f(z); p.p. x € (0,1)
uw(0) =ug u(l) =uy,

c’est ce derniére probléme qui sera étudié dans ce mémoir, lorsque A et B sont d’autre
opérateurs.

Ce mémoire est composé d’'une introduction et de trois chapitres.

Dans le premiere chapitre; on expose les principales notions d’analyse fonctionnelle,
les espace UMD, les espaces interpolation et la théorie des sommes d’opérateurs de Dore et
Venni.

Dans le deuxiéme chapitre ; on va étudier le probléme de Dirichlet régis par une équa-
tion différentielle abstraite simple dans un espace UMD. Dans ce cas le probléme précédent

s’écrit //( ) A ( ) ( ) ] [
u'(z) + Au(z) = f(z), v €)0,1

{ u(0) = uo, u(l) =uy. (0.0.3)
L’objet de ce chapitre est la recherche d’une solution stricte u du probléme (0.0.3) c’est a
dire une fonction

u € WP(0,1; X) N LP(0,1; D(A))
et qui satisfait (0.0.3) sous les hypotheése suivants

X est un espace UMD,

. -l
Ry Cp(A) et Ie>0:VA20, [[(M = A7 <5 v
Vs eR, (—A)® € L(X) et
Je>1, 0€]0,n[: Vs €R, |[(—A)*| < Celel.
Dans le troisiéme chapitre, on étudie ’équation différentielle abstraite compléte pour
deux approche lorsque B génére un groupe et lorsque les opérateurs suivants

—B—(B>— A)Y? et B— (B*— A)'?

génére des semi-groupes. On utilisera la théorie des sommes d’opérateurs linéaires de Dore-
Venni.

Dans le quatriéme chapitre, on donne quelques application des résultats obtenus a
des exemples concrets.



Chapitre 1

Rappels et définitions

Dans ce chapitre, on donne quelques notions de base utilisée pour réaliser ce travail.

1.1 Les opérateurs fermés

Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A), inclus dans un espace de Banach complexe X,
a valeurs dans X.

Définition 1.1.1 On dit que A est un opérateur linéaire fermé si et seulement si pour toute
suite {x, },cy C D(A) telle que

{ Ty o :{xeD(A)

Az, = y Ar =y

Définition 1.1.2 On dit que A est un opérateur linéaire fermable si et seulement s’il admet
une extension fermée i.e., pour tout suite {x,},. C D(A) telle que la suite x, tend vers 0
lorsque n tend vers oo et Ax,, tend versy, alors y = 0.

1.2 Les semi-groupes d’opérateurs linéaire

1.2.1 Semi-groupe fortement continu

Définition 1.2.1 Soit {G(t)},., une famille d’opérateurs linéaires dans X . On dit que cette
famille forme un semi-groupe fortement continu (Cy semi-groupe) dans X si elle vérifie les
propriétés suivantes
1. G(0) = 1.
2. Vs, t e RT : G(t + s) = G(t).G(s).
3. Vee X
lim ||G(t)x — =0
Jim [[G(#)a — 2]l

(G(t)x : Ry — X est fortement continue en 0).
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i) Site R, {G(t)} est dit groupe.
i1) La condition (3) n’implique pas que

lim ||G(t) — I|| = 0.
lim |G(1) ~ 1]
Exemple.

Soit A € L(X). Alors t — G(t) = €' est un groupe sur X.
Exemple.

Soit X = LP(R), 1 < p < oo et (G(t)f)(z) = f(z —t); alors G est un groupe appelé groupe
des translations de L” on a

1z =) = 1F @) = IG@)] =1
alors G(t) € L(X) et on a
(G(1).G(s))(x) = (G(t)f)(x—s)

= flo—s—1)
(G(t+5)f) ()

donc

G(t+s)=G(t).G(s).
Théoréme 1.2.1 Soit G un semi-groupe, il existe deux constantes M et w telle que
IG@) < Me".
Définition 1.2.2 On appelle I’ensemble résolvant de A [’ensemble
p(A) ={A € C: (A— X) est inversible dans L(X)}

un élément de p(A) est appelé valeur résolvante de A.

1. Si A € p(A) on définit Rx(A) la résolvante de A au point \ par
Ry(A) = (M — A)~?
2. 0(A) = C\p(A) est appelé le spectre de A et un élément de o(A) est appelé spectre de
A.

1.2.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Définition 1.2.3 On appelle générateur infitésimal d’un semi-groupe {G(t)},., , Uopérateur
linéaire A défini par

t—0
Gllp—¢

t—0t t

D(A) = {go € X : lim w existe}
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Exemple.

Soit A un opérateur borné dans X, alors Vt > 0, G(t) = € est un semi-groupe uniformément
continue et le générateur infinitésimal est ’opérateur A.

En effet

IG(#) = Gt + Rl 1G(#) = G(6).G(h)|l
IGOINIT =GRl

IG@) ("4 - 1).

NN

Donc
|G(t) — G(t + h)|| — 0 quand h — 0

D’ou la continuité uniforme.
D’autre part

e -n-a] = [et-n-4]
— lzt_An
thQn!

<t A7 el

quand t — 0, alors A = Pr% +(G(t) — I) limite uniforme donc forte.

Remarque 1.2.1

i) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {G(t)},. ; alors A est fermé & domaine
dense.

ii) Le semi-groupe {G/(t)},., est uniformément continu si et seulement s’il est de la forme
(€!B);>0 ol B est un opérateur borné dans X.

iii) Si A le générateur infinitésimal du semi-groupe {G(t)},.,, [|G(t)|| < Me** pour A >
w;’opérateur

A—A)tr = f e MG (t)xdt
est borné et ||(A — A) x| < M(A —w) 1\ € p(A).
Théoréme 1.2.2 (de Hille — Yosida)

Un opérateur A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu 7'(¢),
t < 0; si et seulement si
i) A est un opérateur fermé et D(A) = X.

i1)p(A) D RY pour tout A > 0 avec [|[(A — A)7| <

>/I>—‘
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1.2.3 Semi-groupes analytiques
Définition 1.2.4 Soit A={z€ C:p, <argz < p, et p; <0< py}.

La famille {T'(z)},., C £(X) construit un semi-groupe analytique dans A, si
1. z — T'(2) est un analytique dans A.
2.T0)=1et llir(l)T(Z):L‘ =z;Vre X, ze A
3. T(z1 + 22) = T(21).T(22) pour z, z3 € A.

Théoréme 1.2.3 (de Kato)

Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire non borné vérifiant

1. A est fermé.

2. D(A) dense dans X (i.e. D(A) = X).

3. p(A) D{A e C*/ReA >0} et
C
‘—|.
Alors A est un générateur infinitésimale d’un semi-groupe telle que :

i) 3M >0, ¥t > 0: [|G(1)]| ) < M.
M

i) Vt > 0, G(t) € L(X, D(A)) et [ AGE)] x) < T

Lemme 1.2.1 (de Schur) K : Q; x Qs — R, kK mesurable

de > 0; VA € p(A) : H(A— )\I)_lHL(X) <

Ja > 0, Vs € Q5 : /|K(x1,x2)]d:c1 < a.

1951
b > 0, Va, € ) : /|K($1,ZL‘2)| dre < b.

Qo
On définit 'opérateur K par

(K f)(z2) = /K(fhflfz)f(xl)dflfl» (79 € Qo)

951

donc K € L(LP(2), L9(s)).

1.3 Les espace UMD

Définition 1.3.1 un espace de Banach X posséde la propriété UMD (Unconditional Mar-
tingale Difference property) si seulement si Ip €]1, 00 et C(p) tell que

ngdk de
k=1 k=1

< C(p)
L2(R,X)

, Vn eN
LP(R,X)

,,,,,
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Transformation de Hilbert
Soit € €]0, 1, p €]1, 00[

vf e PR): Hf = lim H.(f)(x) = lim / fle=s)

e—0

Définition 1.3.2 un espace de Banach X est dit (—convexe s’il existe une fonction ( :
X x X — R vérifiant

1. ( est symétrique et biconvexe.

2. ¢(0,0) > 0.

3. C(z,y) < [lz+yll Vo, y € X avec [|lz]| = [ly[ = 1.

Proposition 1.3.1 Soit X un espace de Banach, les conditions suivantes sont équivalentes

i) X est UMD.

i1) 11 existe une fonction ¢ symétrique et biconvexe vérifie ((0,0) > 0 et {(z,y) < ||z + vy,
tel que [lz]| <1< [ly, Vz, y € X.

Exemples

1. Les espace de Hilbert sont des espaces UM D.

2. Tout sous espace fermé d'un UM D est UM D.

3. Les espaces construit sur LP(R, X) avec 1 < p < oo, tel que X est UMD, sont des
espaces UM D.

Remarque

Les espaces C* définis par

1/ (s) = F@)l

c([0,1]; X) = ¢ f € C([0,1]; X) : [f]ca(o,hx) = Ssup @ <

t,s€[0,1] |t - 5’
t#s

munis de la norme

||f||0a([071];X) = ||f||0([071];X) + [ﬂCa([Ql};X) ne sont pas UMD.

1.4 Les puissances fractionnaires, classe Bip(¢; F)

On donne, ici, la définition des puissances complexes d’un opérateur sectoriel.
Si A: E — FE est un opérateur borné positif, la puissance complexe de 'opérateur A est
définie par
1 1
Az = — [t (t] — A) " xdt,
i ( )
-

tel que z est un nombre complexe arbitraire.
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Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on définit la puissance complexe de partie réelle
positive (pour 0 < Re z < 1) par la représentation suivante de Balakrishnan

—+00
S 27

Az = / (T — A7 Audt,

™

0

pour tout = € D(A), quelques propriétés essentielles de 'opérateur A* sont citées dans Dore-
Venni et Haase.

Définition 1.4.1 On note Bip(0; E') (Bounded imaginary powers) l’ensemble des opérateurs
sectoriels sur E qui admettent des puissances imaginaires bornée.

1.5 Les espaces d’interpolation

1.5.1 Définitions

Soient (Xo, [|.||y) et (X1, ||.||;) deux espaces de Banach s’injectant continument dans un espace
topologique séparé F. Les espaces Xg N X; et Xy + X;, munis des normes suvantes

el xonx, = l#llx, + llellx, siv € Xon Xy

[llxpix, = ,_0f (leollx, +llealy,) i@ € Xo+ Xi.
P €X;

sont des espaces de Banach.

Définition 1.5.1 Pourp € [1,00] et 0 €]0, 1], on définit l’espace intermédiaire entre XoN X,
et Xo + X1, noté (Xo, X1)o,p par

Z) vt > O, El(U()(t),ul(t)) € Xo X Xl L= UO(t) + Ul(t)
- (X(),X1>9’p —
i) t~%u € LP(R., Xo), t*~%u; € LP(R,, X,).

ou L2(R,, X) est 'espace des fonctions fortements mesurables f : R, — X telles que

1
(fuf I )<+oo, pour p € [1, +o],

et

= sup [[£(@)lx, . pour p = oc.
zeRL

Définition 1.5.2 (dixréte) On dit que x € (Xo, X1)g, Si et seulement si

')VnEZ T=up+uy, u; € X;; 1=0, 1
ZHe u0||p < 400 (i.e) e fuy € IP(Xy)

) Z |9 ual < +o0 (i.e) 1Ny € IP(X))
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Cas particulier . Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) inclus dans
espace de Banach complexe X. On note, pour p € [1,00] et 6 €]0, 1],

D4(0;p) == (D(A); X)1-0,-

Lorsque A vérifie certaines propriétés spectrales, on peut donner des caractéristique explicites
de D4(6;p), par exemple :
1°" cas : Supposons que p(A) D R et qu'il existe une constante C' > 0 telle que

C

VA0 [[(A =A< X’

alors
Da(0;p) = {p € X : t’A(A—X)"'p € L2(R:; X) }.

ce résultat est démontré dans [8].

2°™m¢ cas: Si A géneére un semi-groupe fortement continu et borné dans X alors

Da(ip) ={p e X : 17" = )p € LL(Ry; X)} .

ceci est démontré dans [9].
3¢ cas: Si A génére un semi-groupe analytique borné dans X alors

Da(0;p) = {p € X; ' A p € LP(R,; X)} .
voir [4].

Théoréme 1.5.1 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Pour p € [1,00] et 0 €]0,1/2],
on a

DA2(9ap) = DA(20>p)
Dans le cas général, pour m € N* et 6 €]0,1/m[ on a

DAm(eap) = DA(meap)

1.5.2 Espace de traces

Définition 1.5.3 Soient oy, ay deux nombres réels. On désigne par V,,(po, oo, Xo; p1, a1, X1)
l’espace des fonctions u telles que

ooy, toru™ € LP(R, Xo) := L2(X)),

™
o u™ = ——. Cet espace muni de la norme suivante

dtm

lully,, = max(l“ull g (x5 1670 1y ()

est un espace de Banach.
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Définition 1.5.4 On dit que v admet une trace o lorigine si u) (t) converge lorsque
t — 0, alors la traces de u¥) est tlimou(j)(t) = u\9(0).

1

Remarque 1.5.1 St — + a1 <m —j, 1 < j <m—1; alors les traces u(’“)(()) existent pour
yai

0<k<y.

Définition 1.5.5 On définit ’espace T} (po, o, Xo; p1, 1, X1) décrit par u9(0) tel que u €
Vi, muni de la norme

a m 1nf u .

lallyp = ot luly,
Les espaces T}" sont appelés des espaces de trace.

Définition 1.5.6 On désigne par W (po, cv, Xo; p1, a1, X1) l'espace des fonctions u telles que
ey € LP(Xy), e u e LP (X))

ol oy, a1 sont deux paramétres réels et pg et p; sont deuxr paramétres supposés quelconques
dans [1, 400

L’espace W (po, ag, Xo; p1, @1, X1) muni de la norme

maX(HeaoquLPO(XO) ; “ealquLm(Xl)) = HUHW(po,ao,Xo;pl,a1,X1)
est un espase de Banach.

+o0
Définition 1.5.7 On définit l’espace S(po, o, Xo; p1, 1, X1) décrit par /u(a:)dw lorsque

—0o0

u € W(po, oo, Xo; p1, 01, X1), en supposant :
1 <p; <00, ap, a7 <0,
munt de la norme

]l 3.0, x01.01.07) = IE{I0AX (%0 g (5 1€ ul] 1o x,))

+o0o

avec a = /u(a:)dx

—00

De plus, on a
Xo N Xy C S(po, an, Xo; p1, a1, X1) C Xo + X

Les espaces S(po, ag, Xo; p1, 1, X1) sont appelés des espaces intermédiaires (espace de moyenne)|
entre XgN X5 et Xy + X;.
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1.5.3 Les espaces de Sobolev et de Besev

PourmeNet 1 <p<oo:
On note W™?(§2, X) 'espace de Sobolev des fonctions f : Q@ — E telles que 0* f € LP (Q, E)
Pour tout |a] < m,c’est un espace de Banach avec la norme

/2
(ZH0° o)) sil< P <oo
max [0 f| oo o, x) 1P = 00

lal<

||f||wmm(9,x) =

Pour s €]0,1[et 1 <p < o0:
On définit I'espace fractionnaire de sobolev

sp—i—n

WeP(Q,X) =< fe Ll (Q,X) //Hf ||dedy<oo

Les espaces de Sobolev ne sont pas stables complétement par interpolation, on est amené a
définit les espaces de Besov B} (€2, X). Pour s €]0,1[ et 1 < p, ¢ < 0o, on définit

a/p
m I/ (= i,
BM(0,X) =4 f e 17 (2. X) / / y|sp+n dy < oo b

avec la modification classique quand p = oo et ¢ = 00

Dans le cas ol p = q on a
By (0, X) = W*P(Q, X).

1.6 Somme des opérateurs de DORE-VENNI

Soient A et B deux opérateurs linéaires fermés de domaines D(A) et D(B) denses dans un
espace de Banach X de type UM D c’est a dire

D(A) = D(B) = X.

Dore et Venni ont montré que sous certaines hypotheéses sur les opérateurs A et B, le probléme

abstrait suivant
Au+ Bu=f

posé dans un espace UM D, admet une unique solution stricte.
On suppose que A et B vérifiants les hypothéses suivantes

( i)p(A)D]—oo 0] et IM4 >0
My
VAZ0: [(A+AD) 7y

1+ 1T+
(D.V.1)

i1) p(B) D] —00,0] et IMp >0

Mg
YA>0:[|(B+ M)t < )
\ 1B+ 2D oo < 175
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VA € p(—A), Yu € p(—B)
(D.V.Z){ (AJFf\I)fl(B fﬂj)pfl = (B4 pul) YA+ X)L

(iv) Vs € R, A* € L(X),
ElCO > 073014 S [Ovﬂ-[: HAZSHL(X) < COe‘SWA'

(D.V.3)< v) Vs eR, B* e L(X),
ElCl > 07 EIGB € [O,ﬂ'[: HBZSHL(X) < Cle‘S‘GB_

UZ) 9A+(93 < T.

\

Le résultat principal de Dore et Venni est donné par le théoréeme suivant

Théoréme 1.6.1 On Suppose que
X est UMD

sous les hypothéses (D.V.1), (D.V.2) et (D.V.3), Uopérateur (A+ B) est fermé et sa résolvante
est bornée dans X et son inverse est défini par

o 1 Aszzfl

21 sin Tz
y

(A+ B) dz

ot 7y est une courbe verticale contenue dans la bande {z € C:0 < Rez < 1} et orientée de
ooe™ /2 yers ocoel™?.

Théoréme 1.6.2 (de Mikhlin) Soit X un espace UMD, p € (1,00), m(¢) € C*(R\{0})
et

y(m) = Sglelﬂlgmaxﬂm(é)h [Em/(Q)]} < o0
Alors la transformation (Tu)(t) = (m({)u(€))Y(t) vérifie
ITull o xy < Cv(m) l[ull o, x)» Vo € D(R, X)

ou C dépend seulement de p et de X.



Chapitre 2

Probléme de Dirichlet pour une
équation différentielles abstraite
simple dans un espace UMD

2.1 Position du probléme et hypothéses

On considére le probléme abstrait suivant
u"(z) + Au(z) = f(z)  pp.z€(0,1) (2.1.1)

posé dans un espace de Banach complexe X. Ici, A est un opérateur linéaire fermé de domaine
D(A)C X, et fe LP(0,1; X) avec 1 < p < oc.
On impose sur les bords les conditions aux limites de type Dirichlet suivantes
u(0) = wug
{ u(1) = uy (2.1.2)

telles que uq et uq sont deux constantes de X.
On s’intéresse a 'existence et la régularité optimale de la solution stricte du probléeme
(2.1.1) et (2.1.2) On dit que la solution est stricte si

u € WP(0,1; X) N LP(0,1; D(A)).
On suppose que
X est UMD (H.0)
et A vérifie 'hypothése principale d’éllipticité c’est a dire
A est un opérateur linéaire fermé dans X ;

Ry D p(A), 3C >0, VA2 0: (A=A zx) < C (H.1)

L+ X
cette hypothése permet de définir les puissances complexes, d’un opérateur linéaire, mais ne
sont pas necéssairement bornées. Pour cela on ajoute la condition suivant

3C > 1, 0 €)0,7[;Vs € R: [|(—A)*|| < Cell. (H.3)
Ce qui signifie que —A € Bip(0, X).
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2.2 Conséquences des hypothéses

1. L’hypothese (H.0) entraine la réflexivité de X, cependant 'opérateur A est sectoriel (selon
I'hypthese (H.1)), donc le domaine de A est dense dans X (pour plus de détails voir Haase
[11] Proposition (2.1.1) pages 18-19).

2. L’hypothese (H.1) n’implique pas que A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique, on cite le contre exemple de Balakrishnan.

Exemple. Soit X = /3(R) = {(ﬂin)nez : Z ENERS —1—00} . On définit 'opérateur T" par

ne’l

Dr = {(xn) € X: Zn2 |2, < —I—oo}

neL

T(zn)nez = (n(1 + 1)Tn)nez

— La résolvante de 'opérateur T :
Pour trouver la résolvante de T', on résout I’équation spéctrale suivante

AL =T)(yn) = n,
c’est & dire on va chercher une suite y, = (Al — T) "'z, telle que

AU — n(l + 2.>yn = Tn,

donc

(A = T) " (wn)nez = (tn)nez = <%>neZ7

par conséquent
p(T)={ e C: A#n(l+1); neZ}.

— Calculons la norme de (A — 7))~ :
On a, pour A > 0

o\ 1/2
IO =) @)l = (Z‘% )

de plus




2.3 Lemmes techniques 14

et ()\) 1
9\5) = I\ AN 2 Yk
-3+ (3)
alors " 1/2
|(AT — T)*l(:vn)Hb(R) < <%) (% \%\2) < \/75 [0l gy ) -
Donc
O =)y < %2

Mais p(T') ne peut contenir des demi-plan Re(A) > A¢ car tout demi plan de cette forme
contient des points de o(T), par conséquent T' ne peut étre générateur d’un semi-groupe.

3. Mais I’hypothése (H.1) implique que —v/—A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe analytique (e*tv *A>

t>0

4. Pour tout 5 € C, selon Haase [11], Proposition (2.18), formule e) page 64), on a

(=A)2) = (-4)%,

0
on peut donc déduire que 'opérateur v —A € Bz’p(ﬁ, X) ie.,

Vs eR, (vV-A)*® € L(X) et
3C 20, 0 €]0,7[: Vs € R, [|(V=A)*| < Cezl.
2.3 Lemmes techniques
Par la suite, on a besoin des lemmes suivants

Lemme 2.3.1 Supposons (H.0), (H.1) et (H.3). Soit g € LP(0,1; X), alors on a

i) x— L(z,g) == —A/e(xs)mg(s)ds € L*(0,1; X),
0
1
i) T +— \/—A/e(sx)mg(s)ds € L*(0,1; X),

1
iii) x— L(z,g) = \/—A/e(x+5)‘/7g(s)ds € L*(0,1; X).
0

Preuve.
i) Le premier point est un résultat de Dore-Venni ( on applique la théorie des sommes de
Dore et Venni pour étudier le probléme de Cauchy suivant

(PC) { Zl((oa;)ifu(m) = g(z) € L?(0,1; X)
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avec B := +v/—A, cet opérateur vérifiées les hypothéses suivants

C
3C>0; VA= 0: |(B+ M) < ——,
; I(B +ADTH < 37

B € L(X): 05 € 0, g[, |B|| < Ce.

Puisque X est UM D, alors le probléme (PC') admet une unique solution stricte donné par

T

u(w) = [ e Pg(s)as,

0

donc
X

x+—— Bu(x) = B/e(xs)Bg(s)ds € LP(0,1; X),
0
par conséquent

T —A/e_(z_s)mg(s)ds € LP(0,1; X).
0

i7) On utilise le changement de variable suivant
t=1-—s,

on trouve

1 0
V —A/e_(s_z)mg(s)ds = —V-A / e~ (=0=0V=A51 _ )it
T 1-x

1-x
= \/—A/e_((l_x)_t)mg(l—t)dt
0

= L(l—x,9(1-)),

et on applique le premiér point de ce Lemme.
iii) en effet

1 x 1
B/e_(Hs)Bg(s)ds = B/e_(HS)Bg(S)dS+B/6_(x+s)Bg(s)ds
0 0 T
x 1
= B/e(xs)BeQBsg(s)ds%—eQBxB/e(SI)Bg(s)ds
0 T

= L(z,e*Bg()) +e?P°L(1 — z,9(1 — ).

Donc, L(z,g) € LP(0,1; X) car e 25 € L(X) et s — e *Bg(s) € L?(0,1; X).
Nous avons aussi le lemme suivant
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Lemme 2.3.2 Sous I’hypothése (H.1) et pour 1 < p < 400, on a
w e (D(A),X)QL o 81 et seulement si
p’

z— M(z,w) = Ae™V 4w e LP(0,1; X).

Preuve.
Comme (—+/—A) génére un semi-groupe analytique, alors

(D(A)aX)l/%p = (D X)1/2pp

o
_ {wex /

P dt
t2p )2_“/7‘ 7<+OO

pdt
$1/P pe=tV =4y, H - < +00

muni de la norme
—+00

0l o0, = Il ], avee ], = [
0

$1/P Ae=tV =4y

Soit w € (D(A), X)1/2p,p, 001 &

1

1
» Pd
/HAe_mme dr = /x HAe_xmw o
x
0
1
= / ‘ 2P AoV Ay | dv
x
0
+o0
¢ Tlmacafpte
x
0
< HwH(D(A),X)l/zm,'
Pour la réciproque soit
z— Ae=™V "4y e LP(0,1; X)
on a
“+o00 1 +oo
[lemacr e [facas [
x
0 0 1

pdt
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la premiére intégrale est finie et pour la deuxiéme on utilise la propriété des semi-groupes

analytiques, i.e.il existent deux constantes ¢ > 0 et a > 0 telles que

Y

H Ae,me < ¢ -
.752

on obtient
+o0 +oo C’
—av—A_ |IP L
/HA@ WA dr < e 2P\ wl|%, dx
1 1
—+00

< (Cr / e " Pdzx) |w|)% < oo.

1

Lemme 2.3.3 Soit 0y € [0, 7/2]. Il existe une constante

KGO — mln(l o e—aocoseo’ 1 — e—ﬂ/Qtaneo) >0

telle que
‘1 — e*'z| 2 Kgo
pour tout
2 € Spyeo :={2 € C" s |arg 2| < 0o} U B(0, ).
Preuve.

L’idée de la preuve est inspirée du travail [3]. Soit z € 05, ., (00l Sy, ., est la frontiere de

890780)‘
Pour |z| = &g, on a

‘1 _ e—z‘ > ‘1 _ e—Rez‘ >1 _e—socos(argz) >1-— e—aocosé'o’

car
arg z E] — 007 90[

Pour |z| > g et argz = 6y, on a

Si Rez < 7/2tanfy, on trouve

|Im z| = Re ztan 0y < g,
alors
0 <cos(Imz) <1,
et )
}1 _ efz‘ > 1+€72Rez _ 267Rez — (1 _ 671:{62)27
donc

‘1 _ 6_Z| >1-— e—Rez >1-— 6—7r/2tan00'
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Si Rez > m/2tan 0, il vient
’1 - e_z|2 =1+e 287 _2e Re%cog(Imz) > 1,

ainsi
‘1 . efz‘ >1>1-— 6771'/2tan90.

On déduit donc
|1 o e—z} 2 mln(l . e—soc05007 1— e—7r/2tan00)7

pour tout z € 95, <, -

Lemme 2.3.4 Sous ’hypothése (H.1), 'opérateur I — €29 est inversible et son inverse est
donné par
(14+e9)" =1+ — .
2im | 1 —e?*
o

(21 — Q) dz.

Preuve. Ce Lemme est démontré par Lunardi ( Voir [16], page 59). Posons Z := ¢*? et

1 e%?

e 62Z(z[ — Q) tdz
v
avec -y est la courbe représentée par la figure
o timz
Q) 21q)
Roz

Cette intégrale est absolument convergente grace au Lemme précédent. D’autre part, Grace
au calcul fonctionnel de Dunford on peut écrire

20
"

Z=— /e”(zl — Q) la),

!

ot 7' est la frontiére de Sy /a1y o orientée comme «y avec 1 < 0 et g5 < g9. Donc

2 2
20 = <i> // 162_662; (M — Q)" (2] — Q) "dzd).
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En utilisant 'identité de la résolvante

M- (GI-Q)

(M= Q I - Q) —

par le Théoréme de Fubini, on trouve

ZU = (%)2/,&1— Q) le? /(1 _efj;(z_ 5 |

v v
1 \? 2% 22
—| — dA\ I—Q) tdz.
(2@'77) / 1—e? / zZ—A (21 - Q) dz
Y v
D’autre part, on a
622 62z
dz = 1li d
/ (1—e?)(z =) T REL (1—e22)(z—A) -
Y TR
et 2 2
e ) e
/z—/\d)\_Rh—H>loo z—)\d)\’
v Yr
avec

Yr=A{2 €vr 12l S R} et v = {z € g : [z < R}.

En fermant ces courbes par des arcs et en appliquant le Théoréme de Cauchy et le lemme de
Jordan, on obtient

20 = " (M — ¢)~1d\
2w ) 1—e% '
R
D’autre part, on a
z - L M — @) td
20T
VR
1 o1 — e 1
- M — d\
mW/€1—@“ ?)
TR
1 62A
= — | —— (N[ —o)!
2w | 1—e2A % ¢) X
VR
1 €4A
——— [ —— (M — @) A\
2w ) 1— 62/\( ?)
R

= U-ZU,
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ce qui donne
Z0=U—-7

Similairement, on trouve

UZ=U-2
ot (I—Z)yt=1+U.

2.4 Représentation de la solution

On sait que la solution de ’équation (2.1.1) non homogene est donnée sous la forme
w(z) = ¢y (x)e” TV Loy (x)e VA,
telle que ¢; et ¢ deux fonctions vérifiant le systéme suivante

) (w)e_(l_ﬂ”)m -+ c’z(;v)e“”m =0
VA ()e 0 — Ay ()e T = f(z),

son déterminant est
6—(1—@‘)\/1 6—x\/j

_ _ VA
D=\ Ae-t-mv=a _ o gp-av=a | T2V AT
et N
0 eV —av—A
D, = — _
R
67(17‘%)\/j 0
D, — — —(1—-2)v/—A )
o= | i Sy | )
Donc 1
4 (w) = (VA TV ()
1

Glx) = —5(V=A) eV A (a).

Par conséquent

() = =3 (VAT (5)ds +

x(w) = =4 [(VEA) TV Af(5)ds -6,

Donc

T

w(z) = e U-aWV-Ag 4 emoV-Ag %/(\/—_A)le(zs)mf(s)ds

3 / (V=A) e VA f(5)ds, (2.4.1)
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les condition aux limites

nous donnent

d’ou

En remplagant ¢, dans I’équation (%) on obtient

1

o = = eV Mg e VG 5 [ (VIR eV (5)ds)
0

[/ e 0 s,

0

_|_

N | —

1

1
= U — e_muo + 6_2\/3(0 — §e_m/(M)_le_smf(s)ds
0

[/ e 0 s

0

1
= (1- e_QM)_l[ul — e_muo — %e_m/(M)_le_smf(s)ds
0

+

N | —

1

[ ROt

+

N | —

Donc
1
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On vérifie maintenant que u est une solution de I’équation (2.1.1), on calcule la deuxiéme
dérivée

1
u'(x) = —AeUTIVIAG — AemVA + f(x)

1
_% /6_(z_5)mf(8)ds - %/\/__Ae_(s_x)mf(s)ds + %f(z)
0 X

xT

1
= Al Vg o () e Y () ds
0

- / (V=A)Le VA (5)ds] + f(2)

T

= —Au(z) + f(),

alors

(@) + Au(z) = f(2)
Remarque 2.4.1 Posons dans la suite

Z=e A et Q=—-v—-A.

alors la solution u est

T 1
1 _1
u(z) = eI, + "0, — QT/e(x_s)Qf(s)ds - QT e f(5)ds, (2.4.2)
0 x
tels que
1
1
Co=1—=2)" [ ur — eug + 5@—1 / (e1799 — e(H9)Q) f(s)ds | |
0
et

1
Ci=0-2)" L up— euy + %Ql / (e%9 — ®799) f(s)ds
0

Le résultats obtenu dans ce chapitre est

Théoréme 2.4.1 Soit X un espace UMD. On suppose les hypothéses (H.1) et (H.3). Si
feLP(0,1;X) avec 1 < p < oo, alors le probléme (2.1.1) admet une unique solution stricte
st et seulement si

Up, U1 € (D(A)> X)1/2p,p'
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Preuve. On suppose qu’il existe une solution stricte u c’est a dire
u € W2P(0,1; X) N LP(0,1; D(A))
Posons

~Jou(z) si0<z<1
”(x)_{o siz > 1

alors
v € W*P(0,00; X) N LP(0, 00; D(A)).

En utilisant les notations de Lions-Peetre [15] Chapitre VI, on obtient
W?22(0,00; X) N LP(0, 00; D(A)) = Va(p, 0, (DA), p,0, X).
D’aprés la définition (1.1) dans [15] page 40, on obtient
v(0) € Tg(p, 0, (DA), p, 0, X),
et grace aux Théoréme (2.1) page 43 et Théoréme (5.2) dans [15], il vient
1 1

T()2<pa07(DA)7p707X) - S(p,};,D(A),p,]—)—Z,X)
1 1

= S(p72_p7D(A)’p72_p_17X>
1 1

= T 7__7DA; 7__7X

o(p % (A);p 2% )

1 1
= {U(O), uE‘/l(pa_%7D(A)yp,_%,X)}

= {u(0); #"*u € LI(D(A)), 7' € LT(X)}
= (D(A)aX)l/%,p'

ce qui donne
v(0) € (D(A), X)1/2p,)-

De plus
vedl ([07 OO{; (D(A)7 X>1/2p,p))
alors
v(0) = ug et v(1) = w1 € (D(A), X)1/2pp)-

Soit ug, u1 € (D(A), X)1/2p,p. montrons que u,u” et Au sont LP(0,1; D(A)).
On écrit la solutions u en fonction de L et M, on trouve

ulw) = e OV LG (VAL f)
1

—5 (V=)L =z, f(1 =),
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eV = (1= 2) T (V=AML — 2, w)
+(1=2) " (W=A) 2V AM1 — 2, up)

_%(1 — Z)MV=A) 2L -z, f(1 )

—%(1 — 2) N V=A) e VAL = 1, f).

(1-— Z)’l(\/—_A)’2M(:c,u0)
+(1 = 2) M V=A)2eVAM (2, uy)
(1=2) ' (V=A)2L(, )

D’ou
) u(z

) e wﬂco (V=A) e g,
L, f) + L1~ 2, £~ )

DD

- (v
- (7
A
3

avec
_ (¢_—A>2€—<1—x>mco

= (1-2)""M0 —z,u) — (1= 2)e V=AM = z,uo)
b5 (= 2) L (= )+ 5= 2) e VL~ ),

— (\/—_A> i €_xmgl

= (1 — Z)_IM(J},U()) — (1 — Z)_IG_MM(J:7U1)
2L )~ (1 2) L ).

d’aprés les lemmes (2.1.1) et (2.1.2) on trouve que u,Au € LP(0,1; X). Et en déduit
u" € LP(0,1; X).

Remarque 2.4.2 Si on note (T(z)).>0 le semi-groupe analytique généré par —/—A. Alors,
la solution du probléme (2.1.1) et (2.1.2) est réprésentée par

T

u(e) = T(-2) + T()E — 5 / (V=A) T — ) f(s)ds

1 -1
—5/(\/—7) T(s — ) f(s)ds,

T
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pour presque tout x €]0, 1], et

& = (1=2) (u = T(w) = 5 (1= 2)"T(1) (V=) T(s)(s)ds



Chapitre 3

Probléme de Dirichlet pour une
équation différentielles abstraite
compléte dans un espace UMD

3.1 Position du probléme

Considérons dans I’espace de Banach complexe X, I’équation différentielle abstrait de
deuxiéme ordre définie par

u’(z) + 2By (z) + Au(z) = f(z), p.p.x € (0,1), (3.1.1)

avec les conditions aux limites

{ ZE?; - Zf (3.1.2)

telle que A et B deux opérateurs linéaires fermés dans X de domaines D(A) et D(B) res-
pectivement, f € LP(0,1; X), 1 < p < oo et ug, u; des éléments donnés dans X. On cherche
une solution stricte de (3.1.1)-(3.1.2) c’est & dire une fonction

u € W(0,1; X) N LP(0,1; D(A)), u' € LP(0,1; D(B)),

vérifiant (3.1.1) et (3.1.2).
On suppose toujours que 'espace
Xest UMD,

et que les opérateurs A et B vérifient les hypothéses suivantes

B? — A est un opérateur linéaire fermé,

R,Cp(B2—A)etE|C>OZV)\>O, (H?))
C .
2 —1
[(AML+ (B* = A)) 7 px) < TN

D(4) C D(B?), (1L.4)
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B(B* - A)'y = (B* = A)"'By, Yy € D(B), (H.5)
D((B* - A)?) C D(B). (H.6)
Remarques
1. Le domaine (A — B?) est donse dans X.
2. —V/B? — A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique.
3.2 Premiére approche
Dans un premier temps on suppose que
B génére un groupe fortement continu (¢”?),cg dans X, (H.7)
et que
2 s
{ Vs eR, (B*— A)® € L(X) et (HL.8)

3C > 1, 0 €)0,7[: Vs € R, ||(B?— A)*| < Ceflsl,
ce qui signifie que B> — A € BIP(4, X).

On pose
u(z) = e *Po(z),
donc
u'(z) = —Be "Bu(z) + e5 (1),
et

u'(z) = (=B)%’e*Pu(z) — Be ™' (2) — Be "B (2) + e P’ (2)

= B *By(z) — 2Be "By (x) + e P (2).
En remplagant u, v’ et u” dans I’équation (3.1.1), on obtient

B "By(x) — 2Be "By () + e P’ (2)
—2B% "By (x) + 2Be "By () + Ae"Bu(x)
= —B%"By(x) + e B (2) + Ae " Bu()
= f(=)
alors
V(@) + (A = Bu(z) = e f(2)

avec les conditions aux limites
o B
v(0) = ug, v(1) =e’uy

ot g(z) = e*P f(z)
En remplagant A par A — B? dans le théoréme (2.2.1), on obtient
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Théoréme 3.2.1 Si f € LP(0,1;X), 1 < p < 400, et ug, uy € (D(A), X)1/2pp, alors le
probléme (3.1.1) — (3.1.2) admet une unique solution stricte u tel que

u € W>(0,1;X) N L#(0,1; D(A)), o' € L7(0,1; D(B)),

vérifiant (3.1.1) — (3.1.2).
Preuve.
La représentation de la solution du probléme (3.1.1)-(3.1.2) est donné par

w(z) = e (UDB=A2e | (B
__(B2 — A)_1/2/e_(m_s)(BQ—A)I/Qest(S)dS
0
1
_1(32 _A)1/2/e( )(32 1/2 st( )
et
o = (U—e" 2(B2— A)1/2)_1(eB _ (B — AL/ o)
_%(I 2(B2— 1/2 / 1/26—(s+1)(32_A)1/2est<8)dS
0
1
0
G o= (I—eF )1/2) Yug — e~ )1/2eBu1>
1
+%(I —2(32 A)1/2 1/ 1/26_8(32_A)1/2683f(8)d8
0
1
_%([_e 1/2 1/ 1/26_(2_5)(32 1/2 SBf( )
0
d’ou

uy € (D(A — B?),X)1/2,p €t ePuy € (D(A — B?), X)1/2pp

On déduit alors que
ug,uy € (D(A — B2)7X>1/2p7p'

De I’hypothése (H.4), on trouve que

(D(A = B*), X)12pp = (D(A) N D(B*), X)1/2pp = (D(A), X)1/2p,:
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d’ou
ug,u1 € (D(A), X)1/2pp-
De plus g € LP(0,1; X), alors d’aprés le théoréme (2.2.1), on obtient

v € W?P(0,1; X) N LP(0,1; D(A — B?)).

d’autre part on a
Bv’(x) _ B(B2 . A)1/2€—(1—x)(B2—A)1/2<-0 . B(Bz . A>1/26—z(32

x

_AV1/2
¢

+%B(BQ_A)—1/2(Bz_A)1/2/e—(x—s)(B2—A)1/2est(S)ds

0

1

—%B(BZ — A)VA(B? —A)1/2/e(sr)(32 A 3B £ (6)ds

_ B(B2—A)_1/2(BQ—A) —(1-z)(B%-
_B(BQ_A)—1/2(B2_A)€—.Z‘(BQ A)

A)1/2

Co
i

+%B(BQ_A)—1/2(B2_A)1/2/6—(z—s)(BZ—A)1/2est(S)ds

0
1

1
_§B(BZ_A)I/Z(BZ_A)1/2/€(SI)(B

xT

A)1/2

2_A)1/2

e*7 f(s)ds

= B(B* - A)"Y%p(z).
telle que ¢ € L(0,1; X) et on utilise le méme raisonement que le théoréme (2.2.1), on obtient
Bv' € L¥(0,1; X).
En utilisant les hypotheses (H.4), (H.5) et le fait que
v e LP(0,1; D(A)),
on obtient, pour presque partout z € (0,1)
u(z) = e “Po(z), Au(x) = e P Av(z),

et
u'(z) = e "B (—Bu(z) +v'(2)).
Puisque v" € L?(0,1; D(B)), alors

r s u"(z) = e "P(B%(z) — 2BV () +v"(x)) € LF(0,1; X),
et pour presque partout z € (0,1)
u"(z) + 2B () + Au(z) = e P (V" (2) + (A — B*v(x)) = f(x),

alors u vérifiée les propriétés désirés.
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3.3 Deuxiéme approche

On suppose, ici, que les hypotheses suivante (H.0) et (H.3) ~ (H.6) sont vérifiées, et on
ajoute les hypothéses suivantes

A est inversible, (H.9)
D(BA) c D(B%), (H.10)
+B — (B? — A)Y? génere des semi-groupes analytique dans X, (H.11)
et .
Vs € R, (£B + (B2 — A)Y/?) ¢ £L(X) et
E|C 1 0 7T 2 1/2\is 0|s| (H12)
e],ﬁ[ Vs € R, ||(£B+ (B*— A)Y2)'|| < Celdl,

Posons (Ty()) >0 et (T1(x)).>0 des semi-groupes analytique génerer par les opérateurs sui-
vants

—B— (B>~ A)Y? et B— (B? - A)Y2
Soit g € L*(0,1; X), = € (0,1) on notes

Lo(z,9) = (B+ (B>~ A)"?) [ To(x — s)g(s)ds

Li(z,9) = (B~ (B>~ A)"?) [ Ti(x - s)g(s)ds,

et pour 7, j € {0,1}
Loo(x,9) = (B + (B* = A)'?)(B> — A)"V2(B — (B* — A)'*)Ty(x) /TO(S)Q(S)dS-
Lyg(w,9) = (B+ (B* — A)'*)(B* = A)7V(B — (B* — A)'*)T(x) /To(S)g(S)dS-

0
1

Loa(w,g) = (B + (B — A)?)(B? — A)"V*(B — (B* — A)V*)Ty(x) /Tl(S)g(S)dS-

Lia(z,9) = (B + (B = A)?)(B* = A)"V(B — (B* — A)"*)T1(x) /Tl(S)g(S)dS-

En appliquant le théoréme de Dore-Venni ( comme le chapitre 2), on obtient

LO('?Q)? Ll('7g) E Lp(07 ]‘;X)7
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par conséquant, les applications suivantes

v Lo(l—x,g(l—.)):(B+(B2—A)1/2)/To(s—x)g(s)ds

z = Li(l-z,9(1-.))= (B~ (B~A)") /Tl(s — x)g(s)ds

sont LP(0, 1; X).
On a aussi

Vij €{0.1}  Liy(.g) € I7(0,1; X).
Par exemple

LO,I(xa g)
1

= (Bt (B~ AP (B - A)VA(B - (B~ AVT(a) / Ty(s)g(s)ds

0
T

= (B—(B*=A)"?)(B? = A)2(B + (B - 4)'7?) /To(ﬂj — s)(To(s)Ti(s)g(s))ds

0
1

+(B + (B* — A)Y*)(B* — A)"Y2Ty(2)Ty(2)(B — (B* — A)Y/?) /Tl(s —x)g(s)ds
= (B~ (B = A)*)(B? — A) " 2Lo(z, To()T1(.)9(.))
+(B + (B* = A)Y2)(B* = A)V2Ty(2)Ty(z) Ly(1 — z, g(1—)).
En remplacant /—A par £B — (B2 — A)'/2 dans le lemme (2.3.2) on obtient
Mo(.,wo) = (B + (B* — A)"*)*Ty(Jwy € LP(0,1; X)
My(wn) = (B — (B — AT (Jwy € L7(0,1; X)
D’autre part, grace au théoréeme de réitération
(D((B + (32 - A)1/2)2)>X)1/2p,p = (D(B+ (32 - A)l/Z)a X)1/2p.p

= (D<<B2 - A)1/2)7X)1/2p,p
= (D(32 - A)7X)1/2p,p

et comme
(D(32 — A), X)l/Qp,p - (D(A)v X>1/2P7P'

Le résultat le plus important dans cette partie est donné par le théoréme suivant

Théoréme 3.3.1 Supposons (H.0) et (H.3) ~ (H.6) et (H.9) ~ (H.12). Si f € L?(0,1; X)

avec 1 < p < oo et
Uo € (D(A)yX)l/Qp,p

avec u; = 0.
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Alors le probléme (3.1.1) — (3.1.2) admet une unique solution stricte u tel que
u € WP(0,1; X) N LP(0,1; D(A)), u' € L*(0,1; D(B)),

vérifiées (3.1.1) — (3.1.2).
Preuve.
On considére le probléme suivant

V'(x) 4+ 2BV (x) + Av(z) = f(z), = €]0, 1]
v(0) = up, v(1)=0
et w est une solution stricte du probleme
w”"(z) — 2Bw' (x) + Aw(xz) =0, z €]0, 1]
w(0) =uy, w(l)=0
Remarquons, alors
u=uv(.)+w(l-—".),

donc, il suffit de trouver la solution lorsque u; = 0.
Dans ce cas la solution est donné par

u<$) — e*(lfx)(fo(BQ,A)l/Q)CO 4 671(37(32714)1/2)@_

x

1

_%(32 _ A)—1/2/e—(m—s)(B+(BQ—A)1/2)f(s)ds
0

1
_1(32 B A)_1/2 / e—(s—:c)(B+(B2—A)1/2)f(s)ds
2

x

_o(B2_A) /21— Y 1 _o(B2_A)/2\
o = —(I—e 2(B? A)12) 1,=(B+(B*-A)! 2)u0—§(1—e 2(B%2-A)! 2) 1
1

.<B2—A)_1/2/6_(s+1)(BZ_A)1/2eSBf(S)dS

0
1
—{—%(I _ 6—2(32—,4)1/2)—1(32 _ A)_1/2/6(1_5)(B2_A)1/2GSBf(S)dS,
0
1
¢ = (I _ 672(827A)1/2)71u0 + %([ _ 672(32714)1/2)71(32 B A)71/2 / efs(B2fA)1/2€st(S)dS

0
1

—%(I i 6—2(32—,4)1/2)—1(32 B A)_1/2/e_(Q_S)(B2_A)1/2eSBf(s)ds.

0
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on applique A, on obtient

T

Au(z) = ATy(1 — )y + ATy (2)(y — %A(B2 — A)7Y2 /To(a: —s)f(s)ds

0
. 1
—§A(B2 — A)7V2 /T1(3 —x)f(s)ds
on écrit Au en fonction de Lg et L, on obtient
1
Au(z) = ATy(1 =) + ATi(2)¢, — 5(B = (B = A2 (B? = A) V2 Lo(x, f)

‘%(B + (B2 = A (B = A) L (1~ f(1 - ).

pour z € (0,1), avec

ATp(1 = 7)¢,

= (B (B AV (B4 (B~ A — NI e (BB
1 2_ 4)1/2
+—(I _~AB —AY/ )—1(3 + (B2 N A)1/2)(32 N A)—1/2

2
1

(B = (B = AYAT(1 — ) / e~ (=) BHE =) £ 1o
0
(T — PN (B (B A) P (B A) VB~ (B - A))
1
To(1 —x) /e(1+8)(B+(B2_A)1/2)f(s)ds
0

_ —(B B (Bz B A)I/Z)(B + (B2 N A)l/2)—1(I N 6_2(32_A)1/2)_1T0(1)M0(1 _ :L“,uo)

—l-%(f — e BT L (1 — 1, (1)) = To(1) Loo(1 — @, f)]

par conséquent
ATy(1 — )¢, € LP(0,1; X),

de la méme fagon on montre que AT}(.)¢; € LP(0,1; X), il suffit d’écrire
ATy ()¢
= (B4 (B = A)'2)(B = (B = A)2) 71— 2T T (1, )

1 _ AV _ 1 _ _AV1/2\ _
51— PV o f) = S = P I () L f(1 - ),

Ainsi Au € L?(0,1; X).
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On étudie maintenant Bu'. On a

Bu'(z) = B(B+ (B* - A)Y)Ty(1 - x)¢, — B(B — (B? — A)Y)Ty(2)¢,

T

%3(32 — A)7V2(B + (B* - A)'/?) /To(ar —5)f(s)ds

0
1

BB = A) B = (B = A [ Tis = ) f(5)ds,

T

par conséquent

Bu'(x) = B(B—(B®~A)?) T ATy(1 — 2)¢o — B(B + (B — A)'?) ' Ti(2)¢,
1

+
2

LB(B2 = A 2L (a, £) + %B(BQ CATV2L (-, f(1 - ).

D’ou Bu' € L*(0,1; X).



Chapitre 4

Exemples d’applications

Dans ce chapitre, on donne quelques exemples d’applications.

4.1 Exemple 1
On considére le probléme suivant

s @) + G5 w) = o). () € 0.1)x (0.1
Va0 =) =0 e (01)

ounge LP(0,1;X), 1 <p< oo, X est un espace de Banach, ¢, 1, deux éléments dans X.
Formulation abstraite : On écrit le probléme (4.1.1) sous forme abstraite

{ V(@) + A(x) = g(2), = € (0,1) (4.1.2)

(4.1.1)

w(O) = ¢07 ¢(1) =1

avec

Ay =

La résolvante de A donné par

{ D(A) = {¢ € W*P(0,1) : 9(0) = (1) = 0}

1

(A— )1y = / K 5(x8)g(s)ds,

ou
sinh V/A(1 — z) sinh sv/A G0<s <
K (JJ S) _ \/Xsinh\/x
VAL sinh \/X(l —5) sinhzv\ .
sizr<s<l1

VA sinh v\
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avec Re v\ > 0,
Vérification de I’hypothése (H.0) : On a grace au lemme de Schur et la symétrie du noyau

1

H(A A~ gH sup/‘K\f/\(w,sﬂds lgll -
z€[0,1] 0

et
/ {Kﬁ(x, 5)| ds

cosh Re \/X(l —7) / cosh Re V' \sds
A2 |sinh ﬁ(

hRevAr |
S EVAT /coshRe\/X(l—s)ds
A2 sinhﬁ’ /
cosh Re vVA(1 — z) sinh Re v/Az 4 cosh Re v/ Az sinh Re vA(1 — z)
IA[Y2 Re v sinhﬁ(
sinh Re v/A < 1
A2 Re VA

~X

Q

smh\/_‘ Al ‘1 —2f‘ Al

D’autre part, 'opérateur A est inversible et son inverse est donné par

T 1

Alg = /(:1: —s)g(s)ds — x/(l — s)g(s)ds.

0 0
on trouve ainsi que p(A4) D [0, +oo[ et IC' >0

C

VA € [0, +oof: [[(A = AN, <o

Vérification de ’hypothése (H.1) : On adapte la preuve faite par Labbas et Moussaoui,
Proposition (3.1), page 191. On écrit

sinh VA(1 — ) sinhsy/ A e V@) ( e~2VA _ e=2VM(1-w) _ o=2Vs 6_2‘5(1_‘”8))
_ 1+

VA sinh v\ B 2\ 1— e 2V

et on utilise la représentation intégrale des puissances complexes d’un opérateur séctoriel
pour 0 < Rez < 1. Il vient que

o)

[(—A)g] (z) = //\ [N = A) ] (2)dA = ij(x)

1—2
0
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En utilisant le théoréeme de Fubini, on obtient

x

1 % [ e V)
L(x) = m/)\ /Wg(s)dsd)\

r o0

—1 7ze—ﬁ(x—s)
= —QF(l—z)F(z){/)\ 5 g(s)dAds

0

on pose 0 = vV \(z — s) on trouve

Li(z) = F(l—_—j)l—‘(z)/ (/ U2Z60d0'> (x — 5)**1g(s)ds

0

et comme -

/02ze"da =T(1-22)

0
alors N

—I'(1 —2z) 22—1

I = — 5)%% )
0

On pose

g(s) si s €0,1]
0 sinon.

¢.(y) = X[0,+oo[-ygz_1 et G(s) = {

avec Xp 4oo €St la fonction caractéristique. Donc on peut écrire

—T'(1-22)

L) = s =51

(¢, * G)(x).

on utilise les propriété de la transformation de Fourier F définie par

F((©) = / e 2T F (1),

on obtient
L) = 7 (Flrg o (66D @)
o —T(1—2z2) .
F (—m d Z)F(Z)ﬂ@)f(c;)) (x)
= Flm.,F(Q))(x),.
Avec

(1 - 2z)
R e AL}
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D’autre part, on sait que

F(6.)(¢) = D(22)(2imC) > = T(22) [2n¢| ™ ()™ + h(~()e™™),

on Loy [ 1sic<0
()= 0 sinon,
1
alors . (C) B —F(l — ZZ)F(QZ) ’27]_0_2,3 (h(C)emz + h(_c)efiﬂz)
ST T = )I(z) ’
et comme -
P = 2)0(z) = sin(rz)’
e Q) = 22T o 72 (h(Q)e™* + h(—C)e )
? sin(272) .
D’autre part, on a
1 1
sup [m.(Q)] < 2 cos(mz) (2m()?? i
ot ’ 1 1 7 |Im z|
sup ‘sz(gﬂ < |2Z| 2COS(7TZ) (27TC)2Z € ’

On raisonne de la méme maniére pour les autres termes /;(z) avec j = 1, 2, 3.
En suite on applique le Théoreme de Mikhlin, on trouve qu’il existe une constante K > 0
telle que

1
s & mImg|
[(=A) HL(LP(O,I)) S K@+]2)) |COS(7TZ>’e '

Posons maintenant z = 7 — is et en passant a la limite quand n — 0 on obtient

1
—A)* = sl e1ls|
H< A) Hﬁ(m(o,1)) < K(1+|s]) lcosh 7 |s||€ < Kethl

D’autre part, d’aprés Grisvard [10], on a
(D(A)) X)l/Qpap = (W()Zp(o’ 1); Lp((]? 1))1/21747
= {ue BX72)(0,1) : u(0) = u(1) = 0}
= B2,"%(0,1)
Théoréme 4.1.1 Soit f € LP(0,1; LP(0,1)). Le probléme (4.1.2) admet une unique solution

stricte u si seulement si
2-1
Ug, U1 € Bp,O /p<07 1)
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Remarque Dans le cas général, lorsque 2 est un ouvert de R” (n > 1), on définit 'opérateur
A, dans X = L1(Q2) avec 1 < g < 00, comme suit

D(A) = W29(Q) N W (),
A=>" i (ajki> —48,8>0,

S k=1 Ay Yk
oll a = (a;)) est une matrice carrée. On pose by = — Z Oajp/0y;, k = 1,2, ..., n, vérifient les
j=1
conditions citées dans Priiss-Sohr [18], i.e., B
(A1) a(z) = (ajx(z)) est un matrixe symétrique pour tout € Q et il y a agp > 0 avec
ag < a(r)(.¢ < a_al pour tout z € , ( € R™, { = 1;
(A.2) aj, € C*(Q) pour a € (0,1) et, lorsque Q est sans borné, afp = lim a;(v) existe, et

|z|—00

VC' > 0 un constante avec
|ajk(q:) - a;?,i‘ < Clz|™® pour tout z € Q avec || > 1, j,k=1,...,n;
6a-k
A3) =2
(4.3) B,

On suppose aussi que la matrice a vérifie les hypothéses cité dans Priiss-Sohr [18], lorsque
0 > 0 et € borné.

Alors, d’aprés le Théoréme C, dans [18], 'opérateur —A est de classe Bip. Par conséquent,
on peut appliquer le Théoréme (2.2.1), a cet exemple et le résultat donné par

eEL™(Q),p<rp <00, >0, jk=1,..n.

Proposition 4.1.1 Soit p, ¢ €|1,00[, f € LP(0,1; L9(Q2)) et
uo, ur € (W>4(Q2) N1 Wy (Q), L)1 /2p,-
donc le probleme donné s’écrit

o)+ 3 g (g ) () ) = fr. (s € 0.1 x5
w(0,y) = uo(y), u(l,y) =wly), y €,
u(z,0) =0, (z,0) € (0,1) x 0.

(4.1.3)

Admet une unique solution stricte u.

Pespace d’interpolation (W?29(Q) N W, %(Q), LI(2))1/2p,p, lorsque © est un domaine borné de
R"”, est
B2 P (Q) = {ue BLYP(Q) i u/99 =0} .

q,p,0 D
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4.2 Exemple 2

Soit X = LP(R), 1 < p < oo. On définit les opérateurs A et B comme

D(A) = W*P(R), Au = au” — cu
D(B) = W' (R), Bu = b,

ot a—>b%>>0etc>0. Alors

D(B? — A) = W*!(R) et (B®> — A)u = —(a — b*)u" + cu

D((B” = A)"?) = [L’(R), W*"(R)]: /2,
- B

WP (R).

Si p = q. Alors
0 0,
By () = W"P(Q)

Donc, d’aprés [18], Théoréeme C, page 167, et H.8, (B? — A) est un opérateur de classe Bip.
En appliquant le Théoréme (3.0.2), on obtient

Proposition 4.2.1 Soit p €]1, 0], f € LP(0,1; X) et
ug, uy € (W?P(0,1); LP(R))1/2p,p = B2 /P(R).
Alors le probléeme suivante

0%u d%u 0u
Gz (00) 205 ) ag g (2,9) = eulwg) = (), () DR (o

u(0,y) = uo(y), w(l,y) =wi(y), y €R,

admet une unique solution stricte.

4.3 Exemple 3

Soit 2 un domaine borné dans R”, n > 1, avec ) est la frontiere de 2 et X = LP(Q),
1 < p < 00. On définit les deux opérateurs suivants

D(A) = {u € W*(Q) : ujpa = Aujpa} ,
Au = bA?u,

avec b < 0, et
D(B) = W2P(Q) N W, 7(Q),
Bu = Au.

Alors
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1. B génére un semi-groupe analytique et borné et 0 € p(B).
2. (B*)Y?2 = —Bet

+B— (B>~ A2 =+B+(1-0)Y?’B=(1-b"?+1)B,

génere des semi-groupe analytique.
D’autre part, 'hypothése H.12 est vérifiée selon Seeley [19].
Le probléme suivant

d*u ou )
@(‘xuy) + 2A%<I,y) + bA U<IL’,y) = f(xmy)a (xvy) S (07 1) X Qv

U(O,y) = Uo(y), yE Q,
U(].,y) = ul(y)> Yy e Q?
u(z, ¢) = Ayu(z,y) =0, u(z,¢) € (0,1) x 09,

admet une unique solution stricte lorsque f € LP(0,1; LP(Q2)) et ug, us € (D(A), LP(2))1/2pp-

4.4 Exemple 4
Soient X = L?(0,1) et T' un opérateur linéaire défini par

{ D(T) ={f € H'(0,1) : f(0) = f(1)}

Tf=1if"
Il est clair que 'opérateur T' est auto-adjoint et que o(7T') = 2w Z, (voir Miklavéie [17], page
75).
Alors ) )

{ D(T*) = {f € H*(0,1) : f(0) = f(1), f'(0) = f'(1)}
T2f = —f",

de plus T? est positif et auto-adjoint.
On prend B = —iT, cet opérateur génére un groupe fortement continu, et

{ D(A) = D(T?)
Af = (=217 = al)f = 2f" —af,

avec a > 0.

Dans ce cas les opérateurs

1. B génére un groupe fortement continu,

2. B> — A:=T? + al, de domaine D(T?), est un opérateur auto-adjoint positif.

3. Le domaine de I'opérateur 1" coincide avec 1’espace d’interpolation complexe
2

voir Triebel [20] page 143

4. (T? + al)}/? est positif auto-adjoint.
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Ainsi le probléme suivant

9%u 0%u 9%u
w(xvy) + 28y8$(x’y) + 28_y2(x7y) - CLU,([L‘,y) - f(x,y), (xay) 6]07 1[X]07 1[7
u(0,y) = uo(y), u(al,y) = ul(ya), 0<y<l,
U U
= 1), — = — 1 1.
u(z,0) = u(x, 1), 8y(l‘,0) ay(m, ), 0<z<

lorsque
ferLro1 L2<07 1)) et ug, uy € (D(A), L2(07 1))1/217717 = (D(A)vX)lﬂp,p'

admet une unique solution stricte selon le Théoreme (3.0.2).

4.5 Exemple 5

Soit H un espace de Hilbert. B est un opérateur strictement positif et auto-adjoint dans
I'espace X. On prend A = — B2, alors B? — A est auto-adjoint strictement positif, de plus

D((B? — A)Y?) = D(B¥?).

et =B — (B%?— A)Y/2 génére des semi-groupes analytique dans X et on a aussi D(A) C D(B?)
(voir Exemple 3 dans [7]). Donc £B + (B2 — A)'/2 sont des opérateurs positifs.
Comme exemple, on introduit les opérateurs A, B défini, dans X = L*(Q), par

D(B) = H}(Q) NH*(), B=-A,

D(A) = {u € HG(Q) D Ujpn = AU|aQ = A2U|BQ = O} , A= AS,
ou €2 est un domaine borné dans R?, ¢ > 1. Le probléme suavant

0? 0
5 (a.y) = 2055 (@) + Au(,y) = f(z.y), (v.y) € (0,1) x O,

w(0,y) = uo(y), u(l,y) =wly), y €,
u(x,0) = Au(z,0) = A%u(z,0) =0, (z,0) € (0,1) x 9Q.

admet une unique solution stricte, on a utilisé les propriétés des opérateurs auto-adjoint et
le résultat de Priice et Sohr[18§]
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