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Introduction

L�objectif de ce mémoire est la résolution d�une classe d�équations di¤érentielles abstraite
complètes de type elliptique dans les espaces de Hölder.
On se propose, ici, à faire l�étude de l�existence, l�unicité et la régularité maximale de la

solution stricte de l�équation di¤érentielle complète suivante

u
00
(t) + 2Bu

0
(t) + Au(t) = f(t) t 2 [0; 1] (1)

posée dans un espace de Hölder avec les conditions aux limites de Dirichlet suivantes

u(0) = u0 et u(1) = u1: (2)

On dit que u est solution stricte dans L(X) si

u 2 C2([0; 1];X) \ C1([0; 1];D(B)) \ C([0; 1];D(A))

véri�ant (1) et (2).
On va faire ici une synthèse sur l�article de A. Favini, R. Labbas, H. Tanabe et A.Yagi

[4].
Ce mémoire est composé d�une introduction et de quatre chapitres.
Dans le premier chapitre on donne un rappel sur quelques notions d�analyse fonction-

nelle.
Le deuxième chapitre consiste à résoudre le problème abstrait suivant(

u
00
(t) + Au(t) = f(t) t 2 [0; 1]

u(0) = u0 et u(1) = u1
(3)

quand la donnée f est dans C�([0; 1];X) et A est un opérateur linéaire sectoriel à domaine
dense i.e, A véri�ant

(H1)

8<:
8� � 0;9(�I � A)�1 2 L(X);9C > 0

k(�I � A)�1kL(X) �
C

1 + �
:

Les résultats obtenus dans ce chapitre sont
Théorème 1. Soient f 2 C�([0; 1];X); 0 < � < 1 et u0; u1 2 D(A). Sous l�hypothèse

(H1) le problème (3) admet une unique solution stricte u sur [0; 1]:

Théorème 2. Soient f 2 C�([0; 1];X); 0 < � < 1 et u0; u1 2 D(A) véri�ant

f(i); Aui 2 DA(�=2;1) i = 0; 1:

i
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Sous l�hypothèse (H1), l�unique solution stricte du problème (3) a la propriété de régu-
larité maximale

u
00
; Au 2 C�([0; 1];X):

Ici, ' est dans l�espace d�interpolation réelle DA(�=2;1) si et seulement si

sup
r>0

r
�
2

A(A� rI)�1'

X
<1:

Dans le troisième chapitre on va étudier l�existence, l�unicité et la régularité maximale
de la solution stricte de l�équation complète sous certaines hypothèses sur les opérateurs A
et B.
Le quatrième chapitre est réservé aux applications des résultats abstraits obtenus,

dans les chapitres 2 et 3, par des exemples concrets.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs

Dé�nition 1.1 Soit E un espace vectoriel (normé). Une application linéaire A de E dans
lui même est appelée un opérateur linéaire dans E.
On appelle domaine de A, et on le note D(A); le sous espace vectoriel des éléments x de

E tels que Ax ait un sens.
On appelle l�image de A noté par RA, le sous-espace vectoriel A(D(A)).

Dé�nition 1.2 Soit E un espace vectorielle normé on appelle opérateur linéaire borné toute
l�application linéaire continue de E dans E.
On dit que A est un opérateur borné si et seulement si

8x 2 D(A) : kAxk � kAk : kxk

où la norme de A est dé�nir par

kAk = sup
kxk�1

kAxk = sup
x2D(A)

kAxk
kxk :

1.1.1 Opérateurs adjoints

Dé�nition 1.3 Soit H un espace de Hilbert. Deux opérateurs (S;D(S)) et (T;D(T )) sont
dits adjoints si

8u 2 D(S) � H;8v 2 D(T ) � H : hSu; vi = hu; Tvi :

Si le domaine de T est dense il existe pour T un unique adjoint maximal, qui est dé�ni
de la façon suivante

Dé�nition 1.4 Soit (T;D(T )) un opérateur à domaine dense. On dé�nit un sous espace
D(T �) par

D(T �) = f' 2 H : 9� 2 H : 8 2 D(T ); hT ; 'i = h ; �ig :
si la condition précédente est réalisée on dé�nit : T �' = �:

2
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La proposition suivante relie le spectre d�un opérateur T à celui de son adjoint T �; pour
plus de détails voir [2].

Proposition 1.1 Soit T 2 L(H), ou H est un espace de Hilbert. Le spectre de T � est l�image
du spectre de T par la conjugaison complexe, i.e.

si � 2 �(T ); alors � 2 �(T �) et
�
(�I � T )�1

��
= (�I � T �)�1:

Si T est auto adjoint, on a les propriétés suivantes

Proposition 1.2 Soit T = T � 2 L(H):
1) Le rayon spectral de T est égale à la norme de T : r(T ) = kTk :
2) Le spectre de T est réel est on a la majoration

8� 2 CnR :
(�I � T )�1

 � 1

jIm�j :

Proposition 1.3 Un opérateur auto adjoint est positif si et seulement si son spectre est
contenu dans R+ et alors

kTk 2 �(T ):

Dé�nition 1.5 Soient N(A) le noyau de l�opérateur A et R(A) son image. Un opérateur A
est dit sectoriel si, N(A) = �; R(A) est dense dans X ; �(A) � R�� et

sup
�>0

�(A� �I)�1

L(X)

<1:

L�ensemble des opérateurs sectoriels sur X est noté S(X).

Si A est sectoriel, alors il existe un angle ' > 0 ; tel que le secteurX
'
:= fz 2 Cnf0g : jarg zj < 'g

Soit contenu dans �(�A) (�(�A) est un ouvert) qui contient R�+.
On peut alors dé�nir l�angle spectral 'A de l�opérateur sectoriel A par

'A = inf
n
' > 0;

X
��'

� �(�A) et M��' <1
o
:

où
M� = sup

n�(A+ �I)�1; � 2
X

�

o ; � 2]0; �[:
1.2 Quelques espaces fonctionnelles

Dé�nition 1.6 On dit que l�espace vectoriel normé (E,k:k) est un espace de Banach si
l�espace métrique correspondant muni de la distance (d(x; y) = kx� yk) est complet.

Dé�nition 1.7 Un espace préhilbertien sur R ou C est un couple (E;B) ou E est un
espace vectoriel et B un produit scalaire réel (resp complexe) et on écrit

B(x; y) = (x=y) = (x; y) =< x; y >
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La norme dans un espace préhilbertien est

kxk = (B(x; x))1=2 =
p
< x; x >

Exemple. Les espaces Rn et Cn sont des espaces préhilbertien pour les produits scalaires
usuels suivants hx; yi =

nP
i=1

xiyi dans R et hx; yi =
nP
i=1

xi
_
yi dans C:

Dé�nition 1.8 L�espace topologique (E; �) est dit séparé si :

8x 2 E; 8y 2 E : x 6= y ) 9v 2 V (x);9w 2 V (y) : v \ w = ;:

tel que V (x) est l�ensemble des voisinages de x.

Dé�nition 1.9 Un espace Hilbertien sur R ou C est un espace préhilbertien séparé et
complet pour la distance

d(x; y) = kx� yk :

Dé�nition 1.10 On note L(X; Y ) la collection de tous les opérateurs A (dé�nit) linéaire
bornés de l�espace vectoriel normé X dans l�espace vectoriel normé Y . L(X;Y ) est un espace
normé et sa norme est dé�nie par :

kAk = sup
x2X
x 6=0

kAxkY
kxkX

8A 2 L(X; Y )

Dé�nition 1.11 On appelle espace dual de X l�ensemble des fonctionnelles linéaires f dé-
�nies sur X. On note

X� = ff : X ! IK : f est linéaireg;
X� est dit le dual algébrique de X:
Les opérations algébriques sur X� sont dé�nies comme suit�

(f + g)(x) = f(x) + g(x); f; g 2 X�

(�f)(x) = �f(x); � 2 IK; f 2 X�

1.2.1 Les espaces de Hölder

Dé�nition 1.12 Soient X un espace de Banach complexe et C([0; 1];X) l�espace de Banach
des fonctions continues sur [0; 1] à valeurs dans X muni de la norme

kfkC([0;1];X) = max
t2[0;1]

kf(t)kX

On considère, pour 0 < � < 1 ; l�espace

C�([0; 1];X) =

(
f 2 C([0; 1];X) : sup

t;s2[0;1]

kf(t)� f(s)kX
jt� sj� <1

)
muni de la norme

kfkC�([0;1];X) = kfkC([0;1];X) + sup
t;s2[0;1]

kf(t)� f(s)kX
jt� sj�

Cet espace est un espace de Banach appelé espace höldérien d�exposant �:
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1.2.2 Espace d�interpolation

Soient (X0; k:k0) et (X1; k:k1) deux espaces de Banach s�injectant continument dans un
espace topologique séparé z.
En posant8<:

k'kX0\X1 = k'kX0 + k'kX1 pour ' 2 X0 \X1

k'kX0+X1 = inf'='0+'1
'2Xi

(k'kX0 + k'kX1) pour ' 2 X0 +X1;

Il est connue que les espaces (X0 \X1; k:kX0\X1) et (X0+X1; k:kX0+X1) sont des espaces
de Banach.

Dé�nition 1.13 Pour p 2 [1;+1[ et � 2 [0; 1] ; on dé�nit l�espace intermédiaire, noté
(X0; X1)�;p; entre X0 \X1 et X0 +X1 ; par ' 2 (X0; X1)�;p si et seulement si
1) 8t > 0; 9u0(t) 2 X0; 9u1(t) 2 X1 tel que

' = u0(t) + u1(t):

2) t��u0 2 Lp�(R+; X0); t
1��u1 2 Lp�(R+; X1):

où Lp�(R+; Xi) est l�espace des fonctions fortement mesurables ui : R+ ! Xi telles que

kuikLp�(R+;Xi) =
�Z 1

0

kui(t)kpXi
dt

t

�1=p
<1;

pour p 2 [1;+1] et par
kuikL1� (R+;Xi) = sup

t2R+
kui(t)kXi ;

si p =1:
Remarque. Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) � X. On note

DA(�; p) = (D(A);X)1��;p

où p 2 [1;1] et � 2]0; 1[:
Lorsque A véri�e certaines propriétés spectrales, on sait donner des caractéristique ex-

plicites de DA(�; p), par exemple
� Supposons que �(A) � R+ et qu�il existe une constante c > 0 telle que

8� > 0 :
(A� �I)�1


L(X)

� c

�
;

alors
DA(�; p) =

�
' 2 X : t�A(A� �I)�1' 2 Lp�(R+;X)

	
:

ce résultat est démontré dans Grisvard [5].
� Si A génère un semi-groupe fortement continu et borné dans X alors

DA(�; p) =
�
' 2 X : t��(etA � I)' 2 Lp�(R+;X)

	
:

Ce résultat est démontré dans Grisvard [7].
� Si A génère un semi-groupe analytique borné dans X alors

DA(�; p) =
�
' 2 X : t1��AetA' 2 Lp�(R+;X)

	
:

La preuve de ce résultat est donnée dans Butzer-Bérens [3].
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1.2.3 Dé�nition discrète d�un espace d�interpolation

On dit que x dans l�espace d�interpolation (X0;X1) ; si et seulement si8>>>><>>>>:
i)8n 2 Z : x = u0 + u1; ui 2 Xi; i = 0; 1

ii)
P
n2Z

e��u0pX0 <1 i.e. e��u0 2 Lp(X0)

iii)
P
n2Z

e(1��)u1pX1 <1 i.e. e(1��)u1 2 Lp(X1)

Dé�nition 1.14 Soit X un espace de Banach complexe, et soit A un opérateur linéaire
fermé, si

� 2 (0; 1) et p 2 [1;1];

alors

DA(�; p) =
n
x 2 X : [x]DA(�;p) <1

o
;

où

[x]DA(�;p) =

�Z 1

0

t�
A(A+ �I)�1x

p�1=p ; 1 � p <1

Dé�nition 1.15 On dé�nit l�espace DA(�;1) par

DA(�;1) =
�
x 2 X : sup

t�A(A� �I)�1x

X
<1

	
:

Dé�nition 1.16 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X, alors

DA2(�; p) = DA(2�; p)

si � 6= 1
2
et plus généralement

DAm(�; p) = DA(m�; p)

si m� 2 N , p 2 [1;+1] et � 2]0; 1[:

Dé�nition 1.17 On appelle l�ensemble résolvant de A l�ensemble

�(A) = f� 2 C : (A� �I) est inversible dans L(X)g :

un élément de �(A) est appelé valeur résolvante de A.
1. Si � 2 �(A) on dé�nit R�(A) la résolvante de A au point � par

R�(A) = (A� �I)�1

2.�(A) = Cn�(A) est appelé le spectre de A et un élément de �(A) est appelé valeur
spectrale de A:
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1.2.4 Lemme de Schur

Théorème 1.1 (de Marcel Riez) Soit K : Lp0 (
0) +L
p1 (
0) �! Lq0 (
1) +L

q1 (
1) un
opérateur linéaire, pi; qi 2 [1;+1] et 
i sont des ouverts de Rn, avec i = 0; 1 telle que

KjLp0 (
0) 2 L (L
p0 ; Lq0) et KjLp1 (
0) 2 L (L

p1 ; Lq1)

alors
KjLq� (
0) 2 L (L

p� ; Lq�)

avec 0 6 � 6 1 et
1

p�
=
1� �

p0
+

�

p1
;
1

q�
=
1� �

q0
+
�

q1
:

Lemme 1.1 (de Schur) Soit K : 
1 � 
2 �! R une fonction mesurable telle que

i)9a > 0; p:p x2 2 
2 :
Z

1

jK (x1; x2)j dx1 6 a;

ii)9b > 0; p:p x1 2 
1 :
Z

2

jK (x1; x2)j dx2 6 b:

On dé�nit l�opérateur K par

(Kf) (x2) =

Z

1

k (x1; x2) f (x1) dx1;

p. p. x2 2 
2: Alors pour tout p 2 [1;+1]

K 2 L (Lp (
1) ; Lp (
2)) :

Preuve. Ce lemme est une conséquence directe du Théorème de Marcel Riez.

1.3 L�intégrale de Dunford

Notons par H(A) l�espace des fonctions holomorphes dans un ensemble fermé contenant
le spectre de A. La formule analogue à la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes
est dé�nie par l�intégrale de Dunford suivante

f(A) =
1

2i�

Z


f(z)(zI � A)�1dz

où  est une courbe simple inclue dans �(A) et f 2 H(A).
L�opérateur f(A) 2 L(E) et ne dépend pas du choix de :

1.4 Les semi-groupes d�opérateurs linéaires :

1.4.1 Semi-groupe fortement continu

Dé�nition 1.18 Soit fG(t)gt�0 une famille d�opérateurs linéaires dans X. On dit que cette
famille forme un semi-groupe fortement continu (C0 semi-groupe) dans X si elle véri�e les
propriétés suivantes
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1. G(0) = I;

2. 8s; t 2 R+ : G(t+ s) = G(t):G(s);

3. 8x 2 X : lim
t!0+

kG(t)x� xkX = 0:
G(t)x : R+ ! X est fortement continue en 0.
Remarques.
i) Si t 2 R; fG(t)g est dit groupe.
ii) La condition (3) n�implique pas que

lim
t!0

kG(t)� Ik = 0:

Exemple. Soit A 2 L(X). Alors t 7! G(t) = etA =
P

n�0 t
nAn

n!
est un groupe sur X:

1.4.2 Générateur in�nitésimal d�un semi-groupe

Dé�nition 1.19 On appelle générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fG(t)gt>0 l�opérateur
linéaire A dé�ni par 8>>><>>>:

D(A) = f' 2 X : lim
t!0+

G(t)'� '

t
existeg

A' = lim
t!0+

G(t)'� '

t
:

Exemple. Soit A un opérateur borné dansX, alors 8t � 0; G(t) = etA est un semi-groupe
uniformément continue et le générateur in�nitésimal est l�opérateur A: En e¤et

kG(t)�G(t+ h)k = kG(t)�G(t):G(h)k
� kG(t)k kI �G(h)k
� kG(t)k

(ehkAk � 1)
donc kG(t)�G(t+ h)k ! 0 quand h! 0: D�où la continuité uniforme.
D�autre part 1t (G(t)� I)� A

 =

1t (X
n�0

tn

n!
An � I)� A


=

1tX
n�2

tn

n!
An


� t kAk2 :etkAk

quand t! 0; alors A = lim
t!0

1

t
(G(t)� I) limite uniforme donc forte.

Remarques
i) Si A est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fG(t)gt�0, alors A est fermé à

domaine dense.
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ii) Le semi-groupe fG(t)gt�0 est uniformément continu si et seulement s�il est de la forme
(etB)t�0 où B est un opérateur borné dans X:

iii) Si A le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe fG(t)gt�0; alors on a

kG(t)k �Mewt

pour � > w , et l�opérateur

(�� A)�1x =

Z +1

0

e��tG(t)xdt

est borné et (�� A)�1x
 �M(�� w)�1; � 2 �(A):



Chapitre 2

Problème de Dirichlet pour une
équation di¤érentielle abstraite simple
dans un espace de Hölder

2.1 Position du problème et hypothèses

Dans l�espace de Banach complexe X ; on considère le problème abstrait suivant8>><>>:
u00(t) + Au(t) = f(t); t 2 [0; 1]
u(0) = u0

u(1) = u1

(2.1)

Où A est un opérateur linéaire fermé à domaine dense dans X véri�ant l�hypothèse
suivante

(H1)

8<:
8� � 0;9(�I � A)�1 2 L(X)

k(�I � A)�1kL(X) �
C

1 + �

et le second membre

f 2 C([0; 1];X)

ici ; u0; u1 sont deux éléments donnés dans X:
L�objectif de ce chapitre est l�étude de l�existence l�unicité et la régularité maximale de

la solution stricte du problème (2.1) i.e.

u 2 C2([0; 1];X) \ C([0; 1];D(A)):

Remarque. Sous l�hypothèse (H1) l�opérateur�
p
�A génère un semi-groupe analytique

noté

V (t) = e�t
p
�A; t � 0:

Pour plus de détails voir [1].

10
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2.2 Construction de la solution

On sait que la solution de l�équation homogène du problème (2.1)

u00(t) + Au(t) = 0

dans le cas scalaire est donnée par

u(t) = C1e
�(1�t)

p
�A + C2e

�t
p
�A (2.2)

On utilise la méthode de la variation des constantes pour l�équation non homogène, c�est à
dire on va cherche une solution sous la forme

u(t) = C1(t)e
�(1�t)

p
�A + C2(t)e

�t
p
�A

telles que C1 et C 2 sont deux fonctions à déterminer véri�ant le système suivant�
C 01(t)e

�(1�t)
p
�A + C 02e

�t
p
�A = 0p

�AC 01(t)e�(1�t)
p
�A �

p
�AC 02(t)e�t

p
�A = f(t)

Le déterminant de ce systéme est

D =

���� e�(1�t)
p
�A e�t

p
�A

p
�Ae�(1�t)

p
�A �

p
�Ae�t

p
�A

���� = �2p�Ae�p�A
Alors

C 01(t) = D�1
���� 0 e�t

p
�A

f(t) �
p
�Ae�t

p
�A

���� = �D�1e�t
p
�Af(t)

et

C 02(t) = D�1
���� e�(1�t)

p
�A 0p

�Ae�(1�t)
p
�A f(t)

���� = D�1e�(1�t)
p
�Af(t);

donc 8>><>>:
C1(t) = �

1

2

1R
t

(
p
�A)�1e(1�s)

p
�Af(s)ds+ �0

C2(t) = �
1

2

tR
0

(
p
�A)�1es

p
�Af(s)ds+ �1

Par conséquent dans le cas opérationnels la solution est donné par :

u(t) = e�(1�t)
p
�A�0 + e�t

p
�A�1 �

1

2

tZ
0

(
p
�A)�1e�(t�s)

p
�Af(s)ds

�1
2

1Z
t

(
p
�A)�1e�(s�t)

p
�Af(s)ds

Pour déterminer �0; �1, on utilise les conditions aux limites

u(0) = u0 et u(1) = u1
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On trouve 8>><>>:
u0 = e�

p
�A�0 + �1 �

1

2

1R
0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

u1 = �0 + e�
p
�A�1 �

1

2

1R
0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds

Alors 8>><>>:
�1 = u0 � e�

p
�A�0 +

1

2

1R
0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

�0 = u1 � e�
p
�A�1 +

1

2

1R
0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds

En remplace la valeur de �1 dans la deuxième équation, on obtient

�0 = u1 � e�
p
�A

24u0 � e�
p
�A�0 +

1

2

1Z
0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

35
+
1

2

1Z
0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds

= u1 � e�
p
�Au0 + e�2

p
�A�0 �

1

2
e�

p
�A

1Z
0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

+
1

2

1Z
0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds

= (1� e�2
p
�A)�1

24u1 � e�
p
�Au0 �

1

2
e�

p
�A

1Z
0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

+
1

2

1Z
0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds

35
On sait que l�opérateur (1� Z) avec Z = e�2

p
�A; est inversible grâce à Lunardi [9] page 60.

De même ; on trouve que

�1 = (1� Z)�1

24u0 � e�
p
�Au1 +

1

2

1Z
0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds

�1
2
e�

p
�A

1Z
0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds

35
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2.3 Représentation de la solution

Ainsi la solution du problème considéré est

u(t) = e�(1�t)
p
�A�0 + e�t

p
�A�1 �

1

2

tZ
0

(
p
�A)�1e�(t�s)

p
�Af(s)ds (2.3)

�1
2

1Z
t

(
p
�A)�1e�(s�t)

p
�Af(s)ds

telles que

�0 = (1� Z)�1
�
u1 � e�

p
�Au0 �

1

2
e�

p
�A
Z 1

0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds (2.4)

+
1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds

�
et

�1 = (1� Z)�1
�
u0 � e�

p
�Au1 +

1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds (2.5)

�1
2
e�

p
�A
Z 1

0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds

�
:

Pour véri�er que u est bien une solution du problème (2.1), on dérive deux fois la solution
obtenue, on trouve

u0(t) =
p
�Ae�(1�t)

p
�A�0 �

p
�Ae�t

p
�A�1 +

1

2

tZ
0

e�(t�s)
p
�Af(s)ds

�1
2

1Z
t

e�(s�t)
p
�Af(s)ds;

et

u00(t) = �Ae�(1�t)
p
�A�0 � Aet

p
�A�1 +

1

2
f(t)� 1

2

Z t

0

e�(t�s)
p
�Af(s)ds

�1
2

Z 1

t

(
p
�A)�1e�(s�t)

p
�Af(s)ds+

1

2
f(t)

= �A[e�(1�t)
p
�A�0 + e�t

p
�A�1 �

1

2

Z t

0

(
p
�A)�1e�(t�s)

p
�Af(s)ds

�1
2

Z 1

t

(
p
�A)�1e�(t�s)

p
�Af(s)ds] + f(t)

= �Au(t) + f(t);

alors
u00(t) + Au(t) = f(t):
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avec les conditions aux limites

u(0) = u0 +
1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds� 1

2

1Z
0

(
p
�A)�1e�s

p
�Af(s)ds = u0;

u(1) = u1 +
1

2

Z 1

0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds� 1

2

1Z
0

(
p
�A)�1e�(1�s)

p
�Af(s)ds = u1:

Remarque. Soit (T (t))t>0 un semi-groupe analytique génère par �
p
�A. Alors la for-

mule représentatif de la solution (2.3), (2.4) et (2.5) est donnée par

u(t) = T (1� t)�0 + T (t)�1 �
1

2

Z t

0

(
p
�A)�1T (t� s)f(s)ds

�1
2

Z 1

t

(
p
�A)�1T (s� t)f(s)ds;

pour t 2 [0; 1] et

�0 = (1� T (2))�1(u1 � u0T (1))

�1
2
(1� T (2))�1T (1)

Z 1

0

(
p
�A)�1T (s)f(s)ds

+
1

2
(1� T (2))�1

Z 1

0

(
p
�A)�1T (1� s)f(s)ds

�1 = (1� T (2))�1(u0 � u1T (1))

�1
2
(1� T (2))�1T (1)

Z 1

0

(
p
�A)�1T (s)f(s)ds

+
1

2
(1� T (2))�1T (1)

Z 1

0

(
p
�A)�1T (1� s)f(s)ds

Les conditions aux limites(
u(0) = T (1)�0 + �1 � 1

2

R 1
0
(
p
�A)�1T (s)f(s)ds = u0

u(1) = �1 + T (1)�0 � 1
2

R 1
0
(
p
�A)�1T (1� s)f(s)ds = u1

2.4 Solution stricte :

Lemme 2.1 Sous l�hypothèse (H1), pour tout x 2 X ; on aZ t

0

V (s)xds =
�p
�A

��1
(I � V (t))x:

avec V (t) = e�
p
�At; t � 0:
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Preuve : Soit x 2 D(
p
�A) alors

p
�A

Z t

0

V (s)xds =

Z t

0

V (s)
p
�Axds = �

Z t

0

@V

@s
(s)xds

= � V (s)xjt0 = x� V (t)x

d�où le résultat dans le cas particulier x 2 D(
p
�A):

Supposons maintenant que x est quelconque dans X: Soit la suite (xn)n2N 2 D(
p
�A)

telle que xn �! x et Z t

0

V (s)xnds �!
Z t

0

V (s)xds

(I � V (t))xn �! (I � V (t))x

lorsque n �!1.
D�autre part

(I � V (t))xn =
p
�A

Z t

0

V (s)xnds

et comme
p
�A est fermé on déduit que

R t
0
V (s)xds 2 D(

p
�A) et

p
�A

Z t

0

V (s)xds = (I � V (t))x

d�où la proposition.
Remarque : Si 0 < t < 1Z 1�t

0

V (s)ds =

Z 1

t

V (s� t)xds:

Théorème 2.1 Soient f 2 C�([0; 1];X); 0 < � < 1 et u0; u1 2 D(A). Sous l�hypothèse (H1)
le problème (2.1) a une unique solution stricte u sur [0; 1]:

Preuve. On sait que la solution du problème précédent s�écrit sous la forme

u = u+ u

Telle que u est une solution particulière et u est une solution du problème homogène.
Posons

u(t) = �1
2

�p
�A

��1 tZ
0

e�(t�s)(
p
�A)f(s)ds� 1

2

�p
�A

��1 1Z
t

e�(s�t)(
p
�A)f(s)ds:

pour 0 � t � 1:
On introduit les deux fonctions suivantes8>><>>:

G(t) =
p
�A

tR
0

e�(t�s)
p
�A (f(s)� f(t)) ds

H(t) = �
p
�A

1R
t

e�(s�t)
p
�A (f(t)� f(s)) ds
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En Vue de montrer que u(t) 2 D(A) et Au(:) continue, on écrit que

Au(t) = �(�A)u(t) = �
�p
�A

�2
u(t)

=
1

2

p
�A

tZ
0

e�(t�s)
p
�Af(s)ds+

1

2

p
�A

1Z
t

e�(s�t)
p
�Af(s)ds

=
1

2

p
�A

tZ
0

e�(t�s)
p
�A (f(s)� f(t)) ds+

1

2

p
�A

tZ
0

e�(t�s)
p
�Af(t)ds

�1
2

p
�A

1Z
t

e�(s�t)
p
�A (f(t)� f(s)) ds+

1

2

p
�A

1Z
t

e�(s�t)
p
�Af(t)ds

=
1

2
(G(t) +H(t)) +

1

2

�
I � e�t

p
�A
�
f(t)� 1

2

�
e�(1�t)

p
�A � I

�
f(t):

La continuité de Au(:); en particulier en 0, résulte du fait que

kG(t)k =

p�A
tZ
0

e�(t�s)
p
�A (f(s)� f(t)) ds


� K

tZ
0

Me�a

(t� s)
kf(s)� f(t)k ds

� KMe�a
tZ
0

(t� s)��1ds kfkC�([0;1];E)

� Ct2� kfkC�([0;1];E) ;

On démontre, maintenant que u est deux fois continûment di¤érentiable sur [0; 1]

u0(t) =
1

2

tZ
0

e�(t�s)
p
�Af(s)ds� 1

2

1Z
t

e�(s�t)
p
�Af(s)ds

puisque f est höldérienne alors u0(:) est di¤érentiable et

u00(t) = f(t)� 1
2

p
�A

tZ
0

e�(t�s)
p
�Af(s)ds� 1

2

p
�A

1Z
t

e�(s�t)
p
�Af(s)ds

= f(t)� 1
2

p
�A

Z t

0

e�(t�s)
p
�A (f(s)� f(t)) ds� 1

2

p
�A

Z t

0

e�(t�s)
p
�Af(t)ds

�1
2

p
�A

Z 1

t

e�(s�t)
p
�A (f(s)� f(t)) ds� 1

2

p
�A

Z 1

t

e�(s�t)
p
�Af(t)ds

= f(t)� 1
2
G(t)� 1

2

�
I � e�t

p
�A
�
f(t)� 1

2
H(t)� 1

2

�
I � e�(1�t)

p
�A
�
f(t)
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il vient donc

u00(t) = f(t)�
�
1

2
(G(t) +H(t)) +

1

2

�
I � e�t

p
�A
�
f(t)� 1

2

�
e�(1�t)

p
�A � I

�
f(t)

�
= f(t)� Au(t):

Ainsi u est une solution stricte de l�équation u
00
(t)+Au(t) = f(t) véri�ant les conditions

aux limites suivantes 8>><>>:
u(0) = �1

2

�p
�A

��1 1R
0

e�s
p
�Af(s)ds

u(1) = �1
2

�p
�A

��1 1R
0

e�(1�s)
p
�Af(s)ds

Montrons que u(0); u(1) 2 D(A): En e¤et8>><>>:
p
�Au(0) = �1

2

1R
0

e�s
p
�Af(s)ds

p
�Au(1) = �1

2

1R
0

e�(1�s)
p
�Af(s)ds

et

�Au(0) = �1
2
H(0)� 1

2

p
�A(

1Z
0

e�s
p
�Ads)f(0)

= �1
2
H(0) +

1

2
(e�

p
�A � I)f(0)

donc u(0) 2 D(A)

�Au(1) = �1
2

p
�A(

1Z
0

e�(1�s)
p
�A(f(s)� f(1))ds

�1
2

p
�A(

1Z
0

e�(1�s)
p
�Af(1)ds

= �1
2
G(1) +

1

2
(I � e�

p
�A)f(1)

donc u(1) 2 D(A):
Pour le problème homogène on a le résultat suivant.

Lemme 2.2 Sous l�hypothèse (H1), le problème homogène suivant�
u
00
(t) + Au(t) = 0

u(0) = x0; u(1) = x1
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admet une unique solution stricte dés que

x0; x1 2 D(A):

Preuve. La représentation de la solution est donnée par

u(t) = e�t
p
�A�0 + e�(1�t)

p
�A�1

avec
�0 = (I � Z)�1(x0 � e�

p
�Ax1);

�1 = (I � Z)(x1 � e�
p
�Ax0):

Puisque x0; x1 2 D(A); on peut voir que

u 2 C2([0; 1];X)

avec
u
0
(t) = �

p
�Ae�t

p
�A�0 +

p
�Ae�t

p
�A�1

et
u
00
(t) = �Ae�t

p
�A�0 � Ae�t

p
�A�1 = �Au(t):

Remarque. La fonction u véri�e le problème suivant�
u
00
(t) + Au(t) = 0

u(0) = u0 � u(0); u(1) = u1 � u(1):

par conséquent
u(t) = e�t

p
�A�0 + e�(1�t)

p
�A�1

avec
�0 = (I � Z)�1(u0 � u(0)� e�

p
�A (u1 � u(1)));

�1 = (I � Z)(u1 � u(1)� e�
p
�A (u0 � u(0))):

2.5 La régularité

Théorème 2.2 Soient f 2 C�([0; 1];X); 0 < � < 1; u0; u1 2 D(A) véri�ant

f(0); f(1); Au0; Au1 2 DA

�
�

2
;1
�

Sous l�unique hypothèses (H1), La solution stricte du problème (2.1) a la propriété de
régularité maximale

u
00
; Au 2 C�([0; 1];X)

Ici, ' est dans l�espace d�interpolation réelle DA

�
�
2
;1
�
si et seulement si

sup
r>0

r�=2
A(rI � A)�1'


X
<1:

Pour démontrer ce théorème on va utiliser le résultat de Sinestrari [13] suivant.
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Théorème 2.3 Soient x 2 E et
u(t) = eAtx

pour tout t � 0: Alors
i) x 2 D(A) si et seulement si u 2 C([0; T ];E):
ii) x 2 DA(�;1) si et seulement si u 2 C�([0; T ];E); avec 0 < � < 1:

Preuve de théorème 2.2.
Il su¢ t de montrer que Au est höldérienne. En utilisant les expressions de u(t); Au(t) on

trouve

Au(t) = Au(t) + Au(t)

=
1

2
(G(t) +H(t)) +

1

2

�
I � e�t

p
�A
�
f(t)� 1

2

�
e�(1�t)

p
�A � I

�
f(t)

+Ae�t
p
�A�0 + Ae�(1�t)

p
�A�1

=
1

2
(G(t) +H(t)) + f(t) +

1

2
e�t

p
�A (f(t)� f(0) + f(0))

�1
2
e�(1�t)

p
�A (f(t)� f(1) + f(1)) + Ae�t

p
�A�0 + Ae�(1�t)

p
�A�1

=
1

2
(G(t) +H(t)) + f(t) +

1

2
e�t

p
�Af(0)� 1

2
e�(1�t)

p
�Af(1)

+
1

2
e�t

p
�A (f(t)� f(0))� 1

2
e�(1�t)

p
�A (f(t)� f(1))

+Ae�t
p
�A
h
(I � Z)�1(u0 � u(0)� e�

p
�A (u1 � u(1)))

i
+Ae�(1�t)

p
�A
h
(I � Z)(u1 � u(1)� e�

p
�A (u0 � u(0))):

i
car

�0 = (I � Z)�1(u0 � u(0)� e�
p
�A (u1 � u(1)));

�1 = (I � Z)(u1 � u(1)� e�
p
�A (u0 � u(0))):

Donc on peut écrire

Au(t) = f(t) +
1

2
(G(t) +H(t))

+
1

2
e�t

p
�Af(0)� 1

2
e�(1�t)

p
�Af(1) + (I � Z)�1e�t

p
�AAu0

+(I � Z)�1e�(1�t)
p
�AAu1 � (I � Z)�1e�2t

p
�Ae�(1�t)

p
�AAu1

�(I � Z)�1e�2(1�t)
p
�Ae�t

p
�AAu0

+
1

2
e�t

p
�A (f(t)� f(0))� 1

2
e�(1�t)

p
�A (f(t)� f(1))

+(I � Z)�1
�
e�2(1�t)

p
�A � I

�
Ae�t

p
�Au(0)

+(I � Z)�1
�
e�2t

p
�A � I

�
Ae�(1�t)

p
�Au(1)

= f(t) +
1

2
(G(t) +H(t)) + k(t) +

4X
i=1

Ii(t):
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avec

k(t) = +
1

2
e�t

p
�Af(0)� 1

2
e�(1�t)

p
�Af(1) + (I � Z)�1e�t

p
�AAu0

+(I � Z)�1e�(1�t)
p
�AAu1 � (I � Z)�1e�2t

p
�Ae�(1�t)

p
�AAu1

�(I � Z)�1e�2(1�t)
p
�Ae�t

p
�AAu0:

I1(t) = +
1

2
e�t

p
�A (f(t)� f(0)) ; I2(t) = �

1

2
e�(1�t)

p
�A (f(t)� f(1))

I3(t) = (I � Z)�1
�
e�2(1�t)

p
�A � I

�
Ae�t

p
�Au(0)

=
1

2
(I � Z)�1

�
e�2(1�t)

p
�A � I

�p
�A

1Z
0

e�(s+t)
p
�Af(s)ds

I4(t) = (I � Z)�1
�
e�2t

p
�A � I

�
Ae�(1�t)

p
�Au(1)

=
1

2
(I � Z)�1

�
e�2t

p
�A � I

�p
�A

1Z
0

e�(2�t�s)
p
�Af(s)ds:

pour la fonction k(t) en appliquant le théorème 2.3, on trouve que k(:) 2 C�([0; 1];X); si et
seulement si

f(0); f(1); Au0; Au1 2 Dp
�A (�;1) ;

et grâce au théorème de réitération de Lions [11] on a

Dp
�A (�;1) = DA(

�

2
;1):

Pour montrer que les autres termes sont höldériennes, il su¢ t de faire un calcul explicite
par exemple pour 0 < s < t < 1 en e¤et

I1(t)� I1(s) =
1

2
e�t

p
�A (f(t)� f(0))� 1

2
e�s

p
�A (f(s)� f(0))

=
1

2

�
e�t

p
�A � e�s

p
�A
�
(f(s)� f(0)) +

1

2
e�t

p
�A (f(t)� f(s))

= J1 + J2;

et

kJ1k =

12 �e�tp�A � e�s
p
�A
�
(f(s)� f(0))


�

s� 12
Z t

s

p
�Ae��

p
�Ad�

 kfkC�
d�autre part on sait qu�il existe deux constante a et M telles quep�Ae��p�A �M��1e�a�
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donc

kJ1k �
M

2
kfkC�

Z t

s

s���1e�a�d�

et comme s < � alors

kJ1k � M

2
kfkC�

Z t

s

� ��1d� =
M

2
kfkC� � �

��t
s

� C kfkC�
�
t� � s�

�
� C kfkC� (t� s)� :

Pour J2 on a

kJ2k =

12e�tp�A (f(t)� f(s))


� C kfkC� (t� s)�

car f est hölderienne et e��p�A �Me�a� < M;

pour cette dernière estimation Voir [12].



Chapitre 3

Problème de Dirichlet pour une
équation di¤érentielle abstraite
complète dans un espace de Hölder

On va étudier l�équation di¤érentielle opérationnelle complète du second ordre posé sur
un intervalle borné [0; 1], avec des conditions aux limites de type Dirichlet non homogène8<: u

00
(t) + 2Bu

0
(t) + Au(t) = f(t); t 2 [0; 1]

u(0) = u0
u(1) = u1

(3.1)

où A et B sont deux opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X,
u0; u1 2 X. Et le second membre f est dans C([0; 1];X).
On s�intéresse, ici, à la recherche d�une solution stricte u de (3.1) c�est à dire u véri�e

u 2 C2([0; 1];X) \ C1([0; 1];D(B)) \ C([0; 1];D(A))

on recherchera une telle solution quand la donnée f est höldérienne. On va montrer que la
solution donnée à la régularité maximale c�est à dire u véri�e de plus

u
00
; Bu

0
; Au 2 C�([0; 1];X)

avec 0 < � < 1et u satisfait (3.1). Nos résultats sont établis sous les hypothèses suivantes :
(H1) B2 � A est un opérateur linéaire fermé de domaine dense dans X et pour tout

� � 0
(�I +B2 � A)�1 2 L(X) et

(�I +B2 � A)�1

L(X)

� C

1 + �
:

ce qui implique (voir [1]) que �(B2�A) 12 est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe
analytique noté

e�t(B
2�A)

1
2 ; t � 0:

(H2) Les opérateurs (B2 � A) et B commute au sens du résolvante i.e. 8� 2 �(B);
8� � 0

(�I +B2 � A)�1(B � �I)�1 = (B � �I)�1(�I +B2 � A)�1

22
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ce qui implique que si y 2 D(B) il vient

B(B2 � A)�1y = (B2 � A)�1By:

(H3) D(A) � D(B2); D((B2 � A)1=2) � D(B):
(H4) A admet un inverse dans L(X):
(H5) B génère un groupe.
Conséqence. Sous les hypothèses (H1)~(H:4): Si l�opérateur B+(B2�A)1=2 est inversible,

alors �B � (B2 � A)1=2 génèrent des semi-groupes analytiques. Voir [4] lemme 4 page 210.
Les résultats obtenus ici sont donnés par

Théorème 3.1 Soient f 2 C�([0; 1];X); 0 < � < 1 et u0; u1 2 D(A). Sous les hypothèses
(H1)s(H5) le problème (3.1) a une unique solution stricte u sur [0; 1]:

Théorème 3.2 Soient f 2 C�([0; 1];X); 0 < � < 1; u0; u1 2 D(A) véri�ant

f(0); f(1); Au0; Au1 2 D�(B2�A)(
�

2
;1):

Sous les hypothèses (H1)s(H5), l�unique solution stricte du problème (3.1) a la propriété
de régularité maximale

u
00
; Bu

0
; Au 2 C�([0; 1];X):

3.1 Représentation de la solution

Pour démontrer ces résultats on a besoin d�une représentation explicite de la solution
pour cela on pose

u(t) = e�tBv(t)

lorsque que B génère un groupe. Donc

u
0
(t) = �Be�tBv(t) + e�tBv

0
(t)

et
u
00
(t) = B2e�tBv(t)�Be�tBv

0
(t)�Be�tBv

0
(t) + e�tBv

00
(t):

On remplace ces deux expressions dans le problème (3.1) on obtient

(A�B2)v(t) + v
00
(t) = etBf(t);

par conséquent, si l�opérateur A � B2 est sectoriel i.e, A � B2 véri�e l�hypothèse (H1),
on obtient

v(t) = e�(1�t)(B
2�A)1=2�0 + e�t(B

2�A)1=2�1

�1
2
(B2 � A)�1=2

tZ
0

e�(t�s)(B
2�A)1=2esBf(s)ds

�1
2
(B2 � A)�1=2

1Z
t

e�(s�t)(B
2�A)1=2esBf(s)ds
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et

�0 = (I � Z)�1
�
eBu1 � e�(B

2�A)1=2u0 �
1

2
(B2 � A)�1=2e�(B

2�A)1=2
Z 1

0

e�s(B
2�A)1=2esBf(s)ds

+
1

2
(B2 � A)�1=2

Z 1

0

e�(1�s)(B
2�A)1=2esBf(s)ds

�
;

�1 = (I � Z)�1
�
u0 � e�(B

2�A)1=2eBu1 +
1

2
(B2 � A)�1=2

Z 1

0

e�s(B
2�A)1=2esBf(s)ds

�1
2
e�(B

2�A)1=2(B2 � A)�1=2
Z 1

0

e�(1�s)(B
2�A)1=2esBf(s)ds

�
:

tel que Z = e�2(B
2�A)1=2. Notons que selon Lunardi [9] l�opérateur I �Z est inversible et

son inverse est donne par

(I � Z)�1 = I +
1

2i�

Z


e2z

1� e2z
�
zI + (B2 � A)1=2

�
dz:

3.2 Lemmes techniques

Par la suite on a bosoin des lemmes suivants

Lemme 3.1 supposons que A et B+(B2�A)1=2 sont inversible. Alors B� (B2�A)1=2 est
inversible et �

(B � (B2 � A)1=2)�1 = (B + (B2 � A)1=2)A�1

(B + (B2 � A)1=2)�1 = (B � (B2 � A)1=2)A�1:

Preuve. D�après (H2) et le calcul fonctionnel de Dunford il vient

B(B2 � A)�1=2y = (B2 � A)�1=2By (3.2)

pour y 2 D(B): D�après (H2) on a pour tout x 2 X

(B2 � A)1=2A�1x = (B2 � A)�1=2(B2 � A)A�1x 2 D((B2 � A)1=2) � D(B):

Puisque D(A) � D(B2) et D(B2) � D(B) alors de (3.2) il vient que pour tout x 2 X

BA�1x = B(B2 � A)�1=2(B2 � A)1=2A�1x

= (B2 � A)�1=2B(B2 � A)1=2A�1x:

ce qui implique
D(A) � D((B2 � A)1=2B) \D(B(B2 � A)1=2)

et
(B2 � A)1=2BA�1x = B(B2 � A)1=2A�1x 8x 2 X: (3.3)

Soit

z 2 D((B � (B2 � A)1=2)(B + (B2 � A)1=2)) = D((B2 � A)1=2)(B + (B2 � A)1=2));
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et �
x = (B2 � A)1=2(B + (B2 � A)1=2)z

y = (B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)�1x
(3.4)

Alors y 2 D((B2 � A)1=2) et

(B2 � A)1=2y = (B + (B2 � A)1=2)�1x 2 D((B2 � A)1=2):

Ce qui implique que y 2 D(A); A l�aide de (3.3) on obtient

By 2 D((B2 � A)1=2)

et

x = (B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)1=2y = B(B2 � A)1=2y + (B2 � A)y (3.5)

= (B2 � A)1=2By + (B2 � A)y = (B2 � A)1=2
�
B + (B2 � A)1=2

�
y

de (3.4) et (3.5) on trouve que z = y 2 D(A): Donc

D((B � (B2 � A)1=2)(B + (B2 � A)1=2)) � D(A): (3.6)

Pour l�inclusion inverse de (3.6), on utilise l�hypothèse (H3) on obtient alors

D((B � (B2 � A)1=2)(B + (B2 � A)1=2)) = D(A):

Or

(B � (B2 � A)1=2)(B + (B2 � A)1=2)A�1 (3.7)

= B2A�1 � (B2 � A)1=2BA�1 +B(B2 � A)1=2)A�1 � (B2 � A)A�1

= I

D�où l�opérateur B � (B2 �A)1=2 est surjectif. Il reste à démontrer que B � (B2 �A)1=2
est injectif. On suppose que

(B � (B2 � A)1=2)y = 0

Il existe x 2 X tel que
y = (B + (B2 � A)1=2)�1x

donc
(B � (B2 � A)1=2)(B + (B2 � A)1=2)�1x = 0: (3.8)

On calcule (B + (B2 � A)1=2)2 comme dans (3.7), En vu de (H3) et (3.3) on a

D
�
(B + (B2 � A)1=2)2

�
= D(A)

(B + (B2 � A)1=2)2z = 2(B2 +B(B2 � A)1=2)z � Az 8z 2 D(A);

qui implique
(B + (B2 � A)1=2)�2x 2 D(A) 8x 2 X:
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On peut écrire (3.8) sous la forme

0 = (B � (B2 � A)1=2)(B + (B2 � A)1=2)A�1A(B + (B2 � A)1=2)�2x

= A(B + (B2 � A)1=2)�2x

où on a utilisé (3.7) donc

y = (B + (B2 � A)1=2)�1x = 0:

D�ou le résultat.

Lemme 3.2 Si A et B + (B2 � A)1=2 sont inversibles alors on a pour tout x 2 X :Z t

0

e�sBV (s)ds := J�(t; x) = (B + (B
2 � A)1=2)�1(I � e�tBV (t))x

Z t

0

esBV (s)ds := J+(t; x) = (�B + (B2 � A)1=2)�1(I � etBV (t))x:

Preuve. La preuve est similaire du lemme 2.1. Par exemple si x 2 D((B2 � A)1=2); en
e¤et

(B2 � A)1=2
Z t

0

e�sBV (s)xds =

Z t

0

e�sBV (s)(B2 � A)1=2xds = �
Z t

0

e�sB
@V

@s
(s)xds

= x� e�tBV (t)x�
Z t

0

e�sBB(B2 � A)�1=2(B2 � A)1=2xds

= x� e�tBV (t)x�B

Z t

0

e�sBV (s)xds:

Alors
R t
0
e�sBV (s)ds 2 D((B2 � A)1=2) et

(B + (B2 � A)1=2)

Z t

0

e�sBV (s)ds = (I � e�tBV (t))x:

Remarque. Si 0 < t < 1; on aZ 1�t

0

esBV (s)ds = (�B + (B2 � A)1=2)�1(I � e(1�t)BV (1� t))x

=

Z 1�t

0

esBV (s)xds =

Z 1

t

e(s�t)BV (s� t)xds:

3.3 Preuves des théorèmes

3.3.1 Preuve du théorème 3.1

Soit f 2 C�([0; 1];X) telle que � 2]0; 1[: Posons pour 0 � t � 1

u(t) = �1
2

Z t

0

e�(t�s)BV (t� s)(B2 � A)�1=2f(s)ds

�1
2

Z 1

t

e�(s�t)BV (s� t)(B2 � A)�1=2f(s)ds
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c�est une solution particulière du problème donné. Sa dérivé est

(u)
0
(t) =

1

2

Z t

0

e�(t�s)BV (t� s)B(B2 � A)�1=2f(s)ds

+
1

2

Z 1

t

e�(s�t)BV (s� t)B(B2 � A)�1=2f(s)ds

+
1

2

Z t

0

e�(t�s)BV (t� s)f(s)ds

�1
2

Z 1

t

e�(s�t)BV (s� t)f(s)ds

=
1

2
(v1(t) + v2(t) + v3(t)� v4(t)):

On note

G(t) =

Z t

0

e�(t�s)B
@V

@s
(t� s) (f(s)� f(t)) ds;

et

H(t) =

Z 1

t

e�(t�s)B
@V

@s
(s� t) (f(t)� f(s)) ds:

Pour démontrer que (u)0 (t) 2 D(B) et B (u)0 (t) 2 C([0; 1];X); on écrit

Bv1(t)

= (I + A
�
(B2 � A)�1

�
(B2 � A)1=2

Z t

0

e�(t�s)BV (t� s)f(s)ds

= (I + A
�
(B2 � A)�1

�
(B2 � A)1=2

Z t

0

e�(t�s)BV (t� s) (f(s)� f(t)) ds

+(I + A
�
(B2 � A)�1

� �
(B2 � A)1=2(B + (B2 � A)1=2)�1(I � e�tBV (t))f(t)

	
= (I + A

�
(B2 � A)�1

� �
G(t) + (B2 � A)1=2(B + (B2 � A)1=2)�1(I � e�tBV (t))f(t)

�
;

Bv2(t)

= (I + A
�
(B2 � A)�1

� �
H(t) + (B2 � A)1=2(B � (B2 � A)1=2)�1(e�(1�t)BV (1� t)� I)f(t)

�
;

Bv3(t)

= B(B2 � A)�1=2(B2 � A)1=2
Z t

0

e�(t�s)BV (t� s)f(s)ds

= B(B2 � A)�1=2
�
G(t) + (B2 � A)1=2(B + (B2 � A)1=2)�1(I � e�tBV (t))f(t)

�
;

et

Bv4(t)

= B(B2 � A)�1=2
�
H(t) + (B2 � A)1=2(B + (B2 � A)1=2)�1(e�(1�t)BV (1� t)� I)f(t)

�
:
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Par conséquent

2B (u)
0
(t)

= (B2(B2 � A)�1 +B(B2 � A)�1=2)G(t)

�(�B2(B2 � A)�1 +B(B2 � A)�1=2)H(t)

+B(B + (B2 � A)1=2)�1(B(B2 � A)�1=2 + I)(I � etBV (t))f(t)

+B(�B + (B2 � A)1=2)�1(B(B2 � A)�1=2 � I)
�
(I � e�(1�t)BV (1� t))f(t)

�
En utilisant l�holdérianité de second membre et le lemme 3.2, on obtient la continuité de
B (u)0 (t):
On démontre maintenant que u(t) 2 D(A) et Au(:) est continue, on écrit

Au(t) = �1
2
A((B2 � A)�1(B2 � A)1=2

Z t

0

e�(t�s)BV (t� s)f(s)ds

�1
2
A((B2 � A)�1(B2 � A)1=2

Z 1

t

e�(t�s)BV (s� t)f(s)ds

= �1
2
A(B2 � A)�1(G(t) +H(t))

�1
2
A(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)�1(I � e�tBV (t))f(t)

�1
2
A(B2 � A)�1=2(�B + (B2 � A)1=2)�1(I � e�(1�t)BV (1� t))f(t):

Ainsi u(:) et u
0
(t) sont continus grâce à l�holdérianité de f . On peut écrire la dérivée u

0
(t)

sous la forme

u
0
(t) =

1

2
(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2

Z t

0

e�(t�s)(B+(B
2�A)1=2)f(s)ds

�1
2
(�B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2

Z 1

t

e(t�s)(�B+(B
2�A)1=2)f(s)ds:

Par conséquent u
0
(:) est di¤érentiable et sa dérivée est

u00(t) = f(t)� 1
2

�
(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2

�2�
(B2 � A)1=2)

Z t

0

e�(t�s)(B+(B
2�A)1=2)f(s)ds

�
�1
2

�
(�B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2

�2�
(B2 � A)1=2)

Z 1

t

e(t�s)(�B+(B
2�A)1=2)f(s)ds

�
:

Or

(B2 � A)1=2)

Z t

0

e�(t�s)(B+(B
2�A)1=2)f(s)ds

= (B2 � A)1=2)v3(t)

= G(t) + (B2 � A)1=2(B + (B2 � A)1=2)�1(I � e�tBV (t))f(t);

(B2 � A)1=2)

Z 1

t

e(t�s)(�B+(B
2�A)1=2)f(s)ds

= (B2 � A)1=2)v4(t)

= H(t)� (B2 � A)1=2(�B + (B2 � A)1=2)�1(e(1�t)BV (1� t)� I)f(t);
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donc

u00(t) = f(t)� 1
2

�
(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2

�2
G(t)

�1
2
(B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(I � e�tBV (t))f(t)

�1
2

�
(�B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2

�2
H(t)

+
1

2
(�B + (B2 � A)1=2)(B2 � A)�1=2(e(1�t)BV (1� t)� I)f(t):

Ainsi

u00(t) + 2Bu
0
(t) + Au(t)

= f(t)� 1
2

�
I +B(B2 � A)�1=2

�2
G(t)� 1

2

�
I +B(B2 � A)�1=2

�2
H(t)

�
�
I +B(B2 � A)�1=2

�
(I � e�tBV (t))f(t)

+
1

2

�
I �B(B2 � A)�1=2

�
(e(1�t)BV (1� t)� I)f(t)

+
�
B2(B2 � A)�1 +B(B2 � A)�1=2

�
G(t)

�
�
�B2(B2 � A)�1 +B(B2 � A)�1=2

�
H(t)

+B(B2 � A)�1=2(I � e�tBV (t))f(t)

�B(B2 � A)�1=2(I � e(1�t)BV (1� t))f(t)

�1
2
A(B2 � A)�1 (G(t) +H(t))

�1
2
A(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)�1(I � e�tBV (t))f(t)

�1
2
A(B2 � A)�1=2(�B + (B2 � A)1=2)�1(I � e(1�t)BV (1� t))f(t)

Comme

�1
2
(I +B(B2 � A)�1=2) +B(B2 � A)�1=2 � 1

2
A(B2 � A)�1=2(B + (B2 � A)1=2)�1

= �1
2
I +

1

2
B(B2 � A)�1=2 � 1

2
A(B2 � A)�1=2(I +B(B2 � A)�1=2)�1

=

�
�1
2
(I �B(B2 � A)�1=2)(I +B(B2 � A)�1=2)� 1

2
A(B2 � A)�1

�
((I +B(B2 � A)1=2)�1)

= �1
2

�
I �B2(B2 � A)�1 + A(B2 � A)�1

�
(I +B(B2 � A)�1=2)�1

= 0;
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�1
2
(I �B(B2 � A)�1=2)�B(B2 � A)�1=2 � 1

2
A(B2 � A)�1=2(�B + (B2 � A)1=2)�1

= �1
2
I � 1

2
B(B2 � A)�1=2 � 1

2
A(B2 � A)�1=2(I �B(B2 � A)1=2)�1

=

�
�1
2
(I +B(B2 � A)�1=2)(I �B(B2 � A)�1=2)� 1

2
A(B2 � A)�1

�
((I �B(B2 � A)1=2)�1)

=

�
�1
2
(I �B(B2 � A)�1=2)� 1

2
A(B2 � A)�1

�
(I �B(B2 � A)1=2)�1

= 0;

�1
2
(B(B2 � A)�1=2 + I)2 +B2(B2 � A)�1 +B(B2 � A)�1=2 � 1

2
A(B2 � A)�1

= �1
2
(B2(B2 � A)�1 + I + 2B(B2 � A)�1=2) +B2(B2 � A)�1

+B(B2 � A)�1=2 � 1
2
A(B2 � A)�1

=
1

2
B2(B2 � A)�1 � 1

2
I � 1

2
A(B2 � A)�1

= 0;

et

�1
2
(I �B(B2 � A)�1=2)2 � (�B2(B2 � A)�1 +B(B2 � A)�1=2)� 1

2
A(B2 � A)�1

= �1
2
(I +B2(B2 � A)�1 � 2B(B2 � A)�1=2) +B2(B2 � A)�1 �B(B2 � A)�1=2 � 1

2
A(B2 � A)�1

= �1
2
I +

1

2
B2(B2 � A)�1 � 1

2
A(B2 � A)�1

= 0:

On trouve que u(:) véri�e l�équation u00(t) + 2Bu
0
(t) + Au(t) = f(t) et les conditions aux

limites suivantes 8><>:
u(0) = �1

2

R 1
0
esBV (s)(B2 � A)�1=2f(s)ds

= �1
2

R 1
0
es(+B�(B

2�A)1=2)(B2 � A)�1=2f(s)ds;

et 8><>:
u(1) = �1

2

R 1
0
e�(1�s)BV (1� s)(B2 � A)�1=2f(s)ds

= �1
2

R 1
0
e(1�s)(�B�(B

2�A)1=2)(B2 � A)�1=2f(s)ds;

de plus u(0); u(1) 2 D(A): En e¤et

(B2 � A)1=2u(0) = �1
2

Z 1

0

es(+B�(B
2�A)1=2)f(s)ds
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alors

(B2 � A)u(0) = �1
2
(B2 � A)1=2

Z 1

0

es(+B�(B
2�A)1=2)(f(s)� f(0))ds

�1
2
(B2 � A)1=2

Z 1

0

es(+B�(B
2�A)1=2)f(0)ds

=
1

2
H(0)� 1

2
(B2 � A)1=2(B � (B2 � A)1=2)�1(e+B�(B

2�A)1=2 � I)f(0):

B2u(0) = B2(B2 � A)�1(B2 � A)u(0);

d�où u(0) 2 D(A): Idem pour u(1), on trouve

(B2 � A)u(1) = �1
2
(B2 � A)1=2

Z 1

0

e(1�s)(�B�(B
2�A)1=2)(f(s)� f(1))ds

�1
2
(B2 � A)1=2

Z 1

0

e(1�s)(�B�(B
2�A)1=2)dsf(1)

=
1

2
G(1)� 1

2
(B2 � A)1=2(B + (B2 � A)1=2)�1(I � e�B�(B

2�A)1=2)f(1);

et
B2u(1) = B2(B2 � A)�1(B2 � A)u(1):

Pour terminer la preuve du théorème on donne le résultat suivant

Proposition 3.1 Sous les hypothèses (H1)s(H5), le problème homogène suivant

u00(t) + 2Bu0(t) + Au(t) = 0; t 2 [0; 1];

admet une unique solution stricte u(:) véri�ant

u(0) = x0 2 D(A); et u(1) = x1 2 D(A):

Preuve. La solution stricte du problème homogène est donnée par

u(t) = et(�B�(B
2�A)1=2)�0 + e(1�t)(+B�(B

2�A)1=2)�1;

avec Z = e�2(B
2�A)1=2 ;

�0 = (I � Z)�1(x0 � e+B�(B
2�A)1=2x1)

et
�1 = (I � Z)�1(x1 � e�B�(B

2�A)1=2x0):

Comme x0; x1 2 D(A) alors �0; �1 2 D(A). Il su¢ t de remarquer que

�A�0 = (I �B2(B2 � A)�1(B2 � A)�0;

(B2 � A)1=2�0 = (I � Z)�1((B2 � A)1=2x0 � e+B�(B
2�A)1=2(B2 � A)1=2x1)



32
CHAPITRE 3. PROBLÈME DE DIRICHLET POUR UNE ÉQUATION

DIFFÉRENTIELLE ABSTRAITE COMPLÈTE DANS UN ESPACE DE HÖLDER

et
(B2 � A)�0 = (I � Z)�1((B2 � A)x0 � e+B�(B

2�A)1=2(B2 � A)x1):

Idem pour �1: Ensuit, on a

u(0) = �0 + e+B�(B
2�A)1=2�1

= (I � Z)�1(x0 � e+B�(B
2�A)1=2x1) + (I � Z)�1e+B�(B

2�A)1=2(x1 � e�B�(B
2�A)1=2x0)

= (I � Z)�1(I � e+B�(B
2�A)1=2e�B�(B

2�A)1=2)x0

= x0;

et

u(1) = e�B�(B
2�A)1=2�0 + �1

= e�B�(B
2�A)1=2(I � Z)�1(x0 � e+B�(B

2�A)1=2x1) + (I � Z)�1(x1 � e�B�(B
2�A)1=2x0)

= (I � Z)�1(I � e+B�(B
2�A)1=2e�B�(B

2�A)1=2)x1

= x1:

comme �0; �1 2 D(A), alors selon le lemme 3.1 il vient u 2 C2([0; 1];X) et
u
0
(t) = �e�tBV (t)(B + (B2 � A)1=2)�0 � e(1�t)BV (t)(B � (B2 � A)1=2)�1;

u
00
(t) = �e�tBV (t)(2B2 � A+ 2B(B2 � A)1=2)�0

�e(1�t)BV (1� t)(2B2 � A� (B2 � A)1=2)�1

ainsi
u
00
(t) + 2Bu

0
(t) = �e�tBV (t)A�0 � e(1�t)BV (t)A�1:

puisque

�Ae�tBV (t)�0 = (B2 � A�B2)e�tBV (t)�0
= (B2 � A)e�tBV (t)�0 �B2e�tBV (t)�0
= e�tBV (t)(B2 � A)�0 � e�tBV (t)B2�0
= �e�tBV (t)A�0

et
Ae(1�t)BV (1� t)�1 = e(1�t)BV (1� t)A�1:

On achève la démonstration du Théorème 3.1, en remarquant que

u = u� u;

est la solution du problème suivant�
u
00
(t) + 2Bu(t) + Au(t) = 0

u(0) = u0 � u(0); u(1) = u1 � u(1):

et comme u(0); u(1); u0; u1 2 D(A) on peut appliquer donc la proposition 3.1.

3.3.2 Preuve du théorème 3.2

Pour démontrer que la solution stricte obtenue à la régularité maximale, on va faire
une analyse �ne des représentations de Au(t); Bu

0
(t), en utilisant l�höldérianité de second

membre f 2 C�([0; 1];X) et le théorème de Sinestrari utilisées dans le chapitre 2.



Chapitre 4

Exemples

4.1 Exemple1 : Propagation de la chaleur

On considère le problème de propagation de la chaleur u en régime permanent suivant8>>>><>>>>:
�u(x; y) = f(x; y) (x; y) 2 (0; 1)� (0; 1)
u(x; 0) = 0;
u(x; 1) = 0

�
si x 2 (0; 1)

u(0; y) = u0(y);
u(1; y) = u1(y)

�
si y 2 (0; 1)

avec une source interne de chaleur f 2 C�([0; 1]; Lp(0; 1)); avec 1 < p <1; 0 < � < 1:
Posons E = Lp(0; 1): On utilise les notations vectorielles usuelles

u(x; y) = u(x)(y) et f(x; y) = f(x)(y);

pour écrire le problème précédent sous la forme abstraite8<: u
00
(x) + Au(x) = f(x) x 2 (0; 1)

u(0) = u0
u(1) = u1;

(4.1)

où 8<:
D(A) = f 2 Lp(0; 1); 0

;  
00 2 Lp(0; 1); (0) =  (1) = 0g

:= W 2;p
0 (0; 1)

(A )(y) =  
00
:

Il est connue que
D(A) = Lp(0; 1)

Pour appliquer les résultats du chapitre 2, il faut montrer que A véri�e l�hypothèse (H1),
pour cela on doit trouver sa résolvante qui est la solution de l�équation spectrale suivante

A � z = f

par conséquent �
 
00
(y)� z (y) = f(y)
 (0) =  (1) = 0:

33
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La solution de l�équation homogène est de la forme

 (y) = C1e
p
zy + C2e

�
p
zy

;

ici on suppose que la racine carré à la détermination analytique dé�nie par

Re
p
z > 0:

Par la méthode des variations des constantes on trouve que la solution de l�équation non
homogène véri�e le système suivant :(

C
0
1(y)e

p
zy + C

0
2(y)e

�
p
zy
= 0p

zC
0
1(y)e

p
zy �

p
zC

0
2(y)e

�
p
zy
= f(y);

son déterminant est

D =

����� e
p
zy e�

p
zy

p
ze
p
zy �

p
ze�

p
zy

����� = �2pz;
par conséquent

C
0

1(y) = D�1

����� 0 e�
p
Zy

f(y) �
p
ze�

p
Zy

����� = �D�1f(y)e�
p
Zy

et

C
0

2(y) = D�1
���� epzy 0p

ze
p
zy f(y)

���� = D�1f(y)e
p
Zy

:

Ainsi

C1(y) =
1

2

1Z
y

(
p
z)�1e�

p
Zs

f(s)ds+ �0

et

C2(y) = �
1

2

yZ
0

(
p
z)�1e

p
Zs

f(s)ds+ �1;

par conséquent

 (y) = e
p
zy�0 + e�

p
zy

�1 +
1

2

1Z
y

(
p
z)�1e

(y�s)
p
Z

f(s)ds

�1
2

yZ
0

(
p
z)�1e(s�y)

p
zf(s)ds:

En utilisant les conditions aux limites

 (0) =  (1) = 0;
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et après des simpli�cations on trouve que

 (y) =

Z 1

0

Kp
z(y; s)f(s)ds

où

Kp
z(y; s) =

8>>><>>>:
sinh

p
z(1� y) sinh s

p
zp

z sinh
p
z

si 0 � s � y

sinh
p
z(1� s) sinh y

p
zp

z sinh
p
z

si y � s � 1

or
 = (A� zI)�1f:

De plus, l�opérateur A est inversible et son inverse est donné par

A�1f =

Z y

0

(y � s)f(s)ds� y

Z 1

0

(1� s)f(s)ds:

D�autre part, on aZ 1

0

��Kp
z(y; s)

�� ds � cosh (Re
p
z(1� y))p

jzj jsinh
p
zj

Z y

0

cosh
�
sRe

p
z
�
ds

+
cosh (yRe

p
z)p

jzj jsinh
p
zj

Z 1

y

cosh
�
(1� s) Re

p
z
�
ds

� cosh (Re
p
z(1� y)) sinh (yRe

p
z)

Re
p
z
p
jzj jsinh

p
zj

+
cosh (yRe

p
z) sinh ((1� y) Re

p
z)

Re
p
z
p
jzj jsinh

p
zj

� sinh (Re
p
z)

Re
p
z
p
jzj jsinh

p
zj

� C

jzj ;

car Re
p
z =

p
jzj cos �0; et

��1� e�2Re
p
z
�� � C (�0) ; pour la dernière estimation voir la thèse

de Limam [8].
Grâce au lemme de Schur et la symétrie du noyau on trouve que � (A) � [0;+1[et

9C > 0 :

8� 2 [0;+1[ :
(A� �I)�1

 � C

1 + �

En revanche, d�après Grisvard [6] Proposition 3 page 683 et lemme 2 page 710, on a pour

DA(
�

2
;1) =

�
W 2;p
0 (0; 1);Lp(0; 1)

�
1��=2;1

= B2(1�(1��=2)
p;1 (0; 1)

= B�
p;1(0; 1)
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lorsque � <
1

p
; et

DA(
�

2
;1) =

�
 2 B�

p;1(0; 1) :  (0) =  (1) = 0
	

si � >
1

p
:

En appliquant les Théorèmes 2.1 et 2.2, il vient

Corollaire 4.1 Soient f 2 C�([0; 1];Lp(0; 1)); avec 0 < � < 1 , 1 < p < 1. Alors le
problème (4.1) a une unique solution stricte u sur [0; 1] des que u0; u1 2 W 2;p

0 (0; 1).

Corollaire 4.2 Soient f 2 C�([0; 1];Lp(0; 1));avec 0 < � < 1=p ; 1 < p < 1: La solution
stricte du problème (4.1) a la propriété de régularité maximale

u
00
; Au 2 C�([0; 1];Lp(0; 1))

des que
f(0); f(1); Au0; Au1 2 B�

p;1(0; 1):

4.2 Exemple 2 : Conditions aux limites périodiques

Soit X = L2(0; 1) et l�opérateur

T : D(T ) � X ! X

dé�ni par �
D(T ) = f 2 H1(0; 1) :  (0) =  (1)g ;
T = i 

0
:

L�opérateur T est auto adjoint car, pour u 2 D(T ); v 2 D(T �); on a

hTu; vi = hu; T �vi ;

et

hTu; vi =
Z 1

0

(Tu)(s):v(s)ds =

Z 1

0

iu
0
(s):v(s)ds;

on intègre par partie il vientZ 1

0

iu
0
(s):v(s)ds =

�
iu(s)v(s)j10 �

Z 1

0

iu(s):v
0
(s)ds

�
= iu(1)v(1)� iu(0)v(0) +

Z 1

0

iu(s):
�
iv

0
(s)
�
ds;

comme v(1) = v(0) et u(1) = u(0); on trouve que

hTu; vi = hu; T �vi =
Z 1

0

u(s):iv0(s)ds;
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donc T � est dé�ni comme suit �
D(T �) = D(T )
T �v = iv

0
= Tv:

Puisque T est auto adjoint, alors �(T ) � R; de plus la solution de l�équation spectrale

T + � = f;

qui donne (
i 

0
(t) + � (t) = f(t)

 (0) =  (1);

est donnée par

 (t) =

�
�i
Z t

0

e�i�sf(s)ds+ k

�
:ei�t

= �i
Z t

0

ei�(t�s)f(s)ds+ k:ei�t:

En utilise la condition au limite  (0) =  (1) il vient :(
 (0) = k

 (1) = �i
R t
0
ei�(1�s)f(s)ds+ k:ei�

donc

k(1� ei�) = �i
Z t

0

ei�(1�s)f(s)ds:

C�est à dire :

k =
�i

(1� ei�)

Z t

0

ei�(1�s)f(s)ds

d�où la résolvante deT est

 (t) = (T + �)�1f = �i
Z t

0

ei�(1�s)f(s)ds� i

(1� ei�)

Z 1

0

ei�tf(s)ds:

Si

1� ei� 6= 0, 1 6= ei� , e0i 6= ei�

, i� 6= i2k�; k 2 Z
, � 6= 2k�; k 2 Z

Ainsi �(T ) = 2�Z , par conséquent T 2 est auto adjoint positif.
On considère par la suite que B = �iT et8><>:

D(A) = D(T 2) = f 2 H2(0; 1) :  (0) =  (1) et  0(0) =  0(1)g
:= H2

#(0; 1)

A = (�2T 2 � aI) = 2 
00 � a ; avec a > 0
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On peut donc écrire le problème (3.1) sous la forme suivante8>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>:

@2u

@x2
(x; y) + 2

@2u

@x@y
(x; y) + 2

@2u

@y2
(x; y)� au(x; y) = f(x; y);

pour (x; y) 2 (0; 1)� (0; 1)

u(0; y) = u0(y)
u(1; y) = u1(y);

�
si 0 < y < 1;

u(x; 0) = u(x; 1);
@u

@y
(x; 0) =

@u

@y
(x; 1);

9=; si 0 < x < 1:

(4.2)

telles que u0; u1 sont deux fonctions données dans D(A); et le second membre

f 2 C�([0; 1];L2(0; 1)):

Il su¢ t maintenant de montrer que les hypothèses de chapitre 3 sont véri�ées.
On a �

D(B2 � A) = D(T 2) = f 2 H2(0; 1) :  (0) =  (1);  0(0) =  0(1)g
(B2 � A) = �3 00 + a ;

d�après les propriétés des opérateurs auto adjoints l�hypothèse (H1) est véri�e.

D�autre part on a D(A) = D(B2) = D(T 2); et d�après un résultat de Lions-Magenes [10]
on a

D((B2 � A)1=2) =
�
D(B2 � A); X

�
1
2
;2
=
�
D(T 2); X

�
1
2
;2

=
�
H2
#(0; 1); L

2(0; 1)
�
1
2
;2

D�autre part on sait �
H2(0; 1); L2(0; 1)

�
1
2
;2
=

�
W 2;2(0; 1); L2(0; 1)

�
1
2
;2

= B
2(1�(1=2)
2;2 (0; 1)

= H1(0; 1)

Ainsi l�espace D((B2 � A)1=2) est exactement H1
#(0; 1) = D(T ) = D(B):

Par un calcule directe on peut montrer que l�équation suivante

A = (�2T 2 � aI) = 2 
00 � a = f

admet une unique solution c�est a dire A est inversible. d�où le résultat suivant

Corollaire 4.3 Soient f 2 C�([0; 1];L2(0; 1)); 0 < � < 1 et u0; u1 2 H2
#(0; 1). Alors le

probléme (4.2) a une unique solution stricte u sur [0; 1]:

Pour la régularité maximale, il su¢ t de caractériser l�espace d�interpolation. On a

D(B2�A)(
�

2
;1) =

�
H2
#(0; 1);L

2(0; 1)
�
1��=2;1

=
�
 2 B�

2;1(0; 1) :  (0) =  (1)
	
:
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