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Introduction

L’objectif de ce mémoire est la résolution d’une classe d’équations différentielles abstraite
compléetes de type elliptique dans les espaces de Holder.

On se propose, ici, a faire ’étude de I'existence, 'unicité et la régularité maximale de la
solution stricte de I’équation différentielle compléte suivante

u' (t) + 2Bu (t) + Au(t) = f(t) t€]0,1] (1)
posée dans un espace de Holder avec les conditions aux limites de Dirichlet suivantes
u(0) =up et u(l) =u. (2)
On dit que u est solution stricte dans L(X) si
u€ C*([0,1]; X) N C*([0, 1); D(B)) N C([0,1]; D(A))

vérifiant (1) et (2).

On va faire ici une synthése sur 'article de A. Favini, R. Labbas, H. Tanabe et A.Yagi
[4].

Ce mémoire est composé d’une introduction et de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre on donne un rappel sur quelques notions d’analyse fonction-
nelle.

Le deuxiéme chapitre consiste & résoudre le probléme abstrait suivant

u' Au(t) = 0,1
{ (t) + Au(t) = f(t) te€]0,1] 3)

w(0) =uy et u(l) =u

quand la donnée f est dans C?([0,1]; X) et A est un opérateur linéaire sectoriel & domaine
dense i.e, A vérifiant

YA >0,3(M — A)le L(X),3C >0
(H1) C

AL = A) Ml px) < Ton

Les résultats obtenus dans ce chapitre sont
Théoréme 1. Soient f € C?([0,1];X), 0 < 0 < 1 et ug,u; € D(A). Sous ’hypothése
(H1) le probléeme (3) admet une unique solution stricte u sur [0, 1].

Théoréme 2. Soient f € C°([0,1]; X), 0 <0 < 1 et ug,u; € D(A) vérifiant

Fi), Au; € Da(0/2,00)  i=0,1.
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Sous Uhypothése (H1), l'unique solution stricte du probléme (3) a la propriété de régu-

larité maximale
u', Au € C([0,1]; X).

Ici, ¢ est dans P'espace d’interpolation réelle D 4(0/2,00) si et seulement si

supr? |A(A - TI)_1<,OHX < 00.
r>0
Dans le troisiéme chapitre on va étudier I'existence, 'unicité et la régularité maximale
de la solution stricte de I’équation compléte sous certaines hypothéses sur les opérateurs A
et B.
Le quatriéme chapitre est réservé aux applications des résultats abstraits obtenus,
dans les chapitres 2 et 3, par des exemples concrets.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs

Définition 1.1 Soit E un espace vectoriel (normé). Une application linéaire A de E dans
lur méme est appelée un opérateur linéaire dans E.

On appelle domaine de A, et on le note D(A), le sous espace vectoriel des éléments x de
E tels que Ax ait un sens.

On appelle 'image de A noté par Ra, le sous-espace vectoriel A(D(A)).

Définition 1.2 Soit E un espace vectorielle normé on appelle opérateur linéaire borné toute
Uapplication linéaire continue de E dans E.
On dit que A est un opérateur borné si et seulement si

Vo € D(A) - [|Az|| < [|A]l- [l

ot la norme de A est définir par

Ax
JAll = sup |4zl = sup 1AZL
=) <1 zen(a) |17l

1.1.1 Opérateurs adjoints

Définition 1.3 Soit H un espace de Hilbert. Deux opérateurs (S, D(S)) et (T, D(T')) sont
dits adjoints si

Vu e D(S)C H;Yv e D(T) C H: (Su,v) = (u,Tv) .

Si le domaine de T est dense il existe pour 7" un unique adjoint maximal, qui est défini
de la facon suivante

Définition 1.4 Soit (T, D(T')) un opérateur & domaine dense. On définit un sous espace
D(T*) par
D(T")={p € H:Ine H:Y € DT);(Ty,¢p) = (¢,m}.

st la condition précédente est réalisée on définit : T*p = 1.

2
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La proposition suivante relie le spectre d’un opérateur 7" & celui de son adjoint 7™, pour
plus de détails voir [2].

Proposition 1.1 Soit T € L(H), ou H est un espace de Hilbert. Le spectre de T* est l'image
du spectre de T par la conjugaison complexe, i.e.

siX € p(T), alors X\ € p(T*) et [(A[—T)']" =\ —T")"".
Si T' est auto adjoint, on a les propriétés suivantes

Proposition 1.2 Soit T =T* € L(H).
1) Le rayon spectral de T est égale & la norme de T : r(T) = ||T|| .

2) Le spectre de T est réel est on a la majoration

1

. _ -1
VAEC\R: |[(M -T)7'| < T

Proposition 1.3 Un opérateur auto adjoint est positif si et seulement si son spectre est
contenu dans R* et alors

1T € o(T).

Définition 1.5 Soient N(A) le noyau de l'opérateur A et R(A) son image. Un opérateur A
est dit sectoriel si, N(A) = ®; R(A) est dense dans X ; p(A) D R* et

S)\li}g | A(A - )\I)_lHL(X) < 00.

L’ensemble des opérateurs sectoriels sur X est noté S(X).

Si A est sectoriel, alors il existe un angle ¢ > 0; tel que le secteur
Z(p ={z € C\{0}: |arg z| < ¢}

Soit contenu dans p(—A) (p(—A) est un ouvert) qui contient R .
On peut alors définir 'angle spectral ¢, de 'opérateur sectoriel A par

4= inf{g@ > O;ZW_W C p(=A)et M,_, < oo}.
ou
My = Sup{HA(A LAD N e ZQH} . 0 €0, 7.
1.2 Quelques espaces fonctionnelles

Définition 1.6 On dit que l’espace vectoriel normé (E,||.||) est un espace de Banach si
lespace métrique correspondant muni de la distance (d(x,y) = ||x — yl||) est complet.

Définition 1.7 Un espace préhilbertien sur R ou C est un couple (E,B) ou E est un
espace vectoriel et B un produit scalaire réel (resp complexe) et on écrit

B(z,y) = (z/y) = (z,y) =< 2,y >
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La norme dans un espace préhilbertien est

|z|| = (B(a:,x))l/2 =<z, x>

Exemple. Les espaces R™ et C™ sont des espaces préhilbertien pour les produits scalaires

usuels suivants (z,y) = Z z;y; dans R et (z,y) = Z x;y; dans C.
i=1

Définition 1.8 L’espace topologique (E,T) est dit séparé si :
Vie EVye E:x#y=FweV(z),IweV(y) :vNw=70.
tel que V(x) est l'ensemble des voisinages de .

Définition 1.9 Un espace Hilbertien sur R ou C' est un espace préhilbertien séparé et
complet pour la distance

d(x,y) = |z -y

Définition 1.10 On note L(X,Y) la collection de tous les opérateurs A (définit) linéaire
bornés de l’espace vectoriel normé X dans l'espace vectoriel norméY . L(X,Y') est un espace
normé et sa norme est définie par :

p 1Azl

X Tl

4] = VA€ L(X,Y)

Définition 1.11 On appelle espace dual de X [’ensemble des fonctionnelles linéaires [ dé-
finies sur X. On note
X" ={f: X - IK: f est linéaire},

X* est dit le dual algébrique de X.
Les opérations algébriques sur X* sont définies comme suit

{ (f +9)(x) = f(z) + g(x), f.ge X
(Af)(z) = Af(z), A € IK, fex:
1.2.1 Les espaces de Hoélder

Définition 1.12 Soient X un espace de Banach compleze et C([0;1]; X) l’espace de Banach
des fonctions continues sur [0;1] & valeurs dans X muni de la norme

HfHC([O;l];X) = Hl[(i)i,X] 1F ) x

On consideére, pour 0 < a < 1; l’espace

t,s€[0,1] ’t - 3‘

€2 ([0:1): X) = {f e C(oi1):x) s sup LT oo}

munit de la norme

1£(t) = f(s)llx
Fllaamoatsy = IS 11.x) F sup
Il quat = Wllogonn + 500 =5

Cet espace est un espace de Banach appelé espace holdérien d’exposant a.
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1.2.2 Espace d’interpolation

Soient (Xo, ||.[|;) et (X1, ]|.|]|;) deux espaces de Banach s’injectant continument dans un
espace topologique séparé f .
En posant

12l xonx, = @l x, + 12l x, pour ¢ € XoN Xy

el xg s, = infso:%o;%(népnxo + [lellx,) pour ¢ € Xo + X1,
peiy

Il est connue que les espaces (Xo N X1, ||| x,nx,) et (Xo+ X1, [l x,4x,) sont des espaces
de Banach.

Définition 1.13 Pour p € [1,+o0[ et € [0,1]; on définit 'espace intermédiaire, noté
(Xo, X1)op, entre Xo N X1 et Xo + Xy ; par ¢ € (Xo, X1),, si et seulement si
1) Vt > 0, Jug(t) € Xo, Jus(t) € X tel que

9) t~%uy € L¥ (R, Xo), t'%ur € LA(R,, X,).

ou L2(R,, X;) est 'espace des fonctions fortement mesurables u; : Ry — X; telles que

[ee] dt 1/p
e = ([ IO F) <o
0

will ooy x,) = sup i (®)]l x, -

||Uz'|

pour p € [1,+00] et par

sip = oo.
Remarque. Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X. On note

Da(0,p) = (D(A); X)1-95

ou p € [1,00] et 6 €]0, 1].

Lorsque A vérifie certaines propriétés spectrales, on sait donner des caractéristique ex-
plicites de D4(0; p), par exemple

— Supposons que p(A) D R, et qu'il existe une constante ¢ > 0 telle que
c

YA>0: [[(A= 2D, < K

alors
Da(0;p) = {p € X : t’A(A—X)'p € L2(Ry; X) } .

ce résultat est démontré dans Grisvard [5].
— Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans X alors

Da(Bip) = {p € X 1t = Dy € LL(Ry; X)} .

Ce résultat est démontré dans Grisvard [7].
— Si A génére un semi-groupe analytique borné dans X alors

Da(0;p) ={p e X ' PAep € LX(R; X)}.

La preuve de ce résultat est donnée dans Butzer-Bérens [3].
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1.2.3 Définition discréte d’un espace d’interpolation

On dit que x dans l’espace d’interpolation (Xo; X;); si et seulement si

WneZ:x=uy+u, u€X,, 1=0,1

i) Y ||e_9u0H§)(0 <oo ie e %uye LP(X,)
nez

ii1) Y He(l’(’)ulH‘I;1 <oo ie 1Dy € LP(X;)
nez

Définition 1.14 Soit X un espace de Banach complexe, et soit A un opérateur linéaire
fermé, si
0€(0,1) et pell,o0l;

alors
D4(0;p) = {:C € X :[z]p, 0 < oo} :

ol

0 1/p
o = ([ 140400 757) < p <o

Définition 1.15 On définit l’espace D 4(6;00) par
D4(0;00) = {z € X :sup ||[t°A(A - M) a|| < oo}
Définition 1.16 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X, alors

D2(0;p) = Da(26;p)

st 0 # % et plus généralement
D 4 (0;p) = Da(mb; p)

simb € N, p € [1,+00] et 6 €]0,1].

Définition 1.17 On appelle l’ensemble résolvant de A [’ensemble
p(A) ={A e C: (A — \) est inversible dans L(X)} .

un élément de p(A) est appelé valeur résolvante de A.
1. Si X € p(A) on définit R\(A) la résolvante de A au point \ par

RA(A) = (A=A

2.0(A) = C\p(A) est appelé le spectre de A et un élément de o(A) est appelé valeur
spectrale de A.
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1.2.4 Lemme de Schur

Théoréme 1.1 (de Marcel Riez) Soit K : LP° () + LP* (o) — L9 (Qy) + L% (1) un
opérateur linéaire, p;, q; € [1,400] et Q; sont des ouverts de R", aveci = 0,1 telle que

Koo € £ (L7, L) et K|pm (g, € £ (L7, L")
alors
Kqu‘g(QO) G E(Lp‘?’Lq(;)
avec 0 <0 <1 et

Po Po Pl’ de B 4o CI1.

1 1-6 6 1 1-6 6
=—+

Lemme 1.1 (de Schur) Soit K : O x Qo — R une fonction mesurable telle que

i)da >0, p.p xo € g : /|K(x1,:p2)| dr, < a,

951

i1)3b >0, p.p 1 € Q- /|K(a:1,:c2)\ drs < .

Q2
On définit l'opérateur K par

(K f) () = / k (e1,20) f (1) das,

931
p. p. Ty € Qo. Alors pour tout p € [1,+0]
K e L(LP(4),LP(Q)).

Preuve. Ce lemme est une conséquence directe du Théoréeme de Marcel Riez.

1.3 L’intégrale de Dunford

Notons par H(A) I'espace des fonctions holomorphes dans un ensemble fermé contenant
le spectre de A. La formule analogue a la formule de Cauchy pour les fonctions holomorphes
est définie par l'intégrale de Dunford suivante

1) = o= [ FE) a1 = )

ol 7 est une courbe simple inclue dans p(A) et f € H(A).
L’opérateur f(A) € L(F) et ne dépend pas du choix de .

1.4 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires :

1.4.1 Semi-groupe fortement continu

Définition 1.18 Soit {G(t)}i>0 une famille d’opérateurs linéaires dans X. On dit que cette
famille forme un semi-groupe fortement continu (Cy semi-groupe) dans X si elle vérifie les
propriétés suivantes



8 CHAPITRE 1. RAPPELS

1. G(0) =1,
2.Vs,t e RY: G(t+ s) = G(t).G(s),
3.Vre X : tl_igl+ |G(t)x — x| = 0.

G(t)r : Ry — X est fortement continue en 0.

Remarques.
i) Sit € R, {G(t)} est dit groupe.
ii) La condition (3) n’implique pas que

lim [|G(#) = I]| = 0.
Exemple. Soit A € L(X). Alors t — G(t) = e =37 ¢ t" A% est un groupe sur X.

1.4.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Définition 1.19 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe {G(t)}+~o l'opérateur
linéaire A défini par

D(A)={pe X: h%ﬁ Glt)p—¢ exviste}
t—
Ap = 1im FHP =@
t—0+ t

Exemple. Soit A un opérateur borné dans X, alors V¢ > 0, G(t) = ' est un semi-groupe
uniformément continue et le générateur infinitésimal est 'opérateur A. En effet

IG(t) = Gt + Rl IG(1) = G().G(h)]
IGOINIT =GRl

<
< IG@I| ("4 =1)]]

donc ||G(t) — G(t + h)|| — 0 quand h — 0. D’ou la continuité uniforme.
D’autre part

1 1 "
-(Gt)—-1)—A|| = |- —A"—-1)— A
i -n-a| = FZ a0
1L "o
ot n!
n>2
< t HA“? etlAl
1
quand t — 0, alors A = 1ir% —(G(t) — I) limite uniforme donc forte.

Remarques
i) Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {G(t)}:>0, alors A est fermé a
domaine dense.
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ii) Le semi-groupe {G(t) };>0 est uniformément continu si et seulement s'il est de la forme
(e'B)y>0 ot B est un opérateur borné dans X.

iii) Si A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {G(%)}+>0, alors on a
IG@I < Me*

pour A > w , et 'opérateur
+oo
A—A)tr = / e MG(t)zdt
0

est borné et
|(A=A) 2] < MO —w)™" X € p(A).



Chapitre 2

Probléme de Dirichlet pour une
équation différentielle abstraite simple
dans un espace de Holder

2.1 Position du probléme et hypothéses

Dans I’espace de Banach complexe X ; on consideére le probléme abstrait suivant

u”(t) + Au(t) = f(t); te€10,1]

Ou A est un opérateur linéaire fermé & domaine dense dans X vérifiant I’hypothese
suivante

C
I = A px) <

VA >0,3(A — A)! € L(X)
(H1) {
1+ A

et le second membre

fe([0,1]; X)

ici; ug, u1 sont deux éléments donnés dans X.
L’objectif de ce chapitre est I’étude de l'existence 'unicité et la régularité maximale de
la solution stricte du probléme (2.1) i.e.

u € C*([0,1]; X) N C([0,1]; D(A)).

Remarque. Sous I'hypothése (H1) P'opérateur —y/—A génére un semi-groupe analytique
noté
V(t)=e VA >0

Pour plus de détails voir [1].

10
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2.2 Construction de la solution
On sait que la solution de I’équation homogene du probléme (2.1)
u"(t) + Au(t) =0
dans le cas scalaire est donnée par
w(t) = Cre~ VA 4 CpetV-A (2.2)

On utilise la méthode de la variation des constantes pour I’équation non homogene, c’est a
dire on va cherche une solution sous la forme

u(t) = Ci(t)e” VA4 Gy(t)e VA

telles que C; et C' 5 sont deux fonctions & déterminer vérifiant le systéme suivant

{C’() 1tﬂ+0/—tm_0
V=AY e 1=V ACK e = 1)

Le déterminant de ce systéme est

— —A _t\/i

Nay
‘\/_A a-0v=A  _ /A, —2vV—Ae”

Alors -
Gl =D o e | = DY)
et
—(1-t)v-A
Cé(t> = D_l /fAe—(l—t)m f?t) ‘ = D_le_(l_t)\/jf<t)u

donc .

Crlt) = = J(V=A) 10N A f(s)ds -,

Oo(t) = — [V e A (s)s +

Par conséquent dans le cas opérationnels la solution est donné par :

t

u(t) = e_(l_t)mCO + e_thl — %/(\/—_A)_le_(t_s)‘/jf(s)ds
0

1

—% /(\/—_A)le(St)mf(s)ds

t

Pour déterminer (,, (;, on utilise les conditions aux limites

uw(0) =up et u(l) =u
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12 DIFFERENTIELLE ABSTRAITE SIMPLE DANS UN ESPACE DE HOLDER
On trouve

o = Vo 4.6, = 3 [V e s)as

= Gyt VG — 3 [(VEA) eV ()

Alors
o= o — VTG 3 [(VAY e (s)ds
0

Gy = 1 = eV, + 3 [V A eV ()

En remplace la valeur de (; dans la deuxiéme équation, on obtient

1
Co = up— e VA Ug — e’HCO + ! /(\/ —A)’le"“/jf(s)ds

2
0
1
—l—% /(\/—_A)_le_(l_s)mf(s)ds
0
1
= uy—e Vg4 e VA — %em/(\/ —A) e VAL (s)ds
1 0
—I—% /(\/—_A)_le_(l_s)mf(s)ds

0
1
1
= (1—e 2Ny —eVAyy — 56*/7/(\/ —A) e VAL (s)ds
0

1

—|—% /(\/—_A)_le_(l_s)mf(s)ds

On sait que 'opérateur (1 — Z) avec Z = e~2V=4 et inversible grace a Lunardi [9] page 60.

De méme; on trouve que

1

G, = (1=2)" {ug— eV Auy + % /(\/—_A)lesmf(s)ds
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13
2.3 Représentation de la solution
Ainsi la solution du probléme considéré est
t
u(t) = e TIVEAG 4 e VEAG — % / (V=A) e =4 (s)ds (2.3)
0
1 1
—5 [ e e A s
t
telles que
1
(o = (1—-2)71 [ul — eV Ay — %e_m/ (V=A)"Te=*V=Af(s)ds (2.4)
0
1
—i—%/ (v —A)_le_(l_s)mf(s)ds}
0
et
1
G, = (1=2)7" {uo e A / (V=A)"Le VA1 (s)ds (2.5)
0

2
__6—\/3/ 1e=1-9V=A f(5)q ]

Pour vérifier que u est bien une solution du probléme (2.1), on dérive deux fois la solution

obtenue, on trouve
t
W(t) = V=AeTTIVTAG — V= AeVTAG 4 5 / VA (s)ds

0
1

1
= / e~V £(5)ds

t

et
(1) - 1 1 (" g
u'(t) = w%ﬁfVA%—mWAg+§ﬂw—§/e“sWAﬂ@%
0
1 1
3 [ A s+ 50
=—wwﬂ4wﬁg+a“*g—%/%ﬁﬁr%**wﬁﬂ@w
0
1
5[ WA f(5)ds] + £(1)
= —Au(t) +
alors

u"(t) + Au(t) = f(t).
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avec les conditions aux limites

1

u(0) = uo + %/0 (V=A) e VA f(s)ds — %/(\/—_A)lesmf(s)ds = o,
u(l) = uy + % /I(M)_le_(l_s)mf(s)ds - %/(\/—_A)_le_(l_s)mf(s)ds = .

0

Remarque. Soit (7'(t)),., un semi-groupe analytique génére par —v/—A. Alors la for-
mule représentatif de la solution (2.3), (2.4) et (2.5) est donnée par

wl) = TU=0G+T0G—5 [ (V=A7T( =9

-é[mﬁm*ﬂwﬂﬂW&

pour ¢ € [0, 1] et

Co = (1=T(2) " (ur —uoT(1))

~5(1=T)7T() [ (AT
#50-T) [ VAT - 9p(eds

¢ = (1=T(2) " (uo —wT(1))

~501=T)T() [ (VA T (s)ds

501 =T@)77() [ (VAT =) ()

Les conditions aux limites

u(0) = <@+g—aﬁ —A)1T(s) f(s)ds = ug
w(l) = +T(1)¢ — 3 [ (V=A)TT(1 - s)f(s)ds = uy

2.4 Solution stricte :

Lemme 2.1 Sous l’hypothése (H1), pour tout x € X ; on a

/Ot V(s)xds = (\/—_A>_1 (I —=V(t))=x.

avec V(t) = e V=4t > 0.
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Preuve : Soit x € D(y/—A) alors

\/_/ s)zds = /OtV(s)mmds:— Ota@—‘;(s)xds

= —V(©s)rly=2-V(t)r

d’ou le résultat dans le cas particulier z € D(v/—A).
Supposons maintenant que x est quelconque dans X. Soit la suite (z,)neny € D(vV—A)

telle que x,, — x et
/ V(s)zpds — / s)xds
I =V(t)zn —

lorsque n — oo.
D’autre part

(I—V(t)z \/_/v )ands

et commey/—A est fermé on déduit que fo s)xds € D(v/—A) et

J_/ Syeds = (I — V(£))z

d’ou la proposition.
Remarque : Si0 <t <1

/0” V(s)ds = /tl V(s — t)ads.

Théoréme 2.1 Soient f € C?([0,1]; X),0 < 0 < 1 et up,u; € D(A). Sous I’hypothése (H1)
le probléme (2.1) a une unique solution stricte u sur [0, 1].

Preuve. On sait que la solution du probléme précédent s’écrit sous la forme
u=u+u

Telle que  est une solution particuliére et T est une solution du probléme homogéne.
Posons

pour 0 <t < 1.
On introduit les deux fonctions suivantes

= VA T (f(s) - fa) s
H(t) = —¢——Aj e~V (f(1) — f(s)) ds
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En Vue de montrer que u(t) € D(A) et Au(.) continue, on écrit que
2
Au(t) = —(—A)a(t) = — (\/—A> a(t)

_ %\/_—A/e(ts)mf(s)ds—l— %\/—_A/e(sﬂmﬂs)d‘s
0 t

= VA [N — ) ds + VA [ A
0 0

VA [ (f(0) = f(s)) ds+ 5V [V s

- % (G@t)+ H(t) + % (I - e_tm> f(t) = % (6—(1—@@ - f) f(0).

La continuité de Awu(.), en particulier en 0, résulte du fait que

GOl = \/_A/e‘”)m(f(S) — f(t))ds

(t—s)

< KMe“/(t — 5)971d5 Hf”c@([o,u,E)
0

< O flleoo.m -

< K / ME | 1(s) — f(0))l ds

On démontre, maintenant que u est deux fois continiiment différentiable sur [0, 1]
t 1
1 1
u'(t) = 3 / e =IVAf(5)ds — 3 /e_(s_t)v “Af(s)ds

0 t

puisque f est holdérienne alors @'(.) est différentiable et
t 1
1 1
w(t) = ft) - 5V-A / e~ =IV=AL(6)ds — 5\/—/1 / e~ =OV=AL(5)ds
0 t

= f(t)- %m / e T (f(s) — (1) ds — §¢—_A / N )y
VA / eV (f(s) — (1)) ds — 5V A / e~V f (1) ds

= IO =560 =5 (1= ) 1) - 1) - 5 (1-e 0V f)
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il vient donc

W) = 10 - |30+ B0+ (1= ) ) - 5 (V- 1) f10)]
= /() Au().

Ainsi 7 est une solution stricte de I'équation @ (t) + A%(t) = f(t) vérifiant les conditions
aux limites suivantes

5 (VA [ s)as
(1) = —5 (V=A) " [0 s)as

N
—~

=)
~—

I

Montrons que u(0), u(1) € D(A). En effet

V—Au(0) = —

—Au(l) = —
et

_Au(0) = —%H(O)——\/—_A( VA5 £(0)

donc w(0) € D(A)

(1) = ~gVA(f e - f(1))ds

Y =ac [ e VA p (s
VA A f(1)d

= SO+ (- Y )S)

donc u(1) € D(A).
Pour le probleme homogeéne on a le résultat suivant.

Lemme 2.2 Sous l’hypothése (H1), le probléme homogéne suivant

{ u' (t) + Au(t) =0
uw(0) = zg, u(l) =14
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admet une unique solution stricte dés que
Zo, L1 € D(A)

Preuve. La représentation de la solution est donnée par
u(t) = e VG + eV
avec
Co=(I=2)Nwg— e m),
1= (I = Z) (w1 — e ).
Puisque xg,z; € D(A), on peut voir que

u € C%([0,1]; X)

avec
U (t) = —V/—Ae VA, + V=Ae VAL
et

"

W () = —Ae VA, — AeTVTAC = — Au(b).

Remarque. La fonction 7 vérifie le probléme suivant

{ () +AT(t) =0
u(0) = up —w(0), u(l) =wuy —u(l).

par conséquent
(t) = e VA + e TIVEAG,

gl

Co=(—2) (up —u(0) — eV~ (g —u(1))),

Co= (1= Z)(wr —u(1) — e (ug — (0))).

2.5 La régularité

Théoréme 2.2 Soient f € CY([0,1]; X),0 < 0 < 1,ug,u; € D(A) vérifiant

f(0), f(1), Aug, Auy € Dy <g,oo)

Sous 'unique hypothéses (H1), La solution stricte du probléme (2.1) a la propriété de
régularité maximale

u', Au € C9([0,1]; X)

Ici, ¢ est dans ’espace d’interpolation réelle D 4 (g, oo) si et seulement si

supr?/? |A(rT — A)_lgpnx < 00.
r>0

Pour démontrer ce théoréme on va utiliser le résultat de Sinestrari [13] suivant.
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Théoréme 2.3 Soient z € E et

pour tout t > 0. Alors
i) x € D(A) si et seulement siu € C([0,T]; E).
i) ¥ € Da(0,00) si et seulement siu € C?([0,T]; E), avec 0 < 0 < 1.

Preuve de théoréme 2.2.
Il suffit de montrer que Au est holdérienne. En utilisant les expressions de u(t), Au(t) on
trouve

Au(t) = Aa(t) + AT(1)

= SO0+ HO) + 5 (T-e ) 50 — 5 (1) f)
FAeTVTAL 4 Aem (Y F(’
1

= 5 (GO +HB) + f() + e*fr(f<t>—f<0>+f(0>>

g OOV (£(8) — F(1) 4 F(1) + AT, A0V,
= 5 (G + HO)+ (1) + 3¢ AF(0) - 5 0V

e () — F0)) — e (1)~ 7(1)

+ AT (1= 2)7 (o —(0) — eV (w — (1))
+Ae=(-Ov=A {(1 — Z)(ug — (1) — eV (g — a(()))).]
Co= (I = Z)  (ug — 1(0) — eV~ (uy — (1)),
¢ = (I = Z)(uy — (1) — eV~ (ug — 1(0))).

Donc on peut écrire

(G0 + H(1)
e TAR(0) — Je TOYAL() (1 - 2) e Aug
+([ Z) 1 —(l tFAu _([ Z) 1 —2tm —(1-t) ‘ﬁAul

Au(t) = f(t)+

(I = z)le20- —OV=A VA py
e V) = F(0)) = e YA (1) - (1)
HI =27 (0 - 1) e (o)

(I - 2)7 ((f?t\/j - I) Ae~(=0V=Ag(1)

4

= f(t)+ % (G(t)+ H(t) + k() + Y Li(t).

=1



CHAPITRE 2. PROBLEME DE DIRICHLET POUR UNE EQUATION
20 DIFFERENTIELLE ABSTRAITE SIMPLE DANS UN ESPACE DE HOLDER

avec

1 1
k‘(t) _ +§€—t\/jf(0) . 56—(1—t)m]c(1) + ([ B Z)—le—thuo
+(I — Z)_le_(l_t)mAul — (I - Z)_le_%me_(l_t)m/lul

—(I - Z)—1€—2(1—t)\/je—t\/jAuO‘

1) = 42 A1)~ FO). D(t) = —ge =V (7(0) — £(1)

Lt) = (I—2) (e—m—ﬂﬂ - 1) Ae~tVA5(0)

1
_ %([ _ Z)_l (6_2(1_t)m . I) /_A/e—(s-&—t)\/jf(s)dS
0

L) = (1=2)7" (e A= 1) ae -0V

1
_ %(I _ 7 <6—2tﬂ _ ]) \/ﬂ/e_@_t_s)mf(s)d&
0

pour la fonction k(t) en appliquant le théoréme 2.3, on trouve que k(.) € C?([0,1]; X), si et
seulement si

f<0>7 f(l)aAu()aAul € D\/j (97 OO) ’

et grace au théoréme de réitération de Lions [11] on a

0
D\/j (9700) = DA(§> OO)

Pour montrer que les autres termes sont holdériennes, il suffit de faire un calcul explicite
par exemple pour 0 < s < t < 1 en effet

L0~ 1) = 5™ () — F(0)) — 5o ™ (7(s) — £(0))

= (T eI () — FO) + 5o () — £(s))
= J1 + J27

et

a0 = |3 (T e ) 09 - 50|

t
39% / \/—_Ae’T\/de

<

1/l co
d’autre part on sait qu’il existe deux constante a et M telles que

H \/ﬂe’THH < M7 te
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donc .
M
i < 5 Ufllgr [ 771 emar
S
et comme s < 7 alors

t

M b M
Al < G 1l [ 7 tar = S len 77,

IN

IN

Pour J5 on a

] = | e 0 - 1o

< Cllflle (¢ =5’

car f est holderienne et
He_”/q” < Me ™ < M

’

pour cette derniére estimation Voir [12].

Cllfllce (= s°) < Clifllga (t—s)°.



Chapitre 3

Probléme de Dirichlet pour une
équation différentielle abstraite
compléte dans un espace de Holder

On va étudier ’équation différentielle opérationnelle compléte du second ordre posé sur
un intervalle borné [0, 1], avec des conditions aux limites de type Dirichlet non homogene

u' (t) +2Bu (t) + Au(t) = f(t);t € ]0,1]
ug(l)g = ug (3.1)

ou A et B sont deux opérateurs linéaires fermés sur un espace de Banach complexe X,
ug, uy € X. Et le second membre f est dans C([0, 1]; X).
On s’intéresse, ici, a la recherche d’une solution stricte u de (3.1) c’est & dire u vérifie

u € C*([0,1); X) N CY([0, 1); D(B)) N C([0,1]; D(A))

on recherchera une telle solution quand la donnée f est holdérienne. On va montrer que la
solution donnée a la régularité maximale c’est & dire u vérifie de plus

u',Bu', Au € C%([0,1]; X)

avec 0 < 0 < let u satisfait (3.1). Nos résultats sont établis sous les hypothéses suivantes :
(H1) B% — A est un opérateur linéaire fermé¢ de domaine dense dans X et pour tout

A>0
C

(M +B*—A)" e L(X) et ||(M +B* - A)‘1||L(X) ST n

ce qui implique (voir [1]) que —(B? —A)% est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe
analytique noté
e_t(BZ_A)% t>0.

(H2) Les opérateurs (B? — A) et B commute au sens du résolvante i.e. Vu € p(B),
YA >0
M+B*— A (B—pul)™ =(B—pl) (M +B*>— A

22



3.1. REPRESENTATION DE LA SOLUTION 23

ce qui implique que si y € D(B) il vient
B(B*— A) 'y = (B*>— A)'By.

(H3) D(A) C D(B2), D((B* — A)2) C D(B).

(H4) A admet un inverse dans L(X).

(H5) B génére un groupe.

Conséqence. Sous les hypothéses (H1)™(H.4). Si I'opérateur B+ (B%— A)'/? est inversible,
alors £B — (B? — A)'/2 générent des semi-groupes analytiques. Voir [4] lemme 4 page 210.

Les résultats obtenus ici sont donnés par

Théoréme 3.1 Soient f € C9([0,1];X),0 < 6 < 1 et ug,u; € D(A). Sous les hypothéses
(H1)~(H5) le probléme (3.1) a une unique solution stricte u sur [0, 1].

Théoréme 3.2 Soient f € C%([0,1]; X),0 < 0 < 1,up,u; € D(A) vérifiant

£(0), f(1), Aug, Auq € D—(B2—A)(§,OO)~

Sous les hypotheses (H1)~(HS5), 'unique solution stricte du probléme (3.1) a la propriété
de régularité maximale

u', Bu', Au € C°([0,1]; X).

3.1 Représentation de la solution

Pour démontrer ces résultats on a besoin d’une représentation explicite de la solution
pour cela on pose

u(t) = e Bo(t)
lorsque que B génére un groupe. Donc
u (t) = —Be Bu(t) + e B0 ()

et
12

u (t) = B%eBo(t) — Be By (t) — Be By (1) + e tPu

On remplace ces deux expressions dans le probléme (3.1) on obtient

(A= Bo(t) +" (1) = e £ (1),

(t).

par conséquent, si I'opérateur A — B? est sectoriel i.e, A — B? vérifie I'hypothése (H1),
on obtient
_(1— 2_4)1/2 _4(R2_ A\1/2
o(t) = e DB | B
t
_%(32 . A)71/2 / ef(tfs)(BzfA)l/zest<8)dS

0
1

—%(B2—A)_1/2/6_(S_t)(B2_A)1/2GSBf<S)dS

t
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et

1
G = (I— Z)_l [eBul _ e—(B2—A)1/2u0 _ %(BQ _ A)—1/2e—(BQ—A)1/2/ 6—5(32—A)1/2633f<8)d8

0

1 ! 2_Ay1/2
+§(B2 _ A)_1/2/ o~ (1=8)(B*-4) / QSBf(S)dS} :
0

2 1/2 1 1 2 1/2
(G = (I-2)1 {uo — e BBy 4 5(32 — A)I/Q/ e BP A58 £ () ds
0

1
_%G(B2A)l/2 (BZ . A)71/2 / 6(18)(32A)1/268Bf<8)d8:| .
0

tel que Z = e 23"~ Notons que selon Lunardi [9] I'opérateur I — Z est inversible et

son inverse est donne par

1 622
I-2)' =T+ —
( ) T o L1 —e

(21 + (B* — A)'?) dz.

3.2 Lemmes techniques
Par la suite on a bosoin des lemmes suivants

Lemme 3.1 supposons que A et B+ (B2 — A)Y/? sont inversible. Alors B — (B? — A)Y/? est
inversible et

{ (B~ (B2~ A)/3)~ = (B4 (B2 — 4)/2) A7)
(B+ (B> =AY~ = (B— (B> = AV A~
Preuve. D’aprés (H2) et le calcul fonctionnel de Dunford il vient
B(B*— A2y = (B*— A)"'/?By (3.2)
pour y € D(B). D’aprés (H2) on a pour tout = € X
(B> — A)V2A7 0 = (B2 — A)"Y3(B? — A)A™'z € D((B? — A)Y/?) C D(B).
Puisque D(A) C D(B?) et D(B?) C D(B) alors de (3.2) il vient que pour tout z € X

BA™'z = B(B*—A)"Y3(B? - A)Y247
= (B> - A)7'V2B(B* - A)?A .
ce qui implique
D(A) C D((B? — A)Y?B)n D(B(B% — A)'/?)
et
(B> — A)V2BA 'z = B(B?> — A)?A7 Vr € X. (3.3)
Soit

= D((B . (B2 . A)I/Q)(B + (B2 o A)1/2>) _ D((B2 . A>1/2>(B + (BQ . A)1/2)),
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et
= (B?— A)Y2(B+ (B?>— A)Y?): (3.4)
y = (32—A)_1/2(B—|—(BQ—A)1/2)_1$ :
Alors y € D((B? — A)Y/?) et
(B — A)V%y = (B + (B? — A)Y?)7'z € D((B* — A)Y?).
Ce qui implique que y € D(A), A laide de (3.3) on obtient
By € D((B? — A)'?)
et
x = (B+(B*—A)Y)(B*—- Ay =B(B* - A)Y*y + (B? - A)y (3.5)
= (B* = A)'’By+ (B* - A)y = (B> = A)'* (B + (B* - A4)'?) y
de (3.4) et (3.5) on trouve que z =y € D(A). Donc
D((B - (B> = A)'?)(B + (B* = A)'/?)) C D(A). (3.6)
Pour l'inclusion inverse de (3.6), on utilise I'hypothése (H3) on obtient alors
D((B — (B* — A)'*)(B + (B? — A)'/?)) = D(A).
Or
(B — (B? — A)Y3)(B+ (B* - A)Y*)A™! (3.7)

= B2A' —(B?>— A)Y2BA' + B(B> — A)V%) A7 — (B - A)A™!
= I

D’oul Vopérateur B — (B? — A)Y/2 est surjectif. Il reste & démontrer que B — (B — A)'/2

est injectif. On suppose que
(B — (B~ A)/2)y =0

Il existe x € X tel que
y=(B+(B*=A)) "

donc
(B— (B?— A)Y?)(B+ (B> - A)Y*) 'z = 0.

On calcule (B + (B? — A)'/?)2 comme dans (3.7), En vu de (H3) et (3.3) on a

D ((B+ (B* — A)'/2)?) = D(A)

(B+ (B?— A)Y?)?22 =2(B*> + B(B* — A%z — Az Vze€ D(A),

qui implique
(B+ (B> = A)Y)) 2z € D(A) VzeX.

(3.8)
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On peut écrire (3.8) sous la forme

0 = (B-(B*-A)Y)(B+ (B>~ AYHAYAB+ (B* - AV 2z
= AB+(B*—A)YH) 2

ou on a utilisé (3.7) donc
y=(B+(B>— AY) 1z =0.
D’ou le résultat.

Lemme 3.2 Si A et B+ (B? — A)Y/2 sont inversibles alors on a pour tout v € X :

/Ot e BV (s)ds := J_(t,z) = (B + (B* = A)Y*)"YI — e "BV (1))

/Ot BV (s)ds .= J.(t,x) = (=B + (B* = A)Y?)7Y(I — !BV (1))

Preuve. La preuve est similaire du lemme 2.1. Par exemple si z € D((B? — A)'/?), en
effet

t t t
(B* - A)l/Q/ e BV (s)zds = / e BV (s)(B?* — A)Y?zds = —/ e —(s)zds
0 0 0 Js
t
= v—eBV({t)r - / e *BB(B? — A)"V*(B* — A)V?xds
0
t
= z—e BV(t)x - B/ e BV (s)xds.
0
Alors [ PV (s)ds € D((B* — A)"/?) et

(B+ (B — A)'/2) /0 BV (s)ds = (I — "BV (1))

Remarque. Si0 <t <1,o0na

/” PV (s)ds = (=B+ (B> —A)*) I — "V (1 —t))a

1t 1
= / BV (s)xds = / BV (s — t)ads.
0 ¢

3.3 Preuves des théorémes

3.3.1 Preuve du théoréme 3.1
Soit f € C?([0,1]; X) telle que 6 €]0, 1. Posons pour 0 <t <1

u(t) = —% /0 e UIBY (£ — 8)(B? — A)"V2f(s)ds

1

- /t e~ 0BV (5 — 1)(B2 — A) 2 (s)ds
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c’est une solution particuliére du probléme donné. Sa dérivé est

@) (1) = % /0 te‘(t‘S)BV(t—s)B(BQ—A)‘I/Qf(s)ds
+% /tl e BV (s — t)B(B* — A)"? f(s)ds
+% /Ot e~ DBV (+ — 5) f(s)ds
-5 tl e~ DBV (5 — 1) f(s)ds

= 2 (nlt) + wal) + (1) — va)).
On note
6t = [ S (76) - o) ds
et

Pour démontrer que () (t) € D(B) et B (u) (t) € C([0,1]; X), on écrit
Buy (t)
= (I+A((B*—A)™")(B*- A" /t e~ IBY(t — 5) f(s)ds

= (T+A((B*= A7) (B* - A)"* /Ot e IV (L — 5) (f(s) - [(1)) ds
HI+A(B* =A™ {(B* = A) B+ (B* = A1 —ePV(1)f(1)}
= (I+A(B*= A7) [GO) + (B* = A)(B+ (B = A7 - ‘tBV(t))f( )]

Busy(t)
= (T A((B = A7) [H(E) + (B — AV2(B — (B2 — AV (e 008V (1= 1) - 1)f(2)],

B’U3(t>
— B(B*- A)"Y*(B%* - A)Y/? /t e DBy (t — 5) f(s)ds
BB = A) VR [G() + (B — A)VA(B + (B — AT — BV (1) £0)]
et

BU4(t)
= B(B?—A)Y2[H(t) + (B = AYA(B+ (B> = A)Y2) e UV (1 —t) - Df(1)].
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Par conséquent
2B (1) (t)
= (B¥B*- A"+ B(B* - A)VHG(t)
—(=B*(B? - A7+ B(B* - A) Y)Y H(t)
+B(B + (B* = A)Y2)"Y(B(B* - A2+ (I - PV (1) f(t)
+B(~=B+ (B> = A N(B(B* = A2 = ) [(I — e DBV (1 — 1) f(1)]
En utilisant 1'holdérianité de second membre et le lemme 3.2, on obtient la continuité de

B (w) ().
On démontre maintenant que u(t) € D(A) et Atu(.) est continue, on écrit

Au(t) = —%A((Bz _ A Y(B - AP /0 9BV (¢ — 6) f(s)ds
—%A((BQ —A)Y(B? - A)l/z/t e UIBY (s — 1) f(s)ds
= S AB — A (G + H )
G AB? = A)VAB 4 (B — A V() £
1

—§A(BQ — ATV —B+ (B> — AV — e 0BV (1 — 1) f(2).

Ainsi 7(.) et @ (t) sont continus grace & I’holdérianité de f. On peut écrire la dérivée T ()
sous la forme

/ 1 t
T = B+ (B = AR B = AR [

1
—%(—B—F (32 _ A)1/2)(B2 _ A)—1/2/ 6(t—s)(—B+(BZ—A)1/2)f(S)d&
¢
Par conséquent % (.) est différentiable et sa dérivée est
t
ﬂ”(f) _ f(t) _ % ((B + (B2 - A)1/2)<32 . A)71/2)2 ((Bz - A)1/2)/ e(ts)(B+(BQA)1/2)f(S>dS>
0

1
5 (B (5= A5 = A (5= ) [ s )
t
(B2 - A)l/?) /t e—(t—s)(B+(B2—A)1/2)f(s)ds
0

= (B = A)")us(t)
= G(t) + (B = A)2(B+ (B = A1 — e PV (1) f(1),

1
(BQ o A)1/2) / e(t—s)(—B+(B2—A)1/2)f(s)ds
t

(B2 = A)"2)ua(t)
H(t) = (B* = A)* (=B + (B* = A)'?) (" PV (1 — 1) = D) f (1),
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donc
W) = f0) — 5 (B+ (B~ A (B~ 4) ) Gl
5 (B (B = A))(B? — Ay (1 BV (1) £(1)
5 (=B (B = A (B = )72 H()
+%(—B +(B? = A)V2)(B2 — A2 (e10BY (1 — 1) — 1) f(1).
Ainsi
a'(t) + 2B (t) + Au(t)
- % (I+ BB~ 42 G(t) - % (I+ BB — A2 H(t)
— (I+B(B*— A7) (I —e V() f(t)
+% (I—B(B>—A)"'2) (" DPV(1—1) = 1) f(t)
+(B*(B* — A)' + B(B* - A)Y?) G(t)
— (=B*(B*> - A)"' + B(B*— A)"?) H(t)
+B(B* — A)T2(1 — e V() f(2)
—B(B* — A)7(I — "BV (1 — 1)) f(t)
S AB = A7 (G + H (1)
—SAB? — A PB4 (B~ AV BV () £(0)
G AB? — A PB4 (B — AT - 4PV (1 - 1) £ (1)
Comme
—%(1 +B(B* = A)7'?) + B(B* — A)7'/? — %A(B2 — A)7VA(B+ (B> = 4)/)7
= —%I + %B(BQ — A7 — %A(B2 — A)7V2(I + B(B* — A7)
= (—%(I — B(B* = A)"'*)(I+ B(B*— A)™'?) — %A(Bz — A)—1> ((I+B(B>—A)Y)™
S [I - B*B*>— A"+ A(B*— A ' (I+B(B>— A)'/*)™

2
= 0,
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—%<[—B(BQ A) 1/2) B(B2 A) 1/2 %A(BZ _A)71/2(_B+ (BQ _A)l/z),l
- ‘%] ‘%BUBQ Ay DAB? — A)VAT - B(BY - A

1 1

—5(B(B* = A)72 4 1) + BY(B* — A)™ + B(B* = A2 = CA(B? - A)™!
= —%(32(32 — AT+ I+2B(B* - AV + BA(B? - A)7!
+B(B* — A)7V/? — %A(B2 — A7
= %B%B? — A7t - %[ — %A(Bz —A)™!
= 0,
et
(T = BB =AY — (BB~ A) 4 BB — A) ) — SA(B? — A)
= —%(I + B*(B*— A —2B(B? - A)Y?) + B¥(B* - A)"' = B(B* - A)"Y/2 — %A(BQ —A)7!
= T4 BB - A AR - A
= 0.

On trouve que 7(.) vérifie Péquation @’ (t) + 2B (t) + Au(t) = f(t) et les conditions aux
limites suivantes

(0) = —% [LeBY (s)(B2 — A)V2f(s)ds

— —% 01 es(+B_(BQ_A)1/2)(B2 — A)7V2f(s)ds

et
— __fo —(1- sBV )(B2_A)—1/2f(8)d8
fo S(FA) (B2 4) 12 f(s)ds

de plus u(0), u(1) € D(A). En effet

(B? — A)M*5(0) = —% /0 1 e (FB=(B*=D'2) ()4
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alors
(5 = (o) = -4 AL 1(5) (o))
(B - A 01 () f0)ds
= SH(0) — (B — A)P(B — (B~ A (B (o)

B*u(0) = B*(B* — A)"*(B* — A)u(0),
d’ou w(0) € D(A). Idem pour @(1), on trouve

(B2 = Aya(l) = — (B - ) / B (1(5) — p(1))ds

1
—%(32 —A)1/2/ 6(1—5)(—3—(32—,4)1/2)dsf(1>
0

1

= 160) - LB Ay (B (B - )L B ),

et
B*u(1) = B}(B* — A) " }(B% - A)u(1).

Pour terminer la preuve du théoreme on donne le résultat suivant

Proposition 3.1 Sous les hypothéses (H1)~(H5), le probléme homogéne suivant

u”’(t) +2Bu/(t) + Au(t) =0, te€][0,1],
admet une unique solution stricte u(.) vérifiant
u(0) =x9 € D(A), et u(l) =z, € D(A).
Preuve. La solution stricte du probléme homogene est donnée par

u(t) = et(_B_(B2_A)1/2)C0 + 6(1_t)(+3_(B2_A)1/2>CI

?

2 1/2
avec 7 = e 2AB-A)?

1/2

Co=(I=2) Mag— et

I‘1>

et
Ci=(—2Z) Nay — e BBy,

Comme zg,r; € D(A) alors ¢, (; € D(A). Il suffit de remarquer que

—Aly = (I - B*(B* = A)7/(B* = A)¢,,

(B = A2y = (1 = Z)7 (B = A2y — ¥ B2 (32 )12y,
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et
(B2 — A)¢y = (I — 2)7H((B? = A)zg — e P-F (B2 — A)ay).

Idem pour (. Ensuit, on a
u(0) = o+ 6+Bi(327A)1/2C1
(I = 2) Mao — "B gy 4 (I = 2) et P

_ ([ . Z)fl([ _ €+Bf(B27A)1/2efo(BzfA)l/Q)x

/ —_B—(B2-A)Y/
1 2(:1:'1 e B (32 A)l on)

0
= Xy,

u(l) = IR g
e B[ gyt gy - BBy ) (- ) (g — e By
= ([ _ Z)—l([ _ €+B—(B2—A)1/2e_B_(Bz_A)1/2)xl
= .
comme (g, (; € D(A), alors selon le lemme 3.1 il vient u € C?([0, 1]; X) et

!

U (t) =—e PV ()(B+ (B* — A)?)¢, — "BV (8)(B — (B> — A)Y?)(,,

1"

W) = —e BV()(2B% — A+ 2B(B? — A)V2)(,
—e0BY (1 — 1)(2B% — A— (B* = A)Y?)(,

ainsi
u' (t) + 2Bu (t) = —e BV (t) AL, — eX DBV (1) AC,.
puisque
—Ae PV ()¢, = (B*—A—B*e PV (t)(,
= (B> = A)e PV ()¢, — B PV ()¢,
= ¢ "PV()(B® — A)¢ — e PV (1) B
_e_tBV(t>A<0

et

AeIBY (1 — )¢, = 9BV (1 — 1) AC,.
On achéve la démonstration du Théoréme 3.1, en remarquant que
uU=u—Tu,
est la solution du probléeme suivant
{ T (1) + 2BU(t) + AT(t) = 0
u(0) = up — u(0), w(l) =wuy —u(l).
et comme w(0),w(1), up, u; € D(A) on peut appliquer donc la proposition 3.1.

3.3.2 Preuve du théoréme 3.2

Pour démontrer que la solution stricte obtenue a la régularité maximale, on va faire
une analyse fine des représentations de Au(t), Bu'(t), en utilisant I’holdérianité de second
membre f € CY([0,1]; X) et le théoréme de Sinestrari utilisées dans le chapitre 2.



Chapitre 4

Exemples

4.1 Exemplel : Propagation de la chaleur

On considére le probléme de propagation de la chaleur v en régime permanent suivant

Alé(l’,%} = flz,y)  (2,9) €(0,1) x (0,1)
u(x,0) =0, .
ulz, ):O} siz e (0,1)

(

1
u(0,y) = uo(y), :
ul(L,y) = uw (y) } sty €0.1)

avec une source interne de chaleur f € C9([0,1], L?(0,1)), avec 1 < p < 00, 0 < § < 1.
Posons £ = L?(0,1). On utilise les notations vectorielles usuelles

u(r,y) =u(z)(y) et flz,y) = f(z)(y),

pour écrire le probléme précédent sous la forme abstraite

() + Au(z) = f(z) 2 €(0,1)
u(O; = Uy (4.1)
1)=u

. D(A) = {vr € L2(0, 1):, 0" € L2(0, 1); 4:(0) = (1) = 0}
= WyP(0,1)

(AY)(y) ="

Il est connue que
D(A) = L¥(0,1)

Pour appliquer les résultats du chapitre 2, il faut montrer que A vérifie I’hypotheése (H1),
pour cela on doit trouver sa résolvante qui est la solution de 1’équation spectrale suivante

A —zp = f

par conséquent

¥(0) = ¥(1)

33

{ v (y) — 2 (y) é(y)
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La solution de I’équation homogeéne est de la forme
V=
Y(y) = CreV™ + Coe™™",
ici on suppose que la racine carré a la détermination analytique définie par

Re+/z > 0.

Par la méthode des variations des constantes on trouve que la solution de ’équation non
homogeéne vérifie le systéme suivant :

Cr(y)eV™ + Cy(y)e™™" =0
VZCi(y)eV™ — 20y m)e™™ = f(y),

son déterminant est

o \/Ee\/gy — \/Ee_\/zy o <
par conséquent
0 e vz
Cy(y)=D"" ) - Ee | —D7 f(y)e
et v
’ _ ev?y 0 _ VZy
C2<y) =D ' \/Ee\/Zy f(y) ‘ =D 1f(y)€ :
Ainsi
1
1 Zs
Cily) = 5 [ (VA e fo)ds +
y
et
Yy
1 1 VZs
Caly) = = [ (V21 (5)ds + ¢,

par conséquent

wl) = G+ G g [(VE T s

Y

1

—5 (A s

En utilisant les conditions aux limites
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et aprés des simplifications on trouve que

y) = / K /2(y,5)f(s)ds

ou
inh 1— inh
sinh v/z( . y) sinh sy/z S0<s<y
V/zsinh \/z
K\/g(?J,S) -
sinh v/z(1 - s) sinh y/z Sy<s<l
V/zsinh \/z
or

V= (A—zI)"f.

De plus, 'opérateur A est inversible et son inverse est donné par

Al f = / —s)f(s)ds — / (1 —s)f(s)ds.
0
D’autre part, on a

' cosh (Rev/z(1 —vy)) [
/O‘K\/;(y,S)‘ds < NEETNE /Ocosh(sRe\/E) ds

cosh (yRe/z) [*
\/_ Jsinb /3 / cosh ((1 — s)Re/z) ds
cosh (Re/z(1 — y)) sinh (y Re \/2)
Re /2 /2] sinh v
+cosh (yRe+/z)sinh ((1 — y) Re /2)
Reyzy/[2]finh 2]
sinh (Re /2)

IN

<

~ Re/zy/|#]|sinh /Z|
C

S INE
2|

car Re/z = \/|z| cos b, et ‘1 — e_ZRe\/E‘ > C (0y) , pour la derniére estimation voir la thése
de Limam [8].
Gréce au lemme de Schur et la symétrie du noyau on trouve que p(A) D [0,4oo]et

AC > 0:

C
. -1
VA€ [0, +oof: [[(A= AN <

En revanche, d’apres Grisvard [6] Proposition 3 page 683 et lemme 2 page 710, on a pour
Da(5,00) = (W5"(0,1); L*(0,1))

2(1—(1-6/2

Bp,(oo (1-6/ )(O, 1)
0

B, (0,1

1-6/2,00
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1
lorsque 0 < —, et
p

6

Dal(5:50) = {0 € Blou(0.1) : :(0) = (1) = 0}

1
sif > —.

p
En appliquant les Théoremes 2.1 et 2.2, il vient

Corollaire 4.1 Soient f € C°([0,1]; LP(0,1)), avec 0 < 8 < 1 , 1 < p < oco. Alors le
probléeme (4.1) a une unique solution stricte u sur [0, 1] des que ug,u; € WOQ’p(O, 1).

Corollaire 4.2 Soient f € C°([0,1]; LP(0,1)),avec 0 < 6 < 1/p ;1 < p < co. La solution
stricte du probléme (4.1) a la propriété de régularité maximale

u', Au e C%([0,1]; LP(0,1))
des que
£(0), f(1), Aug, Auy € B (0,1).
4.2 Exemple 2 : Conditions aux limites périodiques
Soit X = L?(0,1) et Popérateur
T:DIT)cX—-X

défini par
D(T) = i € HY(0,1) : (0) = v(1)}.
T = i)
L’opérateur T est auto adjoint car, pour v € D(T); v € D(T*), on a

(Tu,v) = (u, T*v) ,
et . )
(Tu,v) = /0 (Tu)(s).v(s)ds = /0 i (s).v(s)ds,
on intégre par partie il vient
/Oliul(s).v(s)ds = {iu(s)v(s) e - /Oliu(s).v/(s)ds]
— qu(1)u(1) — iu(0)v(0) + /0 1 iu(s). (w’(s)) ds,

comme v(1) = v(0) et u(1) = u(0), on trouve que

(Tu,v) = (u, T"v) :/0 u(s).1v'(s)ds,
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donc T est défini comme suit

{ D(T*) = D(T)

T*v =iv = Tw.
Puisque T est auto adjoint, alors o(7T") C R, de plus la solution de ’équation spectrale

T+ M=,
qui donne
{ i (1) + M) = (1)
¥(0) = (1),

est donnée par

S~

W(t) = (—i te_i’\sf(s)ds + k:) e

¢
= —i/ N9 f(s)ds 4 k.e™.
0

En utilise la condition au limite 1(0) = (1) il vient :

¥(0) =k
P(1) = —i fg er1=9) £(5)ds + k.e?
donc .
k(1 — AN iX(1-s) ds.
(1—e") Z/O e f(s)ds

C’est a dire :

: t
k= : iA(1—s) d
(1—e?) /0 ‘ fle)ds

d’ou la résolvante deT’ est

V()= (T+ N f = —i /t P9 £(5)ds — /1 e f(s)ds.
0 0

v
(1 —e?)
Si
1 — e £ O<:>17éez’>\<:>€017éei>\
& INF£2km; kel
S AN#£2km kel

Ainsi 0(T) = 277 , par conséquent T? est auto adjoint positif.

On considére par la suite que B = —iT" et
D(A) = D(T?) = {¢) € H*(0,1) : 9(0) = ¢(1) et ¢'(0) = ¢'(1)}
= H%(0,1)

Ap = (=272 —al)p = 20" —arp,  avec a >0
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On peut donc écrire le probléme (3.1) sous la forme suivante

(0% 0%u 2u
pour (z,y) € (0,1) x (0,1)
u(ly) = u(y), #0<y<l, (4.2)
u(z,0) = u(x, 1),
ou ou si0<z < 1.
\ a—y(ﬂ%o) = 8—y(9€> 1),

telles que ug, u; sont deux fonctions données dans D(A), et le second membre
f € C%([0,1]; L%(0, 1)).
Il suffit maintenant de montrer que les hypothéses de chapitre 3 sont vérifiées.
On a
D(B® — A) = D(T?) = {¢ € H*(0,1) : ¥(0) = ¥(1),¢'(0) = ¥'(1)}
(B? = A)p = =3¢" + ay,
d’apres les propriétés des opérateurs auto adjoints ’hypothése (H1) est vérifie.

D’autre part on a D(A) = D(B?) = D(T?), et d’aprés un résultat de Lions-Magenes [10]
on a

D((B* - A)Y?) = (D(B*~ A),X),, = (D(T?),X)

L=
552

= (H4(0.1), L*(0,1)),

2

=

,2

¥

D’autre part on sait
(H*(0,1),L%(0,1)),, = (W?**(0,1),L%(0,1))

= B3y (0,1

= H'Y(0,1)

Ainsi espace D((B? — A)Y/2) est exactement H(0,1) = D(T) = D(B).
Par un calcule directe on peut montrer que 1’équation suivante

Ap = (=2T* —al)p =20 —ap = f

admet une unique solution c’est a dire A est inversible. d’otu le résultat suivant

1
2 3,2

N|=

Corollaire 4.3 Soient f € C°([0,1];L*(0,1)), 0 < 6 < 1 et up,us € HZ(0,1). Alors le
probléme (4.2) a une unique solution stricte u sur [0, 1].

Pour la régularité maximale, il suffit de caractériser I’espace d’interpolation. On a

0
D(327A)<§7OO) - (Hi(071)7‘[/2<07 1))1_9/2700

= {¥ € B3.(0,1):4(0) = (1)}



Bibliographie

[1] Balakrishnan A. V. : Fractional powers of closed operators and the semigroups gene-
rated by them. Pacific. J. Math. 10 (1960), pp. 419-437.

[2] Bruhl P. L. : Introduction a la théorie spectrale, cours et exercices corrigés, Dunod,
Paris, 2003.

[3] Butzer-Bérens : Semi-groups of operators and approximation,1967.

[4] Favini A., Labbas R., Tanabe H., Yagi A. : On the solvability of abstract diffe-
rential equations of elliptiqc type, Funkcial. Ekvac 47 (2004) 205-224.

[5] Grisvard P. : Commutativité de deux foncteurs d’interpolation et applications, 1966.

[6] Grisvard P. : Spazi di tracce e applicazioni. Rendiconti di Matematica (4). 5 (1972),
série VI, pp. 657-729.

[7] Grisvard P. : Théoréme de trace et d’interpolation, 1960.

[8] Limam K. Etude de Problémes de Transmission Régis par des Equations Différentielles
Abstraites de type Elliptique, thése de doctorat, université de mostaganem (2012).

[9] Lunardi A. Analytic Semigroups and Optimal Regularity in Parabolic Problems, Bir-
kh&user, Bsel 1995.

[10] Lions J.L., Magenes E. : Probléme aux limites non homogenes et applications, Du-
nod, Paris, 1968.

[11] Lions J. L., Peetre J. : Sur une classe d’espace d’interpolation. Inst. Hautes Etudes
Sci. Publ. Math., 19 (1964), pp. 5-86.

[12] Pazy, A., Semigroups of Linear Operators and Applications to Partial Differential
Equations, Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg, Tokyo, 1983.

[13] Sinestrari, E., On the abstract Cauchy problem of parabolic type in spaces of conti-
nuous functions, J. Math. Anal. Appl. 66 (1985) 16-66.

[14] Tanabe, H., Equations of Evolution, Pitman London San Francisco-Melbourne, 1979.

39



