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Résumé:

Ce travail est consacré a I'étude d'une équation différentielle abstraite compléte dans les
espaces de Holder.

On démontre I'existence, l'unicité et la régularité maximale de la solution stricte sous
certaines conditions de compatibilité naturelles liées a I'équation.

Ici, les techniques utilisées reposent essentiellement sur la théorie des semi-groupes
analytiques et sur les résultats de régularité de Sinestrari.
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Introduction

Ce travail est une synthése des résultats obtenus dans 'article de A. Favini, R. Labbas, S.
Maingot, H. Tanabe et A. Yagi [7].

Le but était d’étudier I'existence, 'unicité et la régularité maximale de la solution de ’équa-
tion différentielle abstraite compléte du second ordre suivante

"

u' (z) + 2Bu (z) + Au(z) = f(x), z e (0,1), (1)
sous les conditions aux limites de type Dirichlet
u(0) = ug, u(l) = uy, (2)

ou A, B sont des opérateurs linéaires fermés de domaines respectifs D(A), D(B) non néces-
sairement denses dans un espace de Banach complexe X. Le second membre f est holdérien
ie fe00,1,X) (0< 0 <1) et ug, uy sont des données dans X.

On note que cette étude a été aussi faite dans le cadre des espaces LP([0,1], X) (1 < p < o0)
ou lespace X a la propriété géométrique UM D [6]. 11 est a noter aussi que le cas B =0 a
été amplement étudié dans [11].

L’objectif de ce travail est de trouver les conditions nécessaires et suffisantes pour avoir une
solution stricte de - c’est & dire une fonction u telle que

ue C([0,1],X)nC([0,1],D(A), u € C([0,1],D(B)),
et qui vérifie (1)-(2).

Apres avoir trouvé la représentation de la solution stricte, on cherche sous quelles conditions
nécessaires et suffisantes cette derniére a la régularité maximale (i.e) quand u vérifie

o', Bu/, Auc CY(0,1]; X).

Ici approche est basée sur l'introduction de deux opérateurs linéaires fermés L et M liés
avec A et B tels que

{ D(L) = D(M) ()

D(LM) = D(ML)
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LM — ML C -A
On note que si (P, D(P)), (Q, D(Q)) deux opérateurs linéaires, on écrit P C @), si
D(P) C D(Q) et P =@ sur D(P).

{L—MCZB

(Hs) L, M géneérent des semi-groupes analytiques généralisés sur X.
(Hy) L+ M admet un inverse borné.

Sous ces hypothéses le probléme — sera équivalent a 1’équation différentielle abstraite
compléte du second ordre

u’ (x) + (L — M)ul(x) — LMu(z) = f(x),
avec les mémes conditions aux limites
u(0) = up, u(l) = uy,

et la solution stricte de ce dernier, appelée (L, M) stricte solution, sera clairement la solution
stricte de (1)-(2).

Les principaux résultats de ce travail sont illustrés par les deux théorémes suivants, le premier
donne des conditions nécessaires et suffisantes pour avoir une solution stricte et le deuxiéme
concerne la régularité maximale de cette solution.

Théoréme 0.1 On suppose que les hypothéses (Hy) ~ (Hy) sont vérifiées, 0 € 10,1[ et
f e 0%0,1], X). Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le probléeme — admet une unique (L, M) solution stricte u,
2. ug, uy € D(LM) et

f(@) — Au; € D(LM), i=0,1.
Théoréme 0.2 On suppose que les hypothéses (Hy) ~ (Hy) sont vérifiées et 6 € |0,1[. Alors
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. Le probleme — admet une unique (L, M) solution stricte u ayant la régqularité
maximale :

"

u', Bu, AueC%0,1],X),
2. feC%0,1], X), ug, uy € D(LM) et
£i) — Au; € (D(LM), X), o ., i=0,1.

,5700;
A la fin de ce travail on donne un exemple du couple d’opérateurs (L, M) [5].

Ce mémoire comporte quatre chapitres :

le premier est consacré a des rappels et des définitions des outils mathématiques utilisés :
semi-groupes, espaces d’interpolation, espaces de Holder...

Au deuxiéme chapitre on donne la représentation formelle de la solution du probléme.
Dans le troisiéme chapitre on expose les résultats essentiels d’existence, d’unicité et de
régularité maximale de la solution stricte de I’équation compléte dans les espaces de Holder.
Le quatriéme chapitre est réservé aux applications des résultats abstraits obtenus au
chapitre 3 sur des exemples concrets.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Opérateurs linéaires

Définition 1.1 A est un opérateur linéaire sur un espace de Banach X si c’est une appli-
cation linéaire définie sur un sous espace vectoriel D(A) C X, dit domaine de A, & valeurs
dans X.

On désigne par L(X) Uespace des opérateurs linéaires continus définis sur X (D(A) = X).
Cet espace muni de la norme

[AllLx) = sup{l[Az|[x : v € X, [Jz]ly =1},
est un espace de Banach.

Définition 1.2 Soient (P, D(P)), (Q, D(Q)) deux opérateurs linéaires de X dans X. On dit
que Q) est une extension ou un prolongement de P et on note P C Q) si

D(P) C D(Q) et P =Q sur D(P).
Définition 1.3 L’opérateur A : D(A) — X est dit fermé si son graphe
G(A) ={(z, Az) : x € D(A)},
est fermé dans X x X.

Proposition 1.1 A: D(A) — X est un opérateur linéaire fermé si et seulement si pour tout

{2y }nen € D(A) telle que
{ Ty — T { x € D(A)
=

Ax, —y Ar =y

Définition 1.4 On dit que l'opérateur linéaire A D(A) — X est fermable s’il admet une
extension fermée.
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Proposition 1.2 L’opérateur A : D(A) — X est fermable si et seulement si pour toute suite

{mn}neN C D(A)v
r, — 0
—y =0.
Ar, —y

Définition 1.5 On dit que l'opérateur A : D(A) — X est a domaine dense, si D(A) = X,
(i.e) si pour tout x € X, il existe une suite (T, )nen d’éléments de D(A) telle que x = lirf Ty
Définition 1.6 On appelle ensemble résolvant de 'opérateur A l’ensemble

p(A) ={A e C: (A— \) est inversible dans L(X)}.

Un élément de p(A) est appelé valeur résolvante de A.

1. Si )\ € p(A) on définit la résolvante de A au point A\, notée Ry(A), par
Ry(A) = (A—XI)"%

2. 0(A) = C\p(A) est appelé le spectre de A et un élément de o(A) est appelé valeur
spectrale de A.

Proposition 1.3 Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire. Si p(A) # O alors A est
fermé.

Définition 1.7 Soit 0 < w < w. On définit le secteur suivant
S, ={z € C\{0} : |arg z| < w}.
Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d’angle w si
o(A) C S,

et
Vo €lw, [, M(A,w) = sup |[A(4 - /\])_IHL(X) < 00.
A¢Sw

On note sect(w) l'ensemble des opérateurs linéaires sur X qui sont sectoriels d’angle w.

1.2 Intégrale de Dunford-Riesz

Pour U un ouvert de C, on désigne par H(U) 'ensemble des fonctions holomorphes sur U.

Définition 1.8 Soient A € L(X), U un owvert de C, K un compact de U contenant o(A)
et v le bord de K orienté positivement (v est donc finie et entoure le spectre de A). Soit
f e H(U), alors

1

"~ 2im

£(A) / F(2)(2I — A)dz.
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1.3 Semi-groupes
Définition 1.9 Soit X un espace de Banach complexe. Un semi groupe sur X est une famille
(G(t))i>0 d’opérateurs linéaires bornés telle que

1. G(0) =1.

2. Vs,t e Ry : G(t+s) = G(t)G(s).

Lorsque la deuxiéme propriété est vérifiee pour ¢ et s quelconques dans R, (G(t))icr est dit
un groupe.

1.3.1 Semi-goupes fortement continus

Définition 1.10 Le semi groupe (G(t)),s, est dit fortement continu (ou Cy semi-groupe), si
pour tout x € X, Uapplication t — G(t)x de Rydans X est continue c’est a dire

X : lim [|G(t)z — || = 0.
Vo e X lm [|[Gt)r — ol

Proposition 1.4 Soit (G(t)),5, un Cy semi-groupe. Alors il existe deux constantes M > 1
et w > 0 telles que
vE>0, [[GO)px) < Me"*.

Le Cy semi-groupe (G(t)),s, est dit uniformément borné si M > 1 et w = 0, en particulier il
est de contractions st M =1 et w = 0.

1.3.2 Générateur infinitésimal d’un (| semi-groupe

Définition 1.11 On appelle générateur infinitésimal d’un Co semi-groupe (G(t)),s,, l'opé-
rateur linéaire A défini par :

G(t
D(A) = {gp € X : limy_ o+ w existe dans X}

G(t)p —
Vo € D(A), Ap = lim, o+ w.
Théoréme 1.1 (Hille-Yosida) Soit A : D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé tel

que D(A) = X. Alors A est générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (G(t)),5, si et
seulement s’il existe deux constantes M > 1 et w > 0 telles que

p(A) Dlw, +o0],

et
M

VA €lw, +oof, Vn €N, [[(A =AD" ) < )



1.3 Semi-groupes 6

1.3.3 Semi-groupes analytiques

Définition 1.12 Soient 0 < o < g et A = {z € C\{0} : |argz| < a}. On appelle semi
groupe analytique de type o une application T définie sur A & valeurs dans L(X) vérifiant
1. z — T(2) est analytique dans A.
2. T(0) =1 etVz € X, EL%T(Z)‘% = x.
zeA

3. V2, m €A, T(z+2z)=T(x1)T(2).

1.3.4 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique

Théoréme 1.2 (Kato) Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire tel que
1. A est fermé.
2. D(A) est dense dans X.
3. p(A) D{A e C*:ReX >0} et
K
-1
3K >0, VA:ReA >0, [[(A=AMg)" |y, < oLk
Alors A est générateur d’un semi-groupe analytique G vérifiant
1. 3M >0, Yt >0, |Gl px) < M.
2.Vt>0,G(t)e L(X,D(A)) et
M
[AG )| ) < e
Semi-groupe analytique généralisé

Un opérateur linéaire A sur X est dit générateur infinitésimal d’un semi groupe analytique
généralisé s’il est générateur d’'un semi groupe analytique a domaine non dense.

i
Dans ce cas ils existent w € R, 6 €]0, 5[ tels que

p(A) D Sus = {) € C\{w} : Jarg(A — w)| < g +6

et sup ||(A—w)(A — A)_1HL(X) < 00.
)\ESW,(;

Le semi-groupe analytique généralisé sera noté (e*4),>o et il n'est pas supposé fortement
continu.
Pour 7 > 0 fixé, 6o € ]0,6[, (€"4),>0 est donné par
1
= Az _ -1 :
oA _ ) gim e (A — A)~HdA, siz>0

I, si x=0
ot 7y est le bord de S, 5,\B(w,r) orienté de coe51%) & ooeil3+90),
(Pour plus de détails voir [13], [14]).
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Remarque 1.1 Un semi groupe analytique est un semi groupe analytique généralisé forte-
ment continu en 0.

1.4 Espaces d’interpolation

Définition 1.13 Soit X un espace de Banach. On désigne par LP(R,, X) (1 <p < 00),
l’espace de Banach des fonctions f fortement mesurables définies pour presque tout t € R
a valeurs dans X telles que

(A“”www&%);znﬂ

Sip=+o00 , on définit l'espace L (R, X) par

LP(Ry,x) < OO

f Ry — X fortement mesurable et

supyer, ess | F(£)]x < oc.

feLPRyX) & {

Définition 1.14 Soient (Xo, ||.||,) et (X1, |.||;) deuz espaces de Banach s’injectant continue-
ment dans un espace topologique séparé F.

Les espaces (Xo N X1, ||| x,nx,)s (Xo + X1, [l x,4x,) munis des normes suivantes
2]l xnx, = [12llx, + ll2llx, » pour z € Xon X,
|7l g x, = infr=agar (looll, + ll2ally,) 5 pour @ € Xo+ X,
Zj @

sont des espaces de Banach.

Pourf €10,1[, p € [1,400], on définit l'espace d’interpolation entre Xy et X1 noté (Xo, X1)o,
comme étant ’ensemble des vecteurs x € Xy + X, tels que

YVt > 0, ElUO(t) € X(), Elul(t) eXi:x= Uo(t) + Ul(t)
t0uy € LP(R,, Xo), "Puy € LP(R., Xy).

Proposition 1.5 (X, X1)g, muni de la norme

_ -6
Il =, inf (ol
qu(t)EXi

) + Ht179U1|

L2(R+,Xo LZ(R+,X1>) ’

est un espace de Banach vérifiant
XoNX; C(Xo, X1)op C Xo+ Xy,

avec injections continues.
Cas particulier : Soit A: D(A) C X — X un opérateur linéaire fermé. Son domaine D(A)
est un espace de Banach muni de la norme du graphe

2l pay = llzllx + 1Azl = € D(A).
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Pour Xy = D(A), X; = X, on note pour p € [1,+o0] et 6 €]0, 1],
D4(0,p) = (D(A), X)1-0,-

Certains espaces d’interpolation ont une caractérisation explicite, on cite par exemple les cas
suivants :

1. Si R, C p(A) et il existe une constante ¢ > 0 telle que

VA > 0,

(A= Ny <

)Mo < 5

alors 'espace D (0, p) est donné par
Da(0,p) ={uec X: tPA(A—tI)'u e [F(Ry, X)},

(voir [2], [§]).

Dans ce cas et grace a la propriété de réitération de Lions-Peetre [12], on a pour tout
p € [1,+0o0] et m € N*,
D 4(mb,p) = Dan(0,p).

2. Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans E alors
Da(0,p)={uec Xt~ Ix)ue PR, X))},

(voir [12]).

3. Si A génére un semi-groupe analytique et borné dans X alors
Da(0,p) ={uec X: t' Ay € LP(Ry, X)}.
Ces espaces vérifient la propriété d’inclusion
Da(#',p) C Da(0,q),

pour 0 > 0 et p,q € [1,+00] quelconques ou pour 0 =0 et q<p.

1.5 Espaces de Holder

Définition 1.15 Soient X un espace de Banach compleze, 0 € 10, 1] un nombre fizé et I un
intervalle fini quelconque de R.

On note C(1,X) lespace de Banach des fonctions continues sur I o valeurs dans X muni
de la norme

HfHC(I,X) — max 1 x -

On appelle espace de Hélder d’exposant 0 noté C°(I; X) ’espace

CUI,X)={ feC(,X): sup Hf(t‘)t_f’(;)HX <00 g,
t, sel — S
t—s#0



1.6 Quelques résultats classiques 9

munt de la norme

?

1/ (£) = £(s)|
||f||c0(I,X) = Hf”c(],X) + sup 5 X
t, sel |t—3‘
t—s#0

est un espace de Banach.

Définition 1.16 D’une fagon générale on définit l’espace de Hélder C*(I,X) avec k € N
et 0 €10,1] par
CHOIL,X)={feCHI,X): f® eI, X)}.

Cet espace est muni de la norme
k
1flexow ) = I llosxy + 17 ooz
ou

k
Hf”ck(z;x) = Z ||f(i)HC(I,X) :
i=0

Pour la suite on aura besoin de certains résultats classiques dont on rappelle les principaux.

1.6 Quelques résultats classiques

Proposition 1.6 Soient A € L(X) et B: D(B) C X — X, un opérateur linéaire fermé tel
que Im(A) C D(B). Alors BA € L(X).

Pour tout opérateur () générateur d’un semi-groupe analytique généralisé, on a les résultats
suivants.

Proposition 1.7 1. Soit ¢ € X. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.

(a) eQp e C([0,1], X).

(b) v € D(Q).
2. Soient 0 €]0,1[, g € C?([0,1], X) et ¢ € X. On pose pour tout x € [0, 1],

v(z) = ey +/ e($_s)Qg(s)ds.
0

Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.
(c) ve CH([0,1], X) N C([0,1], D(Q)).

(d) v € D(@Q) et g(0) + Qp € D(Q).
Preuve :

Voir [14] et [15].

Théoréme 1.3 1. Soit 0 €]0,1[. Alors on a l’équivalence entre
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(a) eQp e C?(0,1],X).
(b) » € (D(Q); X)1-0.00:

2. Soient 0 €]0,1[ et g € C?([0,1]; X). On pose pour tout = € [0,1],

oa) = [ e Ag(s) - g(0)ds
0
Alors
v e CH([0,1], X) N C%([0,1], D(Q)).
3. Soient g € C([0,1], X) et ¢ € X. On pose pour z € [0,1],
w(z) = "9y +/ e 9% (s5)ds.
0

Alors les deux propositions suivantes sont équivalentes.

(c) we CH([0,1], X) N C?([0,1], D(Q))-
(d) g€ C%([0,1],X), ¢ € D(Q) et g(0) + Qp € (D(Q), X)1-0,00-
4. Soit g € C9([0,1], X). Alors

Qleﬁwﬁ—mmwew@»mwm

Preuve :
Voir [2], [3] et [14].
Notation : Soient ¢ et h deux fonctions définies sur [0, 1] & valeurs dans X et # € ]0,1[. On
écrit
g~ h,
si

g—heco,1], X).

Proposition 1.8 Soient h € C%([0,1], X) et ¢ € D(Q). Si on pose pour tout x € [0, 1],
w(z) = ™y —|—/ e@=9)9n (5)ds,
0

alors

Qu(.) =9 e?(Qw + (0)).

Preuve :

Il suffit d’écrire que
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Qu(r) = Qe™@p+Q /Ow e 99 (h(s) — h(0))ds + Q /Ow e@=9Cn(0)ds
—<%@¢+@AZWMWMQ—Mmm&wum—&%w»
- &WQ¢+mm»+Qlﬁﬂﬂﬂmww—mmmS—mm,

(i.e)
Qu(x) — *(Qp + h(0 @/ @99 (h(s) — h(0))ds — h(0),

et d’utiliser le deuxiéme point du théoréme [1.3] O



Chapitre 2

Représentation de la solution de
I’équation compléte dans les espaces

de Holder

Dans ce chapitre on donne une représentation formelle de la solution stricte de I’équation
compléte. On note que certaines étapes faites ici ne sont justifiées qu’au chapitre suivant.

On considére ’équation abstraite compléte
u' (z) + 2Bu (z) + Au(z) = f(x), z € (0,1), (2.1)
avec les conditions aux limites de type Dirichlet
u(0) = up, u(l)=uy, (2.2)

tels que A, B sont des opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach complexe X, de
domaines respectifs D(A), D(B) non nécessairement denses dans X, ug, u; sont des éléments
donnés dans X et le second membre f € C?([0,1],X) (0< 6 <1).

Afin de trouver la représentation formelle de la solution stricte de cette équation c’est a dire
la fonction u telle que

ue C([0,1],X)nC([0,1],D(A)), u € C([0,1],D(B)),

on commence par la représentation de la solution pour I’équation simple (i.e B = 0).

2.1 Résolution de ’équation différentielle simple
On considére donc I’équation suivante
u'(z) + Au(z) = f(z),  w€(0,1), (2.3)

avec les conditions aux limites de type Dirichlet



2.1 Résolution de I’équation différentielle simple 13

u(0) = up, u(l)=uy, (2.4)

tels que wug, u; sont des éléments donnés dans l'espace X, f € CY([0,1],X), 0 < 0 < 1 et
A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) non nécessairement dense dans X vérifiant
I’hypothese d’ellipticité suivante

c

Je >0, VA0, (A= M) e L(X) et [[(A=AD)7'|, < oY

(Ho)

Cette hypothése n’implique pas que A est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe ana-
lytique. Par contre elle implique que Q = —(—A)Y2 est un générateur infinitésimal d'un
semi-groupe analytique noté

(pour plus détails voir [I]).

Pour donner une représentation de la solution de (2.3)), on utilise la méthode de la réduction
de l'ordre de Krein.

On suppose l'existence d’une solution stricte u de (2.3)) c’est a dire u :

u e C*([0,1], X) N C([0,1], D(A)),

et on pose
o(z) = ~Q M (a)
() = 5 (u(z) — v(2)) (25
2(r) = 5 (u(z) +v()),
donc / vy / . L
y<x>:§(u<x>—v<x>) 5 (~Qu@) + Q' (@)
En utilisant ( et (2.5), on obtient
() = Qu(a) + 5@ [ () (26)
y(0) = %o,
avec . )
vo = 5 (u(0) = v(0)) = 5 (u(0) + Q7' (0))
Similairement, on a
, 1., , 1 )
£ @) = 50 @) +0' () = 5 (Qula) + Q7" (@)) .
en utilisant (| et ([2.5)), on obtient
() = ~Qz(2) — 5Q () @)
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avec

(1) = % (u() - @ ().

Alors la résolution du probléeme (22.3))-(2.4)) est équivalente & celle des deux systémes qui sont
des problémes de Cauchy bien posés.

On note que 'avantage de la méthode de réduction de I'ordre est que si le probléme admet
une solution alors elle est nécessairement unique.

Par conséquent, pour tout x € (0, 1), on obtient

1 X
va) = Oty [ IG5
0

1 !
Z(ﬂ?) _ e(lfﬂr)Qz1 + 5/ e(sfx)QQflf(S)ds.
Finalement, la solution du probléme est donnée par
uw@) = y(x)+2(z) (2.8)
ou

1 i
I, = —/ e@=9RQ~1 f(s)ds,
2 Jo

1
Jr = 5/ =R~ f(s)ds.

2.2 Résolution de I’équation différentielle compléte
Pour passer a la représentation de la solution de I’équation compléte ([2.1]), on pose
u(z) = e *Bu(z),

lorsque B génére un groupe, donc

’

u (z) = —Be "Bu(z) + e Pv (z),

et

"

u' (r) = B2 *Pu(z) — 2Be B0 (z) + e 70" (2).
En remplagant ces deux expressions dans (2.1]), on obtient I’équation
v (z) + (A — BYu(z) = e*Bf(2). (2.9)

Par conséquent, si Popérateur (A — B?) est sectoriel (i.e) (A — B?) vérifie ’hypothese (Hy)),
en posant
Q = - B2 - A>
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et par analogie avec (2.8)), la solution de (2.9) est donnée par

1 e
v(z) = ey + 1709z 4 3 / eT™IRQ e B f(s5)ds + 5 / TIRQ e f(s)ds,
0 x

d’oul la solution de I’équation compléte u est donnée formellement par

1 [ 1 [t
u(x) _ @B <€zQy0 + e(l—ﬂﬂ)QZ1 + 5 / e(m—s)QQ—lest(S)ds + § / e(s—r)QQ—lest(8>dS)
0 T

= @By 4 (@B =B, %Q—l /I T=9)Qe(=DB () s
0
1 ].
+5Q7 / IRl f(s)ds

1 : 1 1
_ GI(Q_B)yO_'_e(l—x)(Q—&-B)yl_’_5@—1/ e(“—s)(Q‘B)f(s)ds+§Q‘1/ e(s—w)(Q+B)f(3)d5
0 T

avec

B
n=e "z

Si on définit les deux opérateurs L, M par
L=B-(B-Af=B+Q, M:=-B—(B*-A)}=Q-5

et si on suppose que les opérateurs L et M générent des semi groupes analytiques généralisés
et que L + M admet un inverse borné, alors la solution de (2.1]) devient

T 1
u(x) = eMyo + ey + (L + M)™? / @M f(§)ds + (L + M)™? / e~ f(s)ds.
0 T

Pour déterminer yg, y; on utilise les conditions aux limites

on trouve alors .
ug = (L+ M)~" [ et f(s)ds + yo + "y,

up = (L+ M)~ [ WM f(s)ds + eMyo + i,

donc

1
== (L M) [ et pds - et (210)
0

1
y1=u; — (L + M)_l/ eB=IM £(5)ds — My, (2.11)

0
en remplacant la valeur de yo dans (2.11)) et on supposant que e?*M = eleM = eMel on

obtient

1 1
(I — "™y = uy — eMug — (L + M)_l/ eB=IM f(s)ds + (L + M)_leM/ el f(s)ds.
0 0
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Si Popérateur (I — eX+tM) est inversible, on aura

1
y = (I -l {ul —eMug — (L + M)l/ eU=9M £(5)ds
0

0

+«L+A@%M/da€ﬂ@@}.

1
Yo = up— (L+ M)l/ e f(s)ds — (I — e" M)tk [ug — eMug—
0

1 1
(L+M)™* / LM f£(§)ds + (L + M) teM / eSLf(s)ds]
0 0
si on pose
T — ([ . eLJrM)fl’
alors ) .
Yo = ug — (L + M)~ [ et f(s)ds — Ter[uy — eMup—
(L+ M)t [ eB=IMf(s)ds + (L + M)~'eM [ e f(s)ds).
v = Tluy — eMug — (L + M)~ fol eU=9M £(s5)ds
[ (L4 M)l [ ek f(s)ds],
d’ou

u(z) = eMTug+ e LTy + (L + M)_l/ e IM f(5)ds
0

~T(L+ M)~ te™™ /1 el f(s)ds
0

+(L+M)™! /1 e f(5)ds (2.12)

1

—T(L + M)_le(l_m)L/ eU=9M £(5)ds

0

_Tel-n)L M (uo . (L + M)fl /1 65Lf<8)d8>

0

—Te Ml (ul —(L+M)! /1 e(ls)Mf(s)ds) :

0

Remarque 2.1 On peut obtenir cette représentation en s’inspirant du cas scalaire on sup-
posant que (L + M )2 est un scalaire strictement positif.
La solution générale de l’équation est alors donnée par

U(l’) = engo + e(l_x)]fl,
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ot &y, & sont des constantes.
En utilisant la méthode de la variation des constantes, on obtient la représentation

T

u(r) = eMeg+ e 4 (L + M)_l/ e@=IM £ (5)ds
0

+(L+ M)™! /1 e~ £ (5)ds.

T

Les conditions aux limites déterminent les constantes € et €1 pour avoir ’expression .



Chapitre 3

Etude d’existence, d’unicité et de
régularité maximale de la solution

Dans cette partie on va étudier I’équation différentielle abstraite compléte du second ordre
de type elliptique

u' (x) + 2Bu (z) + Au(z) = f(x), x € (0,1), (3.1)
avec les conditions aux limites de type Dirichlet
u(0) = ug, u(l)=wuy. (3.2)

On s’intéresse ici a la recherche d’une solution stricte u de (3.1) c’est a dire la fonction u
vérifiant

ue C?([0,1],X)NC([0,1],D(A), u € C([0,1],D(B)).

On cherche une telle solution quand la donnée f est holdérienne. De plus on va montrer que
la solution trouvée, sous certaines conditions de compatibilité, a la régularité maximale c’est

a dire u est telle que
W', Bu', Au e C%([0,1]; X).

Pour cela on étudie I'équation différentielle abstraite compléte du second ordre

"

u' (x) + (L — M)u'(x) — LMu(z) = f(z), (3.3)
avec les mémes conditions aux limites
u(0) = ug, u(l) =y (3.4)

ou L, M sont deux opérateurs linéaires fermés dans X, de domaines D(L), D(M) respecti-
vement et satisfaisant les hypotheses suivantes:

D(L) = D(M), (i)
D(LM) = D(ML), '

I
S
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L et M sont liés avec A et B par

L—-McC2B
LM =MLC —-A

(Hs) : L, M générent des semi-groupes analytiques généralisés sur X,
(Hy) : L+ M admet un inverse borné.

Remarques :

1. Des hypotheses (H;) et (H3), on conclut que Popérateur (L+ M) génére un semi groupe
analytique (ef”(L“LM))DO sur X.

2. A partir de 'hypothése (H;) et comme ML = LM, on obtient pour tout n, m € N,
D(M™L™) = D(L™M™) = D(L"™™) = D(M™™). (3.5)

3. La résolution de est équivalente a celle de

u' (@) + (L — M)u'() = LMu(x) = f(z),

et donc & chercher la fonction u telle que

u € C%([0,1], X) N C([0,1], D(LM)), u € C([0,1], D(L — M)),

et qui vérifie (3.2). Une telle solution s’appelle (L, M) solution stricte du probléme

B-0-B-2).

On note que grace a Lunardi [13], Popérateur (I — e“**) admet un inverse borné noté 7.

En s’inspirant du résultat du chapitre précédent concernant la résolution de ’équation diffé-
rentielle complete on peut donner une représentation formelle de la solution u de (3.1])-(3.2)) :

u(z) = eMTug+ eI LTy + (L + M)l/ e@=IM £(5)ds
0

-T(L+ M)_lexM/O et f(s)ds
+(L+ M) /1 eIL £ (5)ds (3.6)

1
~-T(L+ M)le(lx)L/ 1M £ (5)ds
0

_Te(lf:z:)Lero . TexMeLfl,

ou

fo=wuo— (L+M)! fol el f(s)ds

fr=wu — (L4+ M)~ [ e0=9M f(5)ds.
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Si pour g € C?([0,1]; X), Q € {L, M} et ¢ € D(Q), on pose
Si(x,¢,9.Q) = e"9T¢ + [ e*=%(s)ds
Sa(w,9,Q) = —Te™? [ esEHM-Qg(5)ds
R(z,¢,Q) = e"@e M Rg,

u sera donnée par

u(z) = (L+ M) 'Sy (z,(L+ M)ug, f, M)
+(L+ M) 'Sy(z, f, M) — TR(x, f1, M)
+(L+ M) 'S (1 —a, (L + M)uy, f(1—.),L)

(L4 M) 8,1 =, f(1 = ), L) = TR(L — 1, fo, L).
Clairement la régularité de u découle de celle de Si(x,¢,9,Q), Sa(z,9,Q) et R(z,p,Q).

[’étude de ces derniers est I'objectif du paragraphe suivant.

3.1 Lemmes techniques

Lemme 3.1 On suppose que les hypothéses (Hy) ~ (Hy) sont vérifiées. Alors pour tout
g€ C0,1;X), Qe {L,M}, v e X et p € D(Q), on a

1. R(.,¢,Q), LMR(.,%,Q), Q*R(.,%,Q) € C*([0,1]; X).
2. Q51(. 6,9, Q) =9 ?(QT¢ + 9(0)).
3. (L+M—Q)Sy(.,9,Q) =g Te?g(0).

Preuve :

1. Comme L+ M — () est un générateur d’un semi-groupe analytique généralisé, on a pour
tout m € N,
M9 e L(X, D(L+ M —Q)™),

en utilisant aussi la remarque (3.5)), on aura pour tout ¢ € X,
R(.,4,Q) = eQet M0y € 0([0, 1], X).
LMR(.,%,Q) = e®LMel™™M=9y ¢ C*([0,1], X).

Q*R(.,1,Q) = eQQ%HM-Qy e C*([0,1], X).
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2. On a T'¢ € D(Q). En appliquant la proposition (1.8]), on obtient le résultat.

3. On écrit

o Ty Qg (5) — 6(0))ds
0
1
—Te*?(L+ M — Q) / e EHM=Q)g(0)ds
0

— TeL 1 M- Q) / M= g(s) — 9(0))ds

—Te™[e M@ g(0) — g(0)]

= STEL M= Q) [ g(s6) — g(0)ds

—Te‘”Qe(HM’Q)g(O) — Te"@g(0).

D’apres Sinestrari [14],

(L+M-Q) / M=) (4(5) — (0))ds € (D(L+ M — @), X)1—p.0.

donc en utilisant le premier point du théoréeme [1.3, on aura

~Te®(L+ M- Q) /1 e (LHM=Q)(4(5) — ¢(0))ds € C?(]0, 1], X).
Comme pour le premier point, on ;
Te@eHM=Q)g(0) € C>([0, 1], X),
finalement on déduit que
(L+ M = Q)Ss(.. 9, Q) =4 Teg(0).
O
Si on pose pour g € C?([0,1]; X), Q € {L, M} et ¢ € D(Q),

S(x.6,9.Q) = (L+ M) Si(z, (L+ M), 9.Q) + (L + M) S3(2,9.Q).  (3.7)

Alors on a

Lemme 3.2 Sous les hypothéses (Hy) ~ (Hy) et pour tout g € C9([0,1]; X), Q € {L, M} et
€ D(Q%), on a

LMS(.,6,9,Q) =g Teg(0) + T(L + M — Q)e?Q¢.
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preuve :
D’aprés ’hypothese (H;), on a

(L+M-Q)Q=QL+M-Q)=LM,
donc

LMS(x,0,9.Q) = (L+M—Q)(L+M)"'QSi(z,(L+ M)¢,g,Q)
+Q(L+ M) ML+ M —Q)S2(z,9,Q).

Comme @ est un opérateur fermé, (L + M)~ € L(X) et
(L+ M) (X)C D(L+M)=D(Q),
d’apres la proposition [1.6]
(L+M—Q)(L+M™" QL+M™"eLX).

On a aussi
(L+ M)¢ € D(Q),

donc en appliquant le lemme précédent on obtient

LMS(.,¢,9,Q)

1S

o(L+ M — Q)(L+ M)"'e(QT(L + M) + 9(0))

+Q(L + M) 'Te?g(0)

1S

0e?((L+M — Q) +QT)(L+ M)~"4(0)

+(L+ M —Q)e®QT¢

1S

oTe (I — " M)((L+ M — Q)+ Q)(L + M)™"g(0)

L+ M —Q)e“QT¢

IS

oTeC[(L + M — "™ (L + M — Q)](L + M) '¢(0)

+(L+M—Q)e“QT¢

IS

99T g(0) — Te Q"M (L + M — Q)(L + M)~ g(0)

HL+ M —Q)e?QT¢,
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mais d’aprés la premiere assertion du lemme précédent,
T (L + M~ Q)(L + M)~'g(0) € C*([0,1], X),

puisque L + M génere un semi-groupe analytique.

Finalement

[

Lemme 3.3 On suppose que les hypothéses (Hy) ~ (Hy) sont vérifiées. Alors pour tout
g€ C%[0,1;X), Qe {L, M}, p € D(Q*) et X€ p(L+M —Q), on a

1. QS(.,0,9,Q) x4 0.
2. Q2S("¢797Q> =9 Q(L+M - Q - )\)_ILMS(.,¢,9, Q)

Preuve :

1 Ona

QS(,6,9.Q) = QUL+ M) Si(x, (L + M)d,9,Q) + QL + M) 'S5(2,6,)
= Qeoron [MeL 3 (o)
0

—Q(L+M)™! {Ter / 1 eS(HM‘Q)g(S)dS]
0

= Qlwi(z)] — QL + M) wa(w)],

tel que
wi(z) = e"T¢ + / @=L + M) g(s)ds,
0

1
wo(z) = Ter/ e LHM=Q) g (5)ds.
0
L+ M — @ génére un semi groupe analytique généralisé, donc
1
| et Ogs)ds € DL+ M - @) = DIQ)  (D(@) X)1-as
0

et wa(.) 2 0. De plus on a d’apreés la proposition [1.8|

Qui(.) 20 €?(QT¢ + (L + M)~1g(0)),

et comme

QT¢+ (L+ M) "g(0) € D(L) = D(Q) C (D(Q), X)1-0,00,
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donc d’apres le théoréme (1.3, on déduit que

e(QT¢ + (L + M)'g(0)) € C°([0,1], X)

d’ou
Qu1(.) 29 0.
Finalement
QS(.,9,9,Q) =0 0.
2 On écrit

Q*S(,0,0,Q) = QUL+M-Q-N"(L+M-Q-NQS(,¢,9,Q)
= QUL+M-Q-N"(L+M-Q)Q5(,4,9,Q)
—Q(L+M—Q—=XN)"AQS(.,¢,9.Q)
= QL+M-Q-X\"LMS(,¢,9,Q)

“AQL+M—-Q-N"'QS(,¢,9.Q),

en utilisant le premier point, on obtient le résultat. [

3.2 Reésultats principaux

On rappelle que la solution formelle u de (3.1)), (3.2) est donnée en fonction de R, S et Sy
par

w(x) = (L+ M) 8y (x, (L + M)ug, f, M)
+(L+ M) "Sy(z, f, M) — TR(z, f1, M)
(L4 M) (1 =, (L + M)uy, f(1 - ), L)
+H(L4+ M) Sy(1—a, f(1—.),L) = TR(1 — z, fo, L)
= S(x,ug, f, M) + S(1 — x,uy, f(1 —.), L)

_TR($7flaM) - TR(l - 'Z'afO;L)?

d’apres (3.7)). Si on pose de plus )
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on aura tout simplement
u(z) = S(x,ug, f,M)+S(1—z,uy, f,L)
(3.8)
—TR(z, fi, M) —TR(1 — z, fo, L).
On vérifie d’abord que cette représentation est bien une solution du probléme :on a

!

u(z) = S(x,ug, f,M)+S(1—z,u,f,L)

~TR (x, fi, M) = TR'(1 — , fo, L),
ou

S'(x,ug, f, M) = (L+ M)7'S(x, (L+ M)ug, f, M) + (L + M)7'S,(z, f, M)
= (L+M)™! [MG”CMT(L + M)ug + M /fﬂ @ IM £ (5)ds + f(x)

+(L+ M) [—TMexM /0 1 etk f(s)ds}

= M(L+ M) 'Sy (2, (L + M)ug, f, M) + (L + M) f(z)
+M(L+ M) Sy(x, f, M)

= MS(x,ug, f, M)+ (L + M)~ f(x).
De méme, on trouve
S'(1—xuy, f,L) = —LS(1 — z,uy, f, L) — (L + M) f(z),
R,(xvth) :MR(xvfbM)?

R(1—=,f,L)=—LR(1 -z, fo, L).
Donc

u(r) = MS(z,up, f,M)— MTR(z, f1, M)

—LS(1 —z,uy, f, L)+ LTR(1 — z, fo, L)
et
’LL(.T) = MQS(I,Uo,f,M)—MQTR(.T,fl,M)

+L2S(1 -, Uy, fa L) - L2TR<1 - ZC,fo, L>

+(L+ M)(L+ M) ' f(z).
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ainsi d’apres (Hy)),
"

u' (z) + (L — M)u'(z) — LMu(x)

1"

= u ()4 2Bu (z) + Au(z)

= f@).

De plus u vérifie les conditions aux limites car

u(0) = S(0,uq, f, M)+ S(1,uq, f,L) — TR(O, fi, M) — TR(1, fo, L)

= (L+M)*! {T(L—FM)UQ —T/OleSLf(S)dS}

+(L+ M)~ {eLT(L + M)u; + /1 e=ILf(s)ds — Te* /1 eSMf(s)ds}
0 0

1

—Tet [ul —(L+M)™! /

0

e(l_s)Mf(s)ds]

—Tel M {uo —(L+M)™! /0 1 ek f(s)ds]

= Uo,
’LL(l) = S(l7u07f7M)+S(07ulaf7L)_TR(1>flaM)_TR(()?anL)

= (L+M)! [eMT(L + M)ug + /1 eI f(5)ds — TeM /1 eSLf(s)ds}
0 0

+(L+ M) [T(L + M)uy — Ter /01 eSMf(S)ds]
—TetM [ul — (L + M) /O 1 eU=sIM f(s)ds}

—TeM [uo —(L+ M) /1 eSLf(s)ds]

0

= Ui.
Maintenant pour démontrer 'unicité, on décompose la solution u en

U=v-+w
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ou
=L(L+ M) u+ (L+M)!

w=M(L+ M) u—(L+M)!

donc, on aura

v = L(L+ M)W + (L + M)
= L(L+ M) — (L+ M)~ (L - My’ — LMu — )

= Muv+ (L+M)'f,

w = M(L+ M) — (L+ M)
= M(L+ M) 4+ (L+M)"(L - M} — LMu — f)

= —Lw—(L+M)f,

et
W = Lw— (L+ M) f(1-),

ou
w=w(l-").

Les solutions des deux problémes de Cauchy

v'=Mv+ (L+ M)'f
W = L+ (L+ M) f(1-),

sont données par

’U(l’) _ xM€0+ L+M (:E st
0

w(r) = e Lo+ (L4+ M) [ @ 9L f(1 - s)ds,
0
d’ou
u(z) = v(z)+w0(l—2)
= ewM50+(L+M)_1/ e@=IM £ (5)ds
0

1
+et=0ey 4 (L + M)_l/ eI f(5)do.
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Comme
up = u(0), uy = u(1),
on aura X
go +efe + (L + M)_I/ esL f(s)ds = ug
0
1
eMeg+ e+ (L + M)l/ =M f(s)ds = uy
0
donc

g0 = T(up—eru)) —T(L+M)™* /1 L f(s)ds
0
+T(L+ M) te* / 1 e1=9M g
0
g1 = T(uy —eMug) — T(L+ M) /1 eU=IM £(5)ds
0
+T(L+ M) teM /1 elds,
0

ainsi u est forcément donnée par ([3.6)).

Le théoréme suivant précise les conditions nécessaires et suffisantes pour avoir une solution
stricte.

Théoréme 3.1 On suppose que les hypothéses (Hy) ~ (Hy) sont vérifiées et soit f €

C?%([0,1], X). Alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléeme (3.1]) — (3.2) admet une unique (L, M) solution stricte u.
2. ug, uy € D(LM) et

F(i) — Au; € D(LM), i=0,1.

preuve :

Soit f € C?([0,1]; X). On suppose qu'il existe une (L, M) solution stricte u du probléme

(3.1)- (3.2). Alors
Uy € D(LM), u; € D(LM),

et comme

LMu(.) — LMS(.,ug, f, M) — LMS(1 — ., uy, f, L)

= —LMR(l — .,fo,L) _LMR<'7f17M)7

d’apres les lemmes [3.1] et on a

LMu(.) ~g LMS(.,ug, f, M)+ LMS(1— . uy, f,L)
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ou
LMS(.,ug, f, M) ~ o¢Te™f(0)+ TLe™ Mug
~ T[e™f(0) + Le™ Muy) (3.9)
~ T[e™(f(0) — Aug)],
LMS(1— . uy, f,L) ~ oTe I f0)+TMe ) Luy
~ T[N Ef(1) + Met=IE L) (3.10)
~ T H(f(1) — Auy)].
Comme
LMS(.,ug, f, M) € C*(0,1],X), LMS(1 — .,uy, f, L) € C*([0,1[, X), (3.11)
on aura
LMu € C([0,1],X)
eM(f(0) — Aug) € C([0,1], X)
o (3.12)

(f(1) = Auy) € D(L),

d’apres le premier point de la proposition [1.7] De plus on a d’apres Haase [9]

{ (£(0) — Aug) € D(M)
p=—

D(M) = D(M?) = D(LM)
D(L) = D(L?) = D(LM),

d’ou le résultat.

Inversement, si ug, u; € D(LM) et

£(i) — Au; € D(LM), i=0,1,

donc d’apres (3.12)),
LMS(.,ug, f, M), LMS(1 — .,uy, f,L) € C([0,1], X),
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le deuxiéme point du lemme [3.3] donne

M2S(. ug, f, M), L*S(1 — .,uq, f,L) € C([0,1], X),

mais
(L_ M)ul() = G(L_ M)MS(7u07f7M) - (L—M)LS(l - '7u1afaL>
~ oLMS(.,ug, f, M) — M*S(.,ug, f, M) (3.13)
+MLS(1— . uy, f,L) — L*S(1 — ., uy, f, L)
donc
(L — M) € C(]0,1], X),
et comme

1"

uw = f—(L—Mu + LMue C([0,1], X),
on déduit que u est une (L, M) solution stricte du probleme (3.1))-(3.2). O

Pour la régularité maximale de la solution stricte on a

Théoréme 3.2 On suppose que les hypothéses (Hy) ~ (Hy) sont vérifiées et soit 0 € |0,1].
Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (3.1) — (3.2) admet une unique (L, M) solution stricte u qui vérifie la

propriété de la régularité mazximale
u', Bu', Au € C%([0,1], X).
2. feC%0,1],X), ug, uy € D(LM) et

f(i) — Au; € (D(LM), X); o

5,007

i=0,1. (3.14)

preuve :

On suppose qu’il existe une (L, M) solution stricte u du probleme (3.1])-(3.2)) ayant la pro-
priété de la régularité maximale. Alors on a nécessairement

ug, uy € D(LM)
f=u"+2Bu + Au € C%[0,1], X).

De plus
Au = —LMu e C°([0,1], X),
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en utilisant (3.9), (3.10) et (3.11) et par analogie avec la preuve du théoréme précédent, on
obtient par le premier point du théoreme [1.3|

LMu € C%J0,1], X)

6M(f<0) - AUO) € Ce([oa 1]7X)
<~ (3.15)
eI IL(f(1) — Auy)) € C?([0,1], X)
f(0) = Aug € (D(M), X)1-9,00
f(1) = Auy € (D(L), X)1-9,00,

on déduit le résultat en utilisant la propriété de réitération de Lions-Peetre :

(D(M), X)1-p00 = (D(L),X)1-0,00

= (DU, X), s

= (D(M?), X),_,

2/

= (D(LM), X); s o

Inversement, si f € C?([0,1], X), ug, uy € D(LM) et

i=0,1,

,00)

fi) = Au; € (D(LM), X), o
d’apres (3.15),
LMS(.,ug, f, M), LMS(1— ., uy, f,L) € C°([0,1], X),
et d’aprés le lemme (3.3
M2S(. ug, f, M), L2S(1 — .,uy, f,L) € C?(]0,1], X),
de on conclut que
(L—M)u € C?([0,1],X), u =f—(L—Mu +LMueC’0,1], X).

O

3.3 Exemple typique des opérateurs L et M

Dans cette section on donne un exemple d’un couple d’opérateurs (L, M) vérifiant les hypo-
theses (Hy) ~ (Hy).
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On suppose que les opérateurs A et B sont tels que

B? — A est fermé et R_ C p(B? — A)
(3.16)

3> 0: YA >0, H(AHB?—A)*H <
Lx)y 14+ A

(dans ce cas il est connu que —(B? — A)/2 génére un semi groupe analytique généralisé),

D ((B*— A)'?) C D(B) et Vy € D(B)
(3.17)
B(B* - A)™?y = (B* — A)"'/*By,

L:=B— (B>~ A)Y? M:=-B—(B*-A)'?
(3.18)
génerent des semi groupes analytiques généralisés sur X,

alors, on a

Lemme 3.4 Sous les hypothéses (3.16}), (3.17) et (3.18), on a

D(M) = D(L) = D ((B* — A)'?)
D(ML) = D(LM) = D(B? — A)
ML= LM C —A,
et 1
(L+ M) = —5(32 — A2 e L(X).

Pour la preuve voir [6].



Chapitre 4

Applications

4.1 Premiére application

On considére un opérateur C' générateur d’'un semi-groupe analytique généralisé borné tel
que 0 € p(C).

On pose
B=0bC, A= —aC?

ou
a, beER, a >0, Vb>+a>0.

Les hypotheses (Hy) ~ (H,) sont vérifiées pour les opérateurs
L=0b+ Vb +a)C
M = (=b+ Vb2 +a)C,
ainsi on peut résoudre le probléme abstrait suivant
u' (z) + 20Cu (z) — aC?u(z) = f(z), =€ (0,1)
w(0) =ug, u(l) =wuy.
Par exemple on peut prendre C' Uopérateur défini dans X = C([0, 1]) par
D(C) ={v e C*([0,1]) : v(0) = v(1) = 0}
) (4.1)
Cv=v, wveD),

donc
D(A) = D(C?) = {v e C*4[0,1]) : v(0) = v(1) =v"(0) = v"(1) = 0}

Av = —av®W, v € D(A).
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Pour l'opérateur C, on a pour Re+/z > 0,

(C— =) gl (y) = — / K /2 (,5) g (s) ds,

ou
sinh /2 (1 — y) sinh y/zs G0<s<
i s
J/Zsinh/Z ’ ==Y
Kyzly.s) == sinh y/z (1 — s) sinh /2
Y sty <s< 1.

V/Zsinh /2 ’

C est inversible et

(C'g) () = / "y - 9)g(s)ds —y / (1 - )g(s)ds.

De plus [0, +00[ C p(C) et pour tout A € [0, +o0],

k

3k >0 [(C=AD) | < T

On note que D(C') n’est pas dense dans X car
D(C) ={v e C([0,1]) : v(0) = v(1) = 0}.
On considére alors le probléme

( 0%u o3u 0*u

@(«T,y) + 2bm<x7y) - a@_yl(may> - f(xay)7 (l’,y) S (07 1) X (07 1)

(@, 0) = u(z, 1) = g—yf(x,()) _ g—;;(a:, 1), ze(01) (4.2)

\ U(O,y) = uO(?/)ﬂ u(lay) = ul(y)a ye (Oa 1)'

Pour obtenir I’écriture abstraite du probléme, on utilise la notation vectorielle usuelle suivante

Dans ce cas on peut appliquer les résultats précédents et le théoréme se traduit en

Théoréme 4.1 Soient 0 € |0,1] et f € C%[0,1]; X). Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes.

1. Le probléme admet une unique solution stricte.
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2. Pourie {0,1}

"

u; € C([0,1]), us(0) = u;(1) = u; (0) = u; (1) =0 et

£, +aul”() € C([0,1)),

£6,0) + aulP(0) = £(i,1) + aul (1) = 0.

Pour 0 €]0, 1], on a

il est connu que cet espace coincide avec
{ve Z°([0,1]) : v(0) = v(1) = 0},

o c*([0,1]) si 20 <1
Z°(j0,1]) = ¢ C**(]0,1]) si 20=1
Ch20-1([0,1])  si 20> 1.

Ici CH*([0,1]) est lespace de Zigmund définit par

{U S C([O, 1])/;171&5 |U(y1) — 21}(%1 i_z;)/Q) + U(y2)| < OO} .

Le théoréme devient alors

Théoréme 4.2 Les deux assertions sutvantes sont équivalentes.
1. Le probléme admet une unique solution stricte vérifiant la propriété de la réqularité

maximale

"

u', Bu, AueC%(0,1],X).

2. feC%0,1]; X) et pouri e {0,1}
u; € C*([0,1]), us(0) = u;(1) = u; (0) = w; (1) =0 et
£, + au () € 2°(0,1)),

£6,0) + aul(0) = £(i,1) + aul (1) = 0.
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4.2 Deuxiéme application

Soit a €]0, w[. On pose
Yo ={A e C\{0}: |arg \| < a}.

On rappelle que l'opérateur @) dans X appartient a Sect(«) si

o(Q)C X, etpour a <& <m  sup H)\ A —Q) 1HL < 0.
AEC\T4

De plus on a la propriété suivante [9],
(@ € Sect(a) et B €0, g[) = Q° € Sect(Ba). (4.3)

T
On note que @ € Sect(a) pour a €0, 5[ si et seulement si —() génére un semi-groupe

analytique généralisé borné sur X.

On considére C' un opérateur dans X tel que C et —C? générent des semi groupes analytiques
généralisés bornés sur X et 0 € p(C).

Si C € Sect(a) pour a €]0, %[, alors d’apres 1 ,
) T
C” € sect(2a), 2a E]O,E[.

On pose
B=0b(C+C?), A=40’C* b>0,
alors (Hy) ~ (H,) sont vérifiées pour
L=2bC, M = —2bC?

donc on peut résoudre le probléme abstrait suivant

u” (z) + 26(C + C?)u' (x) + 4 CPu(z) = f(x)

u(0) = up, u(l)=wuy.
On peut considérer 'opérateur C' définit par (4.1)) pour avoir le probléme concret suivant

( aQu 2 5 6

O Qu 0u

0?u 0*u dtu Otu
u(z,0) = u(z,1) = 9 5 (2,0) = a2 —(z,1) = 8—y2(:1:,0) o 5@ 1)=0, z€(0,1)

[ w(0,y) = uo(y), uw(l,y)=ui(y), ye0,1).
(4.4)

Les théorémes correspondants & cet exemple sont
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Théoréme 4.3 Soient 0 € (0,1) et f € CY([0,1],X). Alors les deux assertions suivantes
sont équivalentes.

1. Le probléme admet une unique solution stricte.

2. Pour i€ {0,1}
u; € C%([0,1]), ui(0) = us(1) = u,(0) = u, (1) = uy" (0) = uy” (1) = 0 et
1,) = 4Pu® () € ([0, 1)),
£(i,0) — 40200 (0) = f(i,1) — 4*u!P(1) = 0.

Théoréme 4.4 Les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme admet une unique solution stricte vérifiant la propriété de la réqularité
mazximale

"

u', Bu, AuecC?0,1],X).

2. fe€C%0,1]; X) et pouri € {0,1},
ui € CH([0,1]), wi(0) = (1) = u (0) = ! (1) = ul” (0) = (1) = 0,
fi,) =2 () € (D(A), X); g .,

£(i,0) — 40200 (0) = f(i,1) — 4> (1) = 0.

Conclusion :

En introduisant deux nouveaux opérateurs L et M liés avec A et B, on a facilité I’étude de
I’équation compléte, obtenu une représentation simple de la solution et démontré par la suite
le résultat essentiel de I’existence, de 'unicité et de la régularité maximale de cette solution
pourvu que les données vérifient certaines conditions de compatibilité liées a ’équation.
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Résumé :
Ce travail est consacré a I’étude d’une équation différentielle abstraite compléte dans les
espaces de Holder.

On démontre I'existence, I'unicité et la régularité maximale de la solution stricte sous certaines
conditions de compatibilité naturelles liées & I’équation.

Ici, les techniques utilisées reposent essentiellement sur la théorie des semi-groupes analy-
tiques et sur les résultats de régularité de Sinestrari.

Mots clés :

Semi-groupes, Espaces d’interpolation, Espaces da Holder, Solution stricte, Régularité maxi-
male.
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