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Introduction

L’objectif de ce mémoire est de faire une synthése sur le travail de Angelo Favini, Rabah
Labbas, Stéphane Maingot et Magils Meisner [§] concernant I’étude de 1’équation différentielle
abstraite complete, du second ordre de type elliptique dans un cadre non commutatif, suivante

u” (t) + (L, — M)/ (t) + i (Lo — M)? = (Lu + M) u(t) = f(t), te[0,1] (0.0.1)

avec les conditions aux limites de Dirichlet
u(0) = ug, u(l) =u

ou L., M, sont deux opérateurs linéaires fermés sur X dépendant du parametre w > 0,
(X, ||.|]) étant un espace de Banach complexe, f est une fonction définie de [0, 1] & valeurs
dans X

fec’(o,1],X), 0<6<1,

ug, u1 sont donnés dans X.
Pour w assez grand, on cherche une solution stricte du probléme (0.0.1)), c’est-a-dire une
solution u telle que

{ ue C?([0,1;X)NC([0,1]; D (L, — M,)* N D (L, + M,)?)
u' e C([0,1]; D (L, — M,))

et qui satisfait (0.0.1)). Puis, on étudiera la régularité maximale de la solution stricte u,
c’est-a-dire

W', (Ly — M), (Lo — My)? — (Lo + M,)*)u € C?([0,1], X) (0.0.2)

Ces résultats sont prouvés sous des hypothéses naturelles de non commutativité des coeffi-
cients opérateurs, ici on supposera que le commutateur

C’Lw,Mw = (Lw + Mw) [(Lw - Mw) ) (Lw + Mw)il] (Lw + Mw)il 9
est petit pour w assez grand et
(M, L,] == M,L, — L,M,,.

Ce mémoire comporte trois chapitres et est organisé comme suit.
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Chapitre un est consacré a quelques rappels sur les outils mathématiques nécessaires pour
la suite de ce travail. Ils concernent les opérateurs linéaires, les espace fonctionnels, le calcul
fonctionnel de Dunford et les semi-groupes.....

Dans le deuxiéme chapitre : On se propose d’étudier le probléme de Dirichlet régis par
une équation différentielle abstraite du second ordre dans le cadre non commutatif.

Cette étude se base sur la formule explicite de la solution, afin de construire cette repré-
sentation, on résout par la méthode de la réduction de I'ordre de Krein les deux équations
différentielles auxiliaires suivantes

1. équation simple L, = M, ici on cherche la solution de I’équation

u” (t) — M2u(t) = f(t), tel0,1]

sous I’hypothese d’ellipticité de opérateur A := —M?2.
2. équation compléte dans le cas commutatif, ici on va trouver la solution de 1’équation

W' (t) + 2B () + Au(t) = f (1)

ou A, B sont deux opérateurs linéaires fermés dans X vérifiant certaines hypothéses, puis on
introduit les deux opérateurs

L, : =B—(A—B?)?
M, : =-B—(A—B?)?

pour revenir au probléme (0.0.1)) dans le cas commutatif, ensuite on utilise quelques considé-
rations heuristiques pour obtenir une équation intégrale vérifiée par

w = (L, + M,) > v,

écrite sous la forme
v+ R, (v) =F,(f)+ D,.
On analyse ensuite chaque terme de cette représentation sous les hypotheéses suivantes : Soient
wo un réel positif fixé et
T
S5 = {z € C\ {0}, |arg z| < B) +5} :

tels que

36>0,3C >0:Vw >wy, p(L,) DSs, p(M,) D Ss,
C

FN N =Ny < 1 MO =9 e < 75 W2 €50

|z
De plus, pour tout w > wy on suppose

(H.2) D (L,) =D (M,),

(H3) D ((Lo+ M.)*) C D ((Ly — M,)?)
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(H.4) L, et M, sont inversible dans £ (X)

(H.5) L, + M, est inversible dans £ (X)

(H6) I —elweMe ou I —eMeelw est inversible dans £ (X)
(H'7> (XaD (Lw))1+9,oo = (Xa D (Mw>)1+9,oo
(HS)  1Challe <X, Jim x(@)=0

ou
CLW,MW = (Lw + Mw) [(Lw - Mw) ) (Lw + Mw)il] (Lw + Mw)il )

afin d’obtenir le théoréme fondamental suivant :

Théoréme 0.0.1 On suppose (H.1) ~ (H.8). Soit 6 € |0,1[. Alors, il existe w* > wy tel que
pour tout w > w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme ((0.0.1)) admet une unique solution stricte u satisfaisant
W', (Ly — M), (Lo — My)? = (Lo + M,)?)) u € C?([0,1]; X)
(Lo + M) ue Yy ([0,1]; X)
2. feC?([0,1]; X) et
(o, u; € D(L,M,)ND(M,L,),
M, (L, + M) ug + (L, + M) L1 f(0) € (X, D (L)) o0 s

Ly (L, + My)uy + (L, + M) M f (1) € (X, D (L))

6,007

(Lo — M) L3 Cras (Ly + M) ug € (X, D (L))

6,00 7

\ (Lw — Mw>MW_ICL7M (Lw + Mw)2 U € (Xa D (Lw))e,oo :

Chapitre 3 : On donne ici un exemple modele auquel cette théorie s’applique.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs

Soient (X, ||.||x), (Y. ].lly) et (Z,]|.]|;) trois espaces vectoriels normés complexes.

Définition 1.1.1 Un opérateur linéaire de X dans Y est une application linéaire A définie
d’un sous-espace vectoriel D (A) C X a valeurs dans Y, i.e pour tout x,y € D (A) et pour
tout A€ C on a :

i) Az +y) = Az + Ay.

ii) A (A\r) = MAx.

On appelle domaine de A, et on le note D (A) le sous espace vectoriel des éléments x de E
tels que Ax ait un sens.

On appelle image de A notée R (A), le sous espace vectoriel A(D (A)).

Remarque. On écrit par abus A () = Az pour tout x € D (A).

Définition 1.1.2 Soient A: D(A) C X — Y et B: D(B) — Z deux opérateurs linéaires.
On peut définir l’opérateur BA par

{ D(BA)={xe€D(A), Az € D(B)}
(BA)x = B (Ax), r € D(BA)

Si A est injectif, on peut définir linverse de A, noté A=, par :
A1 A(D(4) — D (A)
Yy — Ay =ux.

Définition 1.1.3 Soient (A, D (A)), (B, D (B)) deux opérateurs linéaires de X dans Y. On
dit que B est une extension ou un prolongement de A et on note A C B si

{ D(A) c D(B)
Ve € D(A), Axr = Bux.

Définition 1.1.4 On définit le commutateur de deux opérateurs A et B sur X par

{ D(A,B)={peD(A)ND(B): Ap € D(B) et By € D(A)}
[A, B]g = ABp — BAyp, o € D([A, B)).
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1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 1.1.5 On dit qu’un opérateur A définit de X dans Y est borné si

D(A)=X et sup ||AE]| < 0

l€l<1
et on écrit A e L(X).

Définition 1.1.6 On note L (X,Y) la collection de tous les opérateurs linéaires bornés de
lespace vectoriel normé X dans Uespace vectoriel normé Y. L(X,Y') est un espace normé et
sa morme est définie par

A
1Al sy = sup 122 o ey = sup JAall,, VA€ £(X.Y).

vex 1zl pepe<t Jall =1

On note L (X, X) :=L(X).
Proposition 1.1.1 Si Y est un espace de Banach, alors L (X,Y) est un espace de Banach.

Proposition 1.1.2 Soit A € L(X). Si ||A]| <1 alors (I — A) est inversible dans L (X) et
(I—A)" =3 A
n=0

1.1.2 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.1.7 Un opérateur linéaire A : D (A) C X — Y est dit fermé si et seulement si
pour toute suite (x,), € D (A) telle que

{ Ty — X
Ax, —y
onaxeD(A) et Az =y.
Définition 1.1.8 On appelle ensemble résolvant de A [’ensemble
p(A)={Ae C:(A— ) est inversible dans L (X)}
Un élément de p (A) est appelé valeur résolvante de A.
1. Si XA € p(A) on définit Ry (A) la résolvante de A au point A par
Ry(A) = (A= XI)7".

2. 0(A) = C\ p(A) est appelé le spectre de A et un élément de o (A) est appelé valeur
spectrale de A.

Proposition 1.1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors l'application Ry : \ €
p(A) = Ry (A) = (A= XI)"" est analytique sur p(A).
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Proposition 1.1.4 Soit A: D (A) C X — Y un opérateur linéaire.

1. Si A est un opérateur fermé alors pour tout B € L (X,Y) Popérateur A+ B : D (A) C
X — Y est fermé.

N

. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A™! est fermé.

W

. Si A est un opérateur fermé & valeurs dans X et D (A) est fermé dans X alors A est
continu de D (A) dans X.

4. Si A est un opérateur continu de D (A) C X, alors A est fermé si et seulement si son
domaine est fermé.

5. Si p(A) # @ alors A est fermé.
La proposition suivante est un résultat utilisé dans le chapitre suivant pour montrer que

certains opérateurs sont bornés.

Proposition 1.1.5 Soit A€ L(X) et B: D(B) C X — X un opérateur linéaire fermé tels
que Im (A) C D (B). Alors BA € L(X).

Preuve.ll est clair que BA est définit sur X. Soit (z,),, une suite d’¢léments de X telle
que

Ty, —
(BA)x, —y dans X.

Alors, comme Im (A) C D (B), (Ax,),,5, est une suite d’¢léments de (B) et comme A € L (X),
on a:

Az, — Ax dans X
B (Ax,) —y dans X

B étant fermé on a donc

Ax € D(B) et B (Ax) =y
d’ou

r€ D(BA) et (BA)z=y,

par la définition [I.1.7] on déduit que BA est un opérateur fermé et définit sur X, par consé-
quent BA est borné (continu) sur X selon le point 3. de la proposition|[l.1.4] i.e. BA € L (X).

1.1.3 Opérateurs sectoriels

Définition 1.1.9 Soit 0 < w < w. On définit le secteur suivant
So={z2€C\{0}: |argz| <7 —w}.
— Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d’angle w si
p(A) DS,

et

sup ||A (A= AI)~ < 00.

L
AESL £(X)
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Définition 1.1.10 Soit A: D (A) C X — X un opérateur linéaire dans l’espace de Banach
X. Lopérateur B : D (B) — X est dit A—borné si D (A) C D (B) et il existe deux constantes
a,b € R tel que

|Bz|| < al||Az|| + bz, Ve e D(A).

Exemple. Soit I C R un intervalle; on considére dans 'espace X = L? (1) ,1 < p < o0, les
opérateurs

d? 2,p
:dJJQ D (A) =W=P(I)
d 1

alors, 'opérateur B est A—borné. Pour plus de détails, voir [5].
Lemme 1.1.1 Si (A, D (A)) est un opérateur fermé et (B, D (B)) est A—borné, alors

(A+ B,D(A)) est un opérateur fermé.

1.2 Les semi- groupes d’opérateurs linéaires

1.2.1 Semi -groupes fortement continu

Définition 1.2.1 Soit {G (1)}, une famille d’opérateurs linéaires dans X. On dit que cette
famille forme un semi-groupe dans X si elle vérifie les propriétés suivantes :

1. G(0)=1=1Iy
2. Vs,t e RY G (t+s) =G (t)G(s).

Lorsque la famille {G (t)},., est défini pour t € R, et que la deuxiéme propriété est vérifié
pour tout s, ¢t de R on dira qu’on a un groupe.

Définition 1.2.2 On dit qu’un semi-groupe {G (t)},5, est fortement continu si et seulement
si pour tout x € X, Uapplication t — G (t)x de R" dans X est continue, c’est-a-dire pour
tout v € X

li G(t)r — =0.

Pt 1G ()= xHﬁ(X)

On dit aussi que {G (t)},5, est un Co semi-groupe.

Définition 1.2.3 Un semi-groupe (G (t)),5, est appelé semi-groupe uniformément continu
d’opérateurs linéaires bornés si

P_{% G (t) — [HL(X) = 0.

Proposition 1.2.1 Si {G (t)},., est un semi-groupe fortement continu alors il existe deux
constantes M > 1 et w > 0 telles que

||G(t)||£(x) < Me*! vt > 0.
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1.2.2 Générateur infénitisémal d’un semi-groupe

Définition 1.2.4 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe {G (t)},5,, 'opéra-
teur A définit par

D(A)=<peX: lim % existe}

h—0+t
Ap = lim —G(h)cp—@

h—0t+ h ’

peD(A).

D (A) est non vide (0 € D (A)) et est bien un sous espace vectoriel de X. A est linéaire de
D (A) dans X.

Corollaire 1.2.1 Soit (A, D (A)) le générateur infinitésimal du Cy semi-groupe (G (t)),s¢-
Alors D (A) est dense dans X et A est un opérateur linéaire fermé.
Proposition 1.2.2 Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe {G (t)},5 , alors

1. A est linéaire fermé de domaine D (A) dense dans X.
2. |w, +oo[ C p(A) et VA € Jw, +00], pour tout n € N\ {0}

M

(A =AD" ) < oo

ou M >1letw>0.

1.2.3 Semi-groupes analytiques

On définit, pour tout 0 < a < g, le secteur
Yo ={2€C\{0}:|argz| < a}

Définition 1.2.5 Soit 0 < a < g Une famille {G (2)},cx,. d’éléments de L (X) forme un

semi-groupe analytique de type o dans X si elle vérifie les conditions suivantes :

1. G(0) =1,
2.V 21,20 € Xy, tel que 21 + 20 € X, G (21 + 22) = G (21) G (22) ,
3. Ve -0, Vx € X, lir% G(2)r ==,

ZEE(!
4. DPapplication z — G (z) est holomorphe sur %,,.

Le théoréme suivant est un résultat de Balakrishnan [I]. Il donne une propriété importante
utilisée par la suite.
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Théoréme 1.2.1 Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense D (A) dans X tel que

M
. _ -1 -
10, +00[ C p(A) et IM >0, YA>0: ||(A— A]) Hﬁ(x) <<
Alors il existe un secteur X5, 0 < § < g, tel que
. 1 M
55 Cp(A) et VA€ Bg: [[(A— A7 | 1 5 < oy

1 . o T
De plus, lopérateur (—A)% est bien défini et il existe un secteur g2 avec 0 < o < 5 tel
que

Yiarmz2 C p <— (—A)%>

[

et — (—A)2 génére un semi-groupe analytique.

1.3 Quelques espaces fonctionnels

Définition 1.3.1 On dit que l’espace normé (E,||.||) est un espace de Banach si l’espace
métrique correspondant muni de la distance d (x,y) = ||x — y|| est complet.

Définition 1.3.2 Un espace Préhilbertien sur R ou C est un couple (E,B) ou E est un
espace vectoriel et B est un produit scalaire réel (resp complexe) et on écrit

B(z;y) = (x,y) = (z;9) .
La norme dans un espace préhilbertien est
lall = B (a32)* = v/{wi2)
Définition 1.3.3 L’espace topologique (E,T) est dit séparé si :
VeeE, VyeE:v#y=FveV(zx), weV(y):vNw=02
tel que V' (x) est I’ensemble des voisinages de z.

Définition 1.3.4 Un espace Hilbertien sur R ou C est un espace préhilbertien séparé et
complet pour la distance

d(z,y) = |z =yl
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1.3.1 Les espaces de Holder

Définition 1.3.5 Soient X un espace de Banach complexe et C ([0, 1]; X)) l’espace des fonc-
tions continues sur [0,1] a valeurs dans X muni de la norme

||f||0([o,1};x]) = tm[gl)f] 1LF Ol x -

On consideére pour 0 < o < 1, l’espace

1) —
o (0,1], X) =4 fec(01],x): sup OB
bsep] |t — 5]
t#£s
munt de la norme
1f @) = f(s)llx
fllce =|f + sup ) _
[ flcaqon.x) = Iflleqo o ST
t#£s

Cet espace est un espace de Banach appelé espace Holdérien d’exposant «.

1.3.2 Espace d’interpolation

Soient (Xo, [|.||y) et (X1, ||.||;) deux espaces de Banach s’injectant continument dans un espace
vectoriel topologique séparé F'.

En posant
2l g, © = max{flzlly, . llz]lx,} stz €XonX;
@y © =, _nf (oo, + lloally,)  siwe Xo+ X,
To+xTr1=2

I est connu que les espaces (Xo N X1, ||l x,~x,) € (Xo+ X1, [-Ilx,4x,) sont des espaces de

Banach. De plus on a
XoNX; C Xo, X5 C Xo+ Xy

avec des injections continues. Pour plus de détails voir J. L. Lions et J. Peetre [13].

Définition 1.3.6 Pour p € [1,400| et 6 € ]0,1], on définit 'espace intermédiaire noté
(X07X1)9,p entre Xo N X et Xo + X1 par

Vit >0, Jug (t) € Xo,Juy (t) € Xy tel que
€ (X(),X1>07p <~ T = Ug (t)+U1 (t)
t_9U0 S L{: (R+, Xo) s t1_9u1 € L{: (R+, Xl)

ot LP (R, X;) est lespace des fonctions fortement mesurables u; : Ry — X; telles que

P
/||uz e 2 < oo

”uz
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pour p € [1,400| et par

Hui‘|L3°(R+,Xi) = tsellgi ess [lu; ()| x, »
St p = 00.

Alors, (Xo, X1)y, est un espace de Banach muni de la norme

llg,, = u-e)i(nzfzo 1 (Hf%o‘
:E:uoz(t)—l-lﬂ"l (t):Vt>0

) + Htlie'u,l ‘

LY (R4, X0 LE(R+,X1)>

De plus, on a
XoNX; C (X()?Xl)e,p Cc Xo+ Xy

avec des injections continues.

Remarque 1.3.1 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) C X. On note
Dy (97]7) = (D <A> 7X)1—0;p

ot p € [1,400], 8 €10,1[. De plus, on a

(X, D (A)190 = {9 € D(A): Ap € (X, D (A)), .}
(voir Triebel [18], p 25. et 76).

Lorsque A vérifie certaines propriétés spectrales, on peut caractériser explicitement 1’espaces
D4 (6,p), par exemple;
e Supposons que R, C p(A) et qu'il existe une constante C' > 0 telle que

C
VA >0, [[(A— AT <3

)_1“5()()

alors
Da(0,p) ={p € X :t’A(A—t]) " p e L2 (Ry, X)}

sip e [l,+00], 0 €10, 1] (voir Grisvard [10]), et si p = 0o, on a

Dy (0,00) = {x € X :supl[t’A(A- t[)_leX < oo}

t>0

e Si A génére un semi-groupe fortement continu borné dans X, alors
Dy (97p) = {30 S X: t_e (etA - I) S LZ (R-HX)}

(voir Lions [14]).
e Si A génére un semi-groupe analytique borné dans X alors

Da(0,p) = {p € X,t' A"ty € LV (Ry, X)}

(voir Butzer-Berens [2]).
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1.3.3 Définition discréte d’un espace d’interpolation

Définition 1.3.7 On dit que x est dans ’espace d’interpolation (Xo, X1),  si et seulement

S,

0,p

Yn € Z, x:=v,+ w,, vp € Xo, w, € X3
ZnEz He_envn”i < 00 i.e e M, €1 (Xy)
Enez He(l_e)nwn ‘1;(1 < o0 i.€ 6(1_9)"11)” c [P (X1>

Proposition 1.3.1 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X, alors
DA2 (eap) = DA (20729)

si 0 # % et plus généralement
Dam (0,p) = Da(mb,p)

simf € N, p e [l,+o0] et 6 €]0,1].

1.3.4 Lemme de Schur

Théoréme 1.3.1 (Marcel-Riesz) Soit K : L () + LP* () — L% (1) + L9 () un
opérateur linéaire, p;, q; € [1,4+00], Q; des ouverts de R™, i = 0,1 telle que

K\ ro(ao) € L (L, L™) et K\ri (a4 € L (L, L")

alors
K\ ro(ay) € L (LF°, L)

avec 0 <0 <1 et
1—-60 0

P Po PG @ G

1 1-60 6 1
J— _|____

Lemme 1.3.1 (De Schur) Soit k : Q1 x Qs — R une fonction mesurable telle que

1. il existe un a > 0, p.p. x5 € Qg,/ |k (21, 22)|dxy < a,

951

2. il existe un b > 0, p.p. 11 € Oy, / |k (21, 22)|dxe < b
Qo

On définit I'opérateur K par
(5 (a3) = [ w1vm2) (1)
951
p.p. T2 € Qs. Alors pour tout p € [1, +o0]

K€ L(LP (), L7 ()
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1.4 Calcul fonctionnel

Soit (X, ||.]]) un espace de Banach complexe. Pour U un ouvert de C, on désigne par H (U)
I’ensemble des fonctions holomorphes sur U.

Définition 1.4.1 (formule de Cauchy intégrale). Soient U un ouvert de C, K un com-
pact de U de bord ~ orienté positivement. Soient f € H (U) et zo € K. On a

F(z) = 1/V 1@ .

" 2ir ), (2 — %)

Définition 1.4.2 (Intégrale de Dunford). Soient A € L(X), U un ouvert de C, K un
compact de U contenant o (A), v le bord de K orienté positivement (v est donc finie et
entoure le spectre de A) et f € H (U). Alors

F) =g [HRCr- a7

Lopérateur f(A) € L(X) et ne dépend pas du choiz de .



Chapitre 2

Probléme de Dirichlet abstrait dans le
cadre holdérien : cas non commutatif

2.1 Position du probléme et hypothéses

Dans ce chapitre, on étudiera le probléme de Dirichlet régi par une équation opérationnelle
elliptique compléte du second ordre suivante

Lo — M) (t) + 2 (Lw — M) = (Lo + M) u(t) = f(t), t€]0,1]

(2.1.1)
ou L., M, sont deux opérateurs linéaires fermés sur X, dépendant du paramétre w > 0 et
vérifiant certaines hypotheéses lorsque le second membre

fec?(0,1];X),0 €]0,1[.

2.1.1 Hypothéses
Soit wgy un réel positif fixé et

Ss 1= {ZEC\{O},\argz| < g+5}.

Les hypothéses sur les opérateurs L, et M, sont les suivantes :

36 >0,3C >0:VYw >wy, p(L,) DSs, p(M,)DSs,
{ H(Lw - Z)fluc(x) < %’ H(Mw - Z)iluﬁ(x) = %’ vz €55 (242
Pour tout w > wy, on suppose également,
D(L,) =D (M,) (2.1.3)
D ((L, + M,)?) € D (L, — M,,)?) (2.1.4)

11
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L, et M, sont inversible dans £ (X) (2.1.5)
L., + M, est inversible dans £ (X) (2.1.6)
I —eteMe ou I — eMeel est inversible dans £ (X) (2.1.7)
(X, D (L)) 11,00 = (X5 D (M) 1 1,06 (2.1.8)
et I’hypothése de non commutativité suivante
Vw > wo, [[Cro |z < X (W) (2.1.9)
ou
CLW,MW = (Lw + MW) [(Lw - Mw) ) (Lw + Mw)il] (Lw + Mw>71 )
X : [wo, +00[ — RT avec lirf X (w) = 0.
¢ .
Dans de nombreux cas concrets y (w) = —, o C, a > 0.
Remarque. Sous ces hypotheéses, le probleme est équivalent au
u (t) + (Lw - MW) u’ (t) - %(Lwa + MwLW)U (t) =f (t)
u (0) = uy, (2.1.10)

On cherche une solution stricte de (2.1.1]), c’est & dire une fonction u telle que

{ueOﬂmupmmcu&mD«m+wm%mea—Mm%
w € C([0,1]; D (L, — M,))

et qui satisfaisant (2.1.1) . On veut montrer également la propriété de régularité maximale
de la solution stricte u, c’est -a-dire

W', (Lo — M), (Lo — M,)? — (L + M,)*) u e C?([0,1]; X) (2.1.11)

2.1.2 Conséquences des hypothéses
Sous I'hypothese (2.1.2)), les opérateurs :

1. L, et M, générent des semi-groupes analytiques dans X notés (eﬁLW)
non nécessairement continus en 0.

1)

£>07 ( £>0

2. I — efveMe est inversible dans £ (X) si et seulement si [ — eMvel« Pest (voir Haak et
al [12], lemme 3.1 page 209)

3. L’hypothese (2.1.7)) peut étre déduite de 'une des hypothéses suivantes
C

w4 2|’

3C > 0,3a > 0,Vw > wy, Vz € Ss, H<Mw — z[)_lH < (2.1.12)

C

jwe + 2

4C' > 0,da > 0,Vw > wq, Vz € Sy,

(L, — 27| < (2.1.13)



2.1 Position du probléme et hypothéses

Par exemple, si on suppose ([2.1.12)), alors

1
Mo = — [ e* (M, —2I)""dz
2 J,

ol 7 est la courbe orientée positivement du secteur de p (M,,) suivant
S = {zEC\{O}:arg(z) < g+61}u{ze(c: |z] < 02}
ou 67 > 0, 65 > 0 sont donnés. Pour tout z € 7, il existe a > 0 tel que

|ez| — eRez < 67a|z\

ainsi o
M., Rez
H@ H[:(X) S K/,ye |wo¢ +Z|d|2|
comime )
— < —; Vze€
lwe + 2| — w =7
d’ou

C C
Mw - - | ‘ JR—
[ ey < T [ e Halel < 2
v
et on peut supposer wy assez grand tel que pour tout w > wy

||€MWHL(X) <1

et grace a (2.1.2)) on a

™

C C

|
LX) — o - o

On en déduit que
I —elweMe ot [ — Mgl

sont inversibles dans £ (X).
On note que, ici, C' désigne différentes constantes indépendantes de w.

4. Sous I’hypothese (2.1.3) on a
(X5 D (Lo))g o = (X5 D (M)

6,00 *

5. Si on suppose (2.1.3)) et de plus
D (L,M,) =D (M,L,)
alors ([2.1.8]) est satisfaite. En effet, on a

D(L,M,)=D (Mc%) =D (MyL,) =D (Li)

< — <1, lere™ | py < —5 < 1.

13
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(voir lemme ci- dessous) donc pour tout 6 € |0, 1], on obtient

(X5 D (L5)) g0 = (X5 D (M)

,00 6,00

et par la propriété de réitération (voir Lions-Peetre [13]), il s’ensuit

(X3 D (L)1 49,00 = (X3 D (Li))“gioo = (X;D (Mi))%oo = (X5 D (M) 46,0

Remarque. Dans le cas commutatif, si on suppose (2.1.2)), (2.1.3)), (2.1.5)) et (2.1.6). Alors
les hypotheses (2.1.4)), (2.1.7)) et (2.1.8)) sont vérifiées.

1. Soit ¢ € D ((L,, + M,)?), alors ¢ € D (L, + M,)) = D ((L,, — M,,)) et

(Lo + M) o € D((Ly + My)) = D ((Ly — M),
de plus

(Lo —My)p = (Ly— M) (Lo + Mw)il (Lo + M) e
= (Lw + Mw)_l (Lw - Mw) (Lw + Mw) peD ((Lw + Mw))
= D((L, — M,))
ainsi ¢ € D ((Ly, — Mw)z) et (2.1.4)) est satisfaite.

2. L, + M, génére un semi-groupe analytique sur X, noté (ef(L”+M“))£>O et [ — elwtMe
admet un inverse borné en vertu de Lunardi [I5] page 60, de plus on a

elot Mo _ pLooMo _ oM Lo

ainsi I’hypothese (2.1.7)) est satisfaite.
3. On a D(L,M,) = D(M,L,), donc d’aprés la conséquence [5 I'hypothése (2.1.8)) est
satisfaite.

2.2 Lemmes techniques

On donne, ici quelques lemmes techniques sur les opérateurs L et M justifiant les calculs
algébriques utilisés dans ce travail.

Lemme 2.2.1 Sous les hypothéses (2.1.3)), (2.1.4) et (2.1.6)) , on a

1. D(LM) = D (M?) et D(ML) = D (L?).
2. D((L+M)*)=D(L*)NnD(M?)=D(LM)ND (ML).
3. D((L-M)*—(L+M)*)=D(LM)ND (ML).

Preuve. on a :



2.2 Lemmes techniques 15

1. Soit ¢ € D(LM), alors ¢ € D (M) et
M e D(L)=D(M)= ¢ D (M

donc

D(LM)c D (M?).
Inversement, si ¢ € D (M?) alors ¢ € D (M) et
M¢ e D(M) =D (L)
donc ¢ € D (LM) et par conséquent
D(LM) =D (M?).
De méme, on obtient D (ML) = D (L?).
2. Soit ¢ € D ((L + M)z), alors il existe £ € X tel que

o= (L+M)7¢
deplusona¢ e D(L+ M)=D (M) et
M¢ = M(L+M)_2£:%(2M(L+M)_1) (L+M)"¢
= —(I—(L+M=2M)(L+M) ") (L+M)"¢

(I—(L—-M)(L+M))(L+M) ¢

RN RN

_ 1 _
LMY e (L M) (Lt M)
:y—z
alors y € D (M) et de 'hypothése (2.1.4) on trouve
2 e D(L—M)=D(M)

Ainsi
Mé=y—2€ D (M)

et donc ¢ € D (M?). Idem, on montre que ¢ € D (L?). Donc ¢ € D (M?)N D (L?).
Pour le sens inverse, on suppose que ¢ € D (M?) N D (L?), c’est a dire

Loe D(L) et Mop € D(M)

donc la somme L¢ + M¢ € D (L + M) et par suite ¢ € D ((L + M)2) :
3. Du deuxiéme point de ce lemme et de 'hypothése (2.1.4) on déduit que

D((L-M)?-(L+M)?*)=D((L+M)*)=D(LM)ND(ML).
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Lemme 2.2.2 Sous les hypothéses (2.1.2)) ~ (2.1.9)), on a :
L (L+MYM™, (L+M)L™", M(L+M)™", L(L+M) "' eL(X).
2. L(L—M)(L+M)>? M(L-M)(L+M)>eL(X)et
(L—M)M(L+M)?, (L—M)L(L+M)?*eL(X).
3. (L+M)(L—M)(L+M) (L-M?L+M)?ecL(X).
4. Cpp=(L+M)[(L—-M);(L+M)'(L+M) " eL(X).
Preuve. Pour montrer ce lemme on applique la proposition [I.1.5
1. Puisque 0 € p (L) N p (M), alors

LM eL(X)
de plus on a
L X)cD(L)y=D(M)et M (X)C D(M)=D(L)
Alors ML™', LM~ € £ (X). On en déduit que
(L+MYM™ (L+M)L ™ (L-MYM ™ (L-M)L*'e€L(X).
D’autre part, on sait que 0 € p (L + M) alors L + M est un opérateur linéaire fermé
sur X et comme
LY (X)cD({L)=D(L+M) et M (X)CcD(M)=D(L+M)

donc (L+ M) L' (L+ M)M "' € L(X).

Comme M est un opérateur linéaire fermé sur X, (L + M) " € £ (X) et
(L+ M) (X)C D(L+M)=D(M)= D(L)
alors M (L+ M), L(L+M) "' e L(X).
2. Puisque M (L+ M)™", L(L+M)™' € £(X), alors
(L-M)(L+M)?=[L(L+M)"'—~M(L+M)"(L+M)"eL(X).
et de ’hypothése on déduit
(L—M)(L+M)(X)CcD(L-M)=D(L)=D (M),
en appliquant une autre fois la proposition m (pour les opérateurs fermés L et M) on
obtient
L(L-M)(L+M)? € L(X)
M(L—-M)(L+M)7? € L(X).
Ensuite, on a
(L—M)M(L+M)?

= %(L(L+M) (L+M)?—L(L—M)(L+M)>-M(L+M)?) eL(X).

De méme (L — M)L(L+ M) e £L(X).
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3. La somme de (2.2.1)) et (2.2.2) donne

(L+M)(L—M)(L+M)?eL(X).

et la différence donne

(L—M)*(L+ M) ecL(X).
4. En utilisant les points 1. et 3., on trouve

Com=L+M)(L-=M)(L+M)?—(L-M)(L+M)"€L(X).

Lemme 2.2.3 Sous les hypothéses (2.1.2)) ~ (2.1.9), on a

1

1~ ((L—=M)?—(L+M)?) = —% (LM + ML).

W

2. [(L-M);(L+M)"==2[M;L+M7"|=2[L(L+M].
8. Spvi=(L—M)(L+M)"(L—-M)(L+M) " et

Spnm=1—4M(L+M) " "L(L+M)" =1—4L(L+M)"" ML+ M)™".

4. Cpy=2[M,L) (L + M)™>.

5. Ty = (L—M)[(L—M);(L+M)"" | (L+M)"et
Spar+ Toar = (L—M)* (L+ M)~
M [L; (L + M)fl] (L+M)™" + i LM = }lCL,M
L[M;(L+M)""(L+M) + i L= —%OLM.

6. (AML+ (L —M)*—(L+M)?*) (L+ M) =Cpu,
(ALM + (L — M)* = (L+ M)*) (L + M) = —Cp .

7. (L+M)_1M—%(L+M)_1C’L,M (L+M)=M(L+M)"
—(L+M)_1L—%(LJrM)_lCL,M(LJrM):_L(L+M)_1.

8 M(L+M)™! M% (L—M)(L+M)"Coap(L+ M) = %M—% (L—M)M(L+M)"".

L(L+M)™" L+i (L—M)(L+M)"Crpy(L+M)= %L+% (L—M)L(L+M)™".

9. M+(L—M)M(L+M)_1+%((L—M)2—(L+M)2) (L+M)"'=0

L—(L—M)L(L+M)_1+%((L—M)Q—(L+M)2) (L+ M) =0



2.2 Lemmes techniques

Preuve.

1. Pour tout ¢ € D ((L + M)2), on a

(L4 M)* ¢ = L*¢+ LM¢+ MLG + M2
(L—M)?¢=L% — LM¢— MLp+ M2

d’ou

(L—M)?—(L+M)?) == (-2LM —2ML) ¢ = —% (LM + ML) ¢

AN
SN

2. Puisque D(L)=D(M)=D(L+ M) =D (L — M), alors

—_

{ [(L—M);(L+M) o= [L,(L+M)"¢— [M(L+M)"]é
(L+M);(L+M) o= [L(L+M) o+ [M(L+M)é=0
donc
[L(L+M) o=~ [M(L+M)]¢
et
[(L—M);(L+M) " ¢=—2[M,(L+M) [¢p=2[L,(L+M)"]¢.
3. On a
Sem - =(L—M)(L+M)"(L-M)(L+M)™"
= (L+M—=2M)(L+ M) (L—-M)(L+M)",
donc
S = [(L+M)(L+M)™" —2M(L+ M) (L-M)(L+M)"

[

(L—M)(L+M)"+2M(L+M)" (M —-L)(L+M)™"
(L—M)(L+M)" +2M (L+ M) (M+L—2L)(L+M)"
(L—M)(L+M)"" +2M(L+M)™"" —4M (L+ M) "L(L+ M)
[(L—M)+2M)(L+ M) —4M (L+ M) " L(L+ M)

I—4M (L+ M) ""L(L+M)™".

De méme, on obtient

Sem : =L —M)(L+M)(L—-M)(L+M)"

— (M = LY(L+ M) (L —-M)(L+M)"
—(M+L—=2L)(L+M)" (L+M —2M)(L+M)"

—T+2M (L+M) " +2L(L+ M) —4L(L+M)"" M (L+ M)
—T+2 —4L(L+ M) " M (L + M)~

= J—4L(L+M)""M(L+M)"".

18
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4. On a, grace au deuxiéme point du lemme pour tout ¢ € D ((L + M )2)
(L+M)(L—M)¢=L*¢— LMo+ MLp — M?¢
(L—M)(L+M)¢=L?¢p+ LM¢p— MLp— M@

et ainsi
(L+M)(L-—M)—(L—M)(L+M))p=2(ML—-LM)¢p=2[M,L]¢
d’ou

(L + M) (L= M) = (L—=M)(L+ M) (L+ M)

2[M,L](L+M) 2,

Crm

5. On a
Spm+Toym = (L—M)(L+ M) (L—M)(L+M)
+(L—M)[(L—-M);(L+M)(L+M)"
= (L—=M)(L+M)™ (L=M)(L+M)" +(L—-M)?*(L+M)"?
—(L—M)(L+M)" (L—-M)(L+M""
= (L-M*(L+M)"
De plus, d’apres le point 2. on a

- 1
M [L; (L4 M) 7] (L4 M) ™ + T

= M[(L-M);(L+M)""|(L+M)"

Ny Vo RO Vo PO Vo e RO Vot

1 1
M+ =
2 +4(
(

A~ |

L— M)) [(L—M);(L+M)7(L+M)™

|

L+M)[(L—M);(L+M)7(L+M)™"

donc

_ _ 1 1
M[L§(L+M) 1] (L+ M) 1+ZTL,M:ZCL,M-

De méme, on a

1
L[M;(L+ M) (L+ M) 1—|—ZTL7M

LL-M);(L+M) ] (L+M)"

:

1
>
3 (L= M) (L= M) (L4 M) (L4 M)

%L+— ) [(L—M);(L+M)7(L+M)™
(L

M)[(L—M);(L+M)7](L+M)™"

A;Ir—whlv—‘

C1LM
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6. En utilisant le point 1. on trouve
(AML + (L — M)* = (L + M)*) (L + M)™?
= (AML —2(LM + ML)) (L + M)
(2ML —2LM) (L + M)™?
2[M, L) (L + M)™?

et du point 4., il vient
(AML + (L — M)* = (L+ M)*) (L + M) = Cp .
De méme, on a
(4LM + (L — M)* = (L+ M)*) (L+ M) = (ALM —2(LM + ML))(L+ M)™?
= —(2ML —2LM)(L+ M)~
= —2[M,L](L+ M)
= —Crum

7. En utilisant le point 2., on obtient

(L+M)_1M—%(LJrM)_lCL,M(LJrM) = (L+M)"' M+ [M,(L+M)]

= M(L+M)™"
De méme
—(L+M)1L—%(L+M)1CL,M(L+M) = —(L+M)"'L—[L,(L+M)"]
= —L(L+M)",

8. En utilisant le point 2., on a
M(L—l—M)_lM—l—i(L—M)(L+M)_1CL,M(L+M)
= M(L+M)1M—%(L—M) (M, (L+ M)
= M(L+M)—1M—%(L—M)M(L+M)—1+%(L—M)(L+M)—1M
1 1

= M= (L-M)M(L+M)"

De méme
L(L+M)—1L+i(L—M)(L+M)—1CL,M(L+M)
= L(L+M)_1L+%(L—M) [L,(L+ M)
= L(L+M)1L+%(L—M)L(L+M)1—%(L—M)(L+M)1L

1.1
= §L+§(L—M)L(L+M)‘1.

20
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9. On a

M+(L—M)M(L+M)1+%((L—M)2—(L+M)2) (L+M)""

L—M)M(L+M)_1+%(L—M)2(L+M)_1+M—%(LJrM)

—~

(L—M)((L—M)+2M)(L+M)1—%(L—M)

N~ DN

(L—M)—%(L—M)zo.

De méme

L—(L—M)L(L+M)_1+%((L—M)2—(L+M)2) (L+M)™

= —(L—M)L(L+M)1+%(L—M)2(L+M)1+L—%(L+M)

1 1
5 (L= M) (L= M)=2L) (L+M)" + 5 (L— M)
1 1
= ——(L-M)+=(L—M)=0.
(L= M)+ 3 (L M)
Remarque 2.2.1 Le point 4. permet d’écrire Uhypothése sur le commutateur (2.1.9)) sous la

forme
Vo 2w [[[M, Lo (Lo + M) 7] ) < X ()

Lemme 2.2.4 Sous les hypothéses (2.1.2)) ~ (2.1.9), on a

(I — eLeM)_1 =] +eleM (I— eLeM)_l
([— eM L)_l =1+ eMel (I—eMeL)_l

et
M(I=e M) L L(I—eMeh) " M e £(X).

Preuve. On a
(1 = ebe™) (T+ ke (1= ete) ™)
= T ebeM peleM (T — ebeM) Tt — eleMeleM (I — ebeM) ™!
= Tkl ebeM (1= kM) = eheM (1 eke) ™)
= T —ePeM peleM (I —eleM) (I —ePeM) ™
= I,

de méme, on obtient

(I—i— eleM (I — eLeM)_1> (I — eLeM) =1
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d’ou
(- eLeM)_l =1 +e"eM(I- eLeM)_l.
En inversant les roles de L et M on obtient
(- eMeL)_1 =TI +eMel (I- eMeL)_l,
ensuite on a
{ M (I —eleM) ™ L~V = ML~' 4 ML 'LekeM (T — ebe)” 1L € L(X)
L(I—eM e)_ M= =LM™ + LM 'MeMe" (I —¢ e) e (X).
Lemme 2.2.5 Sous les hypothéses (2.1.2)) ~ (2.1.6). L hypothése est équivalente
ML (X, D(L))go € (X,D (L))o » (2.2.3)
LM~ (X,D(M)), ., C (X, D(M)) (2.2.4)
Preuve. On suppose (2.1.8). On a

(X, D(L)14p00 = {0 € D(L) : Ly € (X, D (L)) }

6,00 *

alors
€ (X, D (L));44.0 sietseulement si Ly € (X, D (L))

Donc si ¢ € (X, D (L)), alors  L(L™"¢) € (X, D (L)), et donc
L_l(p € (X’ D (L>)1+9,oo = (X’ D (M))l—l—é’,oo :

Ainsi ML7'¢ € (X,D(M))y,, = (X,D(L))y, ce qui prouve (2.2.3). Pour la seconde
inclusion, il suffit d’échanger les roles de L et M.
Inversement, on suppose (2.2.3) et (2.2.4). Soit p € (X, D (L)), 4, alors Ly € (X, D (L)), .-

Donc

0,00

Mo=ML"'Lo e ML™ (X,D(L))y,, C (X,D(L))y,, = (X,D(M))

0,00
ainsi

¢ € (X,D(M))10,00 -
Idem, si ¢ € (X, D (M)), 4., on trouve que ¢ € (X, D (L)), -

2.3 Représentation de la solution

Pour trouver la représentation de la solution, on a besoin de résoudre

1. I’équation lorsque L, = M,,,.

2. I’équation compléte dans le cas commutatif c’est & dire L,M, = M_L,,.

puis on utilise un raisonnement heuristiques pour obtenir une équation intégrale vérifie par
I’éventuelle solution classique

w(t) = (Ly+ M) v ().
Cette équation intégrale écrite sous la forme
v+ Ry (v) = Fo (f) + Do,

ou Ry, F,, D, dépendent de L, et M, R, dépendent aussi du commutateur Cr az, et D,
dépend des données ug, u;.
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2.3.1 Reésolution de I’équation différentielle simple

Dans 'espace de Banach X, on considére ’équation simple suivante
U'(t)+ AU (t) = f(t), te€][0,1] (2.3.1)
ou A vérifie I'hypothése principale d’ellipticité suivante

A est un opérateur linéaire fermé de domaine D (A) dans X :

_ C 2.3.2
R: Cp(4), 30 >0, VA2 0, [[(A=AD) ") < 15 (23.2)

et
fec?(o,1;X), 0<6<1.

Remarque 2.3.1 L’hypothése 1' implique que l'opérateur —/—A génére un semi-groupe
analytique noté
e~tVA, t>0

Pour plus de détails voir [1] .

Pour des raisons de commodité, on pose
Q:=—Vv-A

Pour résoudre I’équation (2.3.1)) nous utiliserons la méthode de réduction de l'ordre, appelé
aussi méthode de réduction de Krein qui est basée sur les transformées suivantes,

V(t)=-Q U (t)
y(t)=3Ut) -V (1)) (2.3.3)
2(t) =5 (U )+ V(1)

pour presque tout t € [0,1].

L’avantage de cette méthode est que si le probleme admet une solution, alors cette
solution est unique.

On dérive y on trouve

(V) +Q U (1)

[\DlH
DN —

y () =5 U @)=V (1) =

on utilise (2.3.1) et (2.3.3)) , on obtient

y (1) =Qy(t)+3Q7'f (1)
{ Y (0) = £, (2.3.4)
Similairement, nous avons
(1) =5 (U () + V(1) = 5 (~QV (1) + Q70" ().
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On utilise (2.3.1)) et ([2.3.3]), on obtient
Z(t) =—-Qz(t) — 3Q7f (1)
{ 2(1) =& i (2.3.5)

Alors, la résolution de ’équation (2.3.1)) est équivalente a celle des deux systemes ([2.3.4) et
(2.3.5)) qui sont deux problémes de Cauchy bien posés I'un est direct et 'autre est inverse.
Par conséquent, pour presque ¢ € [0, 1], on trouve

y () = e’y + % / Qe =99 f (5) ds (2.3.6)
0

1
1
2 (t) = eI D%+ 3 / Q el (s)ds
t

finalement la solution de ([2.3.1)) est donnée par

Ut) = y(t)+ =z () (2.3.7)

. 1
1 1
= Q¢ + (1D 4 §/Q_1e(t_s)Qf (s) ds§/Q_16(S_t)Qf (s) ds.
0 t

2.3.2 Reésolution de I’équation différentielle compléte

Maintenant, on va chercher, dans le cadre commutatif, la solution de I’équation différentielle
abstraite compléte du second ordre posée sur un intervalle borné [0, 1]

W' (t) + 2B () + Au(t) = f (1) (2.3.8)

lorsque le second membre
fec([0,1];X),

Aet B sont deux opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach complexe X, vérifiant
les hypothéses suivantes

B? — A est un opérateur linéaire fermé dans X , R_ C p(B? — A)

30 >0, VAZ0: A+ B~ All gy < 1

(B? — A) et B commutent au sens des resolvantes, i.e.,Vu € p (B),
VA>0: (M +B2—A) " (B—pl) ' =(B—-pl) " (M +B2— A",

B génére un groupe fortement continue (etB ) rep Sur X
D(A)cC D (BQ)
D((B*-4)*) c D(B)
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et
B+ (B* - A)% , A sont inversibles dans £ (X).

Pour plus de détails voir le travail de Angelo Favini, Rabah Labbas, Hiroki Tanabe et Atsush
Yagi [6]. On pose
u(t) == e "PW (1)

donc
u' (t) = —Be BW (t) + e BW' (1)

et
u” (t) = B> "BW (t) — Be " PW' (t) — e BW' () + e BW (1)

On remplace ces deux expressions dans 1’équation (2.3.8)), on obtient
B2 "BW (t)—2Be  BW' (t)+e BW" (t)—2B% "BW (t)+2Be  BW' (t)+ Ae BW (t) = f (1)

qui donne
W' (t)+ (A-B)W(t)=€ePf(1).
En remplacgant A par (A — B?) dans (2.3.7)), on obtient
2 A)3 2 4)\3
W(t) _ e—t(B —A) 60 +€_(1_t)(B —A) El
t 1
(Bz _ A)—% / e—(t—s)(BQ—A)7est (s)ds
0

[NIES

N~ N

(BQ _ A) /1 e—(s—t)(BQ—A)%est (s)ds

donc
ut) = e BW(t) 1 1
_ €t<—B—(B2—A)7)£ n (1_t)(B_(B2_A)7)

oTE€E 1
1 _

—5 (B* - 4) / J=0(-8- (=)
(B2 - A)_% /1 e(S—t) (B—(BQ—A)%>f (s) ds

On introduit maintenant les deux opérateurs

[N
Nl

)f(s)ds

DO | —

Li=B— (B*—A)? et M:=—B—(B— A)

on a bien

1
L—M=2B et 1((L—J\4)2—(L+J\4)2) = A
donc, il résulte que
u(t) = etMeg, + e Dle (2.3.9)

+(L+ M) / t eI f (s)ds+ (L+ M)™" / e LS (5)ds
0 t
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En utilisant les conditions de Dirichlet u (0) = ug et w (1) = u; et aprés des simplifications
on trouve

& = (I- eL+M)_1 <u0 —efuy — (L+ M)~} /01 el f (s)ds (2.3.10)

+(L+ M) et /1 eU=9IM £ () ds> ,

0

et
1
& o= (I- eL+M)_1 (u1 —eMug — (L + M)_l/ =M (5) ds (2.3.11)
0

(L M)t /1 L f (s) ds)

0

Par un calcul on trouve que la solution ([2.3.9) , (2.3.10)) et (2.3.11]) est la solution du probléme

u" (t) 4+ (L — M) (t) + 411 (L—=M?—(L+M?) u(t)=f()
u (0) = ug
2.3.3 Représentation de la solution dans le cas non commutatif

Dans le cas commutatif, la solution peut s’écrire sous la forme

e+ +d
ou, pour tout ¢ € [0, 1]
o(t)=(L+M)" / t eI f (s)ds+ (L + M)™" / 1 eILEf (5) ds (2.3.12)
0 t
V() = —(L+M)"e™M(I- eLeM)fl /1 et f (s)ds (2.3.13)

1
+(L+ M) e™ (I - eLeM)_l eL/ UM £ () ds
0

1
— (L + M)t el-0E (I - eMeLy1 / UM £ () ds
0

1
+<L+M)_1 e(l—t)L (]_ 6MeL)—l GM/ €SLf (8) ds
0
et

d (t) _ (I . 6LeM)*l (etM . e(1—75)L€M) U (2314>

+ (I . 6M6L)—1 (e(l—t)L . etMeL) Uy
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On fait maintenant le raisonnement heuristique suivant :
1. On suppose qu’il existe une solution stricte v du probléme (2.1.1)) satisfaisant la propriété

de la régularité maximale (2.1.11)).

2. On remplace le second membre par ’équation et on effectuera des intégrations par parties
afin de déduire I’équation intégrale satisfaite par

= (L+M)>*u
Puisque u est une solution stricte de (2.1.1)) satisfaisant ([2.1.11]), alors tous les calculs seront
justifiés.
Dans ([2.3.12)) on remplace le second membre f par
1
u"(s) + (L= M)u' (s) + (L —M)? = (L+M)?) u(s)

on obtient, pour tout ¢ € [0,1],
o) = [ rany e
(u" (s)+ (L — M) (s) + }l (L—M)?—(L+M)?*)u (s)) ds
+ /t 1 (L+ M)~ el0r

<u" (5) + (L — M)l (s) + }1 (L — M~ (L+ M)*)u (s)) ds

ou w fo L—l—M) (t s)M ”(s)ds
{UZ L L+M) (s t)L H()dS

{u(t fo (L+ M) et=M ([, — M)/ (s)ds

g () := [ (L4 M) e DE (L — M) (s)ds

{ ;:§JL+M eI (L — M)* — (L + M)*) u(s) ds
) =1 [ (L+M) et ((L—M)? — (L+ M)*)u(s)ds

Par une double intégration par parties, on obtient

=

uy (t) = [(L+ M) heltmMy (8)]2 + /Ot (L+ M) Me"=9My/ (s)ds

i (t) = (L4 )7 I (@] [(L o+ ) MO (5)ds],

¢
—l—/ (L + M)~ M2et=My (s) ds
0



2.3 Représentation de la solution 28

On utilise deux fois la continuité du semi-groupe et~

u'(t)e D(M), wu(t)e D (M?).

en s =t, et

on obtient
ur (t) = (L+M)""/ (t) = (L+ M) ™/ (0) + (L + M)~ Mu(t)

— (L + M) MeMuy + / (L + M)™" M2et=My, (5) ds.
0
De méme, on a

uy (t) = (L4 M) Dy (1) — (L+ M)/ (t) — /1 (L+ M) Let=95 (s) ds
= (L4 M) ey (1) = (L+ M) (t) + (L + M)™" Lu(t)

1
— (L + M) Le® 0y, + / (L+ M) L2 DLy (5) ds
t

Ici, on a utilisé deux fois la continuité du semi-groupe e en s =t et
u' (t)e D(L), u(t) e D(L?).

Comme
ug,uy € D ((L—M)* = (L +M)*) =D (LM)ND (ML),

alors, on a
(L + M)’ MeMuyy = (L + M)’l e™ Mg
(L+ M) Le0DEyy = (L4 M) e Ly,

On applique (L + M)? & uy (t) + us (t), on obtient

(L+ M)? (uy (t) +ug (1)) = —(L+ M)e™ (' (0) + Mug) (2.3.15)
+ (L4 M) e DL (4 (1) — Luy)

t
+u (t) + (L + M)/ MM (L4 M) 20 (s)ds
0
1
+(L+ M) / L2 (L 4+ M) v (s) ds,
t

Pour us et uy, une intégration par parties donne

ug (t) = /Ot (L + M) et (L — M)/ (s)ds

t

[ (- A s,

+/t (L+ M) MM (L — M)u(s)ds
= (L+M)""(L—=M)u(t)—(L+M)""e™(L—M)u
+/ (L—i—M)_l Melt=M (L— M)u(s)ds,
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et
uy (t) = /t 1 (L+ M) et05 (L — M) (s)ds
— [(L+ M) (L — M)u(s)],
- /tl (L+ M) Le 95 (L — M) u(s)ds
= (L+ M) e (L — M)uy — (L+ M) (L — M)u(t)
_ /t (L M) L8 (- MY (s) ds
donc

us () +ug(t) = (L+M)""(L—=M)u(t)— (L+ M) (L—M)u(t)
—(L+ M) eM(L—M)ug+ (L+ M) e (L — M)y

+/t (L+ M) MM (L — M)u(s)ds
_/1 (L4 M) Let=DE (L — M) u(s) ds,

ici, on a utilisé aussi la continuité des semi-groupes en s =t et
(L—M)u(t)e D(L)ND(M).
Grace au point 2. du lemme [2.2.2] on a

M(L—Mu(t) = M(L—M)(L+M)>(L+M)>*u(t)
L(L—Mu(t) = L(L—-M)(L+M)>(L+M)>u(t).

En appliquant (L + M) & (ug (t) + u4 (t)), on obtient
(L+ M) (us (t) +ug (1)) = —e™ (L= M)ug+ e (L - M)u,

+/tM6(t—s)M (L— M) (L+M)_2v(s) ds

_/1 eV (L — M) (L4 M) ?v(s)ds.

Me(tfs)M (L _ M) — Me(tfs)ML _ ‘]\42€(tfs)M7
Le D5 (L — M) = L2e™0E — Lels=DL)],

29
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On applique encore (L + M), on obtient

(L + M)? (ug (1) + us (1)) (2.3.16)
= —(L+M)e™ (L= M)ug+ (L+M)e' " (L M)u

+ (L + M) /Ot M =ML (L + M) (L+ M) v (s)ds
+(L+ M) /tl LeC™DENM (L 4+ M) (L+ M) v (s)ds
—(L+ M) /Ot M2 9M (L 4 M) (s) ds

—(L+ M) /t 1 L2 D (L4 M) v (s)ds

En appliquant, aussi (L + M) a (us (t) + ug (1)), on trouve

(L4 M) (us (t) + ug (1))

1 [t 1
= —/ eEIM (L — MY (L+ M) 2o ——/ e
4 Jo 4 Jo
1 [t 1
+_/ 6(s—t)L (L—M) (L+M) o _/ (s— t)L
4/, 4/,

d’apres le lemme on a

(L4 M) (us (t) + ug (t))

1 t
-1 / M LTy 0 T — AM (L + M) L (L + M) ™Yo (s) ds
0
1 1
+7 / LTy v+ T —4L(L+ M) " M (L+ M) '} (s)ds
1 tt 1 1
_4_1/0 =My (s) ds — é_l/t eIy (s) ds
d’ou
(L + M)? (us (t) + ug () (2.3.17)
t
= —(L+M) / Me=9M (L 4 MYV L(L+ M) v (s)ds
1 i
+7 (L+ M) / E=DMTy 3o (s) ds
0
1
—(L+ M) / LD (L+ M) " M (L+ M) " v(s)ds
1 o
+Z (L+ M) / eSILTL v (s) ds
t
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Ensuite, en utilisant (2.3.15)), (2.3.16]) et (2.3.17)), on a

(L+M)*(t)
= v(t) = (L4 M)e™ (' (0) + Lug) + (L + M) (u/ (1) = Muy)

+(L+ M) /t MM (L + MY (L+ M) v(s)ds

+(L+ M) / 1 LeC M (L + M) (L4 M) v (s)ds

t

—(L+ M) /t Me =M (L + MY " L(L+ M) " v(s)ds
—(L—I—M)/lL@(St)L (L—i-M)_lM(L—i-M)_lU(S)dS

1 ! 1 !
+4—l (L+ M) / eUIMTy v (s) ds + ) (L+ M) / eIy v (5) ds
0 t

ainsi

(L+M) o (t)
= v (t) = (L+ M)e™ (u (0) + Lug) + (L 4+ M) B9 (4 (1) — Muy)

+(L+ M) /t MM L (L + M) (L+ M) " v(s)ds

+(L+ M) /1 Le ™D M, (L+ M) (L+ M) v(s)ds

t

1 ! 1 !
+4—l (L+ M) / U=IMTy v (s) ds + ) (L+ M) / eIy v (5) ds
0 t

et d’aprés le lemme point 5., on obtient I’équation intégrale suivante

(L+ M)*p(t) (2.3.18)
t 1
= o(t)+ le (L+ M) / eIMO v (s)ds — i (L+ M) / eIy v () ds
0 ¢

— (L + M) e™ (4 (0) + Lug) + (L + M) e (u/ (1) — Muy)

On note que ([2.3.18) pour t =0 et t = 1 donne

1 1
/ L f(s)ds = —u' (0) + elu' (1) + Mug — e Mu, — 1/ e*LCp v (s) ds
0 0

1

1 1
/ 6(1_8)Mf (3) ds — ul (]_) — GMU, (O) + Lu1 — BMLUO + Z \/0 6(1_8)MCL7M’U (S) ds
0

On prend maintenant 1’expression de 1 définit par (2.3.13). On obtient I’équation intégrale
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suivante :
(L+ M)* ¢ (t)
= (L—i—M)etM( ) 1( u' (0) + (1)+Mu0—e Mul)
+(L+M)e™ (1 - ) Yl (u/ (1) — eMu/ (0) + Luy — e M Lug)
— (L + M) B=0E ( ) 1(u'(1 (0)—|—Lu1—eMLuo)
+ (L + M) e DE (1 — M )_16M( +6Lu’(1)+Muo—eLMu1)
+1 (L + M)e™M (I—eLeM)_l/ e*LCp v (s) ds
4 0
1
_{_1 (L+ M)e™M (I—eLeM)_leL/ e(l_s)MCLMv (s)ds
4 0
1

1
~2 (L + M) ettt (I - eMeL)fl / =My v (s)ds
0

1 - 1
~1 (L + M) et0E (1 — eMeh) ' eM/ e*LOp v (s) ds
0

Cette derniére équation avec (2.3.18]) permet de poser
v+RWw)=F(f)+D

ou

R(v)(t) = 411 (L+ M) /0 IMOy v (s) ds

1
(L + M)/ e IO v () ds
t

+

_l’_
»-lkl»—‘ »Jklr—* rl>-|r—* Y N

1
(L+M)e™(I- eLeM)fl / e*LCp v (s) ds
0
1
(L+M)e™(I- eLeM)_l et / eI=IMOy v (s) ds
0
1
(L + M) et-0E (I - eMeL)_l/ =My v (s) ds
0

1
(L 4 M) -0E (]—eMeL)leM/ e*LCp v (s) ds,
0

32

(2.3.19)

(2.3.20)
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F(f)t) = (L+M) / te“*S)M f(s)ds + (L+ M) / 1 e OLEf (5) ds (2.3.21)
0 t
—(L+ M) e™ (I —ebeM)™! 168L ds
(LA (1= k) [ ety
+(L+M)e™(I- eLeM)_l eL/ UM f (5) ds
0
1
—(L+ M) e (1 — eMeL)_I/ UM £ () ds
0
+(L+ M)t (1 — eMeL)fl eM/ et f (s)ds,
0

et

W08 (4 (1) — Muy)

+e L ,(1) + MUQ — €LMU1)
(v (1) — e’ (0) + Luy — " Luy)

et (1 — eMeL)fl (v (1) — M/ (0) + Luy — e Luy)

( eM (= (0) + e"u (1) + Mug — e"Muy) .
pour tout ¢ € [0,1].
En factorisant, D peut s’écrire sous la forme
D(t) = (L+M)e™(I- €L€M) (1 — e"e™) (u' (0) + Luy)

—u' (0) + Mug + e*e™u’ (0) + ¢ eMLu e’ (L + M) uy]
+ (L + M) et (1 —eMel)™ ' [— (I —eMeh) (W' (1) — Muy)
4’ (1) + Luy — eMefu’ (1) 4+ eMel Muy — e™ (L + M) ],

D(t) = (L+M)e™ (I—e“e™)™ ((L+ M)ug— " (L + M) uy) (2.3.22)
+ (L + M)t (1 - eMeL)_l ((L+ M)uy — e (L + M) ug)
= (L+ M) (etM (1 - eLeM) — (1 — eMeL) ) (L+ M)ugy
+(L+ M) (e(l_t)L (I- eMeL)fl —e™ (I - eLeM)fl €L> (L+M)u,
Finalement, si u est une solution stricte du probléeme ([2.1.1]) satisfaisant la propriété (2.1.11))

alors
v=(L+M)?*u

vérifie ’équation intégrale
v+RW)=F(f)+D
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ou R, F (f) et D sont données par (2.3.19) ,(2.3.21)) et (2.3.22)).

Remarque. Dans ce travail on a supposé que L et M dépend du parameétre spectrale w alors
les opérateurs F, R et D dépendent ausst de w pour cela on va écrire F' = F,; R:= R, et
D:=D,.

Le but est de trouver pour w > w* (w* donné tel que w* > wy) un sous-espace Y, de
C?([0,1]; X) tel que

1. F,(f)+ D, €Y, sous quelques hypothéses sur les données ug ,u; ,f (0) ,f (1).
2. I + R, est inversible dans Y,.

Dans ce cas, on peut déduire que s’il existe une solution stricte de notre probléme satisfaisant
la propriété (2.1.11)), alors u est uniquement déterminée par la représentation

w= (L, + M,) 2 {(I+ R, (F,(f)+ D)} (2.3.23)

2.4 Reégularité maximale
L’étude de la solution (|2.3.23|) nécessite les propositions suivantes.
Proposition 2.4.1 Soit ) un générateur infinitésimal de semi-groupe analytique sur X,

(egQ), non nécessairement continu en 0.

Soient 0 € 10,1] et p € X. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes.
eQpe C?([0,1];X).

v € (X, D(Q))g o -

Soient 0 € 0,1[ et g € C?([0,1]; X). On pose

voToPE

t
wi)= [ )ds relo
0
Alors wy € C9([0,1]; X) et il existe K > 0, tel que

||w1||C9([0,1];X) <K ||9||09([0,1};X)'

3. Soient 0 €10,1] et g € C? ([0,1]; X). On pose

w = [ 92 (g () — g (0)) ds, ¢ € [0,1]

Alors wy € CH2([0,1]; X) NC? ([0,1]; D (Q)) .
4. Soient 0 €10,1[, g € C?([0,1]; X) et ¢ € X. On pose

t
ws (t) = €9 +/ =99 (s)ds, t€0,1]
0

Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes.
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a. ws € CH([0,1]; X) NnC? ([0,1]; D (Q)),
b. o€ D(Q) et g(0) +Qp € (X, D(Q))g 0 -
5. Soient 6 €]0,1], g € C? ([0,1]; X). Alors

1 S
Q{O e Q(g(s - ( ))dS < (XvD(Q>>9,oo7
Q Jy e (g (s) — g (1) ds € (X, D (Q))o
Preuve. Pour le premier et le deuxiéme points voir Sinestrari [I7] (le théoréeme 3.1 page 39
et le théoréme 3.2 page 40). Le point 3. est obtenu en appliquant la théorie des sommes de

Da Prato-Grisvard [4].

Remarque 2.4.1 Une preuve simple de ces résultats est donnée par Guidetti [11] (proposi-
tion 2.5 p.132, corollaire 2.1 et théoréme 2.4, p.136).

On pose pour une fonction g donnée de [0, 1] dans X et pour ¢ € [0, 1]

G (g) (t) ::/0 el=IMog(s)ds et H(g)(t) ::/t es=0Lw g (5) ds.

Proposition 2.4.2 On suppose (2.1.2)) ~ (2.1.6). Soit f € C?([0,1]; X), 6 €]0,1[. Alors

E,(f)+ D, € C?([0,1]; X),
st et seulement si

Up, U1 € D (Lwa) NnD (MwLw> ’
Mw (Lw + Mw) Ug + (Lw + Mw) Lojlf (0) € <X7 D (Lw))e,oo ’
Ly (L + M) uy + (Lo + M) M f (1) € (X, D (L)) oo -

(2.4.1)

Preuve. En utilisant (2.2.3)), , on écrit pour ¢ € [0, 1]

F(H@)+D@)=5Lt)+L(t)+ Is5(t)+ 1y (t) + 15 () + Is (t) + 17 (t) + Is (1)

Li(t) = (L+M)G(f)(@)

ILy(t) = (L+M)H(f)(?)

I3(t) = (L+M)M'e™M ((L+ M)ug— H (f)(0))
Iy (t) (L+M)M'e™Me" (G (f) (1) = (L + M) uy)
Ii(t) = (L+M)L'e" " L((L+M)u —G(f) (1))
Ie(t) = (L+M)L™ 16“ DELeM (H (f)(0) = (L + M) ug)

I;(t) = (L+M)M ‘'eMMe"e™ (I - eLeM)_l
((L+M)uo — H (f) (0) +e"G (f) (1) — e* (L + M) w)
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et
Is(t) = (L+M)L el DELeMel (1 — eleM)™
(L+M)uy—G(f) 1)+ e"H(f)(0) — e™ (L + M)up) .
On rappelle que
(L+MYM™, (L+M)L e L(X)et.feC ([0,1];X), €]0,1]
alors pour tout ¢ € [0, 1],
G(f)t)e DM), H(f)(t)eD(L)

Donc
L) = (L+M)M 1M/ (t=s)M — f(t)ds
+(L+M)M 1M/ (e=e)M
— (L+M) M—/OMet—s> (F (s) — (1)) ds — (L+ M) M~"f (¢)
+(L+MYM ™ (f(t) — £(0)) + (L + M) M *e™f(0)
= ha+has+Lis+1ia
De méme

Lit) = (L+M)L'L / DL (f (s) — f (1) ds
+(L+M)L'L / 1 eI f (1) ds

— (L4 M) L /t LD (f () — £ (#))ds — (L+ M) L-Lf (1)
+ (L4 M)L e 0E (f(t) = f (1)) + (L + M) L7 reB DL (1)
= Iy +Iro+ I3+ Ing4.

Il est clair que
Lo, Lz, Ina, I3 € C°(0,1];X).

D’apres la proposition point 5., on déduit que
Ly, Ioq € c’ ([0,1]; X)

Pour I5 et I5, on utilise

1

LH(f)(0) = /LeSL (f (s) = f(0))ds +e"f (0) — [ (0) (2.4.2)

MG(f)(1) = /0Me(l_s)M(f(S)—f(l))d5+6Mf(1)—f(1)
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Ii(t) = —(L+ M) M‘letMML_lfLeSL (f(s) — f(0))ds
— (L4 M)M ™ML el f(0)
+(L+M)M '™ (M(L+ M)ug+ ML f(0))
= Ki(t)+ Ky (t) + K5(t)

et

Ii(t) = —(L+M) L‘le(l‘t)LLM‘l/Ol MM (f(s)— f(1))ds

—(L+ M) L 0L M eMf (1)
+(L+ M) L7 e (L(L+ M)uy + LM~ £ (1))
= Ky(t)+ K5 (t) + Kg (1) .

Grace & (2.2.3)), (2.2.4) et la proposition [2.4.1) point 5, on a

1

ML—I/LesL (f (s) = £(0))ds € (X,D(L))y .

0

6,00

1
LM [ 2 (f )~ (1)) ds € (X, D (1)

0
dont on déduit que K; et K, € C?([0,1]; X) selon la proposition m point 1. En utilisant

encore (2.2.3) , (2.2.4), on a
ML f(0) € (X,D (L))

0,00
LM~'eMf(1) € (X,D (L))

donc K, et K5 € C?([0,1]; X).
En vertu de (2.2.3), (2.2.4) et de la proposition [2.4.1] point 1, il est clair que

I, I, I, Is € CY ([0,1]; X) .

6,00

On pose

AN =Lha+ho+ths+hi+hot+ s+ K
+ Ko+ Ky + K+ Iy+ Ig+ 17 + Ig.

alors

FH@)+D@) = A+ L+ Ks) + (s + Ks)
A+ (L+M)M ™ (M(L+ M)ug+ (L+M)L'f(0))
+(L+ M) L7 e (L(L+ M)uy + (L+M)M~'f (1))
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L’é¢tude précédente montre que A € €Y ([0,1]; X), de plus
(L+M)M'e™ (M (L+ M)ug+ (L+M)L'f(0))
+(L+ M) L7 e (L(L+ M)y + (L+ M)M~'f (1))

est dans C? ([0,1]; X) si et seulement si (2.4.1)) est satisfaite. On obtient ainsi le résultat.
On pose pour w > wy

Cfonr, (0,11:%) + = {0 C7(10,1]5X) : (Lo = M) L' Cran,v (0) € (X, D (L))

0,00

et (Lo — M) M;Craw (1) € (X,D (Lw)(,,oo>},

Or (L, — My,) L;", (Lw — My,) M et Cp, v, € £(X) . Ainsi, il est clair que CF , (0,1]; X))
est un espace de Banach complexe.

Proposition 2.4.3 On suppose (2.1.2) ~ (2.1.9). Soit § € |0, 1[. Alors

1. R, (v) € C?([0,1]; X) si et seulement si v € C7_,, ([0,1]; X),
2. R, (v) € CY_ 4 ([0,1];X) si et seulement siv e C7_,, ([0,1]; X),
3. R (v) € L(C], a, ([0,1]5X)),

4. 1l existe un w* > wq tel que pour tout w > w*
HRwHL(Czw’MW([O,l};X)) <1

Ainsi I + R, est inversible dans £ (Cf_ ,, ([0,1]; X)) pour w > w*.

Preuve. On note L, = L et M, = M. Soit v € Cf ,,([0,1];X). Cpn € L(X), donc
CLyMU e’ ([0, 1] ,X)

On effectue une analyse similaire a celle de la démonstration de la proposition [2.4.2 En
utilisant le lemme on écrit pour ¢ € [0, 1]

AR (v) (t) = (1) () +(ID) () +(TID) () +(IV) (&) + (V) () + (V) (t)+(VII)(t)+ (VIII)(t)

() (t) = (L+M)M MG (Cra) (t)
(IN)(t) = —(L+M)L7'LH (Craw) (t)
(I (t) = (L+M)Me™ML'LH (Cyp ) (0)
(IV)(t) = (L+M)M ™ML LetG (Cp o) (1)
V)(t) = —(L+M)L e LM MG (CrLaw) (1)
V() = —(L+M)L DL eMML Y LH (Cp ) (0)

(VID)(t) = (L+M)M ' e™MML LebeM (I —eleM)™
(H (CL,MU> (0) + €LG (OL’MU) (1))
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(VIIT)(t) = —(L+M)L e LM MeMe (I —eMel)™
(G (Cra) (1) + M H (Cp o) (0))
Alors, pour (I) et (/) on a

(D) = (L+M)M'M /t e IM Oy (s) — Cpv () ds
+(L+MYM™'M / t IMO v (t) ds

t
= (L+M)M™? / Me =M (Cp oy (s) — Cpagv () ds — (L + M) M~1Cp v (t)
0

+(L+M)M '™ (Cpayv (t) — Cpav (0) + (L + M) M~ 'e™Cp pv (0)
= L)+ L(t)+13(t)+ L(t)
de méme
(I[) (t) :—(L+M lLft CLM’I](S)—CLMU(Zf))dS
—(L+M 1Lf LOL,MU(t)dS
—(L+ ML} Le<s—t>L (CLav (s) — Crao (1)) ds
+ (L + M) L_ch’MU (t)
— (L + M) L_le(l_t)L (CL’MU (t) — CL,MU (1))
— (L + M) L_le(l_t)LCLMU (1)
=J1 () + Jo () + J5 (t) + J4 (1)
Il est clair que
-[27 137 J2a J3 € Ce ([07 1] 7X) .
et I, J; € C?([0,1]; X) par la proposition [2.4.1] point 5.
Pour (I11) et (V) on a
(IT1) (t) = (L+M)M'eMML™ [} Lest (Cp v (s) — Cparv (0)) ds
+ (L + M) M_letMML_leLCL’MU (O)
—(L+ M) M eMML71Cy v (0)
— Ky + K + K,

et
1
(V)(t) = —(L+M)L 4D p1 / MM (Cp v (s) — Crav (1)) ds
0

—(L+ M) L e LM MOy o (1)
+(L+ M) L eV MOy v (1)
= Ki+ K5+ Kg

Grace a (2.2.3), (2.2.4) et la proposition point 5, on a

ML—l/LGSL (f (3) — f (0)) ds € (X7D (L))Q,oo

0
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LM—l/O MM (f (s) — f (1)) ds € (X, D (M)),..

40

dont on déduit K; et K4 € C?([0,1]; X) grace a la proposition m point 1. En utilisant

encore (2.2.3) , on a
ML e*Cppv(0), LM *eMCp v (1) € (X, D (L))

6,00

donc K et K5 € C?([0,1]; X) grace a la proposition m point 1.
En vertu de (2.2.3)), (2.2.4) et la proposition [2.4.1] point 1, il est clair que

(IV),(VI),(VII),(VIII) € C°([0,1]; X).
On pose

A =L +L0E)+ L)+ T @)+ () + I3 (t) + Ky
+Ko+ Ky + K5+ (IV) + (VI) + (VII) + (VIII)

alors

4R(0) (1) = A+ (I4+ K3) + (Jy + Ks)
= A+ (L+M)M ™ (L~ M)LCp v (0)
+ (L + M) L5 L — MYM~Cp v (1)
L’¢tude précédente montre que A € €Y ([0,1]; X), de plus

(L+M)Me™ (L — M)L*Cy v (0)
+ (L + M) LU 95(L — MYM*Cp v (1)

est dans C? ([0, 1] ; X) si et seulement si

0,00

(L — M) L' Cpaw (0) (X, D (L))
{ (L= M)M'Cp v (1) (X, D (L))

6,00

donc si et seulement si v € CY 4, ([0,1]; X). De plus, on a

RW)(O) = —3 (L+M)H (CLa) (0)+ 1 (L+ M) (I - %) ™ H (Cpar) (0

4
+}1 (L+ M) (I = e"eM) ™ "G (Cpam) (1)

_i (L+ M)e (I - eMeL)_l G (Cpmv) (1)

_i (L+M)e" (I - eMeL)_l eMH (Cp, ) (0)

R(v)(0) = —=(L+ M) <I— (I—eLeM)fl + ek (I—eMeL)fl €M> H (Cpmv) (0)

—=(L+ M) <eL (I - eMeL)_1 — (I - eLeM)_l eL> G (Cpmv) (1),
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mais
I—(I- eLeM) el (I - eMeL)_leM
= (1= eheM) (1 eFeM) — T (1= cFeM) et (1 — eMet) M)
= (I- eLeM)il e <_I + (I - eMeL)il —eMel (I - eMeLYl) eM
= (1 M) et (L (1 MR (1 eMeh) ) oM
d’ou
= (1= ete!) et (T —eMet) et =0, (2.4.3)
et
el (I —eMer - (I —eheM)” Ll
= ([ _ eLeM)—l ( I— eLeM) el (I . eMeL)_l B €L>
= (I—emeM) et ((I —MeP) T Mk (1 — eMel) T - [>
— ([—eLeM)—l oL ((I_eMeL) (I—eMeL)_ _ [>
d’ou
(1= M) (- k) e <o 244
donc
R(v)(0)=0 (2.4.5)
De méme
R(v) (1) =0. (2.4.6)
Ainsi,

R(v) € Cy,,([0,1];X) siet seulement si v € C7 ), ([0,1]; X)

et R est un opérateur linéaire de C? ,, ([0,1]; X) dans lui méme. Par la proposition ,
point 2 et 4. et par I'hypothese (2.1.9) on a pour tout w > wy :

HRW(U>”C‘gw’MW([O,1};X) < CHCLwaHg HUHCL 2, (10.11:X)
< OxWlvlies |, o)

or lim x (w) =0, donc il existe un w* > wy tel que pour tout w > w*

w—00

| R Hg( L ([0,1];:X) <1
ur w > w*.

)
Ainsi I + R, est inversible dans £ (C’ ) o)
; X)) puisque I + R,, n’est pas inversible

Remarque. Ici on a considéré R, dans C’L M, ([ 1];
dans C? ([0,1]; X) ou dans C ([0,1]; X).

Proposition 2.4.4 On suppose (2.1.2) ~ (2.1.8)). Soit f € C?(]0,1];X), 6 € ]0,1][.Alors
Fw (f) +Dw € Czw,Mw ([07 1] 7X)
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si et seulement si

ug,uy € D (L,M,)N D (M,L,),

M, (Lw + MW) ug + (Lw + M, ) (O) € (X’ D (Lw))e,oo )
L, (Lw + Mw) uy + (L + M, ) (1) € (Xa D (LW))O,OO
(Lw - Mw) LJICL,M (L + M, ) (X7 D (L))Gpo

(Lw - Mw>Mw_10L,M (Lw + Mw) (Xv D (L))e,oo

Preuve. On note L, = L, M, = M. Par la proposition [2.4.2} il suffit de calculer F (f) + D
en 0 et en 1.

(FD+D)(O) = (L+M)H(f)(©0) = (L+M) (I —ebe) " H (f)(0)
(L + M) (I —eveM) G (f) (1)
— (L4 M)e" (I —eMe) G (f) (1)
+(L+ M) (I—eMe) ™ eMH (f) (0)
(L + M) (I —e"e™) ™ ((L+ M)ug — " (L + M) uy)
(L+M)er (I—eMeP) ™ ((L+ M)uy — M (L + M) up)
donc
(F(f)+D)(0) = (L+M) ([—(I eleM)” +6L(I—eMeL)_1eM>H(f)(O)
= (L—i—M)((I—eLeM) 16L—6L(I—6M6L) 1>G(f)(1)
(Lo M) (1= ePeM) ™ = eF (1= eMel) ™ eM ) (L4 M) g

+ (L + M) (eL ([—eMeL)_l — ([—eLeM)_le ) (L+ M)uy

en vertu de (2.4.3) et (2.4.4))

(F(f)+ D) (0) = (L+ M)I(L+ M)uy=(L+ M)*ug (2.4.7)

de méme
(F(f)+D)(1) = (L+ M) u (2.4.8)

On obtient ainsi le résultat.
On peut alors, énoncer le résultat fondamental suivant.

Théoréme 2.4.1 On suppose - Soit 6 € 10, 1[. Alors, il existe w* > wy tel
que pour tout w > w*, les deux assertzons sutvantes sont équivalentes.

1. Le probléme (2.1.1)) admet une unique solution stricte u satisfaisant
W', (Ly — M)W, (Lo — M,)* — (Ly + M,)?*)) uw e C?(0,1]; X)

(Lo + M)’ ue CF_ 4, ([0,1]5X)
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2. feC?([0,1];X) et
ug,uy € D (L,M,)N D (M,L,),
Mw (Lw + Mw) U + (Lw + M, ) f (0) € (X D (Lw))e,oo )
(Lw - Mw) Lojch,M (Lw + Mw) U’O (X7 D (L))G,oo
(Lw - Mw)MJICLM (Lw + Mw)2 Uy (X> D (L))G,oo
Preuve. Soit w > 0 fixé tel que w > w*. On note L, = L, M, M
Tout d’abord, on prouve que 2 implique 1. Pour cela on suppose et f E C?([0,1]; X),

on veut prouver que u défini par (2.3.23)) est I'unique solution strlcte de .
On pose

=([+R)(F(f)+ D),
alors
v=F(f)+D—R(v),
d’on
u=(L+M)?(F(f)+D)—(L+M) >R (v). (2.4.10)
On note que (L + M)*u=1v € Y (0,1];X).
De plus, en utilisant (2.3.19)), ([2-3.21) et (2-3.22) dans (2.4.10)), on obtient pour tout ¢ € [0, 1]
u(t) = (L+M)7'G(f) 1)+ (L+M)*1H(f) (t)
—(L+ M) ™M (1 —ete™) T H (£)(0)
+(L+ M) M (1= ebeM) el G (f) (1)
—(L+ M)t (1 =M L>‘1G<f> (1)
( )
( )

+(L+ M) et (1 eMeL) eMH (f) (0)
(L4 M) M (1= ePe™) ™ (L+ M) ug — e (L + M) w)

(L4 M) 0 ([ — M) T (L4 M)uy — e (L + M) ug)

(L M) G (Copr) () + 7 (L M) H (Crare) (1)

1
—}l (L+ M) ™ (I —ebe™) ™ H (Cpapv) (0)
(L M) (T M) G () (1)
+i (L+ M) 095 (T — MeP) ™ G (Cpw) (1)
+i (L+ M)t 005 (T — M) ™ eMH (O a0) (0)
que Don peut écrire
u(t) = (L+M)""G(f) @)+ (L+M)""H(f) ) (2.4.11)

—i (L + M)_l G (CL,MU> (t) + i (L + M)_l H (CLjMU) (t)
L+ M) My 4 (L4 M) T eUIE
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fo = (I—e"e™) " (=H (f)(0) +7" "G (f) (1) + (L + M) uo
P (L 4 M)y — }LH (Coare) (0) — }LeLG (Coar) (1))
et
fio= (T=eMe") (=G (f) (1) + M H (f) (0) + (L + M)uy
—eM (L 4+ M) ug + }lG (Coarw) (1) + %MH (Crarv) (0)

On a donc pour tout ¢ € [0, 1]

v(t) = (L+M)G(f)(t)+(L+M)H(f)(t)—i(L—i—M)G(CL,Mv)(t) (2.4.12)

+i (L+ M) H (Cpao) (t) + (L + M) e™fo+ (L + M) B9 f

D’apres la proposition [2.4.1] point 4.,
we ¢t ([0,1],X)nC”([0,1],D (L))

si et seulement si

fos i GlD(M) =D (L)
{ fQ0) = =Crmv(0) + Mfo € (X,D(L))go = (X,D(M))y (2.4.13)
f)+3Cmv (1) + Lfi € (X,D (L))

Or, en écrivant
fo = MM (I—e"e™)™ LUL(—H (£) (0) + €“G (f) (1) + (L + M) ug
P (L + M)y — iH (Coarw) (0) — ieLG (Coav) (1)
il est clair que f € D (M) = D (L), grace au lemme 2.2.4) et
F(0) = {Carw (0) + My
— f0)— }loL,Mv (0) + ML (—LH (F)(0) + L (L + M)ug — iLH (Charv) (0))
+ML™! (H (f)(0) = (L+ M)ug + i + H (Cpmv) (0))

+ML™ ' Le* (G (/)(1) — (L + M)uy — iG (Cr.av) (1)> + ML ' LekeM f,
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En utilisant (2.4.2)), on obtient

£(0) - }ch,Mv (0) + My

= ML+ M)ug+ (L+ M)L*f(0) - i (L+ M) L 'Cp v (0)

2 (10 - 1o ©) - a1z ( Lot (F () — F(0))ds + )

1 1
— ML (/ Le*t (Cpav (s) — Cpav (0)) ds + e Cp v (s))
0

4
+ML™ (H (f)(0) = (L + M) ug+ EH (Crav) (0)>

+ML™ ' Le* (G (/)(1) = (L + M)uy — }lG (Crv) (1)) + ML ' LekeM f,

D’apres la proposition [2.4.1] point 5 et (2.4.9) et (2.2.3), (2.2.4) on a

f(0)— ECL,M’U (0) + M fo € (X, D (M)),

,O0

de méme

f)+Couv(1)+ Lfi € (X,D(L))g

Ainsi
we (0,1, X)nc? (0,1, D (L + M)?))

Ensuite, on obtient pour tout ¢ € [0, 1]

(L 4+ My (1) = MG (F) (1) ~ LH (1) (1) = ;MG (Co) (1) = (LH (Crar) (1)

1
—5 (CL7MU) t + Methg — Le(l_t)Lfl

donc pour tout t € [0,1],ona v’ (t) € D(L+ M) = D (L — M). De plus, en insérant (2.4.12)
dans cette derniére formule, et en utilisant le lemme [2.2.3] point 7., on obtient pour tout
t €10,1]

u(t) = ML+MTGf)t)—L(L+M)"H(f) () (2.4.14)
—}lM (L+ M) G (Cpa) (1) — }lL (L+ M) H (Cpuv) ()
+M (L4 M) e™fy— L(L+ M) el=00f
en vertu de et de la proposition [2.4.1] point 4.,
u' € 0 ([0,1],X)nC?([0,1],D (L — M))
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On a pour tout ¢ € [0, 1]
W) = )+ ML+ M) MG (f) (t) + L(L+ M)y LI (f) (1

—iM (L+ M) MG (Cppv) (t) + }lL (L+ M) LH (Cp ) (t)

o e

M (L+ M) MM fy + L(L+ M) LeDEfy

puis, on injecte (2.4.12]) dans cette derniére formule, on a

u'(t) = fO)+5G ()6 +TH () (1) - 3510 (Cruv) (t) (2.4.15)

1
+ZT1H (CL7M’U) (t) —f- Sleth() + Tle(l_t)Lfl.

ou
S :M(L+M)1M+}L(L—M)(L+M)ICL,M(L+M)
= %M—%(L—M)M(LJrM)_l
et

_ 1 _
T, = L(L+ M) 1L+Z(L—M)(L+M) YCpv (L + M)
= %L+%(L—M)L(L+M)_1

d’apres le point 8. du lemme [2.2.3]
En utilisant (2.4.11]),(2.4.14)) et (2.4.15]), on obtient pour tout ¢ € [0, 1]

u' (t) + (L — M) (t) + i (L —M)? = (L+M)?) u(t)

= £+ 5:G (1) () + TH () (1)~ 15:G (Coaw) (1) + {TH (Crar) (1)
+Sg€th0 + Tge(l_t)Lfl.

Sy = %M—%(L—M)M(L+M)_1+(L—M)M(L+M)_1
+i (L—M)?—(L+M?) (L+M)"
=0
et 1 1
T, = §L+§(L—M)L(L+M)’1—(L—M)L(L+M)’1
2 (L—M)?—(L+M)?) (L+M)"

oI
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d’aprés le point 9 du lemme [2.2.3] On obtient enfin

W () 4 (L= M (1) + 3 (L= MY = (L+ M) ult) = £ (1),

De plus, par (2.4.6)), (2.4.5), (2.4.8) et (2.4.7)

w(0) = (L+M)>(F(f)+D)0)— (L+M)>R()(0) =up

w(l) = (L+ M) (F(f)+ D) (1) = (L+ M) > R(v) (1) = us

Donc, u définit par (2.3.23)) est une solution stricte du probléme ([2.1.1)) vérifiant la propriété
de la régularité maximale ([2.1.11)) et (L + M)*u e C7 a ([0,1]; X).

Remarque 2.4.2 Par les propositions précédentes, on peut dire que s’il existe une solution

stricte de (2.1.1)) satisfaisant (2.1.11)), alors elle s’écrit sous la forme (2.3.23) pour w > w*.

On en déduit l'unicité de la solution stricte et pour tout t € [0, 1],
u(t) € D ((Ly + M,)?),
ce qui implique, grdce a U'hypothése (2.1.4)), que u (t) € D ((Lw — Mw)Z) )
Inversement, on suppose le point 1. On a
W () 4+ (L= M (1) + 3 (L= MY = (L + MP)ult) = £ (1),
ce qui donne f € C?([0,1]; X). D’autre part, u est uniquement déterminée par la formule

E33) o
(L+M)*u=(I+R)"(F(f)+D)eC],([0,1];X),

en appliquant (I + R) € £ (C’Z  ([0,1]; X)), voir proposition W, il vient
F(f)+D e Cpy(0,1]:X),

et par la proposition on déduit que (2.4.9) est satisfaite.



Chapitre 3

Application

3.1 Position du probléme et formulation abstraite

On considére le probléme aux limites d’ordre quatre suivant

(D% 0%u ou o*u A

o (Ly) +aly )a 5 (6Y) —wo‘a(t,y)—W(ty)—a(y)a—yg(t,y)

0*u Lo Ou 0%

—a' (y >8y (t,y) — za (y)ay(t ,Y) + w? ﬁ(t y)=f(ty), (ty) €0,1] x]cd[.

w(t,e) = u(t,d) = 22@@ ggu@—o te0,1]

u(0,y) = uo(y), (1 y) = ul(y), y € led]
pour w > 0 assez grand, a > 0,
acC*(c,d), alc)=a(d) =0, (3.1.1)

et
fe?(0,1]; L7 (c,d)), avec0 < < letl<p< oo.

Posons X = L? (¢,d) . On utilise les notations vectorielles usuelles
u(t,y) = u(t)(y), fty) =11 ),
pour écrire le probléme précédent sous la forme abstraite suivante
1
u (8) + (L = M) u' (8) + 5 (Lo = Mo)* = (Lo + M) ) u(t) = £ (1), t€[0,1].

u(0) = ug
u(l) =u

ou

Lop(y) =¢" (y) +a(y) ¢ (y) —we(y), ye€led
MwSO (y) = 90” (y)7 ye ]Cad['
On remarque que L, = Lqg — w®l et M, = M, ou
D(Ly) = D(My)={peW?(c,d), ¢(c)=(d) =0}
Lop(y) = ¢ (y)+a(y)s0 (y), Mop(y) =

{ D (L) = D (M) = {p € W2 (c.d), ¢(c) = ¢ (d) = 0}

48



3.2 Etude spéctrale et application du théoréme 49

3.2 Etude spéctrale et application du théoréme 2.4.1

Montrons que les opérateurs L, et M, vérifient les hypotheéses (2.1.2)) ~ (2.1.9) .
Par un calcule direct on montre que 'opérateur M,, vérifie 'hypothese (2.1.2). En effet, la
résolvante de M, est la solution de I’équation spectrale suivante

Mop —2zp =g
c’est a dire la solution du probléme suivant

{ " (y) — 20 (y) =g (y), y € [c,d]
@ (c) = (d)=0.

La solution de I’équation homogene est de la forme
¢ (y) = CLeV¥ + Che vV,

ici, on suppose que la racine carrée a la détermination analytique définie par Re /z > 0.
Pour I’équation non homogéne, on utilise la méthode de variation des constantes, c’est-a-dire,
on cherche des solutions sous la forme

p(y) = Ci(y) eV + Cy (y) eV
tel que

! eVa 4 C! eV = ()
{ 1 (Z/) 2 (y) <3.2‘1)

VZCT (y) eV™ — /20y (y) eV = g (y) .
Le déterminant de ce systéme est
eﬁy 67\/2?/
\/gex/zy — /zeV#

Par conséquent, le systeme (3 admet une unique solution donnée par

D= —2\Z#0

0 e_\/gy
' —p! — D1 —Vzy
Ci (v) g _ JaeV g(y)e
et Y
' _ D! e — p! Vzy
Cs () SV g ' g(ye
Ainsi,
C (y) 2\/_fe =g (s)ds + &,
Cy (y) eV¥# g (s)ds + &

sz

Par conséquent,

v (y) :eﬁy€0+€7ﬁy€1+ / Vz(y=s) d5_|_ / VEs—y) g
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On utilise maintenant, les conditions aux limites ¢ (¢) = ¢ (d) = 0, on obtient le systéme

suivant
.

eﬁcfo +eVEg = eVils=ag (s)ds

1
2%
‘4
1
eVZE ) 4 emVEE :—m eVAd=9) g (s)ds

\ C

son déterminant est eV~ — evZ(d=9) — 24inh \/z (¢ — d) , alors

Cy=— 231nh\/_c— \/_/ sinh/z (s —d) g (s)ds
Cy = — 281nh\/_c— \/_/ sinh/z (¢ — s) g (s) ds

donc 'unique solution est

oly) = N_/ VA=) ds+—/ Va1,
Ve / sinh v/z (s — d) eV*¥=9g (s) ds

1
~ 2sinh/Z (¢ —

1

(

— h — Vz(d—y) d
2 sinh v/Z (¢ — d\/_/sm Vile=s)e 9(s)ds

Apres des simplifications, on trouve que

(Mo—2)""g=¢(y) = / Kz (y,5) g (s)ds,

ol sinh /2 (y — d) sinh \/z (c — )sic S
K (y,5) = Vzsinh V2 (c = d) o
vz W, sinh /2 (s —d)sinh vz (c—y) o ooy

Vzsinh\/z (¢ — d)

avec Re/z > 0 et d’apres le lemme de Schur et la symétrie du noyau, on a

d
(Mo — )" g| < (Sl[ll?ﬂ/ Kz (v, S)}d8> gl
se|c, c
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ou

d
/‘Kﬁ(y,s)‘ds
coshRe/z (y — d)
2|7 |sinh /Z (¢ — d)

_ d
+COIShRe\/E(C y) /coshRe\/E(s—d)ds

|22 |[sinh v/Z (¢ — d)| Je
coshRe y/z (y — d) sinh Re /= (¢ — y) + cosh Re /z (¢ — y) sinh Re /z (y — d)

|

|2|2 |sinh v/z (¢ — d)]
sinh Re v/z (¢ — d) < 1 C

2|7 [sinh y/Z (¢ — )|~ [2]]1 — e2vEemd| 7 |4

d
| / coshRe /2 (¢ — s) ds

SN

De plus, Uopérateur M, est inversible. On résout I’équation spectrale Myp = g qui est

équivalente a
{ ¢ (y)=9(), y€le,d
p(c)=p(d)=0

ou p € W% (c,d), on obtient alors que pour presque tout y € |c, d|

My (y) = M (y) = e (y) (3.2.2)
y—d

d B d J J
= i/ tw(t)dtJr%/c w(t)dt+/y tw(t)dtﬂ/c o (¢) dt.

On trouve ainsi que p (My) D [0, +o0[ et

C
1+ 2|

3C > 0,z € [0,+00[ : ||(My — 1) 1| < (3.2.3)

— Pour l'opérateur L,,, en utilisant Lunardi [15], théoréme 3.1.3 page 73, on trouve que cet

opérateur génére un semi-groupe analytique. De plus, il existe un 6 > 0 et Cy > 0 tel que
pour tout

zES(;:{zGC\{O}:\argz|§g+6}

on a
(20 = D)y < T
dont on déduit que pour tout w > 0
(Lo = D)7 o < lwc—jz‘ (3.2.4)
si |w* + z| > |z| alors
Co

-1
[(Ley — 21) Hﬁ(X) < Bk
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Sinon Rez < 0 et on a

lw® + z| > cos (\arg z| — g) |z| > cos (9) |2

donc il existe C = > (Cpy > 0 tel que pour tout w > 0 et pour tout z € Sy

cos 5
C
-1 1
”(Lw —z21) HE(X) < Bl
On introduit les deux opérateurs
D(P) =D (Q) =W (c,d)

Ainsi 'opérateur L, est écrit sous la forme
L, = My+ Q —w®I

Selon Engel-Nagel [5], exemple 2.2 page 169, 'opérateur P est My—borné et grace a (3.1.1]),
on déduit que @ est My—borné. De plus w® € p (My), donc il s’ensuit du lemme 2.6 de [5] p
173, que w® € p (Mo + Q), a,utrement dit L, est inversible dans £ (X).

Pour les domaines, et en vertu de , on a

D(M,L,) ={¢€ D(L,), Lop € D(M,)}
={peW??(c,d): p(£) =0, ¢" +ay —w € WP (c,d)
avec ©" (§) +ayp’ (§) —wp () =0, £ € {c,d}}
={p e W3 (c,d), 90”+a90 € W?* (c, d) @' (c) = ¢" (d) = ¢ (c) = p(d) =0}
={p e WP (c,d), 9" € WP (c,d), ¢"(c) = ¢" (d) = ¢ (c) = ¢ (d) = 0}
Z{SOGW‘”’(Q d), ()Z@"(d)zw(c)zw(d)zo}v

d’ou
{Dme) {o e W (c,d), ¢ (¢) =¢" (d) =¢ (c) =¢ (d) =0}
(My,Lo,) ¢ (y) =@ (1) +a (y) @ (y) +2d (y) ©" (y) +a” (y) ¢’ () -w*¢" (y), y € e, d]
De méme,
{ D (LuM,) = {p e W' (c,d), ¢" (c) = ¢"(d) = ¢ (c) = ¢ (d) = 0}
(LuM) ¢ (y) = ¢ (y) + a(y) (3)(y) w" (y), y € (c.d),

et comme D (L,M,) = D (M,L,), donc la conséquence [5| donne

(X, D (L)) (X, D (M)

146,00 = 1+6,00 °

Idem, on trouve

{D([Mw,LD {weW‘*p( d), ¢"(c)=¢"(d) =p(c
(Mo, Lol ¢ (y) = 2a (y)w”(y) ()w(y), y € (c,d),

N—r
|
©
—
ISY
N—r
|
(e
—
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) = ¢ (d) =0}
y), yE(cd),

{ D (L, + M) ={p € W??(c,d), ¢(c) = p(d) =0}

(Lo + M) o (y) = 20" (y) +a(y) ¢ (y) —w(y), ye€(cd).

Ce qui implique que :

1. L, — M, est fermé,

2. L, + M, est inversible et son inverse est borné (On utilise le méme raisonnement que L,,).
De , , on déduit qu’il existe C' > 0 tel que pour tout w > 0

C _9 C
H(Lw + M, HL‘(X) < W’ ”(Lw + M,) HL(X) S w2

{ D (L, — M,) ={p € W?P(c,d), ¢(c
(Lo — My) @ (y) = a(y) ¢ (y) —weo

— En utilisant (3.1.1)), on trouve que

D ((Ly+M.)*) ={p €D ((Lu+M)), (L,+M,)¢€D((L,+M))}

),

={p€ W“(C d), (&) =0 et 20" +ap’ — wp € W?P (c,d)
avec 20" (&) +a (&) ¢’ () —wp () =0, € € {c,d}}

={peW*(c,d), ¢"(c) =¢" (d) = ¢(c) = ¢ (d) = 0}

et
D((L,—M.,)?) ={peD((L,— M), (L,— M) ¢ € D((L,— M,))}
—{p e WP (c,d), (€)= 0 et ag —wop € W2 (¢, d)
avec ag' (§) —wp (§) =0, & € {c,d}}

={p e W3 (c,d), p(c) = (d)=0}

ainsi

D (Lo + M,)?) € D (L, — M.,)?).
— De plus, pour tout ¢ € D ((Lw + MW)Q) et pour presque y € |, d[, on a

i (Lo — M)? = (Lo + M) & ()

= 1((a W)@ (y) — 2% (y) ' (y) +a(y)d (v) ¢ (y) +w* o (y)

1
—4p™ (y) — 4a (y) ) (y) — 4d’ (y) " () — 20" () ¢ (y) + 4" (y)
a(y)d (y) ¢ (y) —w e (y))

—(a ()’ ¢ (y) +2w%a(y) ¢ (y) —a(y

= oW ()~ ) (1) o ()& (1) — 507 ()¢ () + 9 ().

— De plus, on a
C
-1 0
[(Lo — 21) ||L(X) < Bk
pour tout
zEng{zE(C—{O}:\argz] §g+(5},
dont on déduit
Co

I =2 ooy < e
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ainsi la conséquence , donne l'inversibilité de I — efweMw et [ — eMwele,

— Pour le commutateur, on considére, pour f € X = L? (¢, d)

(Lw+Mw)_2f:ga et (Lw+Mw)_1f:¢

alors
(Lo + M) "¢ =g € D((L, + M,)*) = D(L,M,) N D (M,L,)
amsi g€ wh (c.d)
g (c)=9¢"(d)=g(c)=9g(d)=0 (3.2.5)
29" (y) +a(y) g (y) —wg(y) = (y)
et

{[M, L) g} (v) = 2d' (y) g" (y) +a" (y) ¢’ (y) = 2a’ (y) Mog (y) + a” (y) Pg (y),

or P est My—borné et grace a (3.2.5)), on a
1Mo, Lol gl < C([[Mogll + [[Pgll) < Cy ([[Mogll + llg) (3.2.6)
1
< Culla’l+ gl < o (Il + z 1)

De plus, (L, + J\fw)f1 f =1, on déduit

W € W2 (c,d)
P (c) =4 (d)=0
2" (y) +a(y) ¥ (y) —w ¥ (y) = f (v)
et c
Il < — 171 (3.2.7)
il s’ensuit de (3.2.6]) et (3.2.7)) que
Lol = 0k 2 (ot M) <€ (2 + 52 ) 1

IN

2C
el £l

ou
20 si0<w<,
77 a stw>1

Ainsi, toutes les hypotheéses sont satisfaites. On peut alors appliquer le théoréme [2.4.1] au
probleme ((3.1.2]).

Remarque 3.2.1 Les domaines D (L) et D (M,) sont obtenus grice aux conditions aux
limites. En effet u(t) € D (L, — M,)” — (Lo, + M,)?) pour tout t € [0,1] est équivalent a

2u 0%

u(t,e) =u(t,d) = o2 (t,c) 3y

(t,d) =0, € [0,1] (3.2.8)
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etu' (t) € D (L, — M,) pour tout t € [0, 1] est équivalent a

@(tc)—@
ot ot

qui découle directement de (3.2.8) puisque pour tout t € [0,1] fixé on a :

(t,d)=0, t €]0,1]

ou _u(t+hc)—u(tc) 0—-0
a9 = h =m0
de meme Ou (t +h,d) —u(t,d) 0-0
u(t+h,d) —ul(t,a) . -0
o (60 = Jm h Ty Y

Remarque 3.2.2 On va montrer que Uhypothése (3.1.1)) est nécessaire dans cet exemple.
Pour cela, on suppose que a € C? ((¢,d)) avec (a(c),a(d)) # (0,0). Alors

D(M,L,) ={¢€ D(L,), Loy € D(M,)}
={peW?P(c,d): p(£) =0, ¢+ ap —w € W?P (c,d)
avec " (§) +ay' (§) —wp () =0, § € {c,d}}
={p e W* (c,d): ¢" (c) +alc)¢ (c) = ¢" (d) +a(d)¢' (d) =0
et o (c) = ¢ (d) =0}

et

D(L,M,) = {p€D(M,), Myp e D(L,)}
= {peW™(cd), ¢"(c) =¢"(d) = ¢ (c) = ¢ (d) = 0}
ainsi D (ML) et D (L,M,) sont différents, de plus

D ([Ms, Lu]) = {p € W (c,d), ¢"(c

D’autre part, on a

D ((Lw+M.,)?*) ={p e D((L,+ M),
—{SOEW“(C d) p(e) =

avec 2¢" (e ) a(

={pe W (c,d), 2¢"

(L + M) ¢ € D ((Lo + M)}

=0 et 20" (¢) + ap’ — w¥p € WP (c,d)
g)¢'(e) — w@()—O,EG{C,d}}

@" (c) +a(c)¢' (c) =2¢"(d) +a(d)¢' (d) =0

et ¢ (c) = ()—0}
et
D ((Lo = Mu)*) ={p € D((Ls-M.)), (Lo )SOED(( M,))}
—{goEW”(cd (5) 0 et wgoGWQp(c,d)

)¢
avec a () ¢’ () -w ()—O ee{cd}}
={peW??(c,d), a(c)¢' (c) = a(d)¢' (d) =¢(c) = ¢ (d) = 0}

ainsi, ’hypothése (2.1.4]) n’est pas satisfaite.

Le domaine d’interpolation (X, D (L)), ., est définit dans la proposition suivante.
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Proposition 3.2.1 Soient 0 € |0,1] et 1 < p < co. Alors

(L7 (¢,d), D (Lu))g e = (LF(c,d), W (c,d)),
BQQ (Je,d)) si0<6< 2ip
= B" 510 = 2i
{o e BX (] d[):gp(c):go(d):()} §i g, <0< 1.

0,00

Conclusion.

On a vu dans tout ce travail que le paramétre spectral w joue un role trés important dans
I’étude de la régularité maximale de la solution stricte du probléme de Dirichlet non homogéne
sous I’hypothése de non commutativité.
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Résumé

L’objectif de ce travail est ’étude de la régularité maximale de la solution stricte d’une
équation différentielle compléte du second ordre de type elliptique & coefficients opérateurs
dans un cadre non commutatif. Les techniques utilisées reposent sur la théorie du semi-groupe,
le calcul fonctional de Dunford et principalement sur le travail de Sinestrari.

Mots clés : équation differentielle opérationnelle du secod ordre de type elliptique, cadre
non commutatif, conditions aux limites, régularité maximale, semi-groupe analytique, calcul
fonctional da Dunford, espace d’interpolation.
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