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Résumé

On s’intéresse dans ce mémoire & determiner I’ensemble des majorants minimaux de deux
opérateurs positifs en proposant une caractérisation de tout opérateur de cet ensemble, qui

nous permet de le définir comme suit :

Mupy ={TeB(H): 0<AB<Tet Im(vT —A)NIm(vT — B) = {0}}
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Introduction

En analyse fonctionnelle, la classe des opérateurs positifs est un outil essentiel a I’'étude
de différents problémes de la théorie des opérateurs. Cette importance & été confirmée par

plusieurs travaux de recherche, nous citerons par exemple les articles suivants :

- (R. Bellman, R Kalaba [8]) qui ont donnés le lien entre les opérateurs positifs; la

programation dynamique et la theéorie du controle.

- (T. Ando [5]) a donné des conditions sous lesquelles on peut généraliser la concavité

et la convexité de certaines applications pour les matrices définies positives.

La notion d’opérateurs positifs est définie par une relation d’ordre partiel sur I’ensemble
des opérateurs bornés, ce qui nous raméne a 1’étude du concept du majorant.

Dans cette optique beaucoup de travaux on été menés, nous citerons :

- (R.G. Douglas [10]) qui a montré I'existence d’une étroite relation entre les notions
de majoration, factorisation et I'inclusion des images.

- (W. N. Anderson, Jr. et G. E. Trapp [4]) qui ont démontré I'existence de 'opé-

rateur L(A) qui est le suprémum de tous les opérateurs positifs inferieurs & A dans

I'image est dans le sous éspace vectoriel fixé S.

- (C. Akmann et N. Weaver|2]) ou on démontre que la borne supérieure d’une famille
{z;}ien d’opérateurs qui commute dans I'algébre de Van Neumann qu’ils générent ,

n’est pas toujours un majorant minimal dans l’ensemble des opérateurs bornés B(H).

- (A. Aslanov [6]) qui a montré Iexistence du majorant minimal de deux opérateurs

positifs.

On s’intéresse dans ce travail a la détermination du majorant minimal 7" de deux opé-
rateurs positifs A et B. Pour cela on se propose de trouver une caractérisation de T en se
servant des images des opérateurs 1 — A et T — B.

iv



INTRODUCTION v

Notre manuscrit se compose de quatre chapitres dont le contenu est comme suit :

Le chapitre 1 est consacré au rappel des différentes notions mathématiques dont on a

besoin : Produit scalaire ; norme ; espace de Hilbert ; opérateurs bornés.

Dans le chapitre 2 on donne une méthode pour montrer I'existence de la racine carrée
d’un opérateur positif.
Le chapitre 3 est réservé a I’étude des tenseurs, ot on a montré I'equivalence entre les

tenseurs et les opérateurs de rang 1 puis on a donné quelques propriétés.

Dans le chapitre 4 on donne le résultat principal de notre travail qui consiste a ca-
ractériser I’ensemble des majorants minimaux de deux opérateurs positifs et cela en

établissant le théoréme suivant :

Théoréme 0.1 Soient A, B deux opérateurs positifs et T un majorant de A et B.
Alors :

T est minimal si et seulement silm(v'T — A) N Im(vT — B) = {0}.



Chapitre 1

Rappel

1.1 Produit scalaire, norme, espace de Hilbert
Définition 1.1
Soit X un espace vectoriel complexe. Un produit scalaire sur X noté (-,-) est une forme
sesquilinéaire, hermitienne, définie positive :
X —C
(I,y) — <$7y>
i) Sesquilinéaire :
Pour tout x,y,z€ X et A€ C on a :
(T +y,2) =(r,2) + (¥, 2)

(T, y +2) = (z,y) + (v, 2)
et

</\ZL’,y> =\ <I7y>
(x, \y) = X~ (z,y)

it) Hermitienne :
(r,y) =y, ) Vo,ye X

i11) Définie positive :

(x,z) >0 VeeH

(x,2) =0<=2=0x VzeX
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Définition 1.2
On appelle norme sur X noté |||y, toute application de X dans RT tele que :
i) Ve e X :||z||y =0<= 2z =0y.
i) Ve e X,VA e C: ||Az||y = |\ ||=] -
i) Y,y € X+l +ylly < llellx +llyllx-

Remarque 1.1 Pour tout produit scalaire sur X, on peut associer la norme :

Il = /¢
Définition 1.3
Soient X un C-espace vectoriel muni d’une norme ||-||y et (v,),cy une suite de vecteurs
dans X.

La suite (zy,),cy est dite de Cauchy si et seulement si :
Ve>0;3Ny €N tel que Vn,m > Ny : ||z, — 2| x <&

Si toute suite de Cauchy (v,),y C X converge dans X, alors X est dit complet et il est
appelé espace de Banach.
Définition 1.4
Un C-espace vectoriel muni d’un produit scalaire est dit espace de Hilbert si et seulement si

1l est complet.

Lemme 1.1 Soient H un espace de Hilbert et (Ty),,cr » (Yn) ey deur suites de vecteurs telles
que :

T, — xg et Yy, = Yo- Alors :
n——~oo

1 limy, o0 <$m yn) = (limy 00 Zn, iMn 00 Yn) = (20, Yo)
2. limy oo J2n | = [Hmn—s o0 2l = [0l -

Preuve.
1. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Shwartz on a :

(0 — 20, Yn — Yo)| < | — Toll gy |y — wolly —> 0 carz, — To,yn — Yo
n—>»o0 n—>» o0 n—o0

Donc
lim (@n, — 20, Yn — Yo) =0
n—oQ
D’ou
lim (2, — 20,yn — yo) = 0 <= lim [(2p, Yn) — (20, %0)] = 0
n——oo n—oo
<~ lm (z,,yn) = (x0, Yo) < 1m Tns hm yn>
n—oo

2. Pour montrer cela il suffit dutiliser I'égalité ||x,||% = (2n, 2n)p ct le premier résultat.
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1.2 Opérateurs bornés

Définition 1.5
Soient X et'Y deux espaces vectoriels, une relation A (x) =y est dite opérateur si et seule-

ment st :
Ve X,lyeY: A(x)=y

On considere les notations suivantes :

- D(A) : L’ensemble des vecteurs v € X pour lesquels il existe une image y € Y.

- Im(A) : L’ensemble des images c’est-a-dire :

Im(A) = {y € Yy = A(z),z € D(4)}
- ker(A) : Le noyau de A défini comme suit :
ker(A) ={z € X : A(z) =0y}

Définition 1.6
Soient X et'Y deux C-espaces vectoriels, un opérateur A de X dans 'Y est dit linéaire si et

seulement si :

Vr,y € X : Alx+y)=A(x)+ A(y)
et
Va e C: Alaz) =a-A(x)

L’ensemble des opérateurs linéaires de X dans'Y est noté L (X,Y)

Définition 1.7
Soient X et Y deux espaces de Hilbert, un opérateur A de X dans Y est dit borné si et
seulement si :

sup [|A (z) [ < o0
zeX

L’ensemble des opérateurs bornés de X dans Y est noté B(X,Y) ou B(X) si X =Y.

Remarque 1.2

sup A (z)[ly < 00 <= sup [|A ()] < oo
2]l x <1 zeX

Proposition 1.1
Soient X et Y deux espaces de Hilbert et A € L(X,Y). Alors A est borné si et seulement
81 :

Vee X, Jag >0: ||[A@)|ly < aw ||y
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Preuve.

- Supposons que A est borné alors :

sup [|[A(z)|ly <oco=Vre X: |2y <L, Tap >0: ||A@)|y < ap < .
llzll x <1

Soit z € X tel que x # 0 et v = —5— € X. Comme ||v|| = 1, alors :

[zl x

1
Tl A @)y < a@ <oo
X

JaE >0: [AW)|y =
D’ou :
Vo€ X\ {0}, 3ag > 0: 4@y < ag el
Et ceci est toujours vérifié pour z = 0 car ||A(0)||,, =0 < - ||0||y Yo >0

- Réciproquement si pour tout x € X il existe a(,) > 0 tel que :

|A(2)]ly < o |||y, alors pour z € {X : ||| < 1} on a :

4@y < ag) < 00 = sup |4 @)y < sup g < o0

Donc A est borné. m

Proposition 1.2
Soient X et'Y deux espaces de Hilbert et A € L(X,Y). Alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

i) A est borné.
ii) A est continu sur tout X.
iii) A est continu en = = Ox.
Preuve.
i) = ii) Solent x,zo € X tels que ||z — || < J avec § > 0. Comme A est borné alors il existe
O(p—zo) > 0 tel que :

1A (@) = A@o)lly = A (@ = 20)lly < Qamag) & = olly < Ap—sey 3 = <.

Donc Ve >0, 30 = —=— > 0 tel que :

®(z—zq)

[ = ollx < 0= [[A(z) = A(xo)lly <

D’ou la continuité de A sur tout X.

ii) = iii) Comme A est continu sur tout X alors il est continu en x = Ox.
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iii) = i) Comme A est continu en x = Ox, alors :
Ve >0, 300 >0 tel que :||z||y < 0ee) = ||A(2)]y <e.

Donc pour € = 1, il existe d;) > 0 tel que : |||y < 6w = [[A(2)|ly < 1.

Soit z € X tel que z # Ox et posons y = (2{?;]))() -x. Alors |ly|lx = 6<2””> < Oz
Donc on a : 5
(z)
1A W)y = [A(z)]y <1
T2zl v
D’ou
2
Ve Xz #0x: ||[A(2)]y < Cu llzlly  avec Cpy = 5 >0

Pourz =0ona ||[A0)],, =0<C|0||, VC >0
Finalement si A est continu en z = Ox. Alors A est borné et on obtient I’équivalence
entre les trois assertions.

[ ]
Remarque 1.3 L’ensemble B (X,Y) est un espace vectoriel sur lequel on définit la norme :

1Allpxyy = inf {o@ >0 |A@)]ly < o - [l2llc}
= sup [|A(z)ly

llzlx <1
A partir de cette définition on déduit que pour tout z € X : [[A(z)|ly < [|Allgxyy - lzllx

Définition 1.8
Soient H un espace de Hilbert et A € B(H). A* est dit opérateur adjoint de A si et seulement
8% :
(A(z),y) = (2, A" (y)) Yo,y € H
Si A* = A on dit que A est auto-adjoint.

Définition 1.9
Soient XY deux espace de Hilbert et (Ay), oy une suite d’opérateurs dans B(X,Y"), on définit

les trois types de convergence suivants :

1) Convergence en norme :

(An),en converge en norme vers l'opérateur A si et seulement si :
[An — Allpx.y) 7 0 eton écrit A, = A

2) Convergence forte :

(An),en converge fortement vers 'opérateur A si et seulement si :

|A,(7) — A(x)|ly, — 0,Yz € X et on écrit A, — A
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3) Convergence faible :

(An),en converge faiblement vers lopérateur A si et seulement si :

(Ap(z),y) — (A(x),y), Vo € X, Yy €Y. eton écrit A, — A

Définition 1.10

Un opérateur A est dit de rang n € N si et seulement si dim Im(A) = n.



Chapitre 2

Opérateurs positifs

2.1 Définition
Définition 2.1

Un opérateur A € B(H) est dit positif si et seulement si il est auto-adjoint et pour tout x

dans H on a :

(A(z),z) 20
Remarque 2.1 Si A est un opérateur positif , alors pour tout x dans H on a :
(A(z),z) e R car V x € H;(A(z), ) = (z,A" () = (z,A(z)) = (A(2) ,z)

On notera dans la suite ||-||; par ||-|| et on précisera pour toute autre norme.

2.2 Somme finie d’opérateurs positifs

Lemme 2.1 Soit {An}0< _. une famille finie d” opérateurs positifs sur H. Alors :
SN IVQ

n=Np
A= > A, est un opérateur positif
n=0
Preuve.

Soit n € {0,1,..., Np}. Comme les opérateurs A,, sont positifs on a :

A=A,

n

(A, (z),z) >0 Vxe H.
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Donc
n=Np * n=~Np n=Np
A*z(ZAn) = S A= 3 A, =4
n=0 n=0 n=0
et

(A(z),z) = <"§°An () a:> =S A (1) a) >0 Va e H

n=0
D’oul A est un opérateur positif. m

Définition 2.2
Soient A et B deux opérateurs positifs sur H, on dit que A est inférieur ou égal a B

(noté A < B) et B un majorant de A si et seulement si :
(B=A)(x),z)y >0Ver e H

Remarque 2.2 La relation (<) est une relation d’ordre partiel sur B (H).

Définition 2.3
Soient T' et B deux opérateurs positifs tels que T' < B.

B est dit majorant minimal de T si et seulement si :

VC € B(H) tel que: C>0etT <C=B<C(C

2.3 Propriétés

Soient A, B et C' trois opérateurs positifs sur H. Alors on a les propriétés suivantes :
(1) A>0,B>0=A—B<A
(2
(3
(4

A< B = [|Allg) < IBllsa
B>0=B">0VneN*

VneN:
C<ld=C"<Id

(5) C2 < Id = C < Id.

)
)
)
)

(6) Si A est inversible, alors A™! est positif.

Preuve.
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(1) Soit x € H. Alors :

(2) Soit x € H, on a donc :
0< A< B+ 0<(A(2),2) <(B(2),2) < Bl x 2]
Alors :
(A(2),2))" < [(B(2),2))
< 1Bl * ll=ll*
D’ou :

sup {[(A(z),2)]"} < IIBH?;(m

ll=z]<1
En utilisant l'inégalité ci-dessous qu’on démontrera dans la preuve du lemme (2.3)

(équation (2.4)) :

1Al < { sup (A () ,x>}

=<1

Et comme :

{Sup (A(x),x)} < sup {[(4 (:c),x>]2}

[l=]|<1

On déduit que :

2 2
1Al 5y < 1Bllsy <= 1Allsar < I1Bllsar

(3) Montrons par récurrence que :
B>0=B">0VneN"

Soit x € H.
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- Pourn=2o0na:

- Supposons que :
B>0=—B">0VneN52<n<N,

On a alors :

(BN (1) 2) = (B (B™ (1)) , )
= (B (z),B" ())

= (B (). B ()) (B*=B)
= (B™![B(x)], B ())

= (BM™7(Y),Y) (Y =B(z)) e H
>0 BNo=1 >

Finalement

B>0=B">0Vn € N*
(4) Montrons par récurrence que :
C<ld=C"<IdVn eN
Ce qui revient donc a montrer que :
Id-—C>0=1d—-C">0Vn €N*

Soit x € H.

- Pourn=2,ona:

((Id—C?) (z),z) = {z — C*(2),z) = (z,z) — (C* (z) ,x)
= |lz[|* = (C* () ,x)

10

> Jlel® = IClp < lzl* ({C? (@), 2)] < NCllar * ll=])

2 2
> (1= IClI3m ) x Nl
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Et d’aprés la propriété (2) on a :

C < Id = ||Cllgppy < Hdl gy = 1

2
= [[Cllgmy <1

Donc on obtient :

((Id—C?) (z),z) > ax |zl avec a = (1 — ||C’||f3(H)) >0
D’ou :
((Id—C?) (z),z) >0 Vo € H
- Supposons que :
C<Ild=C"<Id YVneN": 2<n<N,
On a donc pour tout = € H :

<(Id — C’N°+1) (x) ,$> = (zr,z) — <C’N°+1 (x) ,a:>
= ||z = (C[C™ ()], z)
= ||lz||* = (C™ (z), C" (x))

= [lz||* = (CN7HC (2)],C (2)) (C*=0)
= ||=|]* = {(CN~ (V) Y) (Y =C(z) € H)
Comme :
(O (), V)] < [[CM gy X IV
< HCHQ&}; < [|Y?
<Y VY eH
Et
IY))* = ||IC (z)]* < HCHZ(H) z]” < ||| VeeH

On a finalement :

((I1d = ™) (), ) > [lo)* = |[V]?
>0 Vee H

D’ou :

C<Ild=C"<IdVneN

11
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(5) Pour prouver cette propriété montrons que :
Id< C=1d < C?

On a:
ld<(C<+= (C—-1d)>0

Donc d’aprés la propriété (3) :

(C—1d) >0 = (C — Id)*
— C?—-20+1d>0
— (C%?>20—-1d

Et comme Id < C, on obtient : C? > Id.
(6) Soit y € H alors :

(A" Yy),y) = (x,A(z)) avecx € H

2.4 Racine carrée d’un opérateur positif.

Proposition 2.1
Soit A un opérateur positif sur un espace de Hilbert H, alors il existe un unique opérateur
positif X noté VA tel que :

X?=A

Pour démontrer cette proposition on aura besoin des lemmes suivants :
Lemme 2.2 Soit A un opérateur positif. Alors :
JA @) < (42 (2), A (2)) x (A(2),2) Vo e H

Preuve. Soit A un opérateur positif et A\ un nombre réel. On a alors :
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Pour tout z € H.
(Alx+XNA(x),(z+ X Az <A(:U)+)\A2(),( + X A(z)))
= (A(z),(x+ X A(x))) +<AA2 (m+)\A(m))>
=(A(z),z) + A(A(z),A —i-/\<A2 x—i—)\A())>
= (A(z), > AA(x), A ( )+ A (A (2),7)
+ A (A% (), A(2))
= (A(z), > AMA(x), A(x)) + A{A(2), A*(x))
+ X (A% (z), A(z))
= (A(2), > AMA(x), A(x)) + A{A(x), A(x))
+ A (4% (2), A (2))
= N (A[A(z )] (2)) + 22X (A(2), A(2)) + (A(2), )
>0

Ce trindme étant de signe constant doit avoir un discriminant négatif ou nul, ce qui nous

donne :
<A(x),A(m))2—<A2(:v),A(x)>X(A(x),m>§0 VeeH
Donc
<A(x),A(9:)>2§<A2(:E),A(x)>><<A(:L'),3:) VeeH
D’ou :
1A (2)]" < (A% (2), A(2)) x (A(2),2) VieeH
]

2.4.1 Convergence des suites d’opérateurs positifs majorées par

I’identité

Lemme 2.3 Soit la suite (Ay,), o

0<A4; <A<

Alors :

Pour tout v € H, la suite (A, (7)),

A: H— H

<A,

d’opérateurs positifs tels que :

<. <Id (2.1)

n+ €st de Cauchy et on peut définir lopérateur positif :

r— A(x) = lim A, (z)

n—-~aoQ
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Tel que :
[Al gy <1

Preuve.

Montrons d’abord que pour tout n € N* 'opérateur A, est continu et [[A, || <1

*) D’une part ; on a d’aprés 1’équation (2.1) :

Pour tout x € H.
0 < (A (2),2) < (A (), 2) < ... < (A, (2),2) < .. <(Id(x),2) = (x,z) = |||
Donc pour x € H tel que ||z|| <1 ona:
VneN:0<(A4,(x),z) <1
D’ou :

sup {(4, (z), ), ne N*} < 1. (2.2)

flzll <1

%) D’autre part on a d’aprés le lemme (2.2) :

A, ()| < (A2 (2), A, () x (A, () ,2) Yo € H, YneN (2.3)

En utilisant cette inégalité et en posant y = An(@)_ pour A, (x 0), on obtient :
| An (@)l

Pour tout n € N* :

4 I < (42 2), A0 () % {40 ), 2 Ve € 240
_ ) An (2) A (2) 2112 " -
~ (oo (e () aon) < M @F Ve edfa o
Donc on a :

Pour tout n € N*,

1 4nll5ry = { sup [ An (:v)ll} < sup (| 4. (@)]")

[lz]I< =<1

< sup (A, (),2) x sup (A, (y),y) x sup |4, (2)]

llell<1 llyll<1 el <1
2
2
< {51”151 (An (2) :@} ||An||B(H)

D’ou :

[ Anllan < { sup (A, (2) ,x>} Vo€ N 24)

[l=]|<1
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Des deux inégalités (2.2) et (2.4) on déduit que :
HAn”B(H) <1 Vn €N
Alors I'opérateur A,, est continu pour tout entier naturel non nul.

Soit 'opérateur A,,, définit par :

Apn=A4,—A,VnmeN telsque; n>m

On remarque que Ay, = (A, —A,)" = A — Ax = A, — A, = Apn, alors A, est

auto-adjoint et on a :

0<A,<A, <= 0<(4,(z),z) < (A, (x),z) Ve e H
— 0< (A, (x),z) — (A, (2),z) Ve e H
— 0 < (A, (x) — A, (z),2) Ve e H
<0< (Ann(2),) Ve e H

(Ann (@), A (7))

{(Amn (), )
<A (), z) ||AZ,.. (@) | Amn (2)]] (Cauchy-Schwartz)
< (A (@), 2) | Al gy el
< (A (1) 2) x [l (1 Amallgy < 1)

D’ou :

Vre HYVnm €N telsquen>m:

140 (2) = A (@)1 < (An (2) = Ap(2), 2) % |l2]|” (2.5)

Considérons la suite de fonctions réels (, (2)),,cn- telle que @, (z) = (A, (x) ,2) Vo € H.

On remarque que pour tout z € H on a :

Pnt1(2) = on () = (Api1 (2), 2) — (Ay (2), )
= (Aps1 (z) — 4y (2) )
= (A1 (), 7)
>0 (Amn >0)

Donc :
Va€H: pp1(z) —¢n(x) 20 (2.6)
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D’autre part, pour x € H et n € N*on a :
|on (2)] = [(An (2) , )]
< [[An (@) > []
< | Aullsery > Nlll”
< |l=|” Anllpy <1V n €N
Alors :
Yo € H ¥Yn eN: g, (z)] < |z (2.7)

Des deux inégalités (2.6) et (2.7) on déduit que la suite (¢, (7)), oy« €St croissante au sens
large et bornée par ||z||> pour tout 2 € H, donc elle est convergente d’ot de Cauchy dans
R, c’est-a-dire :

VeeH Ve>0,Vn,meN avecn >m,3d3 Ny € N*tel que Vm > Ny :

|on (2) = @m (2)] = [(An (2) = A (1), 2)| < €
En utilisant cette inégalité et I’équation (2.5) on obtient :
V€ A (2) ~ A @] < (4 (2) ~ An (@) 2) el — 0
D’ou :
Vee HVe>0VnmeN avecn >m,d Ny € N tel queVm> Ny:

[An (z) — Ap (2)|| <€

Donc la suite {4, ()}, cn- est de Cauchy dans H qui est complet, alors elle est convergente

et on peut définir 'opérateur A par la simple limite comme suit :

A(z)= lim A, (x)

n—aoo

Nous avons alors pour tout z,y € H :

(A(@),) = ( lim_A, (@),y)

= lim (4, (x),y) (lemme 1.1)
= I (2,4, (1)) (4= 4,)
= (&, lim_4, () (lemme 1.1)
= (z, A(y))

Donc l'opérateur A est auto-adjoint et on remarque que pour y = x :

(A(x),z) = lim (A, (z),z) >0

n—-oo
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D’out A est positif et comme nous avons pour tout z € H

JA @) = (A (2), A (@) = ( Tim A, (2), lim A, (z))

n——aoo n——~oo
= nh_)rnoo (A, (z), A, (x)) (lemme 1.1)

— - 2
= Tim ||, (2)]

< 1 2 2}
< lim {43 % N2l
2 *
< (1 4ull ey < 1V n € NY)
Alors :
lAllsg < 1
|

2.4.2 Construction de la racine carrée :

Le résultat étant évident pour 'opérateur nul, on considére A € B (H) tel que A # Op(x).

Preuve de la proposition.

Existence :
*) Montrons d’abord que si A est un opérateur positif non nul et A" = HAHQ(H) . Alors :
A <Id
D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwartz on a :
[(A(x), z)| < A ()| =] VeeH
< 1Al [Els VeeH

Ce qui est équivalent a :
2
— | Allgeny 1= l1* < (A (), 2) < [ Allgg l2|* V2 e H

On distingue les trois cas suivants :

1) Pour z € H tel que ||z|| =1, on a:

(A(z),2) < | Al = — (A (2),2) = = [[All gy

1
Al (A(z),z) > —1 (A # Os(y = [ All gy # 0)
1Al 521
1

= (z,7) —m<A(ﬂf)>w> > (w,2) =1=0 ((z,2) = [lz|" =1)

—
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Donc en posant A" = , on peut établir la formule suivante :

TAlls )

1

— m (A(z),x) >0 (2.8)

Vx € H tel que [[z]| =1 :<<Id—A/> x,x> = (z,x)

2) Pour x =0on a:

<(1d—A’> (0),0> —0

3) Pour x € H tel que z # 0, ||z|| # 1, on prend y = oy et ona:

<<Id—A/> y,y> = H;H2 <<[d—A/) x,x> > (y,y) — 1

> |lyl* -1

>0
D’ou :
<<Id—A/>a:,x> >0VaxeHtelque:xz#0et [[z] #1
Finalement 1’équation (2.8) est vérifiée pour tout 2 dans H et on obtient A" < Id.

**) Nous pouvons donc supposer dans la suite que :

X*=A<1Id
D’aprés la propriété (5) des opérateurs positifs on a :
X’<Ild=X<Id
L’équation X? = A s’ecrit alors en posant A =1d — Bet X =Id—Yet on a :
(Id=Y)Y?=Id—B<+= (Id-Y)o(Id—Y)=1d-B
< Ido(Id—=Y)—Yo(Id-Y)=1Id— B

< Idold— (IdoY)—(Yold)—Yo(-Y)=1Id—B
< Id—2Y +Y?*=1d- B

1
<~ Y=-(B+Y?
L(B+vY)
Ce qui nous raméne a résoudre 1’équation :

Y = (B+Y2) avec : 0<Y <Idet0< B<Id (2.9)

1
2

Pour cela considérons Yy = 0 et Y,,41 = 5 (B + Y;2) et montrons que la suite {Y,,}

1
2
converge vers la solution de I’équation (2.9)(méthode des approximations successives).

neN
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- Montrons d’abord que Y,, est un polynéome de B a coefficients réels positifs ou nul et
qu’il en est de méme pour Y, — Y,,_1.

Ces propositions sont évidemment vraies pour n = 1 et comme :

1 1
nﬂ—n=§w+xﬂ—§w+x;)
= % (Yn2 - Yn{l)
1
= 5 (Yn - Ynfl) o (Yn + Yn71>

Elles se généralisent sans difficultés par récurrence.
Comme nous avons B > 0 on en déduit que B" > 0V n € N*  (propriété (3) des
opérateurs positifs)
Donc :
Y, >0etY,—-Y, 1 >0VneN

Alors on a :

0<Yy<Vi<¥y<..<Y,<..

Il nous reste & montrer que Y,, < Id , ce qui est vrai pour n = 0 et se généralise pour
n € N a laide de la relation Y,41 = 3 (B +Y,?) et la propriété (4) des opérateurs
positifs.

Finalement les opérateurs {Y,}, . forment une suite d’opérateurs auto-adjoints tels

que :

0<Y <Y1 <Yo<..<Y,<..<Id

Alors d’apres le lemme (2.3), cette suite converge fortement vers 'opérateur Y qui est

continu, positif et vérifie :

(B+Y?)

N —

¥l < et Y =
D’ou l'existence de la solution X qui vérifie X =Id-Y >0

Remarque 2.3 Les deux opérateurs X et A comute car :

XoA=XoX?’=X>=X%?0X=A0X
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Unicité :

u u’il existe un autr érateur ntinu iti u = ésign
Supposons qu'’il existe un autre opérateur X, continu, positif tel que X2 = A et désignons
par Z et Zy les racines carrées positives de X et de X, construite avec le méme procédé
précédent, nous avons donc :

Pour tout z € H :

1Z (X = Xo) (2)|I” + [ Z0 (X — Xo) (2)|” = ([Z(X = Xo)] (x), [Z(X — Xo)] (2))
([Z0(X = X0)] (2), [Z0(X — X0)] (2))
(72 (X — Xo}x),X Xo) (z))

(

(23 (x - x0) )
(

(

+

+

} (), ( Xo) (7)
[(X(X = Xo)] (2), (X — Xo)(z))
[Xo(X — Xo)] (z), (X — Xo)(z))

+

([(X + Xo) (X = Xo)] (z) , (X = Xo) (x))

((X* = X3) (), (X = Xo) (2)) (XXo = XoX)
(

0

(A= A4)(x), (X = Xo) (x))

Il en résulte que :

Z(X = Xo)(x) =0et Zo(X — Xo)(z) =0Vz € H

Donc :
XX=X0)(r)=2Z (X—Xp)(x)=0 Ve e H
Xo (X — Xo) () = ZyZy (X — Xp) () =0 Ve e H
Nous avons alors :

(X = Xo) (2)]* = (X — Xo)(2), (X — Xo)(x)) VeeH
:<(X—Xo)2($),$> VeeH
= ((X? = XoX — XoX + X?)(x),x) VaeeH
= (X (X = Xp) (v),2) — (Xo (X — Xo) (x), 7) VereH
=0

D’ou :
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Remarque 2.4 Comme A est auto-adjoint et X = /A c¢’est-a-dire ; X2 = A. Alors :
(X =(X"0X)=(X})'=A4"=4
Donc (\/Z)* = X* = A = \/Z, d’ou :
(/A =V

21



Chapitre 3

Tenseurs

3.1 Définition
Définition 3.1

Soient H un espace de Hilbert et a,b deux vecteurs non nuls de H. Alors on définit le tenseur

(a®b) par :
(a®b)(f)={fb)-aVfel
Lemme 3.1 Soient H un espace de Hilbert et T un opérateur borné non nul. Alors :
T est un tenseur <= T est de rang 1

Preuve.

=) Montrons d’abord que (a ® b) est bien défini :

Soient xq,x9 € H tels que x1 = w9, alors :

T, — To = 0= (x1 —29,b) -a=0 VabeH
= ((x1,0) — (22,b)) -a =0 VabeH
= (21,b) -a — (x9,b) -a =0 Vabe H
= (21,b) -a = (x2,b) - a VabeH
Donc :
1 — 2 =0= (a®b)(x1) = (a®Db)(x2)
D’ou :
(a®b)(z1) # (a@b)(xg) = 21 — 22 #0 Vay,xe € H

Comme (a®0b) f = (f,b)-aVf € H, alors Im (a ® b) C {C a} d’ou Im (a ® b) est de

dimension 1 donc (a ® b) est de rang un.

22
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<) Réciproquement, soit 7" un opérateur de rang un donc il existe un vecteur non nul
a € H tel que Im (T") C {C a}, d'ou :

Vee H3IC,eCtelque T (z)=C,-a avec : 0 #a € H

Considérons 'application :

v:H— C
r— 1 (r) =Co

On remarque que v est une forme linéaire continue, donc d’aprés le théoréeme de Riesz il

existe b € H tel que :
Y (x) =C, = (x,b) Ve e H

Comme T est de rang un, on déduit que ¥ n’est pas identiquement nulle donc b # 0.
Alors :
T(z)=Cp-a=(x,b)-a=(a®Db)(x) Va € H.

D’ou T est un tenseur. m

3.2 Propriétés

Soient a, b, ¢, d des vecteurs non nuls dans H. Alors on a :
(a®b)o(c®d) = (c,b)(a®d).
o(a®b) = (T (a) @),
(a®b)oT =a® [T*(b))].
(a@b)" = (b®a).
ker (a @ b) = {b}*.
#(@®b)=(c®d <= Ja,BcC a=a-c,b=0F-deta-F=1.

(1)
@) T
(3)
(4)
()
(6) 0
(7)
(8)

a) est un opérateur positif.

(a®
8) Soit a € R%.. Alors :.

a(u®u) = (au®u) = ((Vou) ® (Vou))
(9) Soit R € B(H) un opérateur positif et a € H; |ja|| < 1. Alors :

(VR(@@) @ VR(@) < R
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Preuve. Soient a, b, ¢, d des vecteurs non nuls dans H, on a alors :

(1) Pout tout f dans H :

(2) Pour tout opérateur '€ B(H) et f € H :

To(a@b)=T [(a®D)(f)] =T[f.b) (a)].

D’ou :

£)
®
=
@)
~
I
£)
®
=
N
—~
=
I
~
=
=
S

(4) Soit g, f € H, on a donc :

Donec :

(5) On a par définition :

24
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Donc :

ker (a @ 8) = {{ € H\ (£.) (a) =0}
= {f € H\ (£.6) =0}
= (o}

(6) Montrons que :

0#£(a®b)=(c®d) <=3 a,3€C* :a=a-c,b=F-deta-B=1

=) Comme (a ® b) = (¢ ® d), alors d’aprés la propriété (4) on a :
(a®b)" = (c@d)
- D’une part on remarque que :

(a®b)=(c®d) <= (z,b)-a=(x,d)y-¢c VreH

(b,d)
lIb]1°

Donc pour x = b, on a : a = - C.

- D’autre part :

(b®a)=(d®c) <= (z,a)-b=(x,c)-d VreH

-c. Alors :

Donc pour £ =a on a : b—” P

(a®b)=(c®d) = Ja,feC telsque: :a=a-c,b=p0-d

D’ou
(a®b) = (c® pd) = (c®d)
Alors :
(ac® Bd)(x) = (x, fd) - ac VeeH
=a-fB{zx,d) -c VeeH
=a-Bc®d)(z) VeeH

Finalement on déduit que .- 8 = 1

<) Réciproquement si a = a-¢,b= 3 -d avec a,3 € C* : - f = 1. Alors :

VeeH: (a®b)(z) = (ac® Bd)(z)
= (z, fd) - a
=a-B(z,d)-c

= (c®d)(z)

25
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(7) Soit z € H, alors :

D’ou :

(7) Soient v € R et x € H, on a :

- D’une part :

- D’autre part :

Donc :
(au®@u) = ((Vou) ®@ (Vau)) VaeR:

(9) Soient R un opérateur positif et z,a € H avec |ja| <1 :

(e i)

26
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Donc :
VaoeH: <(\/}_z(a) ® \/}_%(a)> (x),x> < ({ R(z), )
D’ou :
(VE(@) @ VE() < R

Lemme 3.2 Soit H un espace de Hilbert et R un operateur borné non nul. Alors :
R est positif de rang 1 <= R= (U®U)

Preuve.

=) Comme R est de rang un alors d’aprés le lemme (3.1) il existe deux vecteurs non nuls

u,v dans H tels que :

R=(u®v)

Donc (u®v) = R = R* = (v® u), et d’aprés la propriété (5) des tenseurs :

Ja,peC\u=p-v,v=a-ueta-f=1

D’ou :
R = ((au) ® u)

Comme R est positif alors :

R>0<«<= (R(x),z) >0 Ve e H

— (((au) ®u) () ,x) >0 Ve e H
— ((z,u) (au),z) >0 Vee H
= a-(z,u) - (u,z) >0 Ve e H
— a-|(z,u)]* >0 Ve e H

Donc a € RY et en utilisant la propriété (8) des tenseurs on obtient :
R=(au®u) = ((vau) @ (vVau)) = (U U) avec U = au # 0

<) Réciproquement, si R = (U ® U) alors d’aprés la propriété (7) et le lemme (3.1) il est

positif de rang un.



Chapitre 4
Caractérisation d’un majorant minimal

Le résultat suivant donne une caractérisation compléte d’'un majorant minimal de deux

opérateurs positifs [9].

Théoréme 4.1 Soient A, B deux opérateurs positifs et T' un majorant de A et B. Alors :

T est minimal si et seulement si Im(vT — A) NIm(v/T — B) = {0}.
Preuve.

<) Supposons que T n’est pas minimal, alors il existe un opérateur positif C' # T' tel que

0< AL C<T,donc lopérateur R =T — C # 0 est positif car :

C<T<+=0<(T(z)—C(x),x) Vee H
— 0 < (R(z),x) Vee H
—0<R

Comme A < C, alors on a pour tout z € H :

(C=A)(z),2) >0« ((-T+C+T—-A)(z),z) >0
= (T-A-(T-0)(z),z) 20
<~ (T —-A—-R|(z),z) >0
<~ T—-A>R
Alors :
R<T-A

D’une maniére analogue on obtient R <'T'— B.

28
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Comme R # 0, on considére alors (a) un vecteur unitaire tel que R(a) # 0.

Alors :
VR(a) ® VR(a) < R (propriété (9) des tenseurs)

Comme R < T — A, T — B on peut supposer dans la suite que R = (u ® u) et on a
pour tout x € H :

((T —A) — R(z)],z) >0

(

(z,u) -u, ) <((T—A)(z),z)

xyuy - (u, ) <{ \/T—AO\/T—A)(I),I>
(2, w)|? < (m)(x),(m)*(x)>

Ce qui nous donne :
o, wf? < VT A(.%)H2 VaoeH
Car: (VT -A) =/[T-A)=VT—-4

Définissons & présent sur Im ( T—A ) I'opérateur Z, en posant :

Zo(WT — Az)) = (z,0) — Yz e H

[l
On remarque que :
Zo! T—A(x))—”Tln(u@)u)(x) VeecH
= (fu ® pu) (x) VeeH avecﬁ—ﬁ
u

Alors Z; est en effet un tenseur, donc il est bien défini et on a :

u

<I7U> T

i

Ve H; HZO(M@))H -

\ = Il < [VT =4z

D’ou Zj est une contraction sur Im ( T—A ) qu’on peut étendre sur Im ( T—A )
par le biais du théoréme de Hahn Banach en une contraction qu’on notera z.
A présent on définit la contraction Z sur H = ker (\/T — A) &) Im( T — A) en

posant :
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Z(a ®b) = Zo(b)

Notons que Im Z =Im Z = Im Zy € {Cu} et on a :

Z(WT —A(x)) = ﬁ (@) (x) VoeH

On remarque que :

ZWVT=A@) = o H (w@u) () = [2(/T— A@)] = ”—iH[(um) @)  YreeH
— VT - A (Z" (z)) :H—i”(u®u)(x) VeeH
= VT - A(Z (z)) ﬁ(u@;u)(@ VeeH

Donc pour z = u, on obtient :

T=A(Z' (@) = o (s ) (1)
= lull - w

En posant v = Z* (u), on a :

D’ofluGIm( T—A)
D’une maniére analogue on montre que u € Im (\/T — B) et on obtient finalement :

Im (x/T - A) A Im <\/T - B) £ {0}
Pour prouver I'implication directe, montrons que :
Im (\/T — A) N Im (\/T — B) # {0} = T n’est pas un majorant minimal

Supposons que Im(v/7T — A) N Im(v/T — B) # {0}. Alors il existe un vecteur non
nul ug dans le sous espace vectoriel Im(y/7T — A) N Im(v/T — B) et on peut écrire
up =71 — A(a) =T — B(b) tel que (a) et (b) sont deux vecteurs non nuls dans H.

Considérons le nombre ¢ € R tel que :
txfla <lettx|b] <1
En posant u =t X ug, on obtient :

u=txug=tx VI —Ala) =VT — A(t X a)
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Donc :

uR@u=[VT—-Altxa)]@ VT —-Altxa)]<T-A (propriété (9) des tenseurs)
D’ou :
A<T - (u®u)

De maniére similaire on vérifie que :

B<T—-(u®u) (u=txuy=+T—B(t xD))
Finalement on déduit que l'opérateur R = T — u ® u est un majorant de A et B et

d’aprés la propriété (1) des opérateurs positifs on obtient :
R=T-(u®u)<T

Comme u ® u # Op(), alors R # T . D’ott T' n’est pas un majorant minimal de A et
B.

Dans le cas des espaces de Hilbert de dimension finie, on peut donner une caractérisation

plus simple :

Corollaire 4.2 Soient A et B deux opérateurs positifs sur un espace de Hilbert de dimension

finie H. Alors un majorant T de A et B est minimal si et seulement si :

ker(T'— A) @ ker(T'— B) = H

Preuve. Cette caractérisation s’obtient directement du théoréme précédent en utilisant 1’éga-

lité suivante :

(Im(vVT — A)NIm(vT — B))* = ker /(T — A) @ ker /(T — B)
=ker/(T — A) @ ker/(T — B)

=ker(T'— A) @ ker(T'— B)=H

Ce qui est vérifié dans les espaces de Hilbert de dimension finie. m

Remarque 4.1 Notons que [’extension de ce résultat en dimension infinie « ker(T — A) @

ker(T — B) = H est dense dans H »ne caractérise pas un majorant minimal de A et B.

Pour vérifier cela il suffit de considérer les deux opérateurs positifs A et B définis sur
L*[0,1] par :
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A(f(2)) = (1 —2) x f(x)
B(f(x)) = f(x) — [i f(t) dt
Alors on a :

D’une part :

(ALf @) f (@) 2oy =

Y
o

(B[f ()], f(l’»m([o,u) =
1 {f(:)s)—/olf(t)dt} x f(z)dx
= [ sio x )] as

2

1

s ([ (o)
0

En utilisant I'inégalité de Holder pour f € L%*([0,1]) et g(z) = 1 Vz € [0, 1], on obtient :

(B[f(=)], f<x>>L2([0,1]) >0

D’autre part :
((Id = A[f ()], f (x»L?([O,l]) = (zx f(x)7$>L2([0,1])
= /0 X f(z) x f(x)dx

= /lexf (z)*dx

> 0

(1d— B () F () o) = < / f(t)dt,f<x>>

— /01 [/Olf(t)dt] x f(z)dz
- /Oldtx/()lf(x)dx
_ </01f(x)dx)2

> 0
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Donc on déduit que A > 0, B > 0 et I'identité est un majorant de A et B.

Montrons par le biais du théoréme (4.1) que I'identité est le majorant minimal.

On remarque que pour les opérateurs C(f(x)) = /x x f(x) et D(f fo
définis sur L*([0,1]) on a :

C*(f(@)) = C[C(f(a))] = C (Va x f(x))
7 (Va x f(2) = x f(x) vf e L([0,1])

D5 = pin(son = 0 [ st
_ /01 [/Olf(t)dt} dt
_ /0 ey
Donc C2 = Id— A et D? = Id — B, d'oft :
=VId—A,D=+Id— B

Soit y € Im(vId— A) NIm(v/Id — B) = Im(C) N Im(D), alors il existe fi(x), fo(x) €
L*([0,1]) telles que :

v f e L*([0,1])

— O(fi(2)) = D(folx)) <= VT x fulz / fa(0) Ve

A partir de cette équation on déduit que f; = 0z2(p,1)) donc y = Orz2(0,1)).-
Considérons a présent la fonction constante g € L2([0, 1]) telle que g(z) = a;a > 0 Vx €
[0, 1] et montrons par absurde que g ¢ ker(Id — A) & ker(Id — B)

Pour cela, supposons que :

A gy € ker(Id — A),3! g, € ker(Id — B)

telles que :
g=0g1+ g2

Donc :

(Id = A)(g1(x)) = = x g1(x) = Or2(0,1)), (d — B)(g2(x ))=/0 g2(t)dt = Or2(po))

Alors on déduit que g (x ) = Or2(o,1)) et g(x) = ga(x) = a > 0 d’ou la contradiction
(Id — B)(g2(x)) = (Id — B)( fg adt=a# 0 )-

Il en résulte finalement que :
* L’indentité est le majorant minimal de A et B.

* ker(Id — A) @ ker(Id — B) # L([0,1))
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Application du théoréme

La somme A+ B est 'exemple le plus simple d’un majorant de deux opérateurs positifs (A

et B) et le théoréme (4.1) nous permet de connaitre quand A + B est un majorant minimal.

Corollaire 4.3 Soient A et B deux opérateurs positifs sur un espace de Hilbert H. Alors :
A+ B est un majorant minimal de A et B <= Im(v/A) NIm(v/B) = {0}

Preuve. Il suffit d’utiliser le théoréme (4.1) pour T=A+ B =

Exemple : Considérons les deux matrices suivantes :

(o)

On remarque que les mineurs pricipaux des matrices A, B,Id —A et Id — B sont positifs,

alors on déduit que A > 0, B > 0 et 'identité est un majorant de A et B.

10
Montrons avec deux méthodes que Id = A+ B = (O 1) est le majorant minimal de A

et B.
Premiére méthode : en utilisant la caractérisation du corollaire (4.2 )
Soit X = <x1> € R?, alors :
4
00 0
(Id —A)(X) = 0 = )=
01 ) 0
0 0
— =
< 12=0
Donc
ker(Id —A) = {(z1,0),z; € R}
On a aussi :
10 0
(Id—B)(X) = 0 <= ) =
0 0/ \ 2 0
i 0
- =
<~ I = 0
D’ou

ker(Id —B) = {(O,ZL’Q), T9 € R}
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Finalement
ker(Id —A) D ker(Id —B) = {(l’l, 0) + (iL’Q, O) = ($1,$2); X1, T2 € R} = RQ

Alors I'identité est un majorant minimal de A et B.

Deuxiéme méthode : en utilisant la caractérisation du corollaire (4.3 ).

On remarque que Id = A + B et pour tout X € R? on a :

a0
. 1 0 I
~\oo/\o

Et
oo {00\ [0 0\ (x
B =1 1) (0 1) <x2>
(00 0
B 0 1 To
_ 0)
~ B(X)
Donc
VA=A VB=B8B
Soit YV = (Zh) € {ImvANTIm+/B}, alors :
Y2

-) D’une part on a :
YemvAe3Ix=[").a(™)=("
T2 T2 Y2
— 10 x _ Y1
0 0/ \x9 Y2
— L1 _ hn
0 Y2

< 1y =0,y1 =21 €R
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Donc
Im VA= {(y1,0); 91 € R}

YemvVB—3X =("1):B(")=("
Ty Ty Y2
PN 00 xil _ Y1
01 Ty Y2
< 0, = h
) Y2

=y =0yp=1,€R

-) D’autre part :
) p

Donc
Im VB = {(0,12); v € R}

36

Finalement Im v/A NIm+y/B = Oge et on déduit que I'identité est un majorant minimal

de Aet B.



Conclusion

La caractérisation qu’on établit :
T est un majorant minimal <= Im(v'7T — A) N Im(vT — B) = {0}

Fournit une relation entre le majorant minimal 7" de deux opérateurs positifs A et B
et les images des opérateurs 1 — A et /T — B. Au fait cette caractérisation permet de

déterminer I’ensemble des majorant minimaux d’une paire d’opérateurs positifs comme suit :
Mup ={TeB(H): 0<AB<Tet Im(vVT —A)NIm(vT — B) = {0}}
Dans le cas de dimension finie, une relation algébrique plus simple est obtenue :

T est un majorant minimal <= ker/(T'— A) @ ker\/(T — B) = H
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