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Introduction

La plupart des phénomeénes physiques, chimiques, ..., sont modélisés par
des équations aux dérivées partielles notées en abrégé EDP. Les plus
fréquentes d’entre elles sont celles du second ordre, en particulier
I'équation des ondes. Cette derniére modélise des phénomenes de
propagation d'ondes ou de vibration par exemple elle est un modéle pour
étudier les vibrations d'une membrane élastique tendue (comme la peau
d'un tambour, corde de guitare).

Au repos, cette membrane occupe un domaine plan (). Sous I'action d'une
force normale a ce plan d’intensité f, elle se déforme et son déplacement
normal est noté w.
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Introduction

On suppose qu'elle est fixée sur son bord, ce qui donne une condition aux

limites de Dirichlet. L'équation des ondes dont u est solution est donnée

par

aa%’—Au:f dans QO x RT
u=0 dans 0O x R*
u(t=0)=u dans Q
d(t=0)=vw dans Q

(1)

avec ug représentant |'écart de la position d'équilibre et vy I'écart de
vitesse, A est le laplacien.

Ce mémoire ne constitue qu'une petite introduction a cette classe
particuliere d’'EDP. Nous nous sommes intéressés a la résolution numérique
et analytique de I'équation des ondes d'une corde vibrante sur Q) = [0, 1].
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Préliminaires et quelques résultats sur les EDP's

Préliminaires et quelques résultats
sur les EDP'S[l],[2],[3]
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éralités sur les équations aux dérivées partielles

Dans tout ce qui suit, on considére () un ouvert de RY.

Definition

Soit u une fonction definie sur R?, a valeurs dans R et suffisamment
réguliere pour que les expressions qui suivent aient un sens. Une équation
aux dérivées partielles (EDP) pour la fonction u est une relation entre u,
les variables (xl, xd) et un nombre fini des dérivées partielles de v,
u:RI =R

F(Xl, o Xd, U, Dlu, ceey Ddu, D1D1u, D1D2u, . DIXU, ) = f(Xl, ...,Xd)
(2)

oll & = (aj...,ay) € INY et f est une fonction de RY dans RR.
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Généralités sur les équations aux dérivées partielles

Definition

"L’ordre d’une équation aux dérivées partielles" L'ordre d'une
équation aux dérivées partielles est celui de la dérivée partielle d'ordre le
plus élevé qui apparait dans |'équation.
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Généralités sur les équations aux dérivées partielles

Definition
"Les EDP’s linéaires, quasi-linéaires, non linéaires"
© Une équation aux dérivées partielles est linéaire si F est linéaire par

rapport a u et a toutes ses dérivées partielles.

@ Une équation aux dérivées partielles est dite quasi-linéaire si F est
linéaire par rapport aux dérivées partielles d'orde le plus élevé.

© En dehors des critéres cités ci-dessus |'EDP est non linéaire.
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Généralités sur les équations aux dérivées partielles

Example

@ L'équation aux dérivées partielles linéaires a coefficients non constants
est de la forme:

ou ou
a_xl Ay (X) =— = B (x)

Al <X) aXQ

K.Amina et T.Mahdjouba (UMAB) EDPDTO 20/05/16 12 / 61



Généralités sur les équations aux dérivées partielles

@ L'équation aux dérivées partielles linéaires a coefficients non constants
est de la forme:

ou ou
a_xl Ay (X) =— = B (x)

Al <X) aXQ

@ L’équation aux dérivées partielles

Jdu Jdu
as— (xy) + b@ (xy)=c

est quasi-linéaire si a, b et ¢ sont des fonctions réelles de x, y et u.
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Généralités sur les équations aux dérivées partielles

@ L'équation aux dérivées partielles linéaires a coefficients non constants
est de la forme:

ou ou

@ L'équation aux dérivées partielles

Ju du
2 (x,y)+ b@ (x,y)=c

est quasi-linéaire si a, b et ¢ sont des fonctions réelles de x, y et u.
© L'équation aux dérivées partielles non linéaire est

d%u d%u

87(X'y)+3axay (x,y) —l—(gi)z (x,y)+eu(x,y)—y=0
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Classifications des équations aux dérivées partielles linéaires

On considére une EDP linéaire a deux variables d'ordre 2.

0x? oxdy dy? ox oy

On lui associe son polynéme caractéristique en « et

p(a, B) = an® + 2baf + cf> +da+ef+f

0
tdon e +fu=B

(4)

Les propriétés de p déterminent la nature de I'EDP selon le discriminant

b? — ac, I'EDP est dite :
@ Hyperbolique si b> — ac > 0.
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Classifications des équations aux dérivées partielles linéaires

On considére une EDP linéaire a deux variables d'ordre 2.

0x? oxdy dy? ox oy

On lui associe son polynéme caractéristique en « et

p(a, B) = an® + 2baf + cf> +da+ef+f

0
tdon e +fu=B

(4)

Les propriétés de p déterminent la nature de I'EDP selon le discriminant

b? — ac, I'EDP est dite :
@ Hyperbolique si b> — ac > 0.
@ Parabolique si b> — ac = 0.
© Elliptique si b> — ac < 0.
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Classifications des équations aux dérivées partielles linéaires

@ L'équation des ondes

’u ,0%u
ﬁ(t,X)—i-C a7(t,X) =0
est de type hyperbolique.
@ L’'équation de Poisson
n a2
—Au(x) = —Eﬁ =f(x), x€Q

i=1 i

est de type elliptique, pour tout x = (x1,...,x4) € Q C R? ou
f : Q) — R est une fonction donnée et |'inconnue est la fonction
u: 0 — R.
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Classifications des équations aux dérivées partielles linéaires

@ L’'équation de la chaleur est de type parabolique

%(LX)—AU(LX):O, t>0, u:QxJ[0 4o — R
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Solution d'une équation aux dérivées partielles

Definition

On dit que u est solution d'une EDP dans Q un ouvert de R? aprés
substitution de u et ses dérivées partielles dans (2), F s'annule pour tout
(Xl, ...,Xd) e Q.

PAYOLYAT 16 / 61
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Solution d'une équation aux dérivées partielles

"Probléme bien posé" Soit une EDP valide dans (), muni des conditions
aux frontiéres. Le probléme est bien posé si:

@ |l existe une solution de I'EDP satisfaisant les conditions aux
frontiéres (existence).

@ La solution doit &tre unique (unicité).

© La solution doit étre stable par rapport aux conditions aux frontiéres
imposées (stabilisé).
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Rappel sur les séries de Fourier

Definition

On dit qu'une application f : R — C est périodique de période T € IR, si
pour tout x de Ron a f(x+ T) = f(x).

Par exemple les fonctions x +— cos x et x +— sin x sont 27-périodiques, la
fonction x +— exp (ix/ T) est (27/ T )-périodique.
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Rappel sur les séries de Fourier

Series trigonometriques

Definition

Une série de fonctions de terme général f, (t) est appelée série
trigonométrique lorsque la fonction fy est constante et qu'il existe deux
suites (ap),~q €t (bn),~o de nombres réels telles que pour tout n > 1 et
tout t € [0, T] on ait

fn (t) = a, cos(nt) + by sin(nt) (5)

On pose alors ag = 2f; (t) et I'on écrit

Z f, (t) = %o + Z ap cos(nt) + by, sin(nt) (6)

n>0 n>1

K.Amina et T.Mahdjouba (UMAB) EDPDTO 20/05/16 19 / 61



Rappel sur les séries de Fourier

Théoreme de convergence simple de Dirichlet

Definition
Une fonction continue par morceaux sur [0, 277] est continuement dérivable

par morceaux (de classe Clpar morceaux) sur cet intervalle s'il existe une
partition de [0, 277] constituée d'un nombre fini d'intervalles [a, b] tels que

@ f est continue sur |a, b, de plus f posséde une limite a droite en a et
une limite a gauche en b.

Q f est dérivable sur |a, b[ et f 'est continue par morceaux sur cet
intervalle.
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Rappel sur les séries de Fourier

Théoreme de convergence simple de Dirichlet

Theorem

"de Dirichlet" Soit f : R — C une fonction 27t périodique continuement
dérivable par morceaux sur IR. Alors la série de Fourier de f converge
simplement en et sa somme vaut pour tout x € R

fig) +1 (%)
2

)+ Z ap (f) cos (nx) + b, (f)sin (nx)] =

n>1

ou f (xg) et f(xy ) sont les limites a droite et 4 gauche de f en x. En
particulier si f est continue en un point x, alors on a

f(x)==—+ Jio [an cos (nx) + by sin (nx)]

n=1
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Chapitrel: Equation des ondes

Equation des ondes|6],[4],[5]




Equation des ondes

On considére I'équation des ondes homogeéne dans le cas
monodimensionnel, appelée équation des cordes vibrantes sur Q) = [0, 1]
avec les conditions de Dirichlet, formulée dans le probléme suivant:

ot

t
u(0,x) = up (x (7)

ou la constante c est la vitesse de propagation de I'onde et les fonctions wg
et vy sont respectivement, |'état et la vitesse initiale.

On cherche a résoudre cette équation de deux maniéres différentes,
méthode de Fourier et méthode de D’'Alembert
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Résolution de I'équation des cordes vibrantes par la

méthode de Fourier

La méthode de Fourier pour la résolution d'une EDP linéaire homogeéne
consiste a chercher d'abord des solutions particuliéres d'un type spéciale
de cette équation dont chacune d'elle est le produit des fonctions
dépendant d’une variable. Dans les cas simples, on trouve un ensemble
infini de telles solutions u, (n = 1,2, ...) linéairement indépendantes entre
elles pour tout ensemble fini et vérifiant les conditions aux limites données.
La solution u qu'on cherche se met sous forme de série par rapport a ces
solutions particuliéres

u= Z Cplp

n>1

On détermine les coefficients ¢, a I'aide des conditions initiales.
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Résolution de I'équation des cordes vibrantes par la
méthode de Fourier

La solution u du probléme (7) est donnée par la formule

u(t,x) = JFZO;O ( e sin(n7ret) fo vo (X) e )sin(nnx) (8)

= 2 cos (n7tct) fo Uo (x) sin(nnx)dx

K.Amina et T.Mahdjouba (UMAB) EDPDTO 29/05/16 25 / 61



Résolution de I'équation des cordes vibrantes par la
méthode de Fourier

Proof.

Pour la preuve de ce théoréme, on procéde a la résolution de I'équation (7)
en suivant cing étapes
1%'¢ étape:

@ On suppose qu'il existe des fonctions (inconnues) ¥ et ¢, d'une
variable réelle telles que

u(t, x) = Pp(t)p(x)

On calcule les dérivées partielles secondes de u par raport a x et t, on
substitue dans I'équation (7).

K.Amina et T.Mahdjouba (UMAB) EDPDTO 29/05/16
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Résolution de I'équation des cordes vibrantes par la
méthode de Fourier

Proof.

Pour la preuve de ce théoréme, on procéde a la résolution de I'équation (7)
en suivant cing étapes
1%'¢ étape:

@ On suppose qu'il existe des fonctions (inconnues) ¥ et ¢, d'une
variable réelle telles que

u(t, x) = Pp(t)p(x)

On calcule les dérivées partielles secondes de u par raport a x et t, on
substitue dans I'équation (7).

@ On divise alors formellement par u(t, x) = P(t)@(x)
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Résolution de I'équation des cordes vibrantes par la

méthode de Fourier

28¢me étape:

@ On cherche les solutions non nulles de I'équation en ¢ (x) avec les
conditions aux limites, pour cela, on considére le probléme de

Sturn-Liouville
{ 9" (x) = Ag(x)
¢(0) = (1) =0

ainsi, deux cas se présentent A =0et A # 0

K.Amina et T.Mahdjouba (UMAB) EDPDTO 29/05/16
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Résolution de I'équation des cordes vibrantes par la
méthode de Fourier

28¢me étape:

@ On cherche les solutions non nulles de I'équation en ¢ (x) avec les
conditions aux limites, pour cela, on considére le probléme de

Sturn-Liouville ( ) )
A i g ©)

ainsi, deux cas se présentent A =0et A #0

@ 1€ cas: A =0, on obtient alors
¢(x) = Ax+ B, ou B = constante

Des conditions, on obtient donc la solution de (9) est la solution nulle.

Ol

T —— S — T —— S — S ——
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Résolution de I'équation des cordes vibrantes par la
méthode de Fourier

@ 2°M€ cas: A # 0. On associe a I'EDO du probléme (9) I'équation
caractéristique

rP—A=0 (10)
donc
@ Si A > 0 I'équation (10) devient
r=+vA
d'ou la solution est
¢ (x) = AeV M 4 BeVAx

En tenant compte des conditions aux limites, d'ot
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Résolution de I'équation des cordes vibrantes par la
méthode de Fourier

A=B=0

Il ny a donc pas des solutions non nulles dans ce cas.

@ SiA <0, onpose A = —p, tel que B > 0 donc la solution est alors

¢ (x) = Acos (\/Bx) + Bsin (—\/Bx) , telque B >0

En tenant compte des conditions aux limites, ou bien B = 0 ou bien
\/B = n7t, n un entier positif.
Il existe donc des solutions non nulles

¢,(x) =sin(nmx), n>0 (11)

associées aux valeurs de A suivantes A, = —(n7c)?
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Résolution de I'équation des cordes vibrantes par la

méthode de Fourier

e 3°7m¢ gtape: Le produit scalaire

(r.g) = [ 7(x)& () ox

orthogonalise toujours la suite des ¢ (x).
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Résolution de I'équation des cordes vibrantes par la
méthode de Fourier

@ 4¢me gtape: On résout maintenant I'équation

"

l)’)n (t) = A”C2lpn (t)
qui a pour solutions, étant donné que A, <0
P, (t) = cncos(nrct) + dysin (n7tct) (12)

étant donné qu'il n'y a pas de condition initiale a cette équation
différentielle d'ordre 2 on trouve un espace vectoriel de dimension 2
des solutions, ¢, et d, sont des constantes arbitraires. A ce stade, les
fonctions

(cnsin(nrtct) + dy cos (nmet)) @, (x) (13)
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Résolution de I'équation des cordes vibrantes par la
méthode de Fourier

sont solutions de I'E.D.P, avec des conditions aux limites mais pas avec la
condition initiale.

° M: D’aprés le principe du superposition

) = iwnu) 0, (%)

—+00
u(t,x) =Y (cosin(nmct) + dy cos (n7ct)) sin(n7x) (14)
n=1
Il faut maintenant déterminer les coefficients c, et d, dans I'équation
(14) grace aux conditions initiales considérées comme des fonctions
périodiques et de calculer leur coefficient de Fourier, ce qui donne
pour u(0, x) = up(x)
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Résolution de I'équation des des cordes vibrantes par la
méthode de Fourier

soit

_ (o (¥) . 9, (x
dp = (

D o [ e
(9,(x)., 0, x)>_2/0 o (x) sin(nmx)d

Quand a la condition g—‘t’ (0,x) = vo (x), I'équation (14) donne
+o0
Z canrresin(nrtx) = v
n=1

On obtient donc

. 1 <VO(X),(P,,(X)>_ 2 1V x) sin(n7rx)dx
Ch — (x)>_ / 0() (N)d

i (g, (x). @, nrie Jo

D'ou le résultat. ]
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Résolution de I'équation des ondes par la méthode de
D’Alembert

Theorem

(Formule de D’Alembert) La solution du probléme (7) est une fonction

différentiable de la forme:

X+ct
(uo(x+ct)+u0(x—ct))—|—2—1 / vo () dy.

xX—ct

u(t,x)=

N| =

(15)

v

[l'y a trois techniques différentes pour démontrer cette formule. On
propose celle du changement de variables.

K.Amina et T.Mahdjouba (UMAB) EDPDTO 29/05/16
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Résolution de I'équation des ondes par la méthode de
D’Alembert

On peut écrire la solution u (t, x) sous la forme
u(t,x) =F (x+ct)+ G (x—ct) (16)

ol F et G sont des fonctions a déterminer. les conditions initiales
impliquent alors que:

u(0,x) =up (x) = F(x)+ G (x) (17)
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Résolution de I'équation des ondes par la méthode de
D’Alembert

En dérivant, on obtient le systéme

F' (x) + G (x) = ug (x)
{ F'(x) + G (x) = iﬁ (19)

qui a pour solution:

K.Amina et T.Mahdjouba (UMAB)
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Résolution de I'équation des ondes par la méthode de
D’Alembert

ce qui donne:
1 17
F(x) =i+ 500 (x) + 5 v (v) dy (1)
2 2Co
6 ()= a+ w00 - L fw()d (22)
X—22U0X 2C0V0yy
D)
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Résolution de I'équation des ondes par la méthode de

D’Alembert

la condition initiale nous aide a déterminer les constantes d'intégrations:
UO(O) = U(0,0) = F(0)+G(O) :C1+C2—|—UO(0)

ce qui entraine
a+o=0

et en sommant F (x + ct) et G (x — ct) on obtient le résultat. O
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L'unicité de I'équation des ondes

Definition

"L’énergie du systéme (7)" soit u(t, x) une solution de I'équation du
probléme (7), on appelle I'énergie a I'instant t de u(t, x) la quantité

suivante
:%j[( )2+cz(g_5<t,x>)2]dx

Le probléeme de Cauchy ( 7) admet au plus une solution

Proposition
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L'unicité de I'équation des ondes

Proof.

On suppose qu'il existe deux solutions du probléme (7) notées u; et up, et
on démontre que u; — up = 0. L’energie a l'instant t de la solution
(u1 — w2) (t, x) notée E (t) est définie par

E(t) = %/1 [(% i, — ) (t,x))2 e (% i — 1) (& x)>2] o
0

(23)
En dérivant (23), on obtient
dE o _ o (i —w) (61) § (n—w) (1)~ | _
ACR| 2 (o~ 12) (8,0) B (in — ) (£,0 |=ove G
0
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L'unicité de I'équation des ondes

%(Ul = U2) (t,O) = =

|
QU
—~
SV
o
~
|
QO
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L'unicité de I'équation des ondes

tel que uy (¢,0) = wp (¢,0) = a (t) = 0. D'ou

dE
= () =0Yt= E(t) = cte = E(0)

avec

K.Amina et T.Mahdjouba (UMAB) EDPDTO
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L'unicité de I'équation des ondes

et
8u1 aUQ
3 (i~ 1) (0,30 = 22 (0,%) ~ %2 (0, )
210 () ~ v ()

= v (x) = vo (x)
=0

alors E (t) = E (0) = 0, Vt, et la fonction intégrée est positive, on a donc

(5 (=) (m))z ¢ (5 (-t x>)2 0

2(ul —w)(t,x)=0et i(u1 —w) (t,x) =0
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L'unicité de I'équation des ondes

Proof.

alors

d(Ul—Uz):O:U1—U2:Cte
en particulier pour t = 0, on obtient
(u1 — w) (t,x) = (u1 — ) (0, x) = cte

u (t,x) —wm (t,x) =vw(x)—w(x)=0

donc u; = up, d'ou le résultat cherché. []
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Chapitre2: Résolution numérique
de I'équation des ondes|[7]
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Principe de la méthode des différences finies

Nous présentons une des plus anciennes et des plus simples, appelée
méthode des différences finies. Cette méthode consiste a approcher la
dérivée de la fonction inconnue en un point par une somme finie des
valeurs de I'inconnue u en un certain nombre des points.

Cette approximation est basée sur la définition de la dérivée et
éventuellement sur le développement limité de la fonction inconnue.
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Les différents schémas pour approcher la premiére dérivée

On peut avoir |'approximation suivante:
e L’'équation (25)

u(xo+h)—u(xo)
h

est appelé schéma aux différences décentré a droite (ou progressif).

u' (x) =~ (25)
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Les différents schémas pour approcher la premiére dérivée

On peut avoir |'approximation suivante:
e L’'équation (25)
u(xo+h)—u(xo)
h

est appelé schéma aux différences décentré a droite (ou progressif).
e L’'équation (26)

u' (x) =~ (25)

o () = 200 Z(XO —h) (26)

est appelé schéma aux différences décentré a gauche (ou régressif).
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Les différents schémas pour approcher la premiére dérivée

On peut avoir |'approximation suivante:
e L’'équation (25)
u(xo+h)—u(xo)
h

est appelé schéma aux différences décentré a droite (ou progressif).
e L’'équation (26)

u' (x) =~ (25)

o () = 200 Z(XO —h) (26)

est appelé schéma aux différences décentré a gauche (ou régressif).
e L'équation (27)

o () ~ u(xo+ h)2—hu (xo — h) (27)

est appelé schéma centré.
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Les différents schémas pour approcher la dérivée second

Sachant que v’ (x0) = (') (x0) .

@ on applique deux fois le schéma (25), avec

xo+2h)—u(xo+h)
2h

u’(xo—l—h):”( M

et ' (xp) ~ 4 , donc
X0+ 2h) —2u(xo+ h) + u(x)

u
J"! (XO) ~ ( %

(28)
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Les différents schémas pour approcher la dérivée second

Sachant que v’ (x0) = (') (x0) .

@ on applique deux fois le schéma (25), avec

x0+2h)—u(xo+h)
2h

u’(xo—l—h):”( M

et ' (xp) ~ 4 , donc
X0+ 2h) —2u(xo+ h) + u(x)

u
J"! (XO) ~ ( %

(28)

e En appliquant deux fois de suite le schéma (26), on obtient

u(xp) —2u(xo—h) + u(xo —2h)
h2
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Les différents schémas pour approcher la dérivée second

Pour obtenir le schéma centré, on fait un développement limité a I'ordre 4
de u(xo+ h) et u(xo — h), ainsi

h? h3 h*
u(xo+h) ~u(x)+hd (x)+ ?u” (x0) + iu'" (x0)+ Eu(‘l) (x0) +h*E
(29)
! h2 1" h3 " h4 (4) 4
u(xo—h) ~u(x)—hu (x0)+ ?u (x0) — yu (x0) + Eu (x0) +h"Cy
' ' (30)

avec limcy (h) = lim &, (h) = 0.
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Les différents schémas pour approcher la dérivée second

En sommant u (xp + h) et u(xo — h), on obtient I"approximation

G+ ) 1 (x0 — B) = 20 () + 1" (3a) + 200 (30) 4+ (2 ()

d'ol
o) = 2O =200 200020 g (L0 ) — g (1))
or lim 12 (—%u(“) (x0) — C(h)) — 0, donc

o (x0) ~ u(x0+h)—2ul$2xo)+u(x0—h) (31)
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Les différents schémas pour approcher la dérivée second

Pour une fonction u = u (x, y), les deux schémas (28) et (31) deviennent

PU oy o B0 H2h0) =20 (50, 0) + u (30— hy)
ox2 VTN T h?
d%u

_u(x0y0 + k) —2u(x0, y0) + u(x0. y0 — k)
aiyg(XO:YO) - k2
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Stabilité et consistance du systéme discret

Il est normal pour que le schéma des différences finies soit réalisable,
d’assurer la stabilité du systeme discret.

Definition

Le systéeme discret est dit stable si

© il existe une constante k¥ € R tel que

o] <[}«

ou bien

@ il existe une constante x vérifiant: 0 < ¥ < 1 et Hu(”) <k Hu(”_l) H :
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Stabilité et consistance du systéme discret

Definition

On appelle erreur de consistance le vecteur & défini par:
eh (xi) = Lu(x;) — Lpu (x;), Vi

ol L est un opérateur différentiel du probléeme continue et L, associé du
probléeme discret.
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Stabilité et consistance du systéme discret

On dit que le probléme discret est dit:

© consistant si
lim ‘sh X; ) =0
lim " (xi)
@ consistant d’ordre m, s'il existe une constante ¢ indépendante de h tel
que

o) < et
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Application a I'équation des ondes

Nous allons appliquer le schéma aux différences finies a I'équation des
ondes

g%’(r x)—czg%’(tx =1 (t,x) sur |0, T[ x]0, L[
u(t,0)=u(t,L)=0, sur |0, T
u(0,x) =w(x), sur |0, L[ (32)
5 (0% =0

En appliquant un schéma centré par rapport au temps et I'espace et aprés
la discrétisation du domaine [0, T] x [0, L] aux points (t,, x;) définis par:
ty = nAt avec At = N—TT (N7 donng), x; = jAx avec Ax = £ (N donné),
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Application a I'équation des ondes

on obtient ) )
2 nrl _oyn n=
0%u (10, 1) i u; 2u} + u;
ot2 ~ " At?
n n
a2u . UJ+1 _2uj +Uj_1

ax2 (tn, %) i Ax?
I'équation du probléme continu est approché par

ut = pul  +2(1—p)ul +puly — ot + (AP (33)

V1<j<N—-1letl<n<Ny,avecp=c? (ﬁf()
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Application a I'équation des ondes

La discrétisation des conditions:

U (tn,0) = ufl = (34)
Ut L) = ufy =0 (35)

u(0,%) = uj = w(x) =w} (36)
uj = uy (37)

le systeme linéaire est équivalent

0)

{ (D) = Ay(n) — y(n=1) F(”),Vn >1
(
u

= (Wj)1<JgN—1'

K.Amina et T.Mahdjouba (UMAB) EDPDTO 29/05/16 57 / 61



Application a I'équation des ondes

o u(m = (u§”>, u” u,(v”11>t F) = (AREN ARER, L ARFD ) et

[ 2(1-p) p 0 0 0 0 1
p 2(1—p) p 0 0 0
0 p 2(1—p) p O 0
A : . . . . :
0 0 p 2(1-p) p
I 0 0 0 p 2(1-p) |

@ Le probléeme (38) associé au probléme des ondes est un schéma a 2
pas de temps.
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Application a I'équation des ondes

o u(m = (u§”>, u” u,(v”11>t F) = (AREN ARER, L ARFD ) et

[ 2(1-p) p 0 0 0 0 1
p 2(1—p) p 0 0 0
0 p 2(1—p) p O 0
A : . . . . :
0 0 p 2(1-p) p
I 0 0 0 p 2(1-p) |

@ Le probléeme (38) associé au probléme des ondes est un schéma a 2
pas de temps.

@ Le probleme (38) est consistant d'ordre 2 en temps et en espace.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié une EDP de type onde sur le segment [0, 1]
plus précisement |'équation des cordes vibrantes avec des conditions de
Dirichlet et de Newmann. On a illustré cette étude par une application
numérique sur Matlab.
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Fin de la présentation

Merci de votre attention
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RESUME

Dans ce mémoire, on s’intéresse essentiellement a résoudre I’équation des ondes sur le segment
0, 1] analytiquement et numériquement. On se met dans le cadre des problémes d’une corde
vibrante.

On présente I'existence et 'unicité de la solution du probléme modélisant I’équation des ondes
par la méthode de séparation des variables et pour la résolution numérique, on a choisit la

méthode des différences finies.




INTRODUCTION

Dans la plupart des phénomenes physiques, chimiques, météorologiques et méme dans d’autres
domaines, on doit formuler les problémes par des modéles mathématiques. Ces modeéles gé-
nérent souvent des équations aux dérivées partielles notées en abrégé EDP.

La formulation des EDP a vue le jour au cours du 17¢"¢ siécle lors de la naissance de la
mécanique rationnelle (Newton, liebniz,...), et s’est élargi a d’autres sciences, en particulier
en physique, on cite les équations de la mécanique quantique, de I’éléctromagnétisme, de la
mécanique des fluide, etc...

Les EDP les plus fréquentes en physique sont celles du second ordre leur étude est donc d’un
grand intérét pratique.

On s’intéresse, en particulier a I’équation des ondes avec une corde vibrante a laquelle on

ajoute les conditions aux limites de Dirichlet homogenes, elle est donnée par

0 (t.2) = 2% (1,2) =0, t20, € 0,1]
u (0,7) = ug ()
3—1;( ,x) =g (x)

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques définitions et propriétés sur les EDP’s,
ainsi que quelques généralités tels que séries de Fourier.

Dans le deuxiéme chapitre, nous nous sommes intéressés a la résolution de I’équation des
ondes d’une corde vibrante sur le segment [0, 1]. Nous présentons cette résolution par deux
méthodes, la méthode de Fourier et celle de D’Alembert.

Dans le dernier chapitre, nous établissons une résolution numérique de 1’équation considérée
par la méthode des différences finies aprés avoir présenté celle-ci.

A la fin de mémoire, une conclusion générale sera présentée.




Chapitre 1

Préliminaires

Dans cette partie, on introduit quelques notions fondamentales sur les équations aux dérivées

partielles et différentes propriétés nécessaire pour la suite notre travail.

1.1 (énéralités sur les équations aux dérivées partielles

[1],[2]
Dans tout ce qui suit, on considére Q un ouvert de R¢.

1.1.1 Définitions et propriétés des équations aux dérivées par-
tielles

Définition 1.1.1 Soit u une fonction definie sur R?, a valeurs dans R et suffisamment réqu-
liere pour que les expressions qui suivent aient un sens. Une équation aux dérivées partielles
(EDP) pour la fonction u est une relation entre u, les variables (1, ...,x4) et un nombre fini

des dérivées partielles de u, v : R* — R
F(xq,...,2q,u, Dyu, ..., Dgu, D1 Dyu, D1Dou, ..., D%, ...) = f (x1, ..., 24) (1.1.1)
ot a = (ay...,aq) € N? et f est une fonction de R? dans R.

Remarque 1.1.1 Pour les dérivées partielles d’ordre supérieure d’une fonction u de classe
C*(Q), on utilisera les multi-indices. Un multi-indice est un élément o € N Pour tout
multi-indice o on définit

o]
Dou(x): = 0%u(z): = Cf—“ad(:c)
x1 ---Vzy



1.1 Généralités sur les équations aux dérivées partielles [1],[2] 3

ol o] =y + ... + ay.

Définition 1.1.2 "L’ordre d’une équation aux dérivées partielles" L’ ordre d’une équa-
tion aux dérivées partielles est celur de la dérivée partielle d’ordre le plus élevé qui apparait

dans ’équation.

Exemple 1.1.1 L’équation
ou  ,0%u

E
est d’ordre 2.

Définition 1.1.3 "Les EDP’s linéaires, quasi-linéaires, non linéaires"

1. Une équation aux dérivées partielles est linéaire si ' est linéaire par rapport a u et a

toutes ses dérivées partielles.

2. Une équation aux dérivées partielles est dite quasi-linéaire si F' est linéaire par rapport

aux dérivées partielles d’orde le plus élevé.

3. En dehors des critéres cités ci-dessus EDP est non linéaire.

Exemple 1.1.2 - L’équation aux dérivées partielles linéaires a coefficients mon constants

est de la forme :

Z A, (x) D% (z) = B (2)

lal<m

ou m est l'ordre de I’équation, A et B sont des fonctions linéaires en x.

— L’équation aux dérivées partielle

ou ou
CL% (ﬂi,y) + ba_y (l’,y) =C

est quasi-linéaire si a,b et ¢ sont des fonctions réelles de x, y et u.

— L’équation auzr dérivées partielle

0%*u 0*u

est non linéaire.



1.1 Généralités sur les équations aux dérivées partielles [1],[2] 4

— L’équation auz dérivées partielles

O )+ L) L ) = +

n’est ni linéaire, ni quasi-linéaire.

Définition 1.1.4 "Les EDP’s linéaires homogénes" [’équation aux dérivées partielles

1.1.1)) est dite homogéne si f = 0.

1.1.2 Classification des équations aux dérivées partielles linéaires

On s’intérésse aux dérivées partielles linéaires plus particuliérement celles du second ordre a
deux variables.
Soient a, b, ¢, d, e, f et B des fonctions définies dans un ouvert D de R? et on considére

I’EDP linéaire du second ordre, d’inconue u

0%u 0%u 0%u ou ou

On lui associe son polynéme caractéristique en « et 3
pla,p) =aa® +2baf + B>+ da+ef + f

Les propriétés de p déterminent la nature de L’EDP selon le distriminant b2 —ac, ainsi on peut
les classer en trois grandes familles : “elliptique”, “hyperbolique” et "parabolique" comme

suit :
Proposition 1.1.1 L’EDP est dite hyperbolique sur D C R?, si

v (z,y) —a(x,y)c(z,y) >0, Y(x,y)€D (1.1.3)
L’EDP est dite elliptique sur D C R?, si

v (z,y) —a(x,y)c(z,y) <0, VY(x,y)e€D (1.1.4)
L’EDP est dite parabolique sur D C R?, si

v (z,y) —a(z,y)c(z,y) =0, V(r,y) €D (1.1.5)
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1.1.3 Exemples d’équations aux dérivées partielles

1. L’équation de transport est de type hyperbolique

%(t )+ @
ot \ T T oy

(t,z) =0
pour tout t € Q C R et t >0et c € R.
2. L’équation de Laplace
Au(t,z) =0, z€Q
est de type elliptique.
3. L’équation de Poisson est de type elliptique

—Au (z) = O = f(z), ze€Q

- 9,2
i=1 0]

pour tout z = (z1,...,24) € 2 C R% ou f : 2 — R est une fonction donnée et I'inconnue

est la fonction u : 2 — R.

4. L’équation de la chaleur est de type parabolique

ou

E(t,x)—Au(t,x) =0

pour tout z € 2 C R et ¢t > 0, 'inconnue est la fonction u : 2 x [0, 400 — R.

1.1.4 Les opérateurs différentiels

Définition 1.1.5 "Le gradient” Soit u : Q — R de classe C*.

—_—
Le gradient de u noté Vu ou grad u est donné par

Vu:Q— RY
r=(x1,...,2q) — Vu(z) = ((;9—;1 (:B),,aa—;il(x)) (1.1.6)

Définition 1.1.6 "La divergence" soit g une fonction de classe C* (Q,Rd)

g:Q—R?

(1, ooy 2q) = g (21, ooy 2q) = (g1 (X1, ooy Tg) 5 ooey Ga (X1, oy Tg))
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la divergence de g noté par div g est donné par

divg: Q2 —R
r=(x1,...,2q) — divg (z Z agl r (Jacg (x)) (1.1.7)
? 7 amz

Définition 1.1.7 "Le laplacien” Soit u : Q — R de classe C? (Q, R).

Le laplacien de u noté Au est définie par

Au:Q —R

d
0%u

x = (21, ...,2q) — Au(x) =div(Vu(z)) = 92 (x)

(1.1.8)

Définition 1.1.8 "La dérivée normale” Soit N le vecteur normal au bord de ©) (I'=0Q),

orienté o l'éxtérieur de ().

ou

La dérivée normale de u noté == =~ est donné par

8__u> :I' - R
ON
ou — 4. ou
= (1,...,09) = () = Vu(z)- N (2) = ; 5 - N; (z) (1.1.9)

1.1.5 Les conditions initiales

Définition 1.1.9 Quand les conditions ne portent que sur une partie du domaine sur lequel
on connait la valeur de la fonction et de ses dérivées de degré inférieur a l'ordre de l’équation,

on parle conditions initiales ou de Cauchy (en temps).

1.1.6 Classification des conditions aux limites

Définition 1.1.10 1. Les conditions de type Dirichlet : La donnée de l'tnconue u sur le

bord du domaine d’étude u,p = 0.

2. Les conditions de type Newmann : La donnée de la dérivée normale de l'inconue u sur

le bord du domaine d’étude —2 = =g.
ON L
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3. Les conditions muxtes : La donnée de Dirichlet sur une partie de I' notée I'y et de condi-

tionde type Newmann sur une autre partie de I' notée I's, (u/p1 =0 et 8]‘3—L; = g) .
/T2

4. Les conditions de type Robin : C’est la combinaison des conditions de type Dirichlet et

de type Newmann sur le bord.

1.1.7 Solution d’une équation aux dérivées partielles

Définition 1.1.11 On dit que u est solution d’une EDP dans € un ouvert de R? aprés
substitution de u et ses dérivées partielles dans , F' s’annule pour tout (xq,...,x4) € 2.

Définition 1.1.12 "Probléme bien posé" Soit une EDP wvalide dans ), muni des condi-
tions aux frontiéres. Le probléme est bien posé si :

— Il existe une solution de I’EDP satisfaisant les conditions auz frontiéres (existence).

— La solution doit étre unique (unicité).

— La solution doit étre stable par rapport aux conditions aux frontiéres imposées (stabilisé).

Propriétés des solutions d’une EDP

1. siwuy et u o sont deux solutions d’une équation aux dérivées partielles linéaire homogene,

alors pour a; et ay des réels quelconques, aju; + asus est aussi solution.

2. siuy, est solution de I’équation linéaire homogene et u,, est solution de I'équation linéaire

non homogene, alors uj; + u, est solution de I’équation complete.
1.2 Rappels sur les séries de Fourier [1],[3]

1.2.1 Applications périodiques

Définition 1.2.1 On dit qu’une application f : R — C est périodique de période T' € R, si
pour tout x de R on a f(x +T) = f(x).

Par exemple les fonctions x — cosz et x — sinz sont 2m-périodiques, la fonction z +—

exp (iz/T) est (27 /T)-périodique.
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Proposition 1.2.1 Soit f une application T-periodique. Si [ est continue par morceaux sur

[0, T, alors pour tout xy € R, f est continue par morceauz sur [xo, xg + T] et l'on a
xro+T T
/ F(t)dt = / £ (1) dt (1.2.1)
o 0

1.2.2 Séries trigonométriques

Définition 1.2.2 Une série de fonctions de terme général f, () est appelée série trigono-
métrique lorsque la fonction fo est constante et qu’il existe deuz suites (an),>q €t (bn),>q de

nombres réels telles que pour tout n > 1 et tout t € [0,T] on ait
fn (t) = a, cos(nt) + by, sin(nt) (1.2.2)
On pose alors ag = 2fy (t) et l'on écrit

S falt) = % + 3" ay cos(nt) + by sin(nt) (1.2.3)

n>0 n>1

Nous utiliserons plutot la notation exponentielle, posons en effet c¢g = % et, pour tout n > 1
. 1 .
Cn = (an —1by) et c_, = 5 (an + iby,)

On obtient

S )= coe™ (1.2.4)

n>0 nez

Réciproquement il est clair qu’une série de fonctions du type Y, _, c,e™ est une série trigo-

nomeétrique, avec ag = 2¢g et pour n > 1, a, = ¢, + ¢y, by =1 (¢, — c_p) -

Définition 1.2.3 Soit f une fonction continue par morceauz sur |[—m,w]. On appelle co-

efficients de Fourier exponentiels de f les nombres complexes ¢, définis pour tout n € Z
par

en (f) = % / : £ (1) et (1.2.5)

et on appelle les coefficients de Fourier trigonométriques de f les nombres a,, et b, sont définis
par

a, (f) = L/ f(t)cos (nt)dt et b, (f) = %/W f(t)sin (nt) dt (1.2.6)

™
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1.2.3 Quelques propriétés
Voici d’abord quelques propriétés trés simples des coefficients de Fourier.

1. On a by = 0, et ag/2 est la valeur moyenne de f sur une période 2.

2. Dans chacune des définitions ci-dessus, I'intervalle [—7, 7] peut étre remplacée par n’im-

porte quel intervalle de longueur deux 7.
3. Si f est une fonction a valeurs réelles, a, et b, sont réels et ¢, = c_,, pour tout n.

4. Si f est une fonction paire, tous les b, sont nuls. De méme si f est impaire, tous les a,

sont nuls.
5. On a, pour tout n € N, les relations

Ap = Cp + C_p, bn:j(cn+c_n) et ¢, = %, Cop = M

1.2.4 Théoréme de convergence simple de Dirichlet

Définition 1.2.4 Une fonction continue par morceauz sur [0, 27| est continuement dérivable
par morceauz (de classe C'par morceaux) sur cet intervalle s’il existe une partition de [0, 27]

constituée d’un nombre fini d’intervalles |a,b] tels que

1. [ est continue sur |a,b[, de plus f posséde une limite a droite en a et une limite &

gauche en b.

2. f est dérivable sur]a,b[ et f 'est continue par morceaux sur cet intervalle.

Théoréme 1.2.1 "de Dirichlet"” Soit f : R — C une fonction 21 périodique continuement
dérivable par morceauzr sur R. Alors la série de Fourier de f converge simplement et sa

somme vaut pour tout x € R

ao(f)+Z[an(f)cos(na:)+bn(f)sin(nm)] = f (w0) ;f(%)

n>1

ou f (xar) et f (:L'a) sont les limites a droite et a gauche de f en x. En particulier si f est

continue en un point x, alors on a

f(x)= % + Z lan, cos (nx) + by, sin (nw)]
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Définition 1.2.5 On désigne par I* (N, C) le sous ensemble des suites (x,,), .y telles que

D faal® < 400 (1.2.7)

n

Définition 1.2.6 L’ensemble L? (0, T) désigne les fonctions a valeurs réelles ou complezes,

périodiques, de période T, telles que | f?| est intégrable sur [0,T], c’est a dire
L*(0,T)=<{ f:R—C, f de période T et / \f\2dt < 400 (1.2.8)

Définition 1.2.7 "Le produit scalaire" [’application :

(,) =+ L*(0,T)x L*(0,T) —C

—/fyda:

est appelée produit scalaire si elle vérifié les propriétés suivantes : Vf, g, h € L?(0,T);

V(A ) € C2

1. (\f+pg, h) = A{f, h) + (g, h)

2. (g, f) =(f,9)
3 (f, f) >0



Chapitre 2

Equation des ondes|6]

L’équation des ondes modélise des phénomenes de propagation d’ondes ou de vibration par
exemple elle est un modele pour étudier les vibrations longitudinales d’une colonne liquide ou
gazeuse, elle est aussi en dimension 2 d’espace, un modele pour étudier les vibrations d’une
membrane élastique tendue (comme la peau d’un tambour, corde de guitare)

Au repos, la membrane occupe un domaine plan 2. Sous 'action d’une force normale a ce
plan d’intensité f, elle se déforme et son déplacement normal est noté u. On suppose qu’elle
est fixée sur son bord, ce qui donne une condition aux limites de Dirichlet. L’équation des

ondes dont u est solution est donnée par

u —Au=f dans QxR*
u=0 dans 00 xR*
u(t=0)=wuy dans

%u(t=0)=v, dans ©Q

(2.0.1)

avec ug représentant ’écart de la position d’équilibre et vg I’écart de vitesse.

Remarquons qu’il s’agit d'une équation du deuxiéme ordre en temps et qu’il faut donc deux
conditions initiales pour u. On dira que cette équation est hyperbolique.

L’équation des ondes a la propriété importante de propagation a vitesse finie ainsi que la
propriété d’invariance par changement du sens du temps i.e si on change ¢t en —t, la forme
de I’équation ne change pas.

Dans ce chapitre on s’intéresse a I’équation des ondes dans le cas monodimensionnel, appelée

équation des cordes vibrantes sur 2 = [0, 1].
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2.1 Résolution de I’équation des cordes vibrantes par
la méthode de Fourier|[4]

La méthode de Fourier pour la résolution d’une EDP linéaire homogéne consiste & chercher
d’abord des solutions particulieres d'un type spéciale de cette équation dont chacune d’elle
est le produit de fonctions dépendant d’une variable. Dans les cas simples, on trouve un
ensemble infini de telles solutions u, (n = 1,2, ...) linéairement indépendantes entre elles pour
tout ensemble fini et vérifiant les conditions aux limites données. La solution u qu’on cherche

se met sous forme de série par rapport a ces solutions particuliéres

u = g Cply,

n>1
on détermine les coeflicients ¢,, 4 'aide des conditions initiales.
Dans cette partie, on cherche a résoudre ’équation homogeéne

Zu(t,x) — ALY (o) =0, t>0, z€]0,1]

U%O) =u(t,1)=0
u(0,2) = ug ()
a1 (0,2) = vy ()

par la méthode de Fourier dite aussi méthode de séparation des variables, ou la constante ¢

(2.1.1)

est la vitesse de propagation de I'onde et les fonctions ug et vy sont respectivement, 1’état et

la vitesse initiale

UQ(O) = Uo(l) = ’Uo(0> = Uo(]_) =0

Théoréme 2.1.1 La solution du probléme est donnée par la formule

ult,z) = f (nim sin(nmet) /0 o (z) sin(nmz)dz + 2 cos (nrct) /0 " () sin(mrx)dx) sin(nmz)

Preuve. Pour la preuve de ce théoréme, on procede a la résolution de 'équation (2.1.1) en
suivant les étapes :
1°r¢ gtape : On suppose qu'il existe des fonctions (inconnues) v et ¢, d'une variable réelle

telles que

u(t, z) = P(t)e(r)
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On calcule les dérivées partielles secondes de u par raport a x et t

aQU " 82u 7

Sz (ta) =0 (Dp@) et ——(t2) = ()¢ (x)

on substitue dans I’équation (2.1.1)), on obtient alors

1y (1) _ ' (@) 2.12)

Comme le membre de gauche ne dépend que de t et le membre de droite ne dépend que de

x, qu’ils sont constant, c’est & dire qu’il existe A € R tel que

"

1) _ ¢
EROREIE)

d’ou
V() = ACP() et @ () = Ap(x)
et ainsi on a obtenu deux équations a variables séparées.

2°m¢ gtape : On cherche les solutions non nulles de 'équation en ¢ (x) avec les conditions

aux limites, pour cela, on considére le probléme de Sturn-Liouville
[ 0 =aotn 219

ainsi, deux cas se présentent A =0 et A # 0

1" cas : A =10

I’équation devient alors

p () =0

donc

’

¢ (x) = A = constante

on obtient alors

o(x) = Ax + B, ou B = constante
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Des conditions ¢(0) = 0 et ¢(1) = 0, on obtient
B=0et A=DB

donc la solution de (2.1.3)) est la solution nulle.
2¢m¢ cas : A # 0
On associe & 'EDO du probléme ([2.1.3) 'équation caractéristique

2 —A=0 (2.1.4)

donc :
SiA>0
I’équation devient
r=+vA

d’ou la solution est

o(x) = AV 4 eV
En tenant compte des conditions aux limites, il vient

0(0)=0=A+B=0

(1) =0= Al —e V) =0
= 24sh (VX) =0
d’ou
A=B=0

Il n’y a donc pas de solutions non nulles dans ce cas.
SiA<O0
alors on a

- A=0=1r =)\

on pose A = —[3, tel que # > 0 donc
r=+i\/pB

la solution est alors

¢ () = Acos (\/BQIZ') + Bsin (—\/EZL‘) , tel que B >0
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En tenant compte des conditions aux limites, il vient

e(0)=0=A=0
¢ (1) =0= Bsin(v/B) =0

ou bien B = 0 ou bien v//3 = nw, n un entier positif. Dans ce cas, il existe donc des solutions
non nulles données par

©,(x) =sin(nmz), n>0 (2.1.5)

associées aux valeurs de )\ suivantes
Ay = —nPr?c? (2.1.6)

Au total, on a obtenu une suite infinie de solutions associées chacune & une valeur de X\. On
appelle les solutions ¢, () les fonctions propres du probléme et les A, les valeurs propres
associées. La fonction propre, comme le vecteur propre en algébre linéaire, sont définis & un
scalaire multiplicatif prés.

3¢me gtape : Le produit scalaire

(f. ) = / f(2)g(0)da

orthogonalise toujours la suite des ¢, ().
4°me gtape : On résout maintenant 1’équation en v () pour les valeurs de ), trouvées précé-

demment ([2.1.6)) et sans se préoccuper de la condition initiale. On a donc a résoudre 'équation

"

U (8) = Xac®,, (1)
qui a pour solutions, étant donné que A\, < 0
¥, (t) = ¢, cos(nmet) + d, sin (nwet) (2.1.7)

étant donné qu’il n’y a pas de condition initiale a cette équation différentielle d’ordre 2 on
trouve un espace vectoriel dedimension 2 des solutions, ¢,, et d,, sont des constantes arbitraires.

A ce stade, les fonctions
(cpsin(nmet) + d,, cos (nmet)) @, (x)

sont solutions de I’E.D.P. avec des conditions aux limites mais pas avec la condition initiale.
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5¢m¢ gtape : On écrit & nouveau la solution u(t,r) comme somme de toutes les solutions

élémentaires (d’apreés le principe du superposition)

u(t,z) = Z v, ()@, () = Z (cnsin(nmet) + d,, cos (nmet)) sin(nmx) (2.1.8)

Il faut maintenant déterminer les coefficients ¢, et d,, dans I’équation (2.1.8) grace aux condi-
tions initiales considérées comme des fonctions périodiques et de calculer leur coefficient de

Fourier, ce qui donne pour u(0, z) = uy(z)

+oo
Z d, sin(nmzr) = ug

n=1

Les d,, peuvent donc s’interpréter comme étant les coordonnées de la décomposition de wuyg

dans la base des ¢, (), soit

_ (o (@), 00 (7)) 1u x) sin(nmx)dx
e T G 2y e e

Quand & la condition 2 (0, z) = vy (), 'équation (2.1.8)) donne
ot

+oo
Z cpnmesin(nrz) = vy

n=1

On obtient donc

Cn = L (0o (@), o0 (7)) _ 2 /Ovo(:c)sin(nwx)dx

~nmc{p, (x), 0, (x))  nmc

Donc la solution devient

nmwc

u(t,z) = io <l sin(nct) /0 "y () sin(nm)di + 2 cos (nmet) /0 o (@) sin(mrx)da:) sin(nmz)

n=1

g

2.2 Résolution de I’équation des cordes vibrante par la
formule de D’Alembert[4]

Théoréme 2.2.1 (Formule de D’Alembert) La solution du probléme est une fonc-

tion différentiable de la forme :

z+ct

u(t,x) = % (uo (z + ct) + ug (z — ct)) + % / vo (y) dy. (2.2.1)

r—ct
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Il y a trois techniques différentes pour démontrer cette formule. On propose celle du change-
ment de variables.

Preuve. On peut écrire la solution w (¢, z) sous la forme
u(t,x) =F(x+ct)+G(z—ct)

ou F' et GG sont des fonctions & déterminer. les conditions initiales impliquent alors que :
u(0,2) =y () = F (x) + G (z)

et
0u / !
57 (1:0) =0 (2) = ¢ (F (2) = &' ())

En dérivant, on obtient le systéme

{ F'(z)+ G (x) = ug/ (x)
)i (m) el (l’) — vg(@)

C

qui a pour solution :

2c ,
G, (JI) _ cuo(x)zzvo(:r)

{ F (z) = theb@)

ce qui donne :

la condition initiale nous aide & déterminer les constantes d’intégrations :
up (0) =u (0,0) = F (0) + G (0) = ¢1 + ca + g (0)

ce qui entraine

Cl+62:0

et en sommant F' (z + ct) et G (z — ct) on obtient le résultat. O
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2.3 L’unicité de la solution de I’équation des ondes|5]

Définition 2.3.1 "L’énergie de l’équation du probléme " soit u(t, x) une solu-
tion de l’équation du probléme , on appelle I’énergie a Uinstant t de u(t,x) la quantité

suivante
1

E(t):%/[<%(t,x)>2+c2 (g—Z(t,@ﬂ da

0

Proposition 2.3.1 Le probléme de Cauchy (|2.1.1) admet au plus une solution.

Preuve. On suppose qu’il existe deux solutions du probléme ([2.1.1)) notées u; et ug, et on
démontre que u; — uy = 0.
L’energie a l'instant ¢ de la solution (u; — us) (¢, x) notée E (t) est définie par

1

E<t>—1/ 9w —uy )+ (L) (6 | d (2.3.1)
= 9 ot Uy U9 , L C or (51 (%) , L Z. ..
0
En dérivant , on obtient
dE . [0 9 0 0
P = [ D (g ) (1) 0y — ) (1) — 2 (ay ) (0) 2 oy — ) <t,o>}
=0, WVt
car
a . (9u1 aUQ .
a (ul - Ug) <t71) - 8t (ta 1) - at (ta 1) =0
tel que uy (t,1) = ua (t,1) =0 et
0 . 8u1 8U2 .
&“‘1 —up) (1,0) = E(ta()) - W(tao) =0

tel que u; (¢,0) = us (¢,0) = 0. D’ou

dE

%(t)zo, Vit = E(t) = cte = E(0)

avec
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tel que
a . 8’&1 3u2
5 (u1 — ug) (0,7) = = (0,2) — = (0,z)
= (z) — vo ()
=0
et
a B 8u1 8uQ
9 (ur —up) (0,2) = I (0,2) — o (0,z)
0 0

= %Uo (z) — %Uo (f)

= v (7) — vy ()

=0

alors E (t) = E (0) = 0, Vt,et la fonction intégrée est positive, on a donc

d 2 o 2
(a (w1 — ug) (¢, x)) + 2 <(‘3_a: (uy — ug) (¢, :L’)) =0
d’ou
0 0
a(ul —ug) (t,z) =0 et Ep (ug —ug) (t,x) =0
alors

d(uy —ug) =0 = u; —ug = cte
en particulier pour ¢ = 0, on obtient
(up — ug) (t,x) = (ug — ug) (0, z) = cte

ainsi

uy (t,z) —ug (t,x) =vo () — v () =0

donc u; = us, d’ou le résultat cherché. O



Chapitre 3

Résolution numérique de I’équation
des ondes|7]

Le recours au calcul numérique sur ordinateur est parfois nécessaire pour estimer qualita-
tivement et quantitativement, les solutions de différents modeles d’équations aux dérivées
partielles. Il existe de nombreuses méthodes de résolution numérique des EDP, qui consiste
a obtenir des valeurs numériques discrétes (c’est a dire en nombre fini) qui approchent la so-
lution exacte. Dans ce chapitre, nous présentons une des plus anciennes et des plus simples,

appelée méthode des différences finies.

3.1 Principe de la méthode des différences finies

Cette méthode consiste a approcher la dérivée de la fonction inconnue (d’un probléme donné)
en un point par une somme finie des valeurs de I'inconnue u en un certain nombre de points.
Ces points apparaissent lors du maillage du dommaine dans lequel le probléme est vérifié.

Cette approximation est basée sur la définition de la dérivée et éventuellement sur le déve-

loppement limité de la fonction inconnue.

3.1.1 Les différents schémas pour approcher la 1" dérivée

Par la définition de la limite on a pour z, € Q un ouvert de R?

u(xo+h) —u(xo)

! ) =
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donc si h est petit, on peut avoir ’approximation suivante

u(xo+h) —u(zo)

; (3.1.1)

u' (xq)

I’équation (3.1.1)) est appelé schéma aux différences décentré a droite (ou progressif).

En appliquant un développement limité a 'ordre 1 de u (xg — h) on obtient
u (2o — h) = u(xo) — hu' (xo) + h&y (h)

avec }131%51 (h) = 0, h est petit on a

u (o) — u(xg — h)

u(xg — h) ~u(xg) — hu' (z9) = v (zg) = 7 (3.1.2)
Iéquation ([3.1.2) est appelé schéma aux différences a gauche (ou régressif).
Un développement limité de u a 'ordre 1 dans le point (z¢ + h) donne

u (2o + h) = u (o) + hu' (zo) + h&, (h)
avec }1}3{1)52 (h) = 0.
La différence des deux développements limités implique
u(xg+h) —u(xg —h) =2hu' (xo) + h&5 (h)
avec ’llir%fg, (h) =0, d’ou
h) — —h
o () ~ LEoHR) —ulo = ) (3.1.3)

2h
I’équation (3.1.3)) est appelé schéma centré.

Pour une fonction u = u (x,y), les trois schémas (3.1.1)), (3.1.2)) et (3.1.3)) deviennent :

a + h/7 - )

8_Z (w0, 10) =~ t { yoi)z Lt

ou u(xo,Yo) — u (xo,y0 — k

8_y (w0, %0) =~ (%0, 90) k(fl?o L )
ou u(zo + h,yo) — u(zo — h,yo)

o (20, y0) ~ oh
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3.1.2 Les différents schémas pour approcher la dérivée seconde

Sachant que u” (2¢) = (u') (o), on applique deux fois le schéma (3.1.1]), on obtient :

u' (xo+ h) —u' (z0)
h
U(wo-&-?h%;uwo-&-h) et u/ (-770) ~ u(ﬂ»‘o-I—h})L—U(ﬂfo)’ done

u” (xg) =

avec u' (o + h) ~

u(xg + 2h) —2u (o + h) + u (o)

u" (xg) =~ 2 (3.1.4)
En appliquant deux fois de suite le schéma (3.1.2)) on obtient :
-2 —h —2h
W (o) = u (79) — 2u (zo — h) +u (g ) (3.1.5)

B2
Pour obtenir le schéma centré, on fait un développement limité a lordre 4 de u (zo + h) et

u(xg — h), ainsi

!/ h2 " h3 n h4

u(xo+h) ~u(xg) + hu' (xg) + S U (x0) + Tk (x0) + Iu(‘” (wo) + h*, (h)  (3.1.6)
/ h? " h? " ht (4) 4

u(xg—h) ~u(xg) — hu' (zo) + Su (xo) — Tk (o) + ik (o) + h &y (h)  (3.1.7)

avec }Zli%fl (h) = }ZE%@ (h) = 0.

En sommant u (z9 + h) et u (xo — h), on obtient ’approximation

u(wo + h) +u (w9 — h) ~ 2u (o) + h*u" () + Q%Um (zo) + h* (£ (h))

d’ou
" (ag) o W0 EI) 220 lt0) Fulto 1) e (_%m ) (o) — € (h))
or lii%h2 (—2u® (z9) — ¢ (h)) =0, donc

u(xg + h) —2u(xg) +u(xg — h)
72

(3.1.8)

u" (xg) ~

Pour une fonction u = u (z,y), les deux schémas (3.1.4) et (3.1.8) deviennent

Pu (o, 90) = u (o + 2h, yo) — 2u (wo, yo) + u (xo — h, yo)
g2 oY) = 72
82U U (:L‘07 Yo + k) —2u ([E(), ?/0) +u (:L‘07 Yo — k)

a—yQ (70, Yo) =~ 12
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Définition 3.1.1 On dit qu’un probléme discret est a k pas de temps s’il prend la forme

suivante :

ut) = F (u("), u™ u("*kﬂ))

3.1.3 Stabilité et consistance du systéme discret

Il est crucial lorsqu’on souhaite mettre en oeuvre un schéma aux différences finies de vérifier,
ou plus exactement de trouver une condition assurant la stabilité du systéme discret.

De maniére générale, on a a étudier le probléme continu

(3.1.9)

Lu= fsur D
+conditions

ou L est un opérateur différentiel. Aprés un choix de discrétisation du domaine D (choix des

points z; de discrétisation), on approche le probléme (3.1.9)) par un probléme discret

Lyu= fsur D
{ +conditions (3.1.10)

aux points x;.

Théoréme 3.1.1 "de convergence" On suppose que u € C*(]0,L[), alors il existe une

constante c inddependante de h tel que
max |u (z;) — up, (25)] < ch*M

1<i<N—1

tel que uy, la solution approché

Définition 3.1.2 Le systéme discret est dit stable si

1. il existe une constante k € R tel que
[ < e[|

ou bien

2. il existe une constante k vérifiant : 0 < kK < 1 et ||u(")H <K ||u(”_1)H .

Définition 3.1.3 On appelle erreur de consistance le vecteur €" défini par :

e (2;) = Lu (z;) — Lyu (), Vi
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Définition 3.1.4 On dit que le probléme (3.1.10) est dit :

1. consistant si

]111{)%]5 (z;)] =0

2. consistant d’ordre m, s’il existe une constante c indépendante de h tel que

"] < ch™

3.2 Application a I’équation des ondes

Nous allons appliquer le schéma aux différences finies a I’équation des ondes modélisant le
probléme de la propagation d’une onde le long d’une corde de longeur L fixée au extrémités

et qui est donnée par
8t2 ¥ (t,x) — %( x) = f(t, ), sur 0,7 x |0, L]
( 0)=w(t,L)=0, sur ]0,T]
u(0,z) = w x) sur |0, L]

( (3.2.1)
5 (0,2) =

En appliquant un schéma centré par rapport au temps et 1’espace et aprés la discrétisation
du domaine [0, 7] x [0, L] aux points (t,, z;) définis par : ¢, = nAt avec At = NLT (Nr donné),

x; = jAx avec Az = % (N donné), on obtient

0%u b )~ U (tny1, @) — 2u (b, ) +u(tu-1,25) ;LH 2u} + uj
iz (i) = At? B NE
Ou (t T ) (tn? xj-i-l) —2u (tn7 xj) +u (tnv xj—l) i~ u7j1+1 B 2U? + uglfl
o2 T Ax? o Ax?
I’équation du probléme continu est approché par
wIt — 2ul + uj -t — 2uf +uff
Uj 2 J+1 J—1 _ rn :
At2 —c sz j,V1§]§N—1et1§n§NT

qui est équivalente a

At 2

on obtient alors

At
?“ =puj_y +2(1 —p)uj +puj,, — U?_l + (At)? ", tel que p =’ (Aa:) (3.2.2)
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La discrétisation des conditions :
U (tn,0) =uy =0 (3.2.3)
u(t,, L) =uR =0 (3.2.4)
u(0,2;) = u) = w(z;) = w) (3.2.5)
ou ou u (to + At,x;) — u (to, x;)
_0’4:_15"2 ) 73:0
gt (@) = g (o) At
nous donne
u (At z;) = u (0, ;)
c’est a dire
uy = u) (3.2.6)
pour j =1 : u"* = pul +2 (1 — p)u? + puf — ul " + (At)*
pour j = 2 : ultt = put + 2 (1 — p)u + pul — ud 4+ (At) f2
pour j =N —1: UXFL—% =pu_o +2 (1 —p)uy_y +puy — urlif_—ll + (At)Q TN
Le systéme linéaire
witt = pul g + 2 (1= p)uf +pufyy —up T+ (A 7
u(t,,0) =uy =0
u(ty,, L) =ul =0
u(0,2;) = ug =w(z;) = w?
u} = u?
est donc équivalent a
(n+1) — Ay — (=) L p() vy > 1
{“ w oA S,V 2 (3.2.7)

W = (wy) ey g > u® = ul®

t
oit (™ = (ug"%ug”), ...,uﬁs)_l) FO) = (AR AR AR ) et

[ 2(1—p) p 0 0 0
p 2(1-p) p 0 0
0 p 20l=p) p O
A . . . .
0 0 p
0 0 0

)




3.3 Programmation de la méthode sur Matlab 26

Remarque 3.2.1 Le probléme associé au probléme des ondes est un schéma a 2 pas
de temps.

le probléme est consistant d’ordre 2 en temps et en espace.

3.3 Programmation de la méthode sur Matlab

On va donner le programme de la méthode des différences finies sur Matlab pour deux
exemples, le premier est le modele donné par (3.2.1)), le second est le modele (3.2.1)) avec une

modification de la condition de Dirichlet et de Newmann.
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3.3.1 Exemple 1

Explications
(On crée unfichier
sur Matlab pour
deéfinir la matrice A)

Le programme
function A=Matrix(nx,p)

A=diag(2*(1-p)*ones(nx-1,1))+diag(p*ones(nx-2,1),1)
+diag(p*ones(nx-2,1),-1);

(On crée unfichier
sur Matlab pour
définir le vecteur F)

Nettoyage

Nombredespoints pour 1’espace
Nombre des points pour le temps

L’erreur
Vitesse des ondes
Fonction de second membre
Condition initiale

end

functionF=VectF (f,dt,nx,t)

x=linspace(0,1,nx) ;
F=dt"2*f(x(1 :nx-1),t);
end
cle
clear all
nx=4;
nt=>5;
x=linspace(0,1,nx) ;
t=linspace(0,1,nt) ;
Tol=1e-2;
er=1;
c=1;
f=Q(x,t)
U0=0;

U1=0;
p=c(nx-1)/(nt-1)) 2
A=Matrix(nx,p) ;
i=2;
while er>Tol
i=i+1;
F=VectF(f,dt,nx,t(i)) ;
U2=A*U1-U0+F;
er=norm(U2-Ul);
U0=U1;
U1=U2;
end
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3.3.2 Exemple 2

Explication
Nettoyage
Vitesse des ondes
Longueur du domaine spatial
Borne inférieure du domaine
Borne supérieure du domaine
Nombre des points
Pas d’espace
Noeuds du maillage
Condition initiale

Tracé initial

CFL

Pas de temps
Temps de calcul
Démarrage
Début de boucle

Bord gauche
Bord droit

Tracé

Findeboucle

Programme
clear all
c=1;
L=100;
xm=0;
xp=xm-+L;
J=500;
dx=L/(J-1);
x=xm :dx :xp;
umax=1;
u0=2.*umax.*(L/2-umax.*abs(x-L./2))./L;
umaxl=1;
ul=2.*umax1.*(L/2-umax1.*abs(x-L./2))./L;
plot(x,u0," LineWidth’,2)
up=max(umax,umax1);
axis([xmxp-upup))
pause
cfl=1;
s=cfl"2;
dt=cfl*dx/c;
T=1000%d¢ ;
temps=0;
while temps<T
temps=temps—+dt ;
ulpast=[ul(1)ul(l :J-1)];
ulforwd=[ul(2 :J)ul(J)];
u=s.*(ulpast+ulforwd)+2.*(1-s).*ul-u0;
u(1)=0;
u(J)=0;
u0=ul;
ul=u;
plot(x,u0,’LineWidth’,2)
axis([xmxp-upup])
drawnow
end
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L’exicution de 'exemple 2 donné par la figure suivant :

0.5} .




CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a présenté ’équation des cordes vibrantes avec une résolution analytique

et on a illustré cette étude par une application numérique sur Matlab.
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