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1 L-Z transformée

1.1 La transformée de laplace
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Introduction

La conception du calcul fractionnaire était présenté au milieu du 19°"¢ siecle. L’utilisation
des opérateurs intégrals et différentiels d’ordre fractionnaire dans les modeéles mathématiques
est devenue de plus en plus répandue ces derniéres années. Cependant, dans le dernier siecle la
plus part des problémes fractionnaires dans des applications de la technologie et des sciences ont
été trouvés . Par exemple, 'oscillation non linéaire du tremblement de terre peut étre modelisé
avec les dérivées fractionnaires.

Paralellement, la théorie des ondelettes est un nouveau domaine naissant dans la recherche
mathématique. Son utilisation a eu un grand succés dans ’analyse du signal pour la représen-
tation et les segmentations de forme d’onde.

Dans ce travail, nous introduisons les ondelettes CAS (Cosin And Sin) pour présenter une
méthode numérique pour approcher la solution des équations intégralles,intégro-différentielles
et intégro-différentielles non linéaires d’ordre fractionnaire .

Ce mémoire comporte trois chapitres. Le premier chapitre consiste en les généralités sur les
outils de bases : fonction Gamma, fonction Beta, dérivation et intégration d’ordre non entier.

Dans le second chapitre, on étudie les ondelettes d’'une maniere générale ensuite on prend
comme exemple les ondelettes CAS.

Pour le dernier chapitre, on prend quelques exemples numériques qui illustres la méthode

des ondelettes CAS introduite dans le scond chapitre.



Chapitre 1
Calcul fractionnaire

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul classique
tel que, nous le connaissons aujourd’hui, ses origines remontent [22] a la fin du 17°™¢ siecle. A
cet époque, Newton et Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel et intégral.

d’ll
atn

En particulier, Leibniz a présenté le symbole <~ f pour désigne, a n*™¢ dérivée d'une fonction
f.

Quand il I’a annoncé dans une lettre addresseé a I’Hopital, il a répondu : que signifie i—i f
sin = %?.

Dans ce chapitre on va rappelle, les notions et les définitions de base sur du calcul fraction-
naire, dont le but de résolution des équations intégrao-différentielles d’ordre fractionnaire par

une méthode numérique (dans chapitre 3).

1.1 Outils de base

1.1.1 La fonction Gamma d’Euler

L’une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler

qui prolonge le factoriel aux valeurs réelles.

Définition 1 La forme intégrale de la fonction Gamma est donnée par [22] :

I'(2)= /e_ttz_ldt, z > 0. (1.1)
0

L’intégration par partie de (1.1) conduit & la relation de récurrence suivante :

Pour tout z ¢ R\ {0, —1, —2, ...}, etmeN, ona



I'(z+1)=2I(2)

et
Fz+4m)=z20+1)...(z+4m-1)T(2).

I'(n+1)=nl

Au- dessus le graphe de fonction Gamma d’Euler

¥

Figure 1.1 :Graphe de la fonction Gamma d’Euler

1.1.2 La fonction Béta
Définition 2 On définit la fonction Béta par [22] :

1
B(a, B):= / (1-— u)“_1 u’du, a>0, 8>0.
0

Les fonctions Gamma et Béta sont reliées par la relation :

[ ()T (5)

Blo B =%t

1.2 Intégration non entiére

(1.2)

(1.3)

Dans ce paragraphe, on donne les définitions de base liées aux intégrales au sens de Riemann-

Liouville.



Définition 3 Soit f une fonction continue sur [0, oo[. On définit l'opérateur intégral fraction-

naire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville par la formule :

t

JF () :———/@—Tf*fﬁyh; a0, t>0 (1.4)

r
Tf@) « =f().
1.2.1 Propriétés
Dans ce paragraphe, on donne quelques propriétés liées aux intégrales fractionnaires.

Proposition 1 Soit J* lopérateur intégral fractionnaire d’ordre o de Riemann-Liouville. On

a !

arf F(ﬂ—'—l)
Jt =7

— L P a>0, B> -1, t>0, 1.5
T ES R (1.5)

Preuve. Par définition, on a

JB = —/(t — 7')a_1 Pdr
0

ce qui est équivalent a :

On pose 7 = y, on obtient alors :

tafl

ayf
Jot I (o)

t
/ (1—y)* 7y dy
0

. ta—‘rﬁ ! . a—1 23
totp
= r (Oé) B (Oé, 6 + 1)

Puis, en utilisant la relation (1.3) entre les deux fonctions I'et B, on a :

r 1
J“tﬁzr (B+1) ot a>0, f>—1,t>0

(a+8+1)



Ainsi la propriété (1.4) est démontrée. O

Proposition 2 Soient a > 0, 5 > 0, on a la propriété du semi -groupe suivante :

(Jo o J%) f(t) = (JP 0 J?) f(t) = J*Ff (1) (1.6)

Preuve. Par définition, on a :

2010 = s [t [ -0t s )] ar
R e M A O
- rora | [ e pear

En utilisant (1.5), on obtient :

Jajﬁf(t) = —F( )/0 <Ja(7_p)ﬁflf(p)> dp
_ L LB s
= w5 | T ls e
= JML(1)

= Jr ().

Proposition 3 Soient ¢ > 0, a > 0,0n a alors :
Jo e =c %", (1.7)

Preuve. Avec les mémes arguments que précédemment, on obtient :

1 t
Jo et = Ta) / (t —7)* " edr,
o

—0o0

Si on pose (t — 7) = y, on obtient alors :



«@ ct eCt 0 a—1_-—cy
Jr e = — I (o) y* e Ydy
+oo

ect /+OO L
= =7~ yo e Yy
I' (@) Jo

Le changement de variable ¢t = cy transforme cette derniére intégrale en :

. ect +o0 )
J e = t* e tdt,
- ceT (a)/o

Donc, si on pose (t — 7) = y, on obtient :

« ct €Ct 0 a—1_-—cy
J2 et = _F(a) y* e Ydy
“+oo
6ct +oo ol e
= F(Oz)/ Yy leYdy
0

Le changement de variable t = cy transforme cette derniére intégrale en :

Ja ct €Ct /+OO tozfl 7tdt
e = ——-— e
e T (a) Jo ’

D’ou

Ja ct __ €Ctr (Oé) _ eCt

—eo® T T (a) ¢’

ce qui acheve la démonstration de la proposition .

Exemple 1 Considérons la fonction f (z) = (t —a)” . Alors

« —aﬂzL t — ) Y r—a)dr
(=0 = [ = =)

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement T = a + (t — a) s, d’ou

« —G,B _ (t_a)a_'_ﬁ ! _Sa—lsﬁs
re-af = S [a-g
— F(6+1) (_ )/34-04
I'(B+1+a)

aprés utilisation de la relation (1.3)



On voit bien que c’est une généralisation du cas a =1 ou on a

1 s LB+ g (t—a)
FlU-a =G~ =557

a cause de la relation I' (z + 1) = 2I' (2)

Exemple 2 Considérons la fonction f(z) = 2°, pour 8 > —1
JoxP = ﬁ f(f (t —7)* ' 7Pdr, pour o > 0,5 > —1

on pose T = pt,dt = tdp, on aura :

1 1
Je = )~ (pt)Ptd
F(a/ —pt)* (pt)’tdp
= L / )PP tdp
I'(a)

1
= =t 1+5“/ (1—p)* " pldp
F(a) 0
1
— IR — (B —1,a).
1.3 Dérivation non entiére:

Il y a beaucoup d’approches pour la dérivation fractionnaire, nous allons souligner

quelques unes, a savoire ’approche de Riemann-Liouville et ’approche de Caputo.

1.3.1 Opérateur de dérivée nime

Définition 4 La dérivation entiére d’ordre n d’une fonction f est donnée par :

D"f(t) = —f( ) - (1.8)

dz™

1.3.2 Approche de Riemann-Liouville

Définition 5 1. Soit f € C'([a, b)), la dérivée fractionnaire d’ordre a (0 < o < 1) au sens

de Riemann-Liouville est

1 d

b = T(1—a)dt

/ (t—71)“f(r)dr. (1.9)

2. Soit f € C"([a, b]), on définit la dérivée d’ordre o (0<n—1<a<mn) au sens de



Riemann-Liouville par

1 dr

bEr = T (n—a)d®

¢
/ (t—7)" " f(r)dr = D"J"Of (1) (1.10)
3. Soit f € C([a, b)), la dérivée fractionnaire d’ordre o < 0 au sens de Riemann-Liouville

est

1

Def(t) = F(—a) / (t—7)" " f(r)dr (1.11)

= JOf(t).

Propriétés:

Soient a,  deux paramétres réels et f : [a, b — R.Alors, on a :
1. D*JYf (z) = f(z), a> 0.
2. JeDf (z) # f(z), a > 0.
3. DPJef(x) =D ~f(x), 3<0, a>0.
4. D"DOf (z) = D" f (), @ >0, n € N.
5. D°DPf (z) # DPDe f (z).
6. DPDf (x) # DPf (x).
Exemples

1. En général la dérivée non entiére d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville

n’est pas nulle ni constante mais on a :

D*C = m(t—a)fa.

2. La dérivée de f (t) = (t — a)” au sens de Riemann-Liouville

Soit v non entier et 0 <n —1 < a < n alors on a

1 dr

D (t-a)’ = o o) d / (t—7)""""(r—a)dr.



En faisant le changement de variable 7 = a + s (t — a) on aura :

a B _ 1 d n+f—a ' n—a—1l _q

D*(t — a) —m%(t—a) O(1—3) s%ds
F'n+pB—a+1)p(n—a,f+1) (t—a)ﬂ_a

Fn—a)T(f—a+1)

- I'n+p—-—a+1)I'(n—a)l (a+1) (t—a)’®
T Th—a)T(B—a+)I(n+B—a+1)
_ I (6 + 1) (t . a)ﬁfa
'—a+1)

Par exemple

1.3.3 Approche de Caputo

Définition 6 Soit f € C™([a, b]). On définit la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la

fonction f comme suit :

1

t n—a—1
— f, (t—=7) f™@(r)ydr; n—1<a<mn, nc€N*
Def(t) = P(n—a)f (1.12)
jt—z (t); a=n, a<t<b
= JUeD"f(1).
Propriétés :
1. D3C = 0; C est une constante.
r 1
(B+1) e sif>a—1
2. DB = I'(—a+p8+1)
0; sif<a-—1.
*) k—a
a « k) — _ *
3. Df (t) = Dof (¢ +ZKOf a1 0,t>0,n—1<a<n,neN*

Exemple 3 la dérivée de f (t) = (t — a)’au sens de Caputo

Soit o non entier 0 <n—1<a <n avec 3 >n—1 alors on a :
r'pg+1) _

(n) [ A _ 5"ld7\

1) = 5 gy (7= o) o

L(B+1) /t _— 5

D (t —a)’ = t— ) —a)’"d
2= = f e ) e

En faisant le changement de variable T = a + s (t — a) on aura :

9



(t —a)’

rpg+1)

= t et )P ar
_I‘(n—a)f‘(ﬂ—n+1)/a<t S r—a)t

rp+1)

T
_T(a+1)B(n—a, f—n+1)

1
(t — a)ﬂ_o‘/ (1—s5)"" 5P ds
0

(t—a)”*

n—a)l'(B—n+1)

Fn—a)l'(B—n+1)
rg+Hrm—a)f'(B—n+1)

= (t—a)”"
Fn—a)T(B—n+1)T(f—a+1)
:M(t—a)ﬂ_a
I'g—a+1)

10



Chapitre 2

L’ondelette CAS(Cosin And Sin)

Les ondelettes sont des fonctions mathématiques qui coupent les données en différents com-
posantes fréquentielles et étudient chaque composante avec une résolution assortie a sa échelle.
L’avantage qu’elles ont sur la transformée de Fourier traditionnelle réside dans I’analyse physique
de situations dans les quelles le signal contient des discontinuites et des fluctuations (change-
ments rapide). Les ondelettes ont été développées différemment dans les champs de mathéma-
tique, de la physique quantique, ’électrotechnique, et géologie séismique. Dans ce chapitre on
étudie les ondelettes d’une maniére générale, ensuite on prend comme exemple les ondelettes

CAS.

2.1 Définition des ondelettes

Les ondelettes constituent une famille de fonctions construites a partir de la dilatation et la
translation d’une fonction unique appelée "ondelette meére". Lorsque le parameétre de dilatation
a et le parameétre de translation b varient de facon continue, nous avons une famille d’ondelettes

continues [7]

bualt) =lalt v (50 )sab e Ria 0. 2.)

Si nous choisissons les paramétres a et b alors des valeurs discrétes a = ag*, b = nbyag*, ag >

1,bp > 0 et n et k sont entiers positifs, alors on aura la famille suivante des ondelettes discrétes

Yin(t) = lao|® & (alt — nby) (2.2)

ot les 1), ,,(t) forment une base d’ondelettes dans L*(R). En particulier, lorsque ag = 2,by = 1

11



alors v, ,, forment une base orthonormée [7].

2.1.1 Ondelettes CAS

L’ondelette CAS ¥, ,,,(t) = ¥(k,n,m,t) admet quatre arguments n, m, k,t oin =0,1,2,... ok
1, on peut suppose k un entier positif quelconque, m est un entier et ¢ est le temps normalisé.

Elles définies sur l'intervalle [0, 1] par :

k
22 f, (2Kt —m) si 2 <tp<ntd
gty =4 DI FEom) s << (2.3

0 sinon

ou

fm(t) = cos (2rmt) + sin (27rmit) .
Le pramétre de dilatation est a = 27% et le paramétre de translation est b = n27%.
Propriétés
1) L’ensemble des ondelettes CAS forme une base orthonormée pour L? ([0, 1]).

2) L’ondelette CAS admet un support compact

n n—l—l}

supp wn,m(t> - {SZ : wn,m(‘r) ?é O} = |:ﬁ’ 9k

Pour plus de détails voir [11].

2.1.2 Fonction d’approximation

Toute fonction f définie sur [0, 1] peut étre développée comme suit :
n=0 meZ

(.,.) désigne le produit scalaire dans L? ([0, 1]) .

Si la série infinie de I’équation (2.4) est tranquée, on peut écrire 1’équation (2.4) comme suit
k-1 +M
FO=DT D Comtym(t) =CTE (1) (2.5)

n=0 m=—M

12



ot:C' et ¥ sont des matrices de dimension 2¥(2M + 1) x1 donneés par :

;
C= [(JO(_M), Cop-ars1ys- -+ Conts Crians - Cuats oy Oy apys -+ o

(2.6)
et

‘I,(t) = |:¢0(—M)7 ¢0(—M+1)7 cee 7¢0M7 wl(—Mﬁ v 7¢1M? v w(gkfl)(,My cee 7¢(2k—1)M

2.2 Matrice opérationnelle d’ondelette CAS

2.2.1 DMatrice opérationnelle d’intégration d’ondelette CAS

Dans cette partie, on présente une méthode pour construire une matrice opéra-
tionnelle d’intégration d’ondelette CAS, nous utiliserons cette matrice dans le dernier
chapitre pour résoudre certaines équations.

On a la définition de la matrice opérationnelle d’intégration d’ondelette CAS de

dimension comme suit :

/t Ug(1)dt = PyrVg(t)

Pour construire la matrice P de dimension 6 x 6, on prend M =1 et k =1, les

six fonctions de bases obtient par : (2.8) et (2.9)

Yo-ny(t) = 2%(008(27T(—1))(2t —0)) + sin(27(—1)(2t — 0))

= 2%(003(—47rt) + sin(—4rt)

on a cos(—t) = cos(t) et sin(—t) = — sin(t)
donc cos(—4nt) = cos(4nt) et sin(—4nt) = — sin(4nt)
alors

Yo (t) = 22 (cos(4nt) — sin(4nt)

13



et

Yoo(t) = 2%(COS(0) + sin(0)
1
= 23
done 1y, (t) = 22.
D’une maniére similaire, on obtient :
1 3
Yo—1)(t) = 22(cos(4nt) — sin(4mt))
Yoo(t) = 2z O<t<g
You(t) =23 (cos(4mt) +sin(drt)) |
1 3
Y1-1)(t) = 22(cos(4nt) — sin(4mt))
1 1
wl(O)(t) =22 3 <t<l1
Uiy(t) = 23 (cos(4mt) + sin(4rt)) |
Quelques graphes
¥
1_.
0 |
0 0 05

Figure 2.1 : Graphe de la fonction de base 1_1)(t)

14
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Figure 2.2 : Graphe de la fonction de base ¥, (t)

Figure 2.3 : Graphe de la fonction de base ¥y _y(t)
En intégrant (2.8) et (2.9) de 0 a ¢, on obtient :

Y2 (cos(4rt) + sin(4nt) — 1) 0 < ¢

t
/ Yoy(t)dt = "
0 0

N[
IN
~

_ i(—woo(w + o (1)

11
= 0.~ 1=,0,0,0{ Ts(0).

15
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Lo V2t 0<t<i

/¢00(t>dt = V3
0 5 <1
1

1 1
+ 1 00(t) + Yo (t) + 5%0@

(0

1 1

- - \\ .
471"4’ 47T’O’270:| 6<t>

=

o

—_

—~
S

~—
QL
~
I

f(wm () + Yaol)
= { —.,0,0,0 0] W (t).
O = (i) + v (0)
- {0000 - 41}\1/6@).
Do) = ) + phaolt) — gtul®)
-t o
Iulf)i = Ewl(_l)(t)wmu»

_ {o,o,o,o, =

E’_E} We(t).

Graphes :

003 T

41T

EELE

!

Figure 2.4 : Graphe de fot Yo(—1) (t")dt

16



!

Figure 2.5 : Graphe de fot Yoo (t)dt

Ainsi, comme

/ t e (t)dt = PyyVg(t) (2.10)

ou : Wg(t) = [1/10(_1)7 Yoos Vo1 Y1-1)s P1os ¢11]T

alors _ -
0o -2 12 0 0 o0
21 20 2 0
Pm—l L0 0 0 o0
440 0 o0 0o -1 1
o 0o o L 1 -1
(00 0 0 L 4|

L’indice de Psxg et Wg(t) désigne la dimension, on peut écrire la matrice Psyg comme suit :

L F:
P6><6: 3x3 3x3
O3x3  Laxs
ou :
o =1 1
L3ys = % 1 —%
S
et
00 0
Fsus=10 0 2
00 0

17



En général, on trouve:
t
/ U(t)df = PU()
0

T
Oﬁ\ll(t) = wO(—M)a ¢O(—M+l)7"‘7 QIDOM’ 77Z}1(—M)7"-a 77D1M7"'a @D(gk,l)(,M)u'”? ¢(2k—1)M et

P est une matrice de dimension (2% (2M + 1)) x (2¥ (2M + 1)) obtenue par

-LF oo F-
0O L F . F
P:2k1+1 0
F
_0 o . O L_

ol F' et L sont des matrices de dimension (2M + 1) x (2M + 1) données par :

0 ... ... ... 0
F=10 2 0
0 0
et ~ _
0 0 0 —3= 0 0 =
00 0 ~gro O arpe O
0 0 o -+ 1 0 0
L= 1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 0 0 0
0 m 0 (Mi1)7r 0 0 0
s 0 .. 0 g 0 .. 0 0 |

L’intégration d’un produit de deux fonctions vectorielles CAS donne :

I= /t T(H)W(t) at (2.11)

ou [ est la matrice identité.

18



2.2.2 L’avantage de la méthode d’ondelette CAS

Puisque, I'intégration du produit de deux fonctions vectorielles d’ondelettes CAS est une matrice
d’identité et la matrice des équations algébriques est un bon outil, alors la méthode d’ondelette

CAS est numériquement éfficace.
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Chapitre 3

Application

3.1 Solution Numérique d’une Equation Intégrale de Fred-

holm

3.1.1 Equation linéaire de Fredholm

Dans cette section, nous sommes concernés par ’application des ondelettes CAS a la résolution

numérique d’une équation intégrale de Fredholm de la forme :

y(x) = f(z) + )\/01 K(z,t)y(t)dt , 0<uzt<l. (3.1)

Les équations intégrales linéaires de Fredholm de la deuxiéme forme est une équation du

type

() — /\/0 Ko, )0(y)dy = f(z), 0<t<L. (3.2)

Tandis que I’équation intégrale linéaire de Fredholm de la premiére forme est donnée par :

/0 K(og)®()dy = f(z),  0<z<l. (3.3)

Dans l'equation (3.1), ou f(z) et le noyau K (x,t) sont supposés dans L?(R) sur l'intervalle
0 <z,t <1 et ’équation (3.1) a une solution unique y a déterminer.

Dans cette section, une nouvelle méthode numérique pour résoudre des équations intégrales
de Fredholm est présentée. La méthode réduit les équations intégrales & un ensemble d’équations

algébriques.
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3.1.2 Méthode de résolution des équations intégrales de Fredholm

Considérons les équations intégrales de Fredholm qui sont données par ’équation (3.1). Pour

employer des ondelettes CAS, on pose :

y(z) = CT¥(x), (3.4)
f(x) =d () (3.5)

et
K(z,t) = ¥(z)  KVU(t) (3.6)

ou C et ¥(x) sont définies par les équations (2.6), (2.7) respectivement.
De plus, K est une matrice de dimension 2% (2M + 1) x2* (2M + 1) et les éléments de K

sont calculés par

1 1
/O /0 bty K (@, )dtd (3.7)

oun=12..,25i=-M, .. . MIl=1,.,2%j=—M, . M.
On remplace (3.4), (3.5) et (3.6) dans (3.1), on trouve

CT(z) = dT\If(x)+)\/1\I/(:1;)TK\I!(t)CT\If(t)dt (3.8)

= d'U(z) + \¥(z) ' KC" / 1\Il(t)\IJ(t)dt.

Ainsi avec 'orthonormalité des ondelettes CAS nous avons

U(z)'C =V(x) d+ \¥(z)"'KC /1 U (t) " W(t)dt.

Puisque fol V() U (t)dt =1,
alors

U(x)'C =U(x) d+ \V(z) KC. (3.9)

L’équation (3.9) est un systeme linéaire en C, ainsi C' = (I — K)7!d, ou I est le matrice

identité.
Exemple 4 Soit y(x) = cos(4nt) + fol ty(t)dt.

On pose, y(z) = CT¥(x) et f(x)=d ¥(x)
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Soit k=1et M =1.

Pour z = 0, on trouve

YVopy(T) = V2(cos(4mx) + sin(4rx)) = /2,

boo() = V2,

Yo () = /2(cos(4mz) + sin(dnz)) = /2,
Yiy(z) =0,

yo() =0,

Yuax) =0

Ainsi, ¥(2) = [v2,v2,v2,0,0,0] " et f(z) = d"U(x),

Alors cos(4rx) = [dy, da, ds, dy, ds, dg] [\/5, V2, \/§,O,O,O}T
— cos(4dnz) = V2dy + V2ds + V/2ds5.

Donc

f(z) = cos(4m(0) = v2d, + V2dy + V/2ds.

Pour z = i, on trouve

Voeny(T) = V2(cos(4rx) — sin(4rz)) = —V/2,

boolr)  =V2,

Vo1 () = V/2(cos(4mx) + sin(4r)) = —V/2,
Yi-y(x) =0,

Uyo() =0,

Yu(z) =0

Ainsi U(2) = [-v2,v2,—/2,0,0,0] " et f(x) = d"¥(x).
Alors cos(4mz) = [dy, dy, ds, du, ds, dg) [~v/2, V2, —/2,0,0,0] .

D’ou

cos(47r(i)) — 1= —/2dy 4 V2ds — Vs,

Pour z = %, on trouve
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Yoy (@) = V2(cos(4nz) — sin(drz)) = —V/2,
Yoo () =2,

Vg () = V2(cos(4rz) + sin(47rx)) = V2,
¢1(—1)(I> =0,

Yi(z) =0,

ulz) =0

Ainsi, U(2) = [-v2,v2,v/2,0,0,0] et f(z) = d"¥(x).
Alors cos(4mx) = [dy, d, d, da, ds, d) [—v/2, /2, v/2,0,0,0] "

Donc
cos(47r(%)) — 0= —2d, + V2ds + v/2ds. (3.12)

Pour x = %,

¢o(—1)(x) =0,

Yoo(T) =0,

Yo1(2) =Y,

Vi) = V2(cos(4rx) — sin(4rx)) = /2,

yo() =2,

14 (2) = /2(cos(4nz) + sin(dnz)) = V2,

et f(x)=d"¥(z).
Alors cos(4mz) = [dy, da, ds, da, ds, dg] [0,0,0, V2, V2, V2] |

Donc
cos(47r(%)) = 0= V2d; + v2ds + V2ds. (3.13)

Pour z = 3,

zﬁo(—l)(%') =0,

Yoo(T) = U,

Vo1 () =0,

%(_1)(%) = \/2(cos(4mx) — sin(4rx)) = —V/2,

V10() = \/5,

¥11(2) = /2(cos(4mx) + sin(4rz)) = —/2.
Ainsi ¥(z) = [0,0,0, —v/2,v2, —v2] " et f(z) = CTU(x).
Donc f(z) = cos(4mz) = d"¥(z) = [dy, do, d3, da, d5, dg) [0,0,0, —v/2, /2, _\/ﬂT‘
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Alors cos(4mx) = —V/2dy + V2d5 — /2dg.

Donc
Cos(47r(§)) = —1 = —V2dy + V2d5 — V2ds. (3.14)

Pour x = %

Yo—y(z) =0,

Yoo(T) =0,

Yoy () =0,

Uypy(x) = V2(cos(4rz) + sin(4mx)) = V2,

yo(2) =2,

Y1 (2) = V/2(cos(4rx) + sin(4nz)) = —V/2

Ainsi, ¥(z) = [0,0,0,v2,v2,v2] et f(z) = dT¥(x).
Alors cos(4rt) = [dy, da, ds, dy, ds, g [0,0,0,v/2,v/2,v2] '

Donc
3
cos(4m()) =0 = V2dy + V2d5 — V/2ds. (3.15)
D’aprés (3.10), (3.11) et (3.12), nous obtenons : d; = 2\/§’d =0,d3 = %
D’aprés (3.13), (3.14) et (3.15), nous obtenons : dy = m,d =0,dg = %@
AiIlSi, d= [dla dg, d?n d47 d57 dG]T = [ﬁ§> 0, ﬁﬁa ﬁia 0, ﬁi

Maintenant, K est la matrice de dimension 2¥(2M + 1)22%(2M + 1) ot les éléments de K

[ [ vty i

oin=12...2i=—-M .. MI=1,.2"j=—-M,.. M,

peuvent étre calculer par

Alors nous avons
1
CTU(z) =d " ¥(x)+ A / U(x) " KU(#)U(t) Cat.
0

Ainsi avec 'orthonormalité des ondelettes CAS, nous avons

U(x)'C=W(x) d+ \V(z) " KC.

tel que C = (I — K)~d.
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Dans 'exemple K(x,t) =t,k = 1,M = lalorsn =1 =1,2;i = j = —1,0,1 et K devient
une matrice de dimension 6 X 6.
D’abord on calcule les éléments de K :

wm<x)7 pour n = 1,2 = —1,0, 1:

V(@) = V2(cos(4mx) — sin(4rz)),
Y10(2) = \/57
() = V/2(cos(4rx) + sin(4nz)).

foé Y, (x)dx, pour n =1,i = —1,0,1

fo% ¢1(—1)($)d$ =0,
fo5 ¢10($)daj = 727
J& Y (@)dx =0.

foé Y (t)tdt, pour I =1,j = —1,0,1

1
S droltytdt =2,
1 —
[Zgy (bt = 22

%S

Y

Y, (x), pour n =2,i =—1,0,1

Va_py(T) = V2(cos(4mx) — sin(4rz)),
1/)20($) = \/57
gy () = V/2(cos(4rx) + sin(4nz)).

ff V,:(x)dz, pour n = 2;i = —1,0,1
2

f%l Yo1y(w)d 0,
fél Poo(w)dx 727
fél oy (z)dx =0.

fél Yy,(t)tdt, pour I =2;j = —1,0,1

fél wzl(t)tdt = g/—f,
f;l l%o(t)tdt = Mu
2

8
Jivm(t)tdt = <2,
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Alors :

0 & 0 0 & 0
0 0125 0 0 0.125 0
K 0 & 00 & 0
0 o+ 00 & 0
0 0375 0 0 0375 0
0 &= 00 £ 0
OnaC=(1-K)!dtel que (1-K)!= m(O)T,
1 —0.0796 0 0 —0.0796 0
0 1.2500 0 0 0.2500 O
_ 0 -0.0796 1 0 —0.0796 0
Maintenant (1 — K)™! = ,
0 00796 0 1 0.0796 0
0 07500 0 0 1.7500 O
0 —0.0796 0 0 —0.0796 1
1 —0.0796 0 0 —0.0796 0 #5
0 1.2500 0 0 0.2500 0 0
0 -0.0796 1 0 —0.0796 0 1
donc C=(1—-K)'d= V2 |
0 0.0796 0 1 0.0796 0 2—%
0 07500 0 0 1.7500 0 0
0 —0.0796 0 0 —0.0796 1 ﬁﬁ
-
22
0
_1
Dou C = 2*1/5
22
0
1
| 2v2
On a donc :

V2(cos(4rx) — sin(4rx))

y@) =CTO@) = | L0 A 0 b
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D’ou y(z) = 3(cos(4mx) — sin(47x)) + 5 (cos(4mz) + sin(4mz)).
c.a.d y(x) = cos(4nx).

Enfin y(z) = cos(4mz) est la solution exacte de I’équation intégrale de Fredholm.

3.2 Les équations intégro -différentielles

Les ondelettes 1,,,.(t) = 1(k,n,m,t) admet 4 arguments n,m,k,t ,oun =0,1,...2" — 1,k une
entier positif quelconque, m est nombre entier, ¢ est le temps normalisé. Récemment, [11] ont
présenté les ondelettes CAS qui sont définies prés dans cette thése, nous présentent une nouvelle

méthode numérique pour résoudre I’équation intégro-différentielle linéaire de Fredholm

y(6) = y(t) + £(O) + fy K(t.s)y(s)ds 0 <t<1, (3.16)

ou la fonction f € L?([0,1]), le noyau K (s,t) € L*([0,1] x [0, 1]) est connue, y(t) est la fonction
inconnue & déterminer. Cette méthode rameéne les équations intégrales a I’ensemble des équations

algébriques par I'expansion y(t) comme ondelettes de CAS avec des coefficients inconnus.

3.2.1 La méthode de résolution des équations intégro-différentielles

linéaires de Fredholm

On considére ’équation (3.16) . On pose :
y(t) = Y TU(t);y(0) = Yo (1) f() = XTW(t):y(t) = YT (); K(t,5) = U(t) KU(s) (3.17)

ou Y,Y, Y, et X sont des coefficients, aussi K est la matrice de dimension (2k(2M + 1)) x
(2k(2M + 1)) dant les éléments se calculent par :

11
/ / Vi () (8) K (¢, s)dtds,n =1 =0,....2k = L;i=j=—M, .., M.
o Jo
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Ensuite, nous avons :

o) = [ s u0 = [ Y w6+ w0

t

_ Y’T/ U(s)ds + Y, W (1)
0

= Y PU(t)+ Y, ¥(t)

- <Y’TP + YOT) U(t).
On remplace (3.17) dans (3.16) , on obtient :

'Y = )X +0@0)" (PTY +Yp) + /1 U(t) ' KU(s)" (PTY' +Yp)ds
= UO)'X+U) (PTY' +Y) +¥(t) ' K(P'Y +Y)) /l U(s)W(s) ds
= U)X +U@#) (PTY' +Yy) +¥(t) K(P'Y' +Y).

Puisque
1
/ U(s)W(s) ds =1,
0

alors

(I-KP'—P")Y' =KY;+ Y, + X. (3.18)

Ainsi, nous pouvons obtenir le vecteur Y’ .
et puis

YT =Y " P+Y,  ouy(t)~YTU{).
Exemple 5 Considérons l’équation intégro-défférentielle

Y (r) =xe® + e + fol xy(t)dt,
y(0) =0,

La solution exacte est xe”.

D’abord, on pose y(0) = Y," ¥ (z).
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Alors

- ¢0(—1)($)
Yoo(T)
T Yo (@)
y(0)=0=Y, )
Y1o(2)
| Y1 ()
Pour z =0,
Yo—1y(z) = V2(cos(4rx) — sin(4rx)) = /2,
Yoo(T) =2,
Vo1 () = v/2(cos(4mx) + sin(4nz)) = /2,
wl(&)(m) =0,
V10() =0,
Uy () =0.

T
Alors \Ij<x> = [\/57 \/57 \/57 07 07 Oj| ,Ofl y(z) = [yl’ Y2, Y3, Ya, Ys, y6]

D’ou
y(0) = V2y1 + V2y2 + V245

Pour z = i,

1/’0(71)@) = v/2(cos(4rx) — sin(4rx)) = —V/2,

Yoo () = \/5,

Vo1 () = \/§(Cos(47rx) + sin(47x)) = _\/§,

wl(—l)(x) =0,

Y10(2) =0,

Y1y () = 0.
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-
Alors ¥(z) = [—\/5, V2, —\/5,0,0,0} , ot y(z) = [y1, Y2, Y3, Ya, Us, Ve

D’ou
y(i) =0= —\/§y1 + \/5:{/2 — \/iyg.
Pour = = %,
Vo-1y(z) = V2(cos(4rx) — sin(4rx)) = —V/2,
Yoo(T) = \/5,
Vo1 () = \/§(cos(47r:v) + sin(4nx)) = V2,
1/’1(—1)(37) =0,
P1o() =0,
¥11(2) =0.
o
V2
2
Alors y(x) = [y1, Y2, Y3, Y4, Ys» Ye] \g_
0
0
D’ou -
y(é) =0=—V2y + V2> + V2.
Pour z = %,
Yo—y(r) =0,
Yoo() =0,
Vo1 () =0,

Vi (@) = V2(cos(4mx) — sin(47rz)) = +v/2,
Y10(2) =2,
() = /2(cos(4nz) + sin(4rz)) = V2,
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Alors y(z) = [y1, Y2, Y3, Ya, Y5, Ys)

Seme e

D’ou
y(%) =0= \/§y4 + \/§y5 + \/§y6. (3.22)
Pour z = f—l,
Yo—1)(r) =0,
Yoo(T) =Y
Vo1 () =V,
Vi-p(z) = V2(cos(4rx) — sin(4rx)) = —V/2,
P1o() = \/57
Py () = /2(cos(4mx) + sin(4rz)) = —/2.
0
0
0
Alors y(x) = |y1, Y2, Y3, Ya, U5, Ys
y(x) = [Y1, Y2, Y3, Y1, Y5, Yo 5
V2
=
D’ou )
Y(3) = 0=y +Vays — Vi (3.23)
Pour x = %,
Yo—ny(z) =0,
Yoo() =V,
Vo1 () =0,
Vi (@) = V2(cos(4rx) — sin(4rz)) = /2,
Y10(2) = \/§>

Y1y () = \/§(COS<47T.Z') + sin(47x)) = —V2.
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Donc [y1, y2, Y3, Y4, Ys, Ys)

D’ou

y(g) =0 = v2ys + V2ys — V2us.

D’aprés les équations (3.19) , (3.20) et (3.21), nous obtenons :

y1=—y2=y3=0.

D’aprés les équations (3.22) , (3.23) et (3.24) nous obtenons :

Ys = Ys = ye = 0.

On trouve Yy = yJ ¥(¢) = [0,0,0,0,0,0] .

(3.24)

Pour k£ =1, M =1, tel que K est une matrice de dimension 6 x 6 et le noyau K(x,t) = x

1 1
0L 00 L o0
0 0.125 0 0 0.125 0
0 iz 0o o0 = 0
Alors K = 8 8w
0 % 0 0 % 0
0 037 0 0 0375 0
—1 —1
02 00 P 0|

Maintenant, on pose f(z) = X "U(t).

Pour x =0,
Vo-ny(z) = V2(cos(4rx) — sin(4rx)) = /2,
oo () = V2,
Yo () = V/2(cos(4rx) + sin(47z)) = V2,
Piy(z) =0,
yo(2) =0,
Yu(z) =0
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Alors U(z) = [v2,v/2,1/2,0,0,0] .

_ /s ;
V2
Ona f(x) =e* —x, pour x =0, f(z) =€ — 0 = [z, 12, T3, T4, T5, Tg] V2 ,
0
0
0
d’ou i i
Pour x = %,
Yo-n(z) = V2(cos(4mx) — sin(4rz)) = —v/2,
Yoo(2) =2,
Yoy () = \/2(cos(4mx) + sin(4rz)) = —/2,
7/11(71)(33) =0,
P1o(T) =0,
Y1 () =0.
Alors U(z) = [-v/2,v2,—v/2,0,0,0] . _
V2
V2
On a f(x) =€ —x, pour z = }Uf(x) = el — 4—11 = [x1, T2, T3, T4, Ts, Tg] V2 ,
0
0
0
d’ou
f(;l) = 1.034 = —V22; + V225 — V213 (3.26)
Pour x = %,
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wO(—l)(x) = /2(cos(4mx) — sin(4rz)) = —V/2,

Yoo() = \/5,

o (2) = /2(cos(4nz) + sin(4nz)) = V2,
Uyy(z) =0,

Uip(z) =0,

V() =0.

Alors ¥(z) = [-Vv2,V2,V2,0,0,0] .

On a f(z) = e — x, pour z = %JC(%) =es — % = [w1, 22, 73, 74, 75, 7]
D’ou
f(é) = 1.008 = —v2z1 + V215 + V273

Pour z = %,

Yo—1)(r) =0,

Yoo(2) =0,

Vo1 () =0,

Uypy(@) = V2(cos(drx) — sin(4rz)) = V2,

Y10(T) =2,

Yy () = V/2(cos(4rz) + sin(47x)) = V2.
Alors ¥(z) = [0,0,0, V2,2, \/ﬂT.

On a f(x) =€ — T, pour T = %7 f(%) = 6% - % = [.Tl,$2,l'3,$4,x5,x6]

D’ou

1
F(5) = L1487 = V3, + s +Vars
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Pour z = 3,
¢0(—1)($) =0,
Yoo(T) =0,
Yo1(@) =0,
¢1(—1)($) = V/2(cos(4mx) — sin(4rx)) = —V/2,
Vo) =72,
() = V2(cos(4nx) + sin(4nz)) = —V/2.

Alors ¥(z) = [0,0,0, —V/2,V/2, —\/§]T.

On a f(x) ==e" — T, pour T = ?_17 f(%) = 6% - % = [‘Tlaanx37$4ax5ax6]
D’ou
f(?l) — 1.3670 = —v/224 + V215 — V215,

Pour z = 2,

¢0(—1)($) =0,

Yoo(®) =0,

Yo1(@) =0,

Uy ny(z) = V2(cos(4mz) — sin(4rz)) = V2,

1/’10@) = \/57

Py () = V2(cos(4rx) + sin(4nz)) = —V/2.

Alors ¥(z) = [0,0,0, V2,2, —\/§]T.

On a f(z) =€* —x, pour z =

3

87

i

3
8

)

e

ol

3 _
-8 [xl,x2,$3,$4,$5,x6]
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D’ou
3
f(3) =1.0799 = V224 + V2.5 — V26, (3.30)
D’aprés les équations (3.25),.(3.26) et.(3.27), on obtient z; = —0.002,zo = 0.179, 25 =
—0.009.
D’aprée les équations (3.28),.(3.29).et (3.30 ), on obtient x; = —0.101,z5 = 0.889, 24 =
0.024.

D’ou
X =[-0.002,0.179, —0009, —0.101, 0.889, 0.024] .
On a
(I-KP'—-P)Y' =KY;+ Y+ X
d’ou
Y’ = [-0.123759,0.337076, —0.0590784, —0.22257, —0.255339, 0.1557] .
Maintenant
YT =Y"P+Y,,
d’ou

YT =[0.01223,0.342209, 0.0366578, 0.0203233, 0.448058, 0.448058, 0.0141958] .

En plus y(t) = YT ¥(1),.
d’ou

y(t) = 0.083127613 cos(4mt) + 0.020556301 sin(47t) 4 0.483956609.

3.3 Une méthode d’ondelettes CAS pour la résolution
d’une équation intégro-différentielle non linéaire de

Fredholm d’ordre fractionnaire

L’objectif de cette partie est de présenter une méthode numérique pour 'approximation de la

solution d’une équation intégro-différentiele non linéaire d’ordre fractionnaire de deuxiéme forme

D2 f(x) — A / K ) [f(0) dt = g(x),q > 1 (3.31)
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avec les conditions supplémentaires :
f90)=06;,i=0,1,....r—1l,r—1<a<rreN (3.32)

ou, g € L*([0,1]), K(z,t) € (L*[0, 1]2) sont des fonction connues et f(x) la fonction inconnue,
D¢ lopérateur différentiel fractionnaire de Caputo et g un entier positif.
La relation entre 'opérateur de Riemann-Liouville et 'opérateur de Caputo est donnée par

le lemme suivant.
Lemme 1 Si m—1<a<m,méeN, alors D} J*f(z) = f(x), et

3

D2 f(E) = f@) = 3 FO0) e >0,
0 .

i

D’abord on définit les fonctions a plusieurs blocs puis nous introduisons la matrice
opérationnelle d’intégration fractionnaire. Apreés ca, on décrit la méthode et lerreur

d’approximationt . Enfin, nous donnons des résultas numériques.

3.3.1 Les fonctions a plusieurs blocs

Un m-ensemble de fonctions a plusieurs blocs (F.P.B) sur l'intervalle [0, 7] est définie par

1,5l < g < T
bi(z) = om T mo i =0,1,2,...,m—1
0, sinon

avec m un entier positif. On suppose que T' = 1; donc les fonctions (F.P.B) sont définies sur

'intervalle [0, 1]. Maintenant on définit quelques propriétés des fonctions (F.P.B)

1. Disjonction
b)) = 4 1T (3.33)
0 7]
2. Orthogonalité

/ bi(2)b;(x) = E Z;] | (3.34)
0 |

3. Exhaustivité

Pour tout f € L?([0,1]), soit {b;} est complete si [b;f =0 on a f = 0 presque par tout.

En raison de 'éxhaustivité de (b;(z)), l'identité de parseval est vérifiée :
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| P =3 @l

1=—00

Pour toute fonction bornée réelle f(x) € L? ([0, 1]) et
1
f; = m/ bi(z) f(x)dx (3.35)
0

Les fonctions (F.P.B) admettent un support compact, i.e

wonton =[5 21]

m’ m

Notation

A partir de maintenant, nous définissons m = 2¥(2M + 1), telque k, M € NU {0}. D’aparés
orthogonalité des fonctions(F.P.B), il est possible d’étendre les fonctions dans leur series de

plusieurs blocs [21], ce qui signifie que pour chaque fonction f(z) € L?([0,1]), nous pouvons

écrire :

2

F@)= Y () = £ B0 (3.36)

ou

f = {fo,fla---,fm—ﬂT
B,.(z) = [bo(z),b1(x),...,0pm_1(z)]

tel que les f;, pour i =0,1,...,m — 1, sont obtenues par (3.35).

3.3.2 Matrice opérationnelle d’intégration fractionnaire

La formule (3.36) implique que les ondelettes CAS peuvent construire aussi un m — F.P.B,a

SavoIr :

Bunl@) = Y (o).
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En utilisant les propriétés des ondelettes CAS et (3.35) nous avons :

(i+1)

m

filw) = m [y, (2)de
")
= m [ " 98 [cos (2rm(2¥z — n)) + sin(2rm(2¥2 — n))] dz
m (Z+}) @
= m2s [/ " cos(2rm(2¥z — n))dx + / " sin(2rm(2Fe — n)dx]
0% (i+1) ) G+
= My ( sin(2mm (2%z — n)}i’” + [cos(2mm(2*z — n))] im )
25 (sin(2rm(2¥ (%) —n)) — sin(2rm(2¥ (L) —n)) + (= cos(2rm(2* (2) — n)
= m —-
2k2mm + cos(2mm (2" (#) - n))
on pose
~ ) l )
—) = cos(2mm(2* { — | — in(2rm(2* ( — ) —
@bnm(m) cos(2mm( (m) n) + sin(27wm( (m) n)
et
~ i+l i+ . eS|
—) = (- 2 2 — | — 2 2 — | —
Y - ) = (— cos(2mm( ( - ) n) + sin(2mm( ( - > n)
D’ou
mo [~ i ~ i+l
(@) = i [dno) = ()
Pour i =n(2M +1),...,(n+ 1) (2M + 1) — L,et f; = 0 ailleurs. Ainsi, on a :
m ~od o~ i+ ~ i+ 2M
Gan@) % 0,00 0T )~ D 2
~ 4+ 2M + 1
—wnm(u),o,...,ol x B,y(x)
m
oni=n2M +1),n=0,1,....28~1letm=—-M,....M
Par conséquent

ou

¢m'><m' = D'L&g (¢07 ¢17 SRR ¢2k71)
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et ¢,, est une matrice de dimension (2M + 1) x (2M + 1) introduit sous forme

b ([ i (5 i (Y] i (22 (1))

m m m m
Avec _ .
1 1 1
M —M+1 M
- 1 1 1
. m —M —M+1 M
- k
254_171_ . . .
1 = 1
| =M "M+l M |
~ T

et W () = ¢y, ar(#) V0, pr1 (%) 0 ()
Klilicman and Zhour [18] ont donné la matrice opérationnelle d’intégration frac-

tionnaire de fonctions a plusieurs blocs (F.P.B) tel que
(J*By)(z) = F*By(x)

ou

L ¢ G G oo G
0 1 Cl C2 Cm‘fZ

e 11 00 1 ¢ o Cps
_m@F(a—I—Q) Do :
0 0 01 ¢

0 0 O 0 1

et ¢, = (k+1)2tt — 2kt 4 (K — 1)+ soit :

(170, () = P (1) (3.38)
ou P?. . est appelée matrice opérationnelle d’ondelette CAS d’intégration frac-

tionnaire. En utilisrent (3.37) et (3.38), on obtient
(J*,) (@) = (P Bin) (2) = G (T Br)(2) = BB, (x). (3.39)
D’aprés (3.38) et (3.39), on obtient
¢ WA(1) 2D, FOB(T).

mxm
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Par conséquent, la matrice opérationnelle d’ondelette CAS d’intégration fraction-

naire P®._ . est donnée par

mxm
o ~ a -1
Pm xm’ ¢m'>< mF ¢m'>< m

3.3.3 Application de la méthode

Considérons (3.31). La fonction variable K (z,t) € L?([0,1])* peut étre estime comme suit :
2k—1 2F—1
55 DBl S TETNG]

n=0 I =—M m=0 Is=—M

Pour i =n(2M 4+ 1)+ I+ M +1;j = m(2M + 1) + I, + M + 1, ou sous forme matricielle
K(z,t) 2 U (x)KW¥(t) (3.40)

avec K =[k; ;| et K; ; = (V,, 1, (), (K(,t), Uy, 1,)), de plus le membre droit de (3.31) peut

étre écrit comme suit :
9(x) = g W(x). (3.41)
Maintenant, nous posons

D f(x) = c'¥(x). (3.42)

Pour simplifier, on peut supposer que d; = 0 (dans les condition supplémentaires(3.32)), d’ou

, en utilisant le lemmel, (3.38) et (3.42) , on obtient
flz) =P, (). (3.43)
D’aprés (3.37), on obtient

f( ) = CTP%Xm¢m’Xm'Bm'(x>'

On définit

a= [ao,al, ...,am/_l] =c' P~ D

mXm
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si, f(z) = aB,,;(x), par la propriété disjointe des fonctions (F.P.B) nous avons

[f@) =

[aB,(2)]" = [aobo () + arb1 (2), ..., Ay 1byi ()]

= (o) + ) )]

= [,
Par récurrence, on a :
[f (@) =
ol
Gy =

s agn’—l] Bm’(x)

[aga CL({, Tt afn/fl] Bm(x)

q q a
[ao,al, ...,am,_l}

(3.44)

pour tout les entiers positifs g. En utilisent les équations (3.37), (3.40) et (3.44) on obtient :

/0 Ko, 0) [F(O) dt

/ 1 O (2)K®(t)B, (t)a,dt

[ @6, B 0B 0
0
1

A / B,()B],(t)a, dt
0

en utilisent les propriétés des équations (3.33) , (3.34) .

On simplifit le membre droit de (3.45), comme suit :

! ~T
/ B, (t)B,(t)a,dt =
0

IR 1 "
0 ‘. :

¢ 9 r T )

ul 0 bm_l(t) 1L arqn'—l 1)
1 T
| [ atbute) ot 0]
0
1 T
S+ lq q q
— [ao,al, N
1~
— Q4.
m q
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Ainsi, dans (3.45), nous avons :

/0 B ) [Pt 2 0T (1)K (3.46)

En remplagant les approximations (3.41) et (3.42) dans (3.41), on obtient :
1 ~
U(x) c—A=0" (2)Ko, .0, = ¥(z) g (3.47)
m
Maintenant, en multipliant les deux membres de (3.47) par ¥(x), on trouve :
1 ~
¢ = A=K, =8
m

qui est un systéme non linéaire des équations algebriques, pour résoudre ce systéme nous

pouvons obtenir la solution approchée de 1'équation(3.31) a partir de (3.43).

3.3.4 Analyse d’érreur

On peut facilement déterminer I’éxactitude de la méthode. Comme la série en ondelette CAS

tranquée est une solution approchée de I’équation.(3.31), quand on substitue les fonctions (3.41),

(3.42) et (3.46) dans 'équation.(3.31), 'équation résultante(3.47) doit étre satisfaite, si x € [0.1]
Soit

Rud(r) = [W(0) e = A0 (1)K b0, — 2(2) g

I
e

Si 'on pose z = x;, alors notre but est d’avoir R, {x;) < 10", ou r; est un entier positif
quelconque.

Si I’on suppose, Max {r;} = 10", alors on accroit m aussi longtemps que 1'inégalité suivante
est verifiée en tout point x,:

En d’autres termes, en augmentant m, la fonction d’érreur R,,,(x;) tend vers zéro (R, (x;) — 0),

quand m est suffisant grand, alors I’érreur décroit.

3.3.5 Exemples numériques

Pour montrer la validité de la méthode proposée, nous considérons les exemples suivants.
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Il est & remarque que :

efn»(xi))% (erreur quadratique)

v
=]~

~
I
o

lew@)l, = ( / & (z)dz)

ou em(xz) = f(xz) - fm(xz)72 =0,1,..., V.

approximée obtenue par I’équation (3.43).

S~

(x) est la solution exacte et f,(x) est la solution

Exemple 6 Soit [’équation intégro-différentielle non linéaire d’ordre fractionnaire

1
Df‘f(x)—/ xt[f(t)]thzl—%,0§m<1;0<a§1
0

avec la condition supplémentaire f(0) = 0 : la figure 3.1 montre les résultats numériques pour
k=4, M =1 et0< a<1. Les comparaisons montrent que o — 1, les solutions approchées ont
tendance a f(x) = x, ce qui est la solution exacte de 'équation de cas o = 1. L’erreur dans le

cas o = 1, pour différentes valeurs de k et M, est montré dans le tableau .

_ £
P , W*“M
00—z # M:
— Pl
" 3 w‘ W ) Jat”
L W -
12 MM Hr(“ld.wf'v" N o,
I 'p‘_.:-‘n"‘:ll . ,-.‘w"ww‘ W
0 l",n-"'f M.«.‘m"‘ o M
J“F}‘(/-M"*9 f o “""ﬁ 3 .u“"".‘ H‘M
& B a2l '
.mr Jx‘“ H‘,.;,Mn' HJ-QNM
uff f /N'V‘ . #"'"ﬂ m’"""’w
ar.w-nu'ﬁ ,«,‘«"H " e
\ g™
e
0 i o T 3 & uls 7 w0 :
Figure 3.1

Exemple 7 Soit I’équation
1 1
D2 f(x) —/ wt[f(H)] dt = g(x),0 <z <1
0

telle que f(0) =0 et g(x) = @(g\/ 13 — 2/x) — 3555 Par la figure 3.2 et le tableau
nous pouvons voir les solutions numériques qui sont en trés bon accord avec la solution exacte,

f(z) =2%— .

44



_ /
1
] ﬁl ﬁ" J
L I T {
k o N I'.iI o ) ..:li ‘j". r’}
W it L
Figure 3.2

Exemple 8 Considérons I’équation d’ordre o =

5 .
2

DE f(a) - / MO

g(x),0<zr <1

A F e
f 1P""’. ) ¥ "‘;_a-_ f;ﬂ?_
El l:'.:- - T q.: : Ili ¥ 1r ‘I-'
| M d f f \
[} | T 'k f I-
L= |
= ’. -'I. I.

Figure 3.3

ou g(ﬂ?) = 1“(3%)

(29/x — 22Va13) + 1(248¢ — 674) avec les conditions supplémentaires f(0) =
f(0).La figure 3.3 montre le comportement des solutions numériques pour différents k et M, qui

0
sont en accord avec la solution exacte, f(r) = z — 3. L’erreur pour différentes valeurs de k et
M, sont présentés dans le tableau .

Exemple 9 Considérons l’équation intégro-différentielle non linéaire d’ordre o =

ot g(x) = (—6)\‘”‘/5 =
3.4 montre les so

f(a) - / () [FO) dt

g(x),0<z <1
oz _ oz _ 1
74

» W=

avec ces conditions supplémentaires f(0) = £(0) = 0,La figure
lutions numériques pour différents K et M, avec la solution exacte
f(z) = 2 L’erreur pour diférentes valeurs de k et M, est présentée au tableau
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Figure 3.4

Tableau

Ce tableau montre le différence entre la solution exacte et de solution numérique. la ou est la

solution exacte et est la solution numérique.

Erreurs absolues dans la méthode d’ondelette CAS (M =1,k = 1)

les exemples | |le1a]l, (K =2, M =1) | |lea|ly (k=3,M =1) | |leas]|, (k =4, M =1)
exemple 1 2.7133 x 1073 6.8179 x 1074 1.6745 x 107°
exemple 2 7.711 x 1074 2.0755 x 107° 5.3445 x 1076
exemple 3 2.0862 x 1073 6.3440 x 1074 2.5659 x 1074
exemple 4 3.5560 x 1073 9.0145 x 1074 2.2537 x 107°
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Conclusion

L’ondelette CAS donne une méthode efficace et précise pour résoudre les équa-
tions intégrales de Fredholm. Cette méthode réduit les équations intégrales en des
équations algébriques. L’intégration du produit de deux vecteurs des fonctions on-
delettes CAS est la matrice d’identité, ce qui rend le calcul de ’équation intégrale
attrayante. Il est également montré que les ondelettes CAS fournissent une solution
exacte.

Les ondelettes CAS fournissent également une méthode efficace pour résoudre les
équations intégro-différentieles en réduisant des équations intégrals en un ensemble
d’équations algébriques.

Aussi dans ce travail, nous intruidisent matrice opérationnelle d’intégration d’ordre
fractionnaire d’ondelette CAS, et 'utiliser pour résoudre une classe d’equation intégrau-

différentele non linéaire d’ordre fractionnaire de Fredholm.
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