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Introduction

Le travail accompli dans ce mémoire a pour objectif de faire une synthése sur le travail de R.
Labbas, A. Medeghri et B. K. Sadallah [12] concernant 1’étude d’une classe des équations pa-
raboliques dégénérées dans le cadre des espaces LP posées dans des domaines non-cylindriques
de la forme :

U = Uicpo((t) x I

avec
L={z:0<z<pt)}.

¢ : [0,1] — R est une fonction continue donnée telle que ¢(0) = 0.On montrera des résultats
de régularité pour les solutions obtenues. La régularité optimale est obtenue dans les espaces

LP avec p > 3 lorsque
1
)=t a> -
w(t) 5
avec une régularité sur le second membre qui est dans un sous espace de LP(U) avec
p>1+a

dont on utilisera les résultats de Labbas-Terreni et lorsque a = % c’est a dire

o(t) = 2

avec second membre dans LP(U) et dans cette approche, on utilisera les résultats de Dore-
Venni.

0.1 Position du probléme

On étudie I’équation parabolique autonome :

{ Diu(t, x) — D2u(t, z) + dm(t, z)u(t,x) = f(t, )
u\ov—r; =0

(0.1)

Ou U est un domaine non-cylindrique de la forme :

U= Ute]O,l[(t> X I
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Avec
Li={z:0<z <o)}

I'y = {1} x [0, 1], A est le parameétre spectral positif. Le second membre f étant dans LP(U)
avec

3
— .2
P> (0.2)

Le domaine non-cylindrique par rapport au temps du bord 0U,, = {(t, ¢(t) : 0 < t < 1} peut
étre considéré comme une approximation d’une flamme ce qui donne un intérét a I’équation
dans la théorie de combustion. D’autre part, I’analyse de I’équation avec le parameétre
spectrale A et le multiplicateur & poids m(.) joue un role important puisqu’il provient na-
turellement de la linéarisation des équations de diffusion non linéaires ([7],[§]). La fonction
m(.) peut aussi modéliser le coefficient de I’échange avec ’environnement extérieur.

Le changement de variable :

(t,2) = (t,y) = (¢, m)
transforme U en un rectangle 2 = |0, 1] x |0, 1].
Posons :
u(t, z) = w(t,y) et f(t,x) = g(t,y)
on a
(1)
Dyu(t, z) = Dyw(t,y) — o0
D,u(t,z) = LDyw(t, Y)
p(t)

et 1

D2u(t,r) = ¢2<t)D§w(t, Y)

Donc, le probléme (0.1)) est transformé dans 2 en un probléme d’évolution dégénéré :

{ 902\(t)th(t, y) = Dyw(t,y) — p(t)p(t)yDyw(t,y) + AM(t,y)p*(Hw(t,y) = ©*(t)g(t,y)
W\sQ-1; = 0

’ (0.3)
Avec T'y = {1} x ]0, 1] et M(t,y) = m(t,z)
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Y Yu(t1)=0
1 w
I
ufo,w)=0
N .
© uft,0)=0 : :

Il est facile a voir que f € LP(U) si et seulement si gpfﬂ%h € LP(Q) tel que h = *g car
1 e(t)

f € Lp(U)<:>/(/ |f(t, 2)|" dz)dt < oo

0

¢>//wwmww@W<m

11
= [ [|e*
00

= ¢ The IP(Q)

p
dydt < oo

Ce qui implique que h € LP(Q).

1 1
Puisque h = (g0_2+5h)g02_5 et —2 + i > 0, alors la fonction h appartient au sous espace
fermé de LP(U) défini par :

E,= {h € LP(0,1, L7(0,1)) : ¢ >"h € LP(0,1, LP(0, 1))}

muni de la norme : )
kil = || 7n]

LP(0,1,LP(0,1))
Dans ce travail, on est intéressé particulierement a la question : quelles sont les conditions sur
© qui assurent une régularité optimale i.e. une solution u appartenant & I’espace anisotropique

de Sobolev : |
HYA(U) = {u € L'(U) : Dai; Dju € L/(U);j = 1,2}

L’approche qu’on utilisera dans ce travail est basée sur ’application directe de la théorie des
sommes d’opérateurs dans les espaces de Banach.
On montrera que la réponse a la question précédente est positive dans les deux cas suivants :
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1. Quand f est régulier, la fonction ¢ — ¢(t)¢(t) est holderienne et le coefficient du
multiplicateur & poids m est une fonction du bord parabolique dans le sens que m(t, x) =
m(t) = (¢(t))~2. 11 correspond pour le moment au cas modele ¢(t) = t* avec a > 1 et
dans ce cas, on utilisera les résultats de Labbas-Terreni.

2. Quand f est uniquement dans LP(U), on traite le cas ¢(t) = v/t et m(t,z) =t~ et ici,
on utilisera le célebre théoréme de Dore-Venni donné dans [2].

Ce travail est aussi une extension du cas hilbertien (p = 2) étudié¢ dans Sadallah[I7] dont les
auteurs ont considérés les cas : A =0et m =0

0.2 Contenu des chapitres

Ce travail est organisé comme suit :
Le chapitre 1 est consacré aux rappels et définitions qu’on aura besoin dans la suite du
travail.

Au chapitre 2, on fera I’étude du probléme ((0.1) dans le cas ou

1
p(t) =t avec a > 2 m(t) =t 2

Et supposons que
p—1>a (0.4)
Pour o € |0, 1], on introduit le sous espace de LP(U) suivant :

1 w(t) @(t)

oWz = renw): [ow [ f

0 0 0

[f(t,2) — f(E, o)

p
dxdidt < oo

Le résultat essentiel dans ce chapitre est le suivant :

Théoréme 0.1 Supposons et soit o € |0,1] tel que 0 < o < 2Lp’ alors AN* tel que

YA > N et Vf € LZ%(O, L, WZoP) le probleme admet une unique solution stricte u
vérifiant les propriétés de régqularité :

u, Dyu, Dyu et D?u € LZ%(O’ 1; Wja,p)

Dans le chapitre 3, on considere le cas limite v = § c’est & dire p(t) = tz et m(t) =t et
on montrera le résultat suivant :

Théoréme 0.2 Pour f € LP(U) et A > 2%, le probléme admet une unique solution
uwe HP?(U) .

Remarque 0.1 Notons que dans le 3°™¢ chapitre, on obtient des résultats mazimales pour
tout A > 5.



Chapitre 1

Outils et Rappels

Dans ce chapitre, nous introduisons les outils nécessaires par la suite, nous rappellerons
certains théorémes utiles a la compréhension des démonstrations.
Dans ce qui suit; E est un espace de Banach.

1.1 Les opérateurs linéaires

Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) inclus dans un espace de Banach complexe E
a valeurs dans F.

Définition 1.1 On dit qu’un opérateur A est borné si et seulement si :

D(A) = FE et sup ||Ag| < oc.
lloll<1

Définition 1.2 Soit A : D(A) C E — E un opérateur linéaire dans E. A est fermé si et
seulement si : ¥(p,) C D(A) et V(p,v) C EX E, on a

on p € D(A)
=
{ Ap, — ¥ { Ap =19
Définition 1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé. A est dit sectoriel si :
1. D(A) et Im(A) sont denses dans E
2. ker(A) = {0}
3. ]—00,0[ C p(A) et AM > 1 tel que ||[t(A+¢I)7 || < M, pour tout t >0

Définition 1.4 A est dit positif si |—00,0] C p(A) et il existe C > 0 telle que

H(A o t)_lHL(E) <
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1.2 Les semi-groupes

Définition 1.5 Une famille T'(t), 0 <t < oo d’opérateurs linéaires bornés de E dans E est
un semi-groupe St :

1. T(t+s)=T(t)T(s) pours>0ett>0

2. T(0) =1, (I est l’opérateur identité).

Remarque 1.1 Lorsque la premiére propriété est vraie pour s,t € R alors, on dit que T(t)
est un groupe.

Exemple 1.1 Soit A € L(E) : Alors t — G(t) = e est un groupe sur E.

Exemple 1.2 Soit E = LP(R),1 < p < oo et (G(t)f)(x) = f(z — s) alors ;G est un groupe
appelé groupe de translation de LP.

On a
1f (@ =)l = [lf (@)l done [[GE)] =1
Alors G(t) € L(E) et

(G1)G(s))(x) = (GO f)(x =)
flz—s5—1)
= (G(t+s)f)(2)

donc : G(t + s) = G(t)G(s)

Définition 1.6 On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe (T'(t))i>0, l'opérateur A
défini sur le domaine

T(t)p —
D(A) = {gp ekb: P%M eﬂm'ste}
par

Ap = lim , pour ¢ € D(A).

t—0

(T(t)e — ¢)
t

Exemple.
Soit A un opérateur borné dans E, alors V¢t > 0, G(t) = €' est un semi-groupe uniformément
continu et son générateur infinitésimal est 'opérateur A.

En effet
IG@) = G(E+h)] = [GE)-GHGMH)
= GOl - G@R)|
= [lG@)] e = 1]
Donc

|G(t) — G(t + h)|| — 0 quand h — 0
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D’ot la continuité uniforme.
D’autre part,

o-0-] - [per-0-4
1 tm
fry — _A’I’L
t;n!
< t||A||2 Al

1
Quand t — 0 alors, A = Pr%z(G (t) — I) limite uniforme donc forte.

1.2.1 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.7 On dit qu’un semi-groupe (T'(t)):>o d’opérateurs linéaires est fortement continu
81 :

Pn%HT(gp)—(pHE:O , pour tout ¢ € E

On dit aussi que (T(t));>0 est Co semi-groupe.

Théoréme 1.1 Soit (T(t))i>0 un Coy semi-groupe. Il existe deux constantes réelles M > 1,
w > 0 telles que
IT(t)| < Mexpwt, pourt € [0,00].

Corollaire 1.1 Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe (T'(t))i>o sur E,
alors D(A) est dense dans E et A est un opérateur fermé.

Remarque 1.2 D’aprés ce corollaire, le graphe de A est un sous espace fermé du produit
E x E alors, on peut munir D(A) d’une structure d’espace de Banach en considérant sur
D(A) la norme dite, norme du graphe, définie par

el peay = el + [[Agl] -

1.2.2 Semi-groupes analytiques
Définition 1.8 Soient le secteur ¥ = {z € C: 0, < argz < 02} et T'(z) un opérateur linéaire
borné. La famille (T(2)),ex est dite semi-groupe analytique, si :

1 T0) =1
2. T(z1+ 20) =T(21)T(22) pour z1,20 €L
3. lim T(z)p=¢ pourtoutp € £
4

z—0,z€¥

.z — T(2) est analytique sur X.



1.3 Les espaces d’interpolations 8

1.3 Les espaces d’interpolations

Soient (E, ||.||,) et (E41,].]|;) deux espaces de Banach s’injectent continiment dans un espace
topologique séparé F, posons
1Pl o = el g, + llllg, si g € Ey N Ey

Plse = gt (lgolls, +leills) i€ B+ B

Il est connu que les espaces (Eo N By, ||| gnp,) et (Eo + Eu, ||@ll g .5, ) sont des espaces de
Banach.
Définition 1.9 On dira que x € (Ey, E1)g, (avec 0 < 0 < 1) et p € [1,00]) si
1. Yt >0, Jug(t) € Eo, Jui(t) € By : x = up(t) +ui(t)
2. t7%y € LP(R*, Ey) et t'=%u, € LP(R*, E))
avec la modification usuelle pour p = oo.

dt

Remarque 1.3 L? désigne l'espace des fonctions p—intégrable avec la mesure e alors on
a:

“+oo
t0uy € LP(RT, Ey) <= /t‘) luo(t) |1, F < oo
0

Résultats utiles sur les espaces d’interpolation

Lorsque A vérifie certaines propriétés spectrales, on sait donner des caractérisations explicites
de lespace D4(o,p) pour p € [1,00] et 0 < 0 < 1, comme par exemple :

1¢" cas : Supposons que p(A) D R et qu’il existe une constante ¢ > 0 tel que

_ c
YA>0: H(A—)J) 1HL(E) < h

alors,

Da(o,p) ={p € E,tA(A=X)"'p € L’(R},E)}

2¢me cas : Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans £, alors
Du(o,p)={p€E:t(exptA—1I)p € L’(R,,E)}

3¢me cas : Si A génére un semi-groupe analytique dans £, alors

Du(o,p) ={p € E:t""Aexp(tA)p € LL(Ry, E)} .

1.4 Théoréme de trace de Lions

Théoréme 1.2 = € (Ey, E)g, si et seulement s’il existe une fonction u : Ry — Ey avec
u = ug + uy telle que :

1. 7% € LP(Ey)
2. 1%, € LP(Ey)

On dit que x = u(0) est la trace de u en 0.
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1.5 Lemme de Schur

Définition 1.10 Soit k : Q1 x Qs — R mesurable, on définit l’opérateur K par :

(K f)(x) = / ko1, 22) f (21)ds

941

Si

1. da > O,V.l’g c QQ . /|]{Z(I‘1,I2)’d(ﬂ1 <a

1951

2. db > O,VL’El € /|k<$1,$2)|d$2 <b
Qo

Alors K € L(LP(Q4, LP(€s)), V1 < p < 0.

1.6 Espace UMD

Définition 1.11 Un espace de Banach posséde la propriété UMD (Unconditional Martin-
gales Differences) si :

< C(p) ., VneN

> Cuds
k=1

>
k=1

LP(R,E)

Pour toute martingale (di)k=1,.n €t pour toute suite (¢;,) € {—1,1}".

1.6.1 Transformation de Hilbert

Définition 1.12 Soit € € |0, 1[. Pour toute fonction f € LP(R) avec p € |1,400[, on peut
définir la transformée de Hilbert par :

Hf =limH(f)(x) = lim / @ds.

e—0

e<|s\<%

Théoréme 1.3 Soit E un espace de Banach et p € |1,+00[, alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. & symétrique et biconvere
2. £(0,0) >0
3. &(z,y) <z +yll, Va,y € E avee |lz]| + ||yl = 1.

Remarque 1.4 Sil <p < oo et E est UMD alors LP(0,1, E) est UMD.

Exemple L'(R) n’est pas UMD.
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1.7 La classe Bip(F,0)

Définition 1.13 Si A : E — E est un opérateur borné positif, la puissance complexe de
Uopérateur A est définie par

1

Al = — | *(t1 — A) lzdt

. T ( ) et
Y

Ou z est un nombre complexe arbitraire.

Définition 1.14 Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on définit la puissance com-
pleze de partie réelle positive (pour 0 <Re z <1) par la représentation suivante :

7

Apg = —— " [ t7F(t] + A)adt.
A=) / (tr+A4)"e
0

Définition 1.15 On dit que A € Bip(E) (Bounded Imaginary Powers) si : A* € L(E) pour
tout s € R et ‘

sup HAZSH < Q.

s€l-1,1]

Remarque 1.5 Pour un opérateur sectoriel, les puissances complexes A%, z € C sont bien
définis mais non nécessairement bornées (voir [10)).

1.8 La fonction Gamma

Définition 1.16 La fonction gamma est donnée par :

+oo
['(z) = /e_ttz_ldt, z > 0.
0

1.9 Sur la théorie des sommes d’opérateurs

1.9.1 La méthode de Labbas-Terreni

Supposons que les opérateurs A et B vérifient les hypothéses suivantes :

( 3r,C4,Cp > 0,€4,e5 > 0 tel que

, p(=A) D> ={z:]z] > ret |argz| <ea}
JAVze S, A+ e < G

2| *
i) { p(=B) D> ., =1{z:]z] >ret |argz| <ep}
1 _
Vo e 53, B+ 20) i < S
ii) €4+ € > 7.

(LT1)
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Ou p(—A) (respectivement p(—B) ) désigne ’ensemble résolvant de (—A) (respectivement

(=B))

3C > 0, Ao > 0 (avec \g € p(—B)), T, p tel que
) VA € p(—A) et YV € p(—B),

(LT2) { D A+ M)A+ A A+ 20) 5 (B + D)l < 5o
i) 0<1T<p<2.

Alors, le résultat principal de Labbas-Terreni est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 1.4 (de Labbas-Terreni)
Sous les hypothéses (LT1) et (LT2), il existe \* tel que YA > \* et Vh € D (o, p), Uéquation

Aw+ Bw+ A w =h
admet une unique solution w € D(A) N D(B) avec les régularités :
Aw, Bw € D4(0,p) et Aw € Dg(0,p)

Pour tout 6 vérifiant 0 < min(o, p — 7).

1.9.2 La méthode de Dore-Venni

Supposons que F est UMD et que A et B vérifient les hypothéses suivantes :

i) D(A) et D(B) sont denses dans F

n { p(A) D |—00,0[etdM4 > 1 tel que
i _

i) { p(B) D |—o00,0[etIMp > 1 tel que
i1i

VA0, (B + M)y < @iy

dK > 0,04,0p € [0, 7] tel que

i) A® € L(E),¥s € R ||A%| < K exp(|s]0.)
ii) B € L(E),Vs € R ||B*|| < K exp(|s| )
iii) 04 +0p < .

(DV2)

Pour tout ¢ € p(—A) et tout n € p(—B)
(DV3) { (A+C) " (B+nl) = (B+nl) " (A+I)™!

Alors, le résultat principal de Dore-Venni est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 1.5 (de Dore-Venni)
Sous les hypothéses (DV1), (DV2) et (DV3); (A+ B) est fermé, inversible et (A+ B)™! €
L(E).

Remarque 1.6 En général, l’hypothése (DV?2) est difficile a vérifier dans les cas concrets.
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1.10 Espaces de Sobolev

Définition 1.17 Soient m un entier positif et o € N. On définit la norme ||.||,,, pour
1 <p<oopar:

1
lull,,, = ( > HD“uHZ)

0<a<m
et pour p = 00, par
_ «@
”u”anJ__Oggg;LHl) UHQD'

Alors, on définit l’espace de Sobolev comme suit
WmP(Q) = {u e LP(2), D € LP(Q) pour 0 < a<m }
Ou Du est la dérivée de u au sens des distributions.

Exemple.
W2P(Q) = {u € LP(Q), v/ € LP(Q) et v € LP(Q)}

muni de la norme

by = ¥ kuz)’l’.

0<ax2

est un espace de Sobolev.

1.11 Transformée de Fourier dans L'(R)

Définition 1.18 Soit f € L'(R), on a

FIN©) = 1O = 5 [ exp(-ia)fa)da

m
R
Ou F(f) est la transformée de Fourier (T.F) de f.

1.12 Théoréme de Mikhlin
Définition 1.19 Soit E un espace UMD, p € (1,00), m(£) € C*(R\ {0}) et

Y (1m) = sup max {m(€)] | (€)], [€m(©)]} < o0

¢eR
alors, la transformation (Tu)(t) = F~Y(m(&)Fu(§))(t) vérifie

1 Tull 1o,y < CY () [Jull

LP(R,E)

Ou C dépend uniquement de p et de E.
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Théoréme 1.6 (de Fubini) Soit f : R x R — R une fonction mesurable et E x F un
ensemble mesurable de R x R

i) Si f est positive sur E X F, on a
J o= o s o]

ii) Si f est intégrable sur E x F, la fonction x — f(x,y) (respectivement y — f(x,y)) est
intégrable pour presque tout x (respectivement y), alors (*) est vérifiée

iii) f est intégrable sur E x F si et seulement si :

/dx[|f(.r,y)|dy ou /dy£|f(x,y)|dx est finie.

E F

1.13 Inégalité de Holder
Définition 1.20 Soient f € LP(U) et g € LI(U) avec ;11 + é =1, alors
fg e LY(U) et/If(t)g(t)ldt < [I£1l, lgllg -

U

1.14 Convolution des fonctions

Définition 1.21 Soient f et g deux fonctions de R dans C. On appelle convolution de f et
g la fonction f x g, si elle existe, définie par :

frg) = [ 1= 9wt = [ fugle - u)du

Théoréme 1.7 Soient E un espace de Banach complexe et B : D(B) — E un opérateur
positif a puissances imaginaires bornées de plus, B forme un groupe fortement continu avec

|B*|| < M exp(6|s)).

Supposons que : A : D(A) — E est un opérateur fermé et que D(B?) C D(A), pour 6 €10, 1[.
S’il existe 5 € [0, 7| tel que les spectres de B et de A+ B sont contenus dans le secteur

Yg = {rexp(i¢) : 7 >0, —f<¢<p}

et
max {||(rexp(io) — B) ||, [|(rexp(i¢) = A= B) ||} < C(¢)(1 +7)*

quand § < ¢ < 2w — (. Alors, les puissances imaginaires de A + B sont bornées et forment
un groupe fortement continu avec

|(A+B)~*|| < M exp((¢ + max {8, 8}) Im(2)), pour ¢ > 0 arbitraire.
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Corollaire 1.2 5i ( + é > 0 alors, Vs € R, A® est un opérateur borné dans
LPS(RT,E):=1¢ f;R" - E: / [t f(0)]|% < oo p,
R+

De plus s — A est un groupe fortement continu et

|47 < Ce1 + %) exp( Js).



Chapitre 2

Etude du probléme dégénéré de type
parabolique par la méthode de
Labbas-Terreni

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons faire I’étude de ’équation

Dyu(t, z) — D2u(t, z) + Am(t, z)u(t, z) = f(t, ) 2.1)
u\or-r, =0 '
dans le cas ot ¢(t) = t* avec a > £, m(t) =t et
1
p—1>a, 0425 (2.2)

Le changement de variable :

x
(t,z) = (t,y) = (t, —=)
p(t)
transforme U en un rectangle Q2 = |0, 1] x |0, 1].
Donc, le probléeme est transformé dans {2 en un probléeme d’évolution dégénéré :

{ p* () Dyw(t, y) — Dyw(t,y) — ¢(t)p(t)yDyw(t,y) + AM(t, y)*(w(t, y) = ¢*()g(t,y)
w\pa-r, =0

(2.3)
Avec T'y = {1} x ]0,1[ et M(t,y) = m(t,x).
Posons X = LP(0,1) et w(t) = w(t,.), alors le probléeme est équivalent au probléme de
Cauchy dégénéré :

{ ew'(t) + L{thw(t) + Mw(t) = £*2g(t) ;¢ € (0,1) (2.4)

w(0) =0
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Ou la famille (L(t)),c(o ) est définie par :

{ D(L(t)) = { € W2P(0,1) : 9(0) = ¢(1) = 0}
([LOIY) () = =" (y) — at>* lyd(y) p.pt € (0,1).

Avec

D(L(t)) = X. (2.5)
On doit résoudre I’équation :

{ t22w' (t) + L(t)w(t) + Aw(t) = h(t) ;t € (0,1)

(0 =0 (2.6)

ou h(t) = t**g(t) appartient a l'espace F; avec :
By = {h € L7(0,1; X) : 2% 5 h € LP(0, 1;X)}

muni de la norme :

h :Hﬂa*ﬂh
1A g, [P

2.2 Formulation abstraite

L’équation (2.6) peut s’écrire sous la forme opérationnelle :
Bw + Aw + Aw = h,
ou
D(A) = {w € Byt 5w e LP(0,1; W2P(0,1) N WAP(0, 1)}
(Aw)(t) = L(H)w(t); t € (0,1)
et
D(B) = {w € Er:tiw € I7(0,1; X) et w(0) = 0}
(Bw)(t) = t**w'(t); t e (0,1).
Notons que la trace w(0) est bien définie dans D(B). En effet, on a :

trw € LP(0,1; X); trw' € LP(0,1; X)

et 1
Ti-<a
p P
en virtue de (2.2). Alors, w est continue sur [0, 1] (voir [19], lemme page 42).

Maintenant, on va montrer les hypothéses (LT1) et (LT2).

Remarque 2.1 w(0) est bien définie d’aprés le théoréme de traces de Lions avec

>0

I a_, 1 @
p p p p

cette derniere relation est vraie si p > 1+ a.
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Proposition 2.1 Les opérateurs A et B sont linéaires fermés a domaines denses dans Ej.
De plus, A et B vérifient (LT1).

Preuve.
Les propriétés de 'opérateur B sont basées sur la résolution de ’équation spectrale :

Bw+z2zw=h, z€Z
qui donne

{ t2ow' () + 2w(t) = h(t)
w(0) = 0.

La solution de I’équation homogene est donnée par :

w(t) = kexp (%thﬂ) , keR

Pour I’équation non homogéme, on utilise la méthode de variation de la constante, on obtient

o 2001 —Z —2a+1 ) —Z —2a+1
h(t) = t**K'(t)exp (—1 — 2at ) k(t)z exp (—1 — Qat >

—l—k(t)zexp( — t20‘+1>.

1 -2«

ce qui entraine que :

donc

k(t) = ] };(i) exp ((1——Z2a)t_2a+1) do + c.

en utilisant les conditions initiales, on trouve :

w(t) = ((B+z0)""h)(t)

o 2a -z
= exp ((2 1ji20- 1) /a h(o)exp <—(2a — 1)02a_1) do.

0

z

Veérifions que cette formule est bien définie sur [0, 1] et que w(0) = 0. Posons p = 2a=1)’
a j—
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alors
Re i % Re i
|lw(t)]| < exp (tQa ) /H 205 h(o ” o P exp (O.—Qa 1) d
I 1
< (Jlora) (J
0
1 E 1_«a
S (1_%) te » Hh”E17
p
1 1
ou -+ —-=1.
P q 1 ]
Donc, w(t) est bien définie et w(0) = 0 car — — L
q p p p
D’autre part, on peut écrire :
2T (B+2D) 7 h)(t) = 2T w(t) (2.7)
1
= /0'_2a+zh(0')K“<t,O')d0'.
0
Ou 1 2a+1 2a+1
o € Tt — o sit>o
K#<t7 O') — { t2a—§0_5 Xp /J'( ) ‘ (2.8)
0 sit<o
Alors ,
1 R, —2a+1
/ [Ku(t,0)| do = 5 exp(Re(u)t ") / exp(=(Rep)o ™)
0 0 o
—20+1 % ds
Posons o = s alors ds = (—2a + 1)0**do et donc do = :
(=2 + 1)o—2
Par conséquent :
+oo
/|K (to)ldo < — exp(Re(u)t2+) / exp(—s Re ) —2
o)|do X xp(—s T S——
HA = j2a P P a (2a — 1)o—2
t72a+1
1 i d
< 2aj—2a exp(Re(p)t ™) / exp(—sRe M)Qa i 1
t72a+1
| 7
< 5 ] exp(Re(p)t 2t / exp(—s Re p)ds.
a —

t—2a+1
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et
T (= Re())s] "™
—expl— helu —2a+1
exp(—sReu)ds = = exp(— Re(u)t )
[ ep(omepis = |[ZERERE] e Re(r )
t_20‘+1
Ce qui entraine que :
1
1 1 1
K, (t do < <
/| ult:0)l U_Qoz—lRep_Rez
0
et
1
1
K, (t do < — 2.9
tem[g’gc]/l u(t,0)ldo < 2 (2.9)
0

D’autre part,

o
agpr

1 1
_ —20+1 1
[t an = SEERMIT [ e
0

g

Posons 9
t (67
t72 — 5 alors ds = (—2a 4 1)t72°+1dt et donc dt = ——ds
(—2a+1)
On obtient :
1
exp(— Re('u)0.72a+1> 1 75204
K,(t.o)|dt = . SaE R d
/‘ u( 70)| = tQQ_E eXp(S eﬂ) (20& — 1) S
0 0.7204+1
1
. d o R —2a+1
- / £3 exp(Re(ju)s) - OPIZREUIT )
200 — 1 or

o——2a+1

20— 1 o

—2a+1

_ 1 exp(—Re(u)o—2ot) / 1

— exp(sRe p)ds,

spr(2a—1)
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et
o—2a+1 1+U_22a+1
1 1
= exp(sRep)ds = = exp(s Re p)ds
Sp(2a71) Sp(2o¢71)
1 1
a.—2a+1
1
+ / = exp(s Re p)ds
8;0(20471)
1+0.—2a+1
2
1+072a+1
2
< / exp(sRe p)ds
1
o.—2a+1
: (5 Re)d
(1+U_2a+1)p(23—1) XPLSRep)as
2 14o—20+1
2
< L+ s
Alors, on a :
1 1 —2a+1
I, < Ren [exp(Re,u (—i_gT) — Re ,u)]
1 + 0.72a+1
< R .
< Reﬂexp( eu< 5
et
1 exp(— Re(ff)a_m“)]l < 1 1 exp(— Re(ff)a_h“) exp (Re 1+ g~ 20t
200 — 1 or 2ac —1Rep or 2
1 _O.—2a+1 1
S — R —_— 4=
- RezeXp( eﬂ( 2 +2))
. L e Re(n(o= + D\2)
~ Rez o
_ L (ep—pplo =1\
~ Rez o
< C(1 (Oé, p) )
- Re z
_ —2a+1 1 2
Car la fonction o — exp(=fo(o = + D\2) est continue sur [0,1].

gpr
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De plus,
2041 a_—2a+1
1 — Re(p)o2**! 1 —Re(p)o
exp( e(g)a )I2 < exp(— Re(p)o } ) / exp(s Re u)ds
200 — 1 or 200 — 1 o (1+r2a+1)m
2 14o—2a+1
2
_ —2a+1\ _ —20+1)
< 1 exp(—Re(u)o ’ ) —1 expRe i l+o
200 —1 ;% (1+a—2a+1)m Rep
2
P exp(—Repu(c " = 1)\2)
~ Rez % (1+a*2a+1)m
2
_ L oexp(opmlo T —1)\2)
~ Rez ,f (Lo 2etyimn
< CQ(a7p) _
" Rezos (Lot )ieD
< C3<a>p>
- Re z
. ) 1
En virtue que (1715)% 2 a =1
—20+1\ 74 1\
s <1+02 )p(2a—1)
Par conséquent, 3C(a, p) > 0 tel que :
| Cfa.p)
a,p —2a+<
K, (t, o) dt < =P) Ht h‘ 2.10
max [ 1Kt o) de < S0P s (210)
0

On applique le lemme de Schur en utilisant (2.9)) et (2.10)), on obtient :

Ht72a+%w < C(a,p) Ht72a+%h
r(0,1;x) — Rez LP(0,1;X)
D’ou o )
—1 Oé,p
[(B +21) ||L(E1) S Res

On peut prendre eg = g — € (pour tout €y € ]0, Z [)

L’étude des propriétés spectrales de 'opérateur A est basée sur celles de 'opérateur L(t) qui

est sa réalisation.

Pout tout ¢, on écrit 'opérateur L sous forme d’une somme de deux opérateurs :

(L(t)) = Loy + P(t)y
Avec
{ D(Ly) = {1 € W??(0,1) : ¢ (0) = ¢ (1) = 0}
Lo = =V
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{mmmzwmmm
P(t)y = —at**~tyy’ = —b(t)yy’

Pour montrer que Lg est sectoriel, il suffit de calculer sa résolvante :

() — (1) = (1)
{wm:wnza (2.11)

Il est connu que la solution de I’équation homogene est de la forme :
w(t) = Cle‘/th + 0267\/31‘/
On choisit la détermination analytique de la racine carrée de —z de telle sorte que :

Rev/—2>0

En appliquant la méthode des variations constantes pour 1’équation non homogeéne, posons

W(t) = Ci(t)eY ™ + Cy(t)e V2

Ou Chet 5 sont deux fonctions vérifient le systéme suivant :

’ V=zt / —/=zt _
{Q@e + Ch(t)e 0 (2.12)

V=20 (t)eY = — /=ZCh(t)e VT = £(1)
Apres la résolution du systéme (2.12) et des simplifications, on trouve :

1

@wwrv——/Kﬁﬁﬁvww

0
sinhy/—2z(1—t)sinhs\/—2 .
V—zsinhy/—2 si0<s<t

sinhy/—2(1—s)sinht\/—2 .
v/—zsinh/—z sit<s<1

K\/?z(ta S) =

Pour Rey/—2z > 0, on a

1

/‘Kﬁ(t, s)|ds <

0

coshRe /—=2(1 — t) [ cosh(tRe/—z)dt
]2\% |sinh v/=z|
+cosh Re/—z(1 - s) [ cosh(t Re /—2)dt
2|2 |sinh /=2
cosh Re v/—z(1 — t) sinh Re /=25 + cosh Re y/—zt sinh Re /—2(1 — 1)

|z]% Re v/=z |sinh /=2
sinh Re /—2 C

1 S T
|22 Re /=2 |sinh v/—z| 2]
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car Re V=3
|sinh 2| = —

Ainsi 'opérateur L est sectoriel et son inverse est donné par :

> C.

Rev/—z
eV ‘1 — e W

1 t

Lytf :t/(l —s)f(s)d+/(s—t)f(s)ds.

Or, grace a l'inégalité de Holder, pour ¢ € D(Ly) C D(P(t)), on a :

PO oy = / () ()P dy)

= / /w”( )d8+1/(1 — s)U"(s)ds) pdy);

< ] / V" (s)ds| dy E + ] —b(t)y](l — s)y"(s)ds| dy
< b(t;( Ci(p )Hw”HLerCz( ) 171 0) 0 y

<

C(p) ||77D||D(L0)>

car :

1l gy = 10l e + 120l o = N1l o + 19711 o -
Ce qui donne :

1" e < 191 bz

D’autre part, on introduit les opérateurs suivants :

m(t): LP(0,1) — LP(0,1)

0 = [m)v(y)] = —b(t)y(y)
it W™(0,1) — LP(0,1)

(G -
d:  W2(0,1) — W(0,1)

" o dW) =

Alors, P(t) est compact de D(Lg) dans E car i est compact et d, m(t) sont continues.

p

P

Donc, pour tout ¢ € [0,1], Popérateur L(t) = Lo + P(t) est sectoriel d’aprés Lunardi [15]

proposition 2.4.3 ; page 65.
Par conséquent ; 3r > 0 tel que

p(=L(t)) D waq ={z:|z| >r|argz| <7 —€}
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ou € € [O, g], pour h € By et z € ) I’équation spectrale :

mT—€1?

Aw+zw =h

devient :
L(t)w(t) + zw(t) = h(t)

qui admet une unique solution donnée par :
w(t) = (L(t) + 2) " h(t)
et vérifie %
HwHLp(m | | HhHLpon

et
. K
a4 p
folls, = | [ 5 wio]"ae | < Z e,
0

Finalement, les opérateurs A et B vérifient (LT1).
Dans un premier temps, on va montrer que l'opérateur L(t) vérifie estimation donnée dans
le lemme suivant qui va étre utile pour montrer I’hypothése (LT?2).

Lemme 2.1 ['opérateur L(t) vérifie

L) L(o)™ =1 <Mt —ol

My

Preuve. Soit g € X = LP(0,1), l’équation ¢ = L (0)71 g est équivalente a

{ (L ()] ¥) (y )= —D2(y) — (o)¢' (0)yDy(y) = g(y)
P(0) = ¥(1) =

(L) L(o) ™ = 1) = (L(t) = L(0)) L(o) "

car

donc

[(L(t) = L(0)L(o) 9] (y) = [(L(t) = L(0))(¥))] ()

= [L®Y](y) = [L(o)Y] ()
= —¢"(y) — oy (y) + " (y) + oy ()
= [ogo'Qa*l—Oétza 1] (Z/

On a ¢(t) =t~ alors ¢/(t) = at®™!, ce qui donne
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D’ou

[[(L(t) = L(@) L(o)g] ()]

IN

alo® =27 gy (y) x (2.13)
< M |t — o2 g

min(1,2a—1
< Myt — o™ ) [l w2 0.0y -

La constante dans le lemme p = min(1, 2ac — 1). d’autre part, on a

1lwen01y = 1l + 19 01y + 19710 (2.14)
< K|L(0)Yll oo
S K HgHLP(O,l) .

d’apres (2.13)) et (2.14)), la preuve du lemme est achevée.

Proposition 2.2 Les opérateurs A et B vérifient Uhypothése (LT2).

Preuve. Pour montrer I’hypothése (LT2), il suffit d’estimer :

|A(A+ A A (B +20) 7]

ey
Ou A € p(A); z € p(—B). Soit h € Ej, alors :

A = (T AAN)THATS (B 2D ) (R)(1)
= (A M) HAYB + 20t = (B4 2I) LA™Y R)(1)
= 2N L)L) + AD T [(LE) (B + 2D h)(t) — (B + 2I) TP ATR)(1)]

z
Ona:pu= P et en utilisant 1D et 1 , on obtient
1

A = L(t)(L(t)+)\I)1L(t)1/020‘+§Ku(t,0)h(0)d0

0

CL)(L(t) + AT)! / o2 K (o) (o) h(o)do

0
1

— L)L) + AT) ! / oK (1 0) [L(t) " — L(o) "] h(o)do.

0

Puisque L(t)~! et L(t)(L(t) + AI)~! sont bornés, alors :

A= /O o T K, (t o) L) (L(t) + M) [L(#) ™ — L(o) 7] h(o)do
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L#)(L(t) + A7 = (L(t) + \)T'L(8) si € € D(L(t)) = D(L(0)) = D(L
a domaine constant. D’apres la remarque précédente, on peut prendre &
£ = L(o) 'h(o) et dans les deux cas £ € D(L(t)). Ce qui entraine que :

(0)) car L(t) est
= )

L(t)~'h(o) ou

1

A= / o2 K (8 o) (L(E) + M) (T = L) L(0)) " h(o)do.

0

D’apres le lemme ((2.1)), on a :

K P
1Al = 757 [ 1EKult. o) |t = ol” a7 % ||n(0) || x do
R
0

avec p = min(1,2a — 1).
Maintenant, on utilise I'inégalité de Holder pour estimer : / K, (t,o)|t —o|’do

Rappelons que :

1

[ Bttt =opds = o ep(Re(ur 5 |07 (- o) exp(- Re(uo 1)

0

1
= g exp(Re(u)t 1) x 1

Calculons I, posons :

/ o 1
f7(0) =0 (t — o) exp(— Re(pu)o 2T %) avec p' = T Alors

f= (@)™ = (7 (t = )" exp(= Re(u)o~2 )~
et

a o 1
g? =07 (t— o) exp(—Re(u)o 2*TF) avec ¢ = — Alors
p

g=1(9")" = (07 (t — o) exp(— Re(p)o >"%))’
donc
f.g9=07 (t—0)"exp(— Re(u)o*"7)
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En appliquant I'inégalité de Holder, on obtient :

I < /fp dalp/()da)

< (/ o7 (t — o) exp(— Re(p)o 2+ %)do)—°

x(/ o7 (t — o) exp(— Re(p)o 2t %)do)?
0
< Jl X JQ.

Pour J;, on pose :

u = —Re(p)o™2* donc v/

et v'e" = —Re(p)(—2a+ 1)o
i

= —Re(u)(—2a + 1)o@
* exp(— Re(p)o ).

On a alors : / w'et =[] et e(0) = 0 car a > L alors 2a — 1 > 0 et donc 1 —2a < 0 et
0

— du
T do
—2a

exp(— Re(u)t 2 = —Re u(—2a + 1)0~** exp(— Re(u)o 2> 1)

Alors : o
exp(— Re(u)t 1)

—2a . —2a+1 —
77 exp(— Re(j 1) = ST

Dou
1

< t_2a+g
=T Repyr@a— 1y

(exp(—Re(p)t 1))~

Et pour Js, on a

-«
P

Jy = ([ o7 (t—0) exp(~Re(p)o 2+ #)do)’

o5 (t — )0 > exp(— Re(p)o "% )do)”.

=

/
/

Posons :
s#(0) = exp(— Re(p)o 2>
(o) = —Repu(—2a + 1)o~** exp(— Re(u)o2*11)

Alors
—1

Re pu(—2a + 1)

o_—2a exp(— Re(u)0_2a+1) —

#(0)
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On obtient

De plus,

On déduit :

Donc

J

J2

IN

IN

{203 vt / ’
m) (/(t —0)x (a)da) :

/ % (t — o) exp(— Re(ﬂ)azwrg)da)

t p
/a2a2(t —0)o **exp(— Re(,u)azaJrg)da)
0

t

0

200—2 —1 '
/cr P(tJ)ReM(_za_l_l)%(a)da)

25 ot / ’
m) (/(t — o) (a)da) :

0
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2e=5 \" 2o N\ IR
2 s <<2a—1>> o (a—1) o (9 T

Finalement, on obtient :

1 _ —2a42\ 17~ — 1-p
exp(— Re(p)o2t1) (75 exp(— Re(p)t>**1)
K —olf < _
[ Kol -apds < g T Ron
0
y 2oty p 1 120 P exp(— Re(u)t_m“) p
2a—1) (Rep)” \ (2a —1) Re p
(t2a)p 1
(20 = 1)'7 (Re p)tte
et
1
max [ K,(t,0)[t —o|’do < _C (2.15)
te[0,1] HA ~ (Rep)ttr
0
De méme maniére, on montre que
1
max /K (to)lt—offdt<—C (2.16)
€0,1] o ~ (Rep)ttr
0

On applique le lemme de Schur en utilisant (2.15)) et (2.16]), on conclue

H < C _ C
1) = X[Rep) e [N (Rez)'7

|AA+ XD [AT (B +21)7Y]
Ce qui implique :

HA(A + A7t [A’l; (B + z[)’l} 7, bour tout A € p(—A) et tout p € p(—B)

||L(E1) S ’)\|1+P ‘Z|
Alors, (LT2) est vérifiée pour 7 = 0 et p = min(1,2a — 1).

Proposition 2.3 3\ tel que pour tout A > X* et h € Da(o,p), le probléme (2.6) admet une
unique solution w € D(A) N D(B) tel que pour tout 6 < 2%0, on a :

i) L(.)w € Da(0,p).

if) p(t)w' € Da(0,p).

iii) L(.)w € Dg(8,p).

Remarque 2.2 On a les mémes résultats lorsque h € Dg(0,p).

Pour préciser la régularité de w, on doit spécifier 'espace D (0o, p), d’ou le lemme suivant :
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Lemme 2.2

{we By t72TPw e LP(0,1;W2r(0,1)); w(t,0) = w(t,1) =0} si20 >

SR

DA(Jap) -
{we E:t2"Fwe LF(0,1;,W?*(0,1))} si 20 <

D=

De plus, on sait que
Da(o,p) = {w € by HCl_UAe_CAw”E1 € L{Z}

si (—A) est générateur infinitésimal d’un semi-groupe analytique {e~¢*};( > 0.
On a:

w € Dao,p) = ||C1_"Ae_CAwHE1 err

— O/ ¢ e ], F < o0

gy a P d
_— /thaergl"Ae_cAw‘ —C < 00
Lr(0,1;L2(0,1)) ¢
0
00 1 d
a p
= / /Ht_2a+pC1_U(Ae_CAw)(t) dt do < 00
LP(0,1;,L7(0,1)) ¢
o \0

Comme :

(Ae™*4w)(t) = L(t)e " (w(t))

et d’apres le théoréme de Fubini, on obtient :

" / 1Lt Ow(t)]| o it < 00
0

1
w € Dy(o,p) = / Ht_%““% :
0

Ce qui entraine que
Yy — t72a+%w(t)(y) € Dy (o,p), p.pt.
D’autre part, il est connu que I'espace d’interpolation D) (c, p) est constant et défini comme
suit :
Diwy(o,p) = Drg(o,p) = (W(0,1) nW5"(0,1); L7(0,1))
{w e W?P(0,1);w(0) = w(l) =0} si20 >

W2r(0,1) si 20 <

D=

tel que 0 < 0 < 2%0. De la proposition précédente, on déduit le résultat suivant :
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2.3 Résultat d’existence, d’unicité et de régularité dans
le domaine ()

Proposition 2.4 Pour tout h tel que : t=2**%h € LP(0,1;W2%*(0,1)) ; le probléme (@)
admet une unique solution vérifiant les propriétés de régqularité suivantes :

i) w e LP(Q); 72 Fw € LP(Q);w(0) = 0.
ii) 125 Dhw € LP(Q).

i) ¢t» Dyw € LP(Q).

iv) t*2a+%D§w € LP(0,1;W?27r(0,1)).

v) tv» Dyw € LP(0,1; W277(0,1)).

2.4 Retour au domaine U

Rappelons que : h(t,y) = t**g(t,y);9(t,y) = f(t,x) et w(t,y) = u(t,z) ou (t,y) = (¢, %)
alors, on a

1 1 1
2o+ a—2a |h /)|
/Ht +Ph(t,.)HW%,p(0’1) dt = [t p// %pﬂ dydy'dt
0 0 0
ta_zap// 2 f(t, x) —tzji(ltx)\dxdx ”
z ta ta
0

t“ te
t> e

/
t2a0’p //|f /|20p+1)| d dx dt
0

On peut alors conclure que : 4,0_2+%h € LP(0,1;W?72(0,1)) i.e.

I
o — - o~ o—_ ~

(t,
o 25k € LP(0,1; W*(0,1)) @/ %p//'f 7) ,|2ap+1)| duda’dt < o0

Ce qui est notée par I'espace
LY, (0,1; W2or).

De méme maniére, on peut démontrer les équivalences suivantes :

Proposition 2.5 .

i) 720" %w € LP(0,1; LP(0,1)) si et seulement si u € L7, (U).

ii) f2a+%D§w € LP(0,1;W?72(0,1)) si et seulement si D*u € LZ% (0,1; W?2o»),
iii) t» Dyw € LP(0,1; W?292(0,1)) si et seulement si Dyu € LZ%(O7 1; W?2op),

De cette derniére proposition, on peut lancer le théoréeme d’existence, d’unicité et de régularité
de la solution du probléme ([2.1J).
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2.5 Reégularité de la solution

Théoréme 2.1 Supposons et soit o € 10,1] tel que 0 < o < % alors, IN* tel que

VYA > N\ et pour tout [ € LZQG(O, 1; Wg"’p), le probléme admet une unique solution u
vérifiant les propriétés de régularité : u, Dyu, Dyu et D? appartiennent o LZ 20 (0, 1; TW/29P).



Chapitre 3

Etude du probléme parabolique
dégénéré autonome par la méthode de
Dore-Venni

3.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons faire I’étude de ’équation

{ Dyu(t, z) — D2u(t, z) + Am(t, z)u(t, z) = f(t, )
u\ov-r; =0

1
dans le cas ot o(t) = vt avec m =t~ et A > o

On commencera par ’écriture abstraite du probléme

p*(t)Dyw(t,y) — Diw(t,y) — 4(t)p(t)yDyw(t,y)
+iM(t, y)*(tw(t,y) = ©*(t)g(t, ) (3.2)
w\oo-r, = 0

puis, on vérifiera que les opérateurs A et B vérifient (DV1) (DV2) et (DV3) et finalement,
on lancera le théoréme d’existence et d’unicité de la solution.

Le probleme (3.1)) est équivalent au probléme suivant posé dans l’espace de Banach X =
LP(0,1)

t () + Lw(t) + Mw(t) = tg(t)
{ (0) = 0 g (3.3)
" {205 = b € 201 40) = 1) =0} -
(L) (y) = =" (y) — 399 (v). '

Remarque 3.1 D(L) =X
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On commence par ’étude du probléme 1D dans le cas particulier : A = %
Donc, le probléme (3.3)) devient :

fu (1) + Lu(t) + 2ipw(w — ()
w(0) =0

(3.5)

Avec hy(t) = tg(t) appartenant a ’espace Es tel que :

By = {h e 17(0,1; (0, 1)) : %0 € 17(0,1,17(0, 1)) |

Illg, = |[e 2]

Lr(0,1)

3.2 Formulation abstraite

D’apres ce qui précede, le probleme (3.5)) peut s’écrire sous la forme abstraite suivante :

Aw + Bw = hy
ol 7
{ { £ € Lr(0, 1, WR(0,1) N WG P(0,1)) }
et

{ {t2pw € L*(0, LX)} (3.6)

(Bw)(t) = tw'(t) + w(t) te(0,1).

Remarque 3.2 1l est clair que la condition (DV3) est satisfaite, il reste alors & montrer que
les opérateurs A et B vérifient (DV1) et (DV2) afin d’appliquer le théoréme de Dore-Venni.

Proposition 3.1 L’opérateur B vérifie (DV1) et (DV2).
Preuve. La preuve est basée sur la résolution de ’équation spectrale :

Bw+ zw=hy, hy € E5,2> 0

cette derniére est équivalente a
tw'(t) + —w(t) + zw(t) = h(t)

qui admet la solution suivante :
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Montrons que w(0) = 0. On a :

, 1
c [ s < [ ) ds
0 X 0
1
—q 1
< il ([ s¥ds):
0
1 1_1
< HMHEQWtq 3
2
t2p—3 g
2]
< Hh1||E2

d’ou le résultat car p > % (rappelons que % + i =1).
D’autre part, on a :

|1+ B) " half;, = Il

et
1
() = /t 1y (5)ds
0
1
= /t‘z 'K.(t,s)s 1Jrﬁh(s)ds
ou
—lgr sis <t
si s > 1.
Alors :
1
sup /|K (t,8)]ds < sup /t “lg*ds < ——, pour tout z > 0
tel0,1] tel0,1] z+1
car :

1

z+1 71 1
/tzlszds e —
z+1], =z+1

0
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et
1 t

1
sup /|Kz(t,s)] dt < sup /tZIszdt < —, pour tout z > 0

I\

s€[0,1 s€[0,1
[ ]O [ ]0

I
1 s 1 1
/|Kz(t,s)|dt:/|Kz(t,s)|dt+/|Kz(t,s)|dt:/|Kz(t,s)|dt:sz F
0 0 s s

Dong, il existe une constante C(p) telle que :

¢l

|(B+=2I)~ , pour z assez grand

e <

De plus, on peut voir que :

(B~hy)(t) = t7 / s' "% h(s)ds

et )
(B ha)(®)]| <72 ||l

ce qui implique que :
1B= Pl g,y < C@0) Pl -
Donc, 'opérateur B vérifie (DV1).
Maintenant, pour montrer que B € Bip(E,), on pose :
Bw = Byw + iw
2p
avec
D(By) = {w € B tww' € LP(0,1; X); w(0) = 0}
(Bow)(t) = tw'(t);t € (0,1).
11 suffit de montrer que By € Bip(Es) (voir[16], théoréeme 3).

D’aprés les mémes techniques de Dore-Venni utilisées dans[2], on a :

[e.o]

(Br0) (1) = Fgmr=sy | A (O B ) 0ay

0
o) t

= ﬁ / A / s*hw(s)dsd\
)

T( /
- F(zI‘l—z ZA/
eyl

H~|CIJ

0

ds

z)Fl—z s

0

¢
A~ Z/exp /\ln Jw(s)—dA.
0

—Zz

—Z

)
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En faisant le changement de variable

t t —z
M= —)\ln(i) = )\ln(;) donc du = In ;CD\ et A7 = ( Mt ) .

D’ou

(By*w) () = OS]

Posons maintenant pour 7 < 0;

t
t=e¢" et s=e’ donc In—- =Ilne” —lne’ =7 —o0.

s
Ce qui implique que :
—Z T 1 | z—1 o
(By*w) (e7) = B (r — o) w(e)do, T <0
1
Posons pour w = —1 4+ —,
2p
9(0) = o max {0, 0 1) g € B
['(2) ’ ’ ’
Et

(o) = eo(w+%)w(e”) pour o € (—00,0)
0 pour o € (0, +00)

On a bien que : 1
(% ¢) (1) = ") (By#w) (€7)

car :

(4 ) (7) =‘/wv—awme

1 _
= / (max {o,0})” 1ea(w+%)ea(w+%)w(e”)d0
R
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Alors, pour tout 7 € R :

hSA

0

TP /

—0o0

p

do

X

ea(w%)w(e")

S =

0

= | [Pt do

—0o0
En faisant le changement de variable e” = ¢, on obtient :
1
1 P

6oy = | [ 7 IO

0
1
/ I w ()|l dt
0

= |wllg, -

Puisque ¢ € L'(R) alors, sa transformée de Fourier est donnée par :

_ 1 b —iog _2—1_—o(w %)
F()(&) = \/Z_pl“(z)/e Sor e T do

0
1 by ; 1
—o(if—w—=) z—1
< (& P o do.
2pI'(z /
vpr(z) J
1

En faisant le changement de variable y = o (i —w — =), on obtient :

FONO = —rrsy [ em i == )i = )
1 1 —p,,z=1 I
= \/Q_pF(z)[e Wrrdu (i€ — w )
= (i w—)

Cette derniére égalité est obtenue en utilisant la définition de la fonction Gamma :

On a

d d, 1 1 R
d—gF(?ﬂ)(ﬁ) = d_§<\/_2_p(_§_w+@ )

1
= —iz(—= —w+i)F L
p

3

_ _iz(_% —w+ i) F(¥)(€).
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et
d2 d d
TF©O = % (Lrwe)
d . 1 s\ —z—1 L
— d_f(_m(_l_? —w +if) \/Z_p)

S 1)(—% Cwrie)

-
i)

1 e
= —z(z+ 1)(—1—? —w +1§) P F(Y)(€).
Maintenant, posons : z = n — ir avec (n,7) € ]0,1[ x R et

o ={ P e (e

— —

D’apres le théoréme de multiplicateur de Mikhlin, on a

1Bswllz, < ||@x0)

LP((—00,+00); X)

o
&2 PO 1ol

< (Cmax(su
- ogg‘gz( P

__Rez
2

< o0+ |z]2)sup {((w—l—%)z—i-@) e(Imzarg(—w+;+i§)>:| HwHE2

< C(l+n*+ 7’2)6§|T| ||w||E2 )

1 1
Puisque —w — % =1- T > 0, alors d’aprés le corollaire l} on a :
p P

1BE |y < CL+12)eBN

Iz e
Voir Annexe A.9 de Dore et Venni D.V [2]; Par conséquent, la condition ii) de (DV2) est

Fis
satisfaite avec g = 5 + €, pour tout € > 0.

Proposition 3.2 L’opérateur A vérifie (DV1) et (DV2).

Preuve.
Maintenant, on s’intéresse a I'opérateur A et sa réalisation définie par :

(Ly) = Lot + P
Ou Lg et P sont définis comme suit :

{ D(Lo) = { € W}(0,1) : :(0) = (1) = 0}
Loy = ="
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{ D(P) = Wpl(O, 1)
Py = .
L’opérateur Ly est sectoriel (chapitre 2). De plus, grace a l'inégalité de Holder, pour ¢ €

D(Ly) C D(P), on a

|‘P¢HL1>(0,1) < C(p) H¢|’D(L0)

Et Popérateur P = m o i od est compact de D(Lg) dans E donc L est sectoriel.
De plus, il existe rqg > 0 tel que :

p(—=L) D Z ={\:]arg\| <7m— €} ou g G]O,g[

T—€1

La théorie classique des équations différentielles du second ordre avec les conditions de Diri-
chlet nous donne, pour tout § > 0;

p(—(L+6I)) D > ={\:|arg\| <7 —e}

T—e€1

VA € Z |(Ls + 61) 1||L

T—e€1

Ms
(1 + 1Al

ou Ls = L + 01. Par conséquence, Ls est un opérateur positif.
D’aprés Labbas-Moussaoui [13]; (Lo + 61)% forme un groupe fortement continu tel que pour
tout v, > 0, 3My > 0 vérifiant :

| (Lo + 61)* < Moe™ ¥s e R

Vol e,y =
D’autre part, pour tout n € ]0, 1], (Lo+01)" est défini et son domaine D((Lg+d1)") coincide

avec ’espace d’interpolation complexe :
[L7(0,1), D(Lo + 61)],, > W'*(0,1) = D(P) quand n — 1.

Voir Triebel[19]. Alors, d’aprés le théoréme (|1.7), I'opérateur (Ls)* est borné pour tout
scRet

[(L6)* || gy < MzeltM, Ws € R, Ve > 0

Alors, on a les mémes résultats pour 'opérateur A + 61, pour tout 6 > 0.
Maintenant, appliquons les mémes techniques utilisées dans la preuve du théoréme Al et le
lemme A2, pages : 89-90 dans [6], on obtient :

9A=9L5=e+fyle]o,g[

La condition 04 + 05 < 7 est vérifiée.
D’ou la preuve de la proposition est achevée.
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3.3 Solution stricte

Puisque les opérateurs A et B vérifient (DV1), (DV2) et (DV3) alors, en appliquant le théo-
réeme de Dore-Venni, on obtient le résultat suivant :

Proposition 3.3 Soit hy € Fs, alors le probléme admet une unique solution vérifiant :
1. w € Ey;w(0) = 0.
2. t e LP(0,1; W2P(0,1) N W20, 1)).
3. tww' € LP(0,1; LP(0,1).

3.4 Retour au domaine U
Dans le domaine triangulaire U, utilisons les changements de variables :
hi(t,y) =tgt.y) 5 g(ty) = f(t,2)

avec f € LP(U), on a alors :
hi € Es.

De la derniere proposition, on peut tirer le résultat suivant :

Proposition 3.4 .
1. we By = ttu e LP(U).
2. t % D2w € LP(0,1; LP(0,1)) = D?u € LP(U).
Donc I’équation (3.1)) implique
Dyu = D>u— X "'u+ f € LP(U).
D’otul le théoreme suivant :

Théoréme 3.1 Pour f € LP(U) et A > ﬁ, le probléme admet une unique solution
ue H?U).

Remarque 3.3 Notre approche pour résoudre @ et peut étre aussi utilisée dans des
situations plus générales pour l'opérateur elliptique L(t) et L.
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