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Introduction

Le travail accompli dans ce mémoire a pour objectif de faire une synthèse sur le travail de R.
Labbas, A. Medeghri et B. K. Sadallah [12] concernant l�étude d�une classe des équations pa-
raboliques dégénérées dans le cadre des espaces Lp posées dans des domaines non-cylindriques
de la forme :

U = Ut2]0;1[(t)� It

avec
It = fx : 0 < x < '(t)g :

' : [0; 1]! R est une fonction continue donnée telle que '(0) = 0.On montrera des résultats
de régularité pour les solutions obtenues. La régularité optimale est obtenue dans les espaces

Lp avec p >
3

2
lorsque

'(t) = t�; � >
1

2
avec une régularité sur le second membre qui est dans un sous espace de Lp(U) avec

p > 1 + �

dont on utilisera les résultats de Labbas-Terreni et lorsque � = 1
2
c�est à dire

'(t) = t
1
2

avec second membre dans Lp(U) et dans cette approche, on utilisera les résultats de Dore-
Venni.

0.1 Position du problème

On étudie l�équation parabolique autonome :�
Dtu(t; x)�D2

xu(t; x) + �m(t; x)u(t; x) = f(t; x)
un@U��1 = 0

(0.1)

Où U est un domaine non-cylindrique de la forme :

U = Ut2]0;1[(t)� It
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Avec
It = fx : 0 < x < '(t)g

�1 = f1g � [0; 1[, � est le paramètre spectral positif. Le second membre f étant dans Lp(U)
avec

p >
3

2
(0.2)

Le domaine non-cylindrique par rapport au temps du bord @U' = f(t; '(t) : 0 < t < 1g peut
être considéré comme une approximation d�une �amme ce qui donne un intérêt à l�équation
(0.1) dans la théorie de combustion. D�autre part, l�analyse de l�équation avec le paramètre
spectrale � et le multiplicateur à poids m(:) joue un rôle important puisqu�il provient na-
turellement de la linéarisation des équations de di¤usion non linéaires ([7],[8]). La fonction
m(:) peut aussi modéliser le coe¢ cient de l�échange avec l�environnement extérieur.
Le changement de variable :

(t; x)! (t; y) = (t;
x

'(t)
)

transforme U en un rectangle 
 = ]0; 1[� ]0; 1[.
Posons :

u(t; x) = w(t; y) et f(t; x) = g(t; y)

on a

Dtu(t; x) = Dtw(t; y)�
�'(t)

'(t)
y;

Dxu(t; x) =
1

'(t)
Dyw(t; y)

et
D2
xu(t; x) =

1

'2(t)
D2
yw(t; y)

Donc, le problème (0.1) est transformé dans 
 en un problème d�évolution dégénéré :�
'2(t)Dtw(t; y)�D2

yw(t; y)� �'(t)'(t)yDyw(t; y) + �M(t; y)'2(t)w(t; y) = '2(t)g(t; y)
wn@
��1 = 0

(0.3)
Avec �1 = f1g � ]0; 1[ et M(t; y) = m(t; x)
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Il est facile à voir que f 2 Lp(U) si et seulement si '�2+
1
ph 2 Lp(
) tel que h = '2g car

f 2 Lp(U)()
1Z
0

(

'(t)Z
0

jf(t; x)jp dx)dt <1

()
1Z
0

1Z
0

(jg(t; y)jp '(t)dy)dt <1

()
1Z
0

1Z
0

���' 1
p g
���p dydt <1

() '�2+
1
ph 2 Lp(
)

Ce qui implique que h 2 Lp(
).
Puisque h = ('�2+

1
ph)'2�

1
p et �2 + 1

p
> 0; alors la fonction h appartient au sous espace

fermé de Lp(U) dé�ni par :

E' =
n
h 2 Lp(0; 1; Lp(0; 1)) : '�2+

1
ph 2 Lp(0; 1; Lp(0; 1))

o
muni de la norme :

khkE' =



'�2+ 1

ph




Lp(0;1;Lp(0;1))

Dans ce travail, on est intéressé particulièrement à la question : quelles sont les conditions sur
' qui assurent une régularité optimale i.e. une solution u appartenant à l�espace anisotropique
de Sobolev :

H1;2
p (U) =

�
u 2 Lp(U) : Dtu;D

j
xu 2 Lp(U); j = 1; 2

	
L�approche qu�on utilisera dans ce travail est basée sur l�application directe de la théorie des
sommes d�opérateurs dans les espaces de Banach.
On montrera que la réponse à la question précédente est positive dans les deux cas suivants :
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1. Quand f est régulier, la fonction t ! �'(t)'(t) est holderienne et le coe¢ cient du
multiplicateur à poidsm est une fonction du bord parabolique dans le sens quem(t; x) =
m(t) = ('(t))�2. Il correspond pour le moment au cas modèle '(t) = t� avec � > 1

2
et

dans ce cas, on utilisera les résultats de Labbas-Terreni.

2. Quand f est uniquement dans Lp(U), on traite le cas '(t) =
p
t et m(t; x) = t�1 et ici,

on utilisera le célèbre théorème de Dore-Venni donné dans [2].

Ce travail est aussi une extension du cas hilbertien (p = 2) étudié dans Sadallah[17] dont les
auteurs ont considérés les cas : � = 0 et m = 0

0.2 Contenu des chapitres

Ce travail est organisé comme suit :
Le chapitre 1 est consacré aux rappels et dé�nitions qu�on aura besoin dans la suite du
travail.
Au chapitre 2, on fera l�étude du problème (0.1) dans le cas où

'(t) = t� avec � >
1

2
;m(t) = t�2�

Et supposons que
p� 1 > � (0.4)

Pour � 2 ]0; 1[, on introduit le sous espace de Lp(U) suivant :

Lp'2�(0; 1;W
2�;p
' ) =

8<:f 2 Lp(U) :
1Z
0

'(t)2�p
'(t)Z
0

'(t)Z
0

jf(t; x)� f(t; x0)jp

jx� x0j2�p+1
dxd�xdt <1

9=;
Le résultat essentiel dans ce chapitre est le suivant :

Théorème 0.1 Supposons (0.4) et soit � 2 ]0; 1[ tel que 0 < � < 1
2p
; alors 9�� tel que

8� � �� et 8f 2 Lp'2�(0; 1;W
2�;p
' ) le problème (0.1) admet une unique solution stricte u

véri�ant les propriétés de régularité :

u;Dtu;Dxu et D2
xu 2 L

p
'2�(0; 1;W

2�;p
' )

Dans le chapitre 3, on considère le cas limite � = 1
2
c�est à dire '(t) = t

1
2 et m(t) = t�1 et

on montrera le résultat suivant :

Théorème 0.2 Pour f 2 Lp(U) et � � 1
2p
, le problème (0.1) admet une unique solution

u 2 H1;2
p (U) .

Remarque 0.1 Notons que dans le 3�eme chapitre, on obtient des résultats maximales pour
tout � � 1

2p
:



Chapitre 1

Outils et Rappels

Dans ce chapitre, nous introduisons les outils nécessaires par la suite, nous rappellerons
certains théorèmes utiles à la compréhension des démonstrations.
Dans ce qui suit ; E est un espace de Banach.

1.1 Les opérateurs linéaires

Soit A un opérateur linéaire de domaine D(A) inclus dans un espace de Banach complexe E
à valeurs dans E:

Dé�nition 1.1 On dit qu�un opérateur A est borné si et seulement si :

D(A) = E et sup
k'k<1

kA'k <1:

Dé�nition 1.2 Soit A : D(A) � E ! E un opérateur linéaire dans E. A est fermé si et
seulement si : 8('n) � D(A) et 8(';  ) � E � E, on a�

'n �! '
A'n �!  

=)
�
' 2 D(A)
A' =  

Dé�nition 1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé. A est dit sectoriel si :

1. D(A) et Im(A) sont denses dans E

2. ker(A) = f0g
3. ]�1; 0[ � �(A) et 9M � 1 tel que kt(A+ tI)�1k �M , pour tout t > 0

Dé�nition 1.4 A est dit positif si ]�1; 0] � �(A) et il existe C � 0 telle que

(A� t)�1



L(E)

� C

1 + jtj ;8t � 0



1.2 Les semi-groupes 6

1.2 Les semi-groupes

Dé�nition 1.5 Une famille T (t), 0 � t � 1 d�opérateurs linéaires bornés de E dans E est
un semi-groupe si :

1. T (t+ s) = T (t)T (s) pour s � 0 et t � 0
2. T (0) = I, (I est l�opérateur identité).

Remarque 1.1 Lorsque la première propriété est vraie pour s; t 2 R alors, on dit que T (t)
est un groupe.

Exemple 1.1 Soit A 2 L(E) : Alors t 7! G(t) = etA est un groupe sur E:

Exemple 1.2 Soit E = Lp(R); 1 � p < 1 et (G(t)f)(x) = f(x � s) alors ;G est un groupe
appelé groupe de translation de Lp:
On a

kf(x� s)kLp = kf(x)kLp donc kG(t)k = 1
Alors G(t) 2 L(E) et

(G(t)G(s))(x) = (G(t)f)(x� s)

= f(x� s� t)

= (G(t+ s)f)(x)

donc : G(t+ s) = G(t)G(s)

Dé�nition 1.6 On appelle générateur in�nitésimal du semi-groupe (T (t))t�0, l�opérateur A
dé�ni sur le domaine

D(A) =

�
' 2 E : lim

t!0

(T (t)'� ')

t
existe

�
par

A' = lim
t!0

(T (t)'� ')

t
, pour ' 2 D(A):

Exemple.
Soit A un opérateur borné dans E, alors 8t � 0; G(t) = etA est un semi-groupe uniformément
continu et son générateur in�nitésimal est l�opérateur A:
En e¤et

kG(t)�G(t+ h)k = kG(t)�G(t)G(h)k
= kG(t)k kI �G(h)k
= kG(t)k



etkAk � 1


Donc

kG(t)�G(t+ h)k ! 0 quand h! 0
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D�où la continuité uniforme.
D�autre part, 



1t (G(t)� I)� A





 =





1t (etA � I)� A






=






1tX
n�2

tn

n!
An







� t kAk2 etkAk

Quand t! 0 alors, A = lim
t!0

1

t
(G(t)� I) limite uniforme donc forte.

1.2.1 Semi-groupes fortement continus

Dé�nition 1.7 On dit qu�un semi-groupe (T (t))t�0 d�opérateurs linéaires est fortement continu
si :

lim
t!0

kT (')� 'kE = 0 , pour tout ' 2 E

On dit aussi que (T (t))t�0 est C0 semi-groupe.

Théorème 1.1 Soit (T (t))t�0 un C0 semi-groupe. Il existe deux constantes réelles M � 1,
! � 0 telles que

kT (t)k �M exp!t, pour t 2 [0;1[ :

Corollaire 1.1 Si A est le générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (T (t))t�0 sur E,
alors D(A) est dense dans E et A est un opérateur fermé.

Remarque 1.2 D�après ce corollaire, le graphe de A est un sous espace fermé du produit
E � E alors, on peut munir D(A) d�une structure d�espace de Banach en considérant sur
D(A) la norme dite, norme du graphe, dé�nie par

k'kD(A) = k'k+ kA'k :

1.2.2 Semi-groupes analytiques

Dé�nition 1.8 Soient le secteur � = fz 2 C : �1 < arg z < �2g et T (z) un opérateur linéaire
borné. La famille (T (z))z2� est dite semi-groupe analytique, si :

1. T (0) = I

2. T (z1 + z2) = T (z1)T (z2) pour z1,z2 2 �
3. lim

z!0;z2�
T (z)' = ' pour tout ' 2 E

4. z ! T (z) est analytique sur �:
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1.3 Les espaces d�interpolations

Soient (E; k:k0) et (E1; k:k1) deux espaces de Banach s�injectent continûment dans un espace
topologique séparé F , posons8>><>>:
k'kE0\E1 = k'kE0 + k'kE1 si ' 2 E0 \ E1

k'kE0+E1 = inf
'i2Ei;'0+'1='

(k'0kE0 + k'1kE1) si ' 2 E0 + E1

Il est connu que les espaces (E0 \ E1; k:kE0\E1) et (E0 + E1; k'kE0+E1) sont des espaces de
Banach.

Dé�nition 1.9 On dira que x 2 (E0; E1)�;p (avec 0 < � < 1) et p 2 [1;1]) si
1. 8t > 0, 9u0(t) 2 E0, 9u1(t) 2 E1 : x = u0(t) + u1(t)

2. t��u0 2 Lp�(R+; E0) et t1��u1 2 Lp�(R+; E1)
avec la modi�cation usuelle pour p =1.

Remarque 1.3 Lp� désigne l�espace des fonctions p�intégrable avec la mesure
dt

t
, alors on

a :

t��u0 2 Lp�(R+; E0) ()
+1Z
0

t�� ku0(t)kpE0
dt
t
<1

Résultats utiles sur les espaces d�interpolation
Lorsque A véri�e certaines propriétés spectrales, on sait donner des caractérisations explicites
de l�espace DA(�; p) pour p 2 [1;1] et 0 < � < 1, comme par exemple :
1er cas : Supposons que �(A) � R+� et qu�il existe une constante c > 0 tel que

8� > 0 :


(A� �I)�1




L(E)

� c

�

alors,
DA(�; p) =

�
' 2 E; t�A(A� �I)�1' 2 Lp(R+; E)

	
2�eme cas : Si A génère un semi-groupe fortement continu et borné dans E, alors

DA(�; p) =
�
' 2 E : t��(exp tA� I)' 2 Lp�(R+; E)

	
3�eme cas : Si A génère un semi-groupe analytique dans E, alors

DA(�; p) =
�
' 2 E : t1��A exp(tA)' 2 Lp�(R+; E)

	
:

1.4 Théorème de trace de Lions

Théorème 1.2 x 2 (E0; E1)�;p si et seulement s�il existe une fonction u : R+ ! E0 avec
u = u0 + u1 telle que :

1. t��u0 2 Lp�(E0)
2. t1��u1 2 Lp�(E1)

On dit que x = u(0) est la trace de u en 0:



1.5 Lemme de Schur 9

1.5 Lemme de Schur

Dé�nition 1.10 Soit k : 
1 � 
2 ! R mesurable, on dé�nit l�opérateur K par :

(Kf)(x) =

Z

1

k(x1; x2)f(x1)dx1

Si

1. 9a > 0;8x2 2 
2 :
Z

1

jk(x1; x2)j dx1 � a

2. 9b > 0;8x1 2 
1 :
Z

2

jk(x1; x2)j dx2 � b

Alors K 2 L(Lp(
1; Lp(
2)), 8 1 � p � 1:

1.6 Espace UMD

Dé�nition 1.11 Un espace de Banach possède la propriété UMD (Unconditional Martin-
gales Di¤erences) si : 






nX
k=1

�kdk







Lp(R;E)

� C(p)







nX
k=1

dk






 ; 8n 2 N

Pour toute martingale (dk)k=1;:::n et pour toute suite (�k) 2 f�1; 1g
n :

1.6.1 Transformation de Hilbert

Dé�nition 1.12 Soit � 2 ]0; 1[. Pour toute fonction f 2 Lp(R) avec p 2 ]1;+1[, on peut
dé�nir la transformée de Hilbert par :

Hf = lim
�!0

H�(f)(x) = lim
�!0

Z
�<jsj< 1

�

f(x� s)

s
ds:

Théorème 1.3 Soit E un espace de Banach et p 2 ]1;+1[, alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. � symétrique et biconvexe

2. �(0; 0) > 0

3. �(x; y) � kx+ yk, 8x; y 2 E avec kxk+ kyk = 1:

Remarque 1.4 Si 1 < p <1 et E est UMD alors Lp(0; 1; E) est UMD.

Exemple L1(R) n�est pas UMD.
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1.7 La classe Bip(E; �)

Dé�nition 1.13 Si A : E ! E est un opérateur borné positif, la puissance complexe de
l�opérateur A est dé�nie par

Azx =
1

2i�

Z



tz(tI � A)�1xdt;

Où z est un nombre complexe arbitraire.

Dé�nition 1.14 Si A est un opérateur linéaire fermé sectoriel, on dé�nit la puissance com-
plexe de partie réelle positive (pour 0 <Re z <1) par la représentation suivante :

Azx =
1

�(1� z)�(z)

+1Z
0

t�z(tI + A)�1xdt:

Dé�nition 1.15 On dit que A 2 Bip(E) (Bounded Imaginary Powers) si : Ais 2 L(E) pour
tout s 2 R et

sup


Ais



s2]�1;1[
<1:

Remarque 1.5 Pour un opérateur sectoriel, les puissances complexes Az, z 2 C sont bien
dé�nis mais non nécessairement bornées (voir [10]).

1.8 La fonction Gamma

Dé�nition 1.16 La fonction gamma est donnée par :

�(z) =

+1Z
0

e�ttz�1dt, z > 0:

1.9 Sur la théorie des sommes d�opérateurs

1.9.1 La méthode de Labbas-Terreni

Supposons que les opérateurs A et B véri�ent les hypothèses suivantes :

(LT1)

8>>>>>>><>>>>>>>:

9r; CA; CB > 0; �A; �B > 0 tel que

i)

�
�(�A) �

P
�A
= fz : jzj � r et jarg zj < �Ag

8z 2
P

�A
: k(A+ zI)�1kL(E) �

CA
jzj :

ii)

�
�(�B) �

P
�B
= fz : jzj � r et jarg zj < �Bg

8z 2
P

�B
: k(B + zI)�1kL(E) �

CB
jzj :

iii) �A + �B > �:
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Où �(�A) (respectivement �(�B) ) désigne l�ensemble résolvant de (�A) (respectivement
(�B))

(LT2)

8>>><>>>:
9C > 0; �0 > 0 (avec �0 2 �(�B)); � ; � tel que

i)

� 8� 2 �(�A) et 8� 2 �(�B);
k(A+ �0)(A+ �I)�1 [(A+ �0)

�1; (B + �I)�1]kL(E) � C
j�j1�� j�j1+�

ii) 0 � � < � � 2:
Alors, le résultat principal de Labbas-Terreni est donné par le théorème suivant :

Théorème 1.4 (de Labbas-Terreni)
Sous les hypothèses (LT1) et (LT2), il existe �� tel que 8� � �� et 8h 2 DA(�; p), l�équation

Aw +Bw + �w = h

admet une unique solution w 2 D(A) \D(B) avec les régularités :

Aw;Bw 2 DA(�; p) et Aw 2 DB(�; p)

Pour tout � véri�ant � � min(�; �� �):

1.9.2 La méthode de Dore-Venni

Supposons que E est UMD et que A et B véri�ent les hypothèses suivantes :

(DV1)

8>>>><>>>>:
i) D(A) et D(B) sont denses dans E

ii)

�
�(A) � ]�1; 0[ et9MA � 1 tel que
8� � 0; k(A+ �I)�1kL(E) �

MA

(1+�)
:

iii)

�
�(B) � ]�1; 0[ et9MB � 1 tel que
8� � 0; k(B + �I)�1kL(E) �

MB

(1+�)
:

(DV2)

8>><>>:
9K > 0; �A; �B 2 [0; �[ tel que
i) Ais 2 L(E);8s 2 R kAisk � K exp(jsj �A)
ii) Bis 2 L(E);8s 2 R kBisk � K exp(jsj �B)
iii) �A + �B < �:

(DV3)

�
Pour tout � 2 �(�A) et tout � 2 �(�B)
(A+ �I)�1(B + �I)�1 = (B + �I)�1(A+ �I)�1

Alors, le résultat principal de Dore-Venni est donné par le théorème suivant :

Théorème 1.5 (de Dore-Venni)
Sous les hypothèses (DV1), (DV2) et (DV3) ; (A + B) est fermé, inversible et (A + B)�1 2
L(E):

Remarque 1.6 En général, l�hypothèse (DV2) est di¢ cile à véri�er dans les cas concrets.
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1.10 Espaces de Sobolev

Dé�nition 1.17 Soient m un entier positif et � 2 N: On dé�nit la norme k:km;p pour
1 � p <1 par :

kukm;p =
 X
0���m

kD�ukpp

! 1
p

et pour p =1; par
kukm;1 = max

0���m
kD�uk1 :

Alors, on dé�nit l�espace de Sobolev comme suit

Wm;p(
) = fu 2 Lp(
); D�u 2 Lp(
) pour 0 � � � m g

Où D�u est la dérivée de u au sens des distributions.

Exemple.
W 2;p(
) = fu 2 Lp(
); u0 2 Lp(
) et u00 2 Lp(
)g

muni de la norme

kuk2;p =
 X
0���2



u(�)

p
p

! 1
p

:

est un espace de Sobolev.

1.11 Transformée de Fourier dans L1(R)
Dé�nition 1.18 Soit f 2 L1(R), on a

F (f)(�) = f̂(�) =
1

2�

Z
R

exp(�ix�)f(x)dx

Où F (f) est la transformée de Fourier (T.F) de f:

1.12 Théorème de Mikhlin

Dé�nition 1.19 Soit E un espace UMD, p 2 (1;1), m(�) 2 C2(Rn f0g) et

Y (m) = sup
�2R

max
�
jm(�)j ; j� �m(�)j ;

���2m(�)��	 <1
alors, la transformation (Tu)(t) = F�1(m(�)Fu(�))(t) véri�e

kTukLp(R;E) � CY (m) kuk
Lp(R;E)

Où C dépend uniquement de p et de E:
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Théorème 1.6 (de Fubini) Soit f : R � R ! �R une fonction mesurable et E � F un
ensemble mesurable de R� R
i) Si f est positive sur E � F , on aZ

E�F

f(x; y)dxdy =

Z
E

dx

Z
F

f(x; y)dy =

Z
F

dy

Z
E

f(x; y)dx (*)

ii) Si f est intégrable sur E � F , la fonction x ! f(x; y) (respectivement y ! f(x; y)) est
intégrable pour presque tout x (respectivement y), alors (*) est véri�ée

iii) f est intégrable sur E � F si et seulement si :Z
E

dx

Z
F

jf(x; y)j dy ou
Z
F

dy

Z
E

jf(x; y)j dx est �nie.

1.13 Inégalité de Hölder

Dé�nition 1.20 Soient f 2 Lp(U) et g 2 Lq(U) avec 1
p
+ 1

q
= 1, alors

fg 2 L1(U) et
Z
U

jf(t)g(t)j dt � kfkp kgkq :

1.14 Convolution des fonctions

Dé�nition 1.21 Soient f et g deux fonctions de R dans C. On appelle convolution de f et
g la fonction f � g, si elle existe, dé�nie par :

f � g(x) =
Z
R

f(x� t)g(t)dt =

Z
R

f(u)g(x� u)du:

Théorème 1.7 Soient E un espace de Banach complexe et B : D(B) ! E un opérateur
positif à puissances imaginaires bornées de plus, B forme un groupe fortement continu avec

Bis



 �M exp(� jsj):

Supposons que : A : D(A)! E est un opérateur fermé et que D(B�) � D(A), pour � 2 ]0; 1[.
S�il existe � 2 [0; �[ tel que les spectres de B et de A+B sont contenus dans le secteur

�� = fr exp(i�) : r > 0; � � � � � �g

et
max

�

(r exp(i�)�B)�1


 ;

(r exp(i�)� A�B)�1



	 � C(�)(1 + r)�1

quand � < � < 2� � �: Alors, les puissances imaginaires de A + B sont bornées et forment
un groupe fortement continu avec

(A+B)�z



 � �M exp((� +max f�; �g) Im(z)); pour � > 0 arbitraire.



1.14 Convolution des fonctions 14

Corollaire 1.2 Si � + 1
p
> 0 alors, 8s 2 R, Ais est un opérateur borné dans

Lp;�(R+; E) :=

8<:f ;R+ ! E :

Z
R+



t�f(t)

p
E
<1

9=; ;

De plus s! Ais est un groupe fortement continu et

Ais

 � C�(1 + s
2) exp(

�

2
jsj):



Chapitre 2

Etude du problème dégénéré de type
parabolique par la méthode de
Labbas-Terreni

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons faire l�étude de l�équation�
Dtu(t; x)�D2

xu(t; x) + �m(t; x)u(t; x) = f(t; x)
un@U��1 = 0

(2.1)

dans le cas où '(t) = t� avec � > 1
2
, m(t) = t�2� et

p� 1 > �; � � 1

2
(2.2)

Le changement de variable :
(t; x)! (t; y) = (t;

x

'(t)
)

transforme U en un rectangle 
 = ]0; 1[� ]0; 1[.
Donc, le problème 0.1 est transformé dans 
 en un problème d�évolution dégénéré :

�
'2(t)Dtw(t; y)�D2

yw(t; y)� �'(t)'(t)yDyw(t; y) + �M(t; y)'2(t)w(t; y) = '2(t)g(t; y)
wn@
��1 = 0

(2.3)
Avec �1 = f1g � ]0; 1[ et M(t; y) = m(t; x):
Posons X = Lp(0; 1) et w(t) = w(t; :), alors le problème (2.3) est équivalent au problème de
Cauchy dégénéré : �

t2�w0(t) + L(t)w(t) + �w(t) = t2�g(t) ; t 2 (0; 1)
w(0) = 0

(2.4)
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Où la famille (L(t))t2[0;1] est dé�nie par :�
D(L(t)) = f 2 W 2;p(0; 1) :  (0) =  (1) = 0g
([L(t)] ) (y) = � 00(y)� �t2��1y� (y) p:p:t 2 (0; 1) :

Avec
D(L(t)) = X: (2.5)

On doit résoudre l�équation :�
t2�w0(t) + L(t)w(t) + �w(t) = h(t) ; t 2 (0; 1)
w(0) = 0,

(2.6)

où h(t) = t2�g(t) appartient à l�espace E1 avec :

E1 =
n
h 2 Lp(0; 1;X) : t�2�+

�
p h 2 Lp(0; 1;X)

o
muni de la norme :

khkE1 =



t�2�+�

p h




Lp(0;1;X)

:

2.2 Formulation abstraite

L�équation (2.6) peut s�écrire sous la forme opérationnelle :

Bw + Aw + �w = h;

où (
D(A) =

n
w 2 E1 : t�2�+

�
pw 2 Lp(0; 1;W 2;p(0; 1) \W 1;p

0 (0; 1)
o

(Aw)(t) = L(t)w(t); t 2 (0; 1)
et (

D(B) =
n
w 2 E1 : t

�
pw0 2 Lp(O; 1;X) et w(0) = 0

o
(Bw)(t) = t2�w0(t); t 2 (0; 1) :

Notons que la trace w(0) est bien dé�nie dans D(B). En e¤et, on a :

t
�
pw 2 Lp(0; 1;X); t

�
pw0 2 Lp(0; 1;X)

et
�

p
+
1

p
< 1

en virtue de (2.2). Alors, w est continue sur [0; 1] (voir [19], lemme page 42).
Maintenant, on va montrer les hypothèses (LT1) et (LT2).

Remarque 2.1 w(0) est bien dé�nie d�après le théorème de traces de Lions avec

1

p
� �

p
= 1� 1

p
� �

p
> 0

cette dernière relation est vraie si p > 1 + �:
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Proposition 2.1 Les opérateurs A et B sont linéaires fermés à domaines denses dans E1.
De plus, A et B véri�ent (LT1).

Preuve.
Les propriétés de l�opérateur B sont basées sur la résolution de l�équation spectrale :

Bw + zw = h, z 2 Z

qui donne �
t2�w0(t) + zw(t) = h(t)
w(0) = 0:

La solution de l�équation homogène est donnée par :

w(t) = k exp

�
�z

1� 2�t
�2�+1

�
; k 2 R

Pour l�équation non homogème, on utilise la méthode de variation de la constante, on obtient

h(t) = t2�k0(t) exp

�
�z

1� 2�t
�2�+1

�
� k(t)z exp

�
�z

1� 2�t
�2�+1

�
+k(t)z exp

�
�z

1� 2�t
�2�+1

�
:

ce qui entraine que :

k0(t) =
h(t)

t2�
exp

�
z

(1� 2�)t
�2�+1

�
:

donc

k(t) =

tZ
0

h(�)

�2�
exp

�
z

(1� 2�)t
�2�+1

�
d� + c:

en utilisant les conditions initiales, on trouve :

w(t) = ((B + zI)�1h)(t)

= exp

�
z

(2�� 1)t2��1

� tZ
0

��2�h(�) exp

�
�z

(2�� 1)�2��1

�
d�:

Véri�ons que cette formule est bien dé�nie sur [0; 1] et que w(0) = 0: Posons � =
z

(2�� 1) ,
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alors

kw(t)k � exp

�
Re�

t2��1

� tZ
0




��2�+�
p h(�)




���
p exp

�
�Re�
��2��1

�
d�

�

0@ tZ
0




��2�+�
p h(�)




p d�
1A

1
p
0@ tZ

0

�
��q
p

1A
1
q

�
 

1

1� �q
p

! 1
q

t
1
q
��
p khkE1 ;

où
1

p
+
1

q
= 1:

Donc, w(t) est bien dé�nie et w(0) = 0 car
1

q
� �

p
= 1� 1

p
� �

p
> 0:

D�autre part, on peut écrire :

t�2�+
�
p ((B + zI)�1h)(t) = t�2�+

�
p!(t) (2.7)

=

1Z
0

��2�+
�
p h(�)K�(t; �)d�:

Où

K�(t; �) =

� 1

t
2���

p �
�
p
exp�(t�2�+1 � ��2�+1) si t > �

0 si t < �
(2.8)

Alors
1Z
0

jK�(t; �)j d� =
1

t2��
�
p

exp(Re(�)t�2�+1)

tZ
0

exp(�(Re�)��2�+1)
�
��
p

d�

Posons ��2�+1 = s alors ds = (�2�+ 1)��2�d� et donc d� = ds

(�2�+ 1)��2� :
Par conséquent :

1Z
0

jK�(t; �)j d� � 1

t2�
exp(Re(�)t�2�+1)

+1Z
t�2�+1

exp(�sRe�) ds

(2�� 1)��2�

� 1

t2�t�2�
exp(Re(�)t�2�+1)

+1Z
t�2�+1

exp(�sRe�) ds

2�� 1

� 1

2�� 1 exp(Re(�)t
�2�+1)

+1Z
t�2�+1

exp(�sRe�)ds:
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et
+1Z

t�2�+1

exp(�sRe�)ds =
�
� exp(�Re(�))s

Re�

�+1
t�2�+1

=
1

Re�
exp(�Re(�)t�2�+1):

Ce qui entraine que :

1Z
0

jK�(t; �)j d� �
1

2�� 1
1

Re�
� 1

Re z

et

max
t2[0;1]

1Z
0

jK�(t; �)j d� �
1

Re z
(2.9)

D�autre part,

1Z
0

jK�(t; �)j dt =
exp(�Re(�)��2�+1

�
�
p

1Z
�

1

t2��
�
p

exp(Re(�)t�2�+1)dt

Posons

t�2�+1 = s alors ds = (�2�+ 1)t�2�+1dt et donc dt = t2�

(�2�+ 1)ds

On obtient :

1Z
0

jK�(t; �)j dt =
exp(�Re(�)��2�+1)

�
�
p

1Z
��2�+1

1

t2��
�
p

exp(sRe�)
t2�

(2�� 1)ds

=

1Z
��2�+1

t
�
p exp(Re(�)s)

ds

2�� 1
exp(�Re(�)��2�+1)

�
�
p

=
1

2�� 1
exp(�Re(�)��2�+1)

�
�
p

��2�+1Z
1

1

s
�

p(2��1)
exp(sRe�)ds;
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et

��2�+1Z
1

1

s
�

p(2��1)
exp(sRe�)ds =

1+��2�+1
2Z
1

1

s
�

p(2��1)
exp(sRe�)ds

+

��2�+1Z
1+��2�+1

2

1

s
�

p(2��1)
exp(sRe�)ds

�

1+��2�+1
2Z
1

exp(sRe�)ds

+
1�

1+��2�+1

2

� �
p(2��1)

��2�+1Z
1+��2�+1

2

exp(sRe�)ds

� I1 + I2:

Alors, on a :

I1 � 1

Re�

�
exp(Re�

�
1 + ��2�+1

2

�
� Re�)

�
� 1

Re�
exp(Re�

�
1 + ��2�+1

2

�
:

et

1

2�� 1
exp(�Re(�)��2�+1)

�
�
p

I1 � 1

2�� 1
1

Re�

exp(�Re(�)��2�+1)
�
�
p

exp

�
Re�

�
1 + ��2�+1

2

��
� 1

Re z
exp

�
Re�

�
���2�+1

2
+
1

2

��
� 1

Re z

exp(�Re(�)(��2�+1 + 1)n2)
�
�
p

� 1

Re z

(exp��0(��2�+1 � 1)n2)
�
�
p

� C1(�; p)

Re z
:

Car la fonction � ! exp(��0(��2�+1 + 1)n2)
�
�
p

est continue sur [0; 1] :
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De plus,

1

2�� 1
exp(�Re(�)��2�+1)

�
�
p

I2 � 1

2�� 1
exp(�Re(�)��2�+1)
�
�
p
�
1+��2�+1

2

� �
p(2��1)

��2�+1Z
1+��2�+1

2

exp(sRe�)ds

� 1

2�� 1
exp(�Re(�)��2�+1)
�
�
p
�
1+��2�+1

2

� �
p(2��1)

�1
Re�

expRe�

�
1 + ��2�+1)

2

�

� 1

Re z

exp(�Re�(��2�+1 � 1)n2)
�
�
p
�
1+��2�+1

2

� �
p(2��1)

� 1

Re z

exp(��0(�
�2�+1 � 1)n2)

�
�
p
�
1+��2�+1

2

� �
p(2��1)

� C2(�; p)

Re z�
�
p
�
1+��2�+1

2

� �
p(2��1)

� C3(�; p)

Re z

En virtue que lim
�!0

1

�
�
p

�
1 + ��2�+1

2

� �

p(2�� 1)
= 1

Par conséquent, 9C(�; p) > 0 tel que :

max

1Z
0

jK�(t; �)j dt �
C(�; p)

Re z




t�2�+�
p h




Lp(0;1;X)

(2.10)

On applique le lemme de Schur en utilisant (2.9) et (2.10), on obtient :


t�2�+�
pw




Lp(0;1;X)

� C(�; p)

Re z




t�2�+�
p h




Lp(0;1;X)

D�où 

(B + zI)�1



L(E1)

� C(�; p)

Re z

On peut prendre �B =
�

2
� �0 (pour tout �0 2

�
0; �

2

�
).

L�étude des propriétés spectrales de l�opérateur A est basée sur celles de l�opérateur L(t) qui
est sa réalisation.
Pout tout t, on écrit l�opérateur L sous forme d�une somme de deux opérateurs :

(L(t) ) = L0 + P (t) 

Avec �
D(L0) = f 2 W 2;p(0; 1) :  (0) =  (1) = 0g
L0 = � 00
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et �
D(P (t)) = W 1;p(0; 1)
P (t) = ��t2��1y 0 = �b(t)y 0

Pour montrer que L0 est sectoriel, il su¢ t de calculer sa résolvante :�
� 00(t)� z (t) = f(t)
 (0) =  (1) = 0:

(2.11)

Il est connu que la solution de l�équation homogène est de la forme :

 (t) = C1e
p
�zt + C2e

�
p
�zt

On choisit la détermination analytique de la racine carrée de �z de telle sorte que :

Re
p
�z > 0

En appliquant la méthode des variations constantes pour l�équation non homogène, posons

 (t) = C1(t)e
p
�zt + C2(t)e

�
p
�zt

Où C1et C2 sont deux fonctions véri�ent le système suivant :�
C 01(t)e

p
�zt + C 02(t)e

�
p
�zt = 0p

�zC 01(t)e
p
�zt �

p
�zC 02(t)e�

p
�zt = f(t)

(2.12)

Après la résolution du système (2.12) et des simpli�cations, on trouve :

(L0 � z)�1f = �
1Z
0

Kp
�z(t; s)f(s)ds

Où

Kp
�z(t; s) =

8><>:
sinh

p
�z(1�t) sinh s

p
�zp

�z sinh
p
�z si 0 � s � t

sinh
p
�z(1�s) sinh t

p
�zp

�z sinh
p
�z si t � s � 1

Pour Re
p
�z > 0, on a

1Z
0

��Kp
�z(t; s)

�� ds �
coshRe

p
�z(1� t)

R s
0
cosh(tRe

p
�z)dt

jzj
1
2

��sinhp�z��
+
coshRe

p
�z(1� s)

R 1
s
cosh(tRe

p
�z)dt

jzj
1
2

��sinhp�z��
� coshRe

p
�z(1� t) sinhRe

p
�zs+ coshRe

p
�zt sinhRe

p
�z(1� t)

jzj
1
2 Re

p
�z
��sinhp�z��

� sinhRe
p
�z

jzj
1
2 Re

p
�z
��sinhp�z�� � C

jzj :
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car ��sinhp�z�� = eRe
p
�z

2

���1� e�2
p
�z
��� � C:

eRe
p
�z

2
:

Ainsi l�opérateur L est sectoriel et son inverse est donné par :

L�10 f = t

1Z
0

(1� s)f(s)d+

tZ
0

(s� t)f(s)ds:

Or, grâce à l�inégalité de Hölder, pour  2 D(L0) � D(P (t)), on a :

kP (t) kLp(0;1) = (

1Z
0

j�b(t)y 0(y)jp dy)
1
p

=

1Z
0

�������b(t)y(
yZ
0

s 00(s)ds+

1Z
y

(1� s) 00(s)ds)

������
p

dy)
1
p

�

0@ 1Z
0

�������b(t)y
yZ
0

s 00(s)ds

������ dy
1A

1
p

+

0@ 1Z
0

�������b(t)y
1Z
y

(1� s) 00(s)ds

������
p

dy

1A
1
p

� b(t)(C1(p) k 00kLp + C2(p) k 00kLp)
� C(p) k kD(L0) ;

car :
k kD(L0) = k kLp + kL0 kLp = k kLp + k 

00kLp .
Ce qui donne :

k 00kLp � k kD(L0)
D�autre part, on introduit les opérateurs suivants :

m(t) : Lp(0; 1) ! Lp(0; 1)
 ! [m(t) (y)] = �b(t)y (y)

i : W 1;p(0; 1) ! Lp(0; 1)
 !  

d : W 2;p(0; 1) ! W 1;p(0; 1)
 ! d( ) =  0

Alors, P (t) est compact de D(L0) dans E1 car i est compact et d;m(t) sont continues.
Donc, pour tout t 2 [0; 1], l�opérateur L(t) = L0 + P (t) est sectoriel d�après Lunardi [15]
proposition 2.4.3 ; page 65.
Par conséquent ; 9r > 0 tel que

�(�L(t)) �
X

���1
= fz : jzj � r; jarg zj < � � �1g
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où �1 2
�
0; �

2

�
, pour h 2 E1 et z 2

P
���1 , l�équation spectrale :

Aw + zw = h

devient :
L(t)w(t) + zw(t) = h(t)

qui admet une unique solution donnée par :

w(t) = (L(t) + z)�1h(t)

et véri�e

kwkLp(0;1) �
K

jzj khkLp(0;1)

et

kwkE1 =

0@ 1Z
0




t�2�+�
pw(t)




p dt
1A

1
p

� K

jzj kh(t)kE1

Finalement, les opérateurs A et B véri�ent (LT1).
Dans un premier temps, on va montrer que l�opérateur L(t) véri�e l�estimation donnée dans
le lemme suivant qui va être utile pour montrer l�hypothèse (LT2).

Lemme 2.1 l�opérateur L(t) véri�e

�L(t)L(�)�1 � I
�


L(E1)

�M jt� �j�

Preuve. Soit g 2 X = Lp(0; 1), l�équation  = L (�)�1 g est équivalente à

�
([L (�)] ) (y) = �D2

y (y)� '(�)'0(�)yDy (y) = g(y)
 (0) =  (1) = 0

car �
L(t)L(�)�1 � I

�
= (L(t)� L(�))L(�)�1

donc �
(L(t)� L(�))L(�)�1g

�
(y) = [(L(t)� L(�))( )] (y)

= [L(t) ] (y)� [L(�) ] (y)
= � 00(y)� �t2��1y 0(y) +  00(y) + ��2��1y 0(y)

=
�
��2��1 � �t2��1

�
y 0(y):

On a '(t) = t� alors '0(t) = �t��1, ce qui donne

[(L(t)� L(�))( )] (y) = ['(�)'0(�)� '(t)'0(t)] y 0(y)
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D�où 

�(L(t)� L(�))L(�)�1g
�
(y)



X

� �
���2��1 � t2��1

�� ky 0(y)kX (2.13)

� M1 jt� �jmin(1;2��1) k 00kX
� M1 jt� �jmin(1;2��1) k kW 2;p(0;1) :

La constante dans le lemme � = min(1; 2�� 1): d�autre part, on a

k kW 2;p(0;1) = k kLp(0;1) + k 
0kLp(0;1) + k 

00k
Lp(0;1)

(2.14)

� K kL(�) kLp(0;1)
� K kgk

Lp(0;1)
:

d�après (2.13) et (2.14), la preuve du lemme est achevée.

Proposition 2.2 Les opérateurs A et B véri�ent l�hypothèse (LT2).

Preuve. Pour montrer l�hypothèse (LT2), il su¢ t d�estimer :

A(A+ �I)�1
�
A�1; (B + zI)�1

�


L(E1)

Où � 2 �(A); z 2 �(�B). Soit h 2 E1, alors :

� = (t�2�+
�
pA(A+ �I)�1

�
A�1; (B + zI)�1

�
)(h)(t)

= t�2�+
�
p ((A+ �I)�1(A�1(B + zI)�1 � (B + zI)�1A�1)h)(t)

= t�2�+
�
pL(t)(L(t) + �I)�1

�
(L(t)�1(B + zI)�1h)(t)� (B + zI)�1A�1h)(t)

�
:

On a : � =
z

2�� 1 et en utilisant (2.7) et (2.8), on obtient

� = L(t)(L(t) + �I)�1L(t)�1
1Z
0

��2�+
�
pK�(t; �)h(�)d�

�L(t)(L(t) + �I)�1
1Z
0

��2�+
�
pK�(t; �)L(�)

�1h(�)d�

= L(t)(L(t) + �I)�1
1Z
0

��2�+
�
pK�(t; �)

�
L(t)�1 � L(�)�1

�
h(�)d�:

Puisque L(t)�1 et L(t)(L(t) + �I)�1 sont bornés, alors :

� =

Z 1

0

��2�+
�
pK�(t; �)L(t)(L(t) + �I)�1

�
L(t)�1 � L(�)�1

�
h(�)d�
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L(t)(L(t) + �I)�1� = (L(t) + �)�1L(t)� si � 2 D(L(t)) = D(L(0)) = D(L(�)) car L(t) est
à domaine constant. D�après la remarque précédente, on peut prendre � = L(t)�1h(�) ou
� = L(�)�1h(�) et dans les deux cas � 2 D(L(t)). Ce qui entraine que :

� =

1Z
0

��2�+
�
pK�(t; �)(L(t) + �I)�1(I � L(t)L(�))�1h(�)d�:

D�après le lemme (2.1), on a :

k�kX =
K

j�j

1Z
0

jK�(t; �)j jt� �j� ��2�+
�
p kh(�)kX d�

avec � = min(1; 2�� 1):

Maintenant, on utilise l�inégalité de Hölder pour estimer :

1Z
0

K�(t; �) jt� �j� d�

Rappelons que :

1Z
0

K�(t; �) jt� �j� d� =
1

t�2�+
�
p

exp(Re(�)t�2�+
�
p )

1Z
0

�
��
p (t� �)� exp(�Re(�)��2�+ �

P )

=
1

t�2�+
�
p

exp(Re(�)t�2�+
�
p )� I:

Calculons I, posons :

fp
0
(�) = �

��
p (t� �)� exp(�Re(�)��2�+ �

P ) avec p0 =
1

1� �
Alors

f = (fp
0
(�))1�� = (�

��
p (t� �)� exp(�Re(�)��2�+ �

P ))1��

et

gq = �
��
p (t� �)� exp(�Re(�)��2�+ �

P ) avec q =
1

�
Alors

g = (gq)� = (�
��
p (t� �) exp(�Re(�)��2�+ �

P ))�

donc
f:g = �

��
p (t� �)� exp(�Re(�)��2�+ �

P )
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En appliquant l�inégalité de Hölder, on obtient :

I � (

tZ
0

fp
0
(�)d�)1��(

tZ
0

gq(�)d�)�

� (

tZ
0

�
��
p (t� �)� exp(�Re(�)��2�+ �

P )d�)1��

�(
tZ
0

�
��
p (t� �) exp(�Re(�)��2�+ �

P )d�)�

� J1 � J2:

Pour J1, on pose :
u = �Re(�)��2�+1 donc u0 = du

d�
= �Re(�)(�2�+ 1)��2� ,

et u0eu = �Re(�)(�2�+ 1)��2� exp(�Re(�)��2�+1):

On a alors :
Z t

0

u0eu = [eu]t0 et e
u(0) = 0 car � > 1

2
alors 2�� 1 > 0 et donc 1� 2� < 0 et

exp(�Re(�)t�2�+1) = �Re�(�2�+ 1)��2� exp(�Re(�)��2�+1)

Alors :

��2� exp(�Re(�)��2�+1) = exp(�Re(�)t�2�+1)
Re�(2�� 1)

Doù
J1 � t�2�+

�
P

1

(Re�)1��(2�� 1)1�� (exp(�Re(�)t
�2�+1))1��

Et pour J2; on a

J2 = (

tZ
0

�
��
p (t� �)� exp(�Re(�)��2�+ �

P )d�)�

= (

tZ
0

�2��
�
p (t� �)��2� exp(�Re(�)��2�+ �

P )d�)�:

Posons :
{(�) = exp(�Re(�)��2�+1)

{0(�) = �Re�(�2�+ 1)��2� exp(�Re(�)��2�+1)
Alors

��2� exp(�Re(�)��2�+1) = �1
Re�(�2�+ 1){

0(�)
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On obtient

J2 =

0@ tZ
0

�
��
p (t� �) exp(�Re(�)��2�+ �

P )d�

1A�

=

0@ tZ
0

�2��
�
p (t� �)��2� exp(�Re(�)��2�+ �

P )d�

1A�

=

0@ tZ
0

�2��
�
p (t� �)

�1
Re�(�2�+ 1){

0(�)d�

1A�

�
 

t2��
�
p

Re�(2�� 1)

!�0@ tZ
0

(t� �){0(�)d�

1A�

:

De plus,

tZ
0

(t� �){0(�)d� = [(t� �){(�)]t0 �
tZ
0

{(�)d�

=

tZ
0

exp(�Re(�)��2�+1)d�

=

tZ
0

�2���2� exp(�Re(�)��2�+1)d�

� t2�

(2�� 1)
1

Re�
exp(�Re(�)��2�+1)d�:

On déduit :

J2 =

0@ tZ
0

�
��
p (t� �) exp(�Re(�)��2�+ �

P )d�

1A�

=

0@ tZ
0

�2��
�
p (t� �)��2� exp(�Re(�)��2�+ �

P )d�

1A�

=

0@ tZ
0

�2��
�
p (t� �)

�1
Re�(�2�+ 1){

0(�)d�

1A�

�
 

t2��
�
p

Re�(2�� 1)

!�0@ tZ
0

(t� �){0(�)d�

1A�

:

Donc
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J2 �
 

t2��
�
p

(2�� 1)

!�
1

(Re�)�

�
t2�

(2�� 1)

��
1

(Re�)�
�
exp(�Re(�)��2�+1)

��
Finalement, on obtient :

1Z
0

K�(t; �) jt� �j� d� � exp(�Re(�)��2�+1)
t�2�+

�
p

 
t�2�+

�
p

2�� 1

!1���
exp(�Re(�)t�2�+1)

Re�

�1��

�
 
t�2�+

�
p

2�� 1

!�
1

(Re�)�

�
t2�

(2�� 1)

���
exp(�Re(�)t�2�+1)

Re�

��
� (t2�)�

(2�� 1)1��
1

(Re�)1+�
:

et

max
t2[0;1]

1Z
0

K�(t; �) jt� �j� d� � C

(Re�)1+�
(2.15)

De même manière, on montre que

max
�2[0;1]

1Z
0

K�(t; �) jt� �j� dt � C

(Re�)1+�
: (2.16)

On applique le lemme de Schur en utilisant (2.15) et (2.16), on conclue

A(A+ �I)�1
�
A�1; (B + zI)�1

�


L(E1)

� C

j�j (Re�)1+� =
C

j�j (Re z)1+�

Ce qui implique :

A(A+ �I)�1
�
A�1; (B + zI)�1

�


L(E1)

� C

j�j1+� jzj1+�
, pour tout � 2 �(�A) et tout � 2 �(�B)

Alors, (LT2) est véri�ée pour � = 0 et � = min(1; 2�� 1):

Proposition 2.3 9�� tel que pour tout � � �� et h 2 DA(�; p), le problème (2.6) admet une
unique solution w 2 D(A) \D(B) tel que pour tout � � 1

2p
, on a :

i) L(:)w 2 DA(�; p):

ii) '(t)w0 2 DA(�; p):

iii) L(:)w 2 DB(�; p):

Remarque 2.2 On a les mêmes résultats lorsque h 2 DB(�; p):

Pour préciser la régularité de w, on doit spéci�er l�espace DA(�; p), d�où le lemme suivant :
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Lemme 2.2

DA(�; p) =

8<:
�
w 2 E1 : t�2�+

�
P w 2 LP (0; 1;W 2�;p(0; 1));w(t; 0) = w(t; 1) = 0

	
si 2� > 1

p�
w 2 E : t�2�+ �

P w 2 LP (0; 1;W 2�;p(0; 1))
	

si 2� < 1
p
:

De plus, on sait que

DA(�; p) =
n
w 2 E1 :



�1��Ae��Aw


E1
2 Lp�

o
si (�A) est générateur in�nitésimal d�un semi-groupe analytique

�
e��A

	
; � � 0:

On a :

w 2 DA(�; p) =)


�1��Ae��Aw



E1
2 Lp�

=)
1Z
0



�1��Ae��Aw


E1

d�

�
<1

=)
1Z
0




t�2�+�
p �1��Ae��Aw




p
Lp(0;1;Lp(0;1))

d�

�
<1

=)
1Z
0

0@ 1Z
0




t�2�+�
p �1��(Ae��Aw)(t)




p
Lp(0;1;Lp(0;1))

dt

1A d�

�
<1

Comme :
(Ae��Aw)(t) = L(t)e��L(t)(w(t))

et d�après le théorème de Fubini, on obtient :

w 2 DA(�; p) =)
1Z
0




t�2�+�
p




p (1Z
0



�1��L(t)e��L(t)w(t)


Lp(0;1)

d�

�
)dt <1

Ce qui entraine que
y ! t�2�+

�
pw(t)(y) 2 DL(t)(�; p); p:p:t:

D�autre part, il est connu que l�espace d�interpolationDL(t)(�; p) est constant et dé�ni comme
suit :

DL(t)(�; p) = DL(0)(�; p) =
�
W 2;p(0; 1) \W 2;p

0 (0; 1);Lp(0; 1)
�
1��;p

=

8<:
fw 2 W 2;p(0; 1);w(0) = w(1) = 0g si 2� > 1

p

W 2�;p(0; 1) si 2� < 1
p
:

tel que 0 < � < 1
2p
. De la proposition précédente, on déduit le résultat suivant :
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2.3 Résultat d�existence, d�unicité et de régularité dans
le domaine 


Proposition 2.4 Pour tout h tel que : t�2�+
�
P h 2 Lp(0; 1;W 2�;p(0; 1)) ; le problème (2.6)

admet une unique solution véri�ant les propriétés de régularité suivantes :

i) w 2 Lp(
); t�2�+ �
P w 2 Lp(
);w(0) = 0:

ii) t�2�+
�
PD2

yw 2 Lp(
):
iii) t

�
pDtw 2 Lp(
):

iv) t�2�+
�
PD2

yw 2 Lp(0; 1;W 2�;p(0; 1)):

v) t
�
pDtw 2 Lp(0; 1;W 2�;p(0; 1)):

2.4 Retour au domaine U

Rappelons que : h(t; y) = t2�g(t; y); g(t; y) = f(t; x) et w(t; y) = u(t; x) où (t; y) = (t; x
t�
)

alors, on a

1Z
0



t�2�+ �
P h(t; :)




W 2�;p(0;1)

dt =

1Z
0

t��2�p
1Z
0

1Z
0

jh(t; y)� h(t; y0)jp

jy � y0j2�p+1
dydy0dt

=

1Z
0

t��2�p
t�Z
0

t�Z
0

jt2�f(t; x)� t2�f(t; x0)j�� x
t�
� x0

t�

��2�p+1 dx

t�
dx0

t�
dt

=

1Z
0

t2��p

0@ t�Z
0

t�Z
0

jf(t; x)� f(t; x0)jp

jx� x0j2�p+1
dxdx0

1A dt:

On peut alors conclure que : '�2+
1
ph 2 Lp(0; 1;W 2�;p(0; 1)) i.e.

'�2+
1
ph 2 Lp(0; 1;W 2�;p(0; 1)) ,

1Z
0

'(t)2�p
t�Z
0

t�Z
0

jf(t; x)� f(t; x0)jp

jx� x0j2�p+1
dxdx0dt <1

Ce qui est notée par l�espace
Lp'2�(0; 1;W

2�;p
' ):

De même manière, on peut démontrer les équivalences suivantes :

Proposition 2.5 .

i) t�2�+
�
P w 2 Lp(0; 1;Lp(0; 1)) si et seulement si u 2 Lp'2(U):

ii) t�2�+
�
PD2

yw 2 Lp(0; 1;W 2�;p(0; 1)) si et seulement si D2
xu 2 L

p
'2�(0; 1;W

2�;p):

iii) t
�
pDtw 2 Lp(0; 1;W 2�;p(0; 1)) si et seulement si Dtu 2 Lp'2�(0; 1;W 2�;p):

De cette dernière proposition, on peut lancer le théorème d�existence, d�unicité et de régularité
de la solution du problème (2.1).
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2.5 Régularité de la solution

Théorème 2.1 Supposons (2.2) et soit � 2 ]0; 1[ tel que 0 < � < 1
2p
alors, 9�� tel que

8� � �� et pour tout f 2 Lp'2�(0; 1;W
2�;p
' ), le problème (2.1) admet une unique solution u

véri�ant les propriétés de régularité : u;Dtu;Dxu et D2
x appartiennent à L

p
'2�(0; 1;W

2�;p):



Chapitre 3

Etude du problème parabolique
dégénéré autonome par la méthode de
Dore-Venni

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons faire l�étude de l�équation�
Dtu(t; x)�D2

xu(t; x) + �m(t; x)u(t; x) = f(t; x)
un@U��1 = 0

(3.1)

dans le cas où '(t) =
p
t avec m = t�1 et � � 1

2p
:

On commencera par l�écriture abstraite du problème8<:
'2(t)Dtw(t; y)�D2

yw(t; y)� �'(t)'(t)yDyw(t; y)
+�M(t; y)'2(t)w(t; y) = '2(t)g(t; y)
wn@
��1 = 0

(3.2)

puis, on véri�era que les opérateurs A et B véri�ent (DV1) (DV2) et (DV3) et �nalement,
on lancera le théorème d�existence et d�unicité de la solution.
Le problème (3.1) est équivalent au problème suivant posé dans l�espace de Banach X =
Lp(0; 1) �

tw0(t) + Lw(t) + �w(t) = tg(t)
w(0) = 0

(3.3)

où �
D(L) = f 2 W 2;p(0; 1) :  (0) =  (1) = 0g
(L )(y) = � 00(y)� 1

2
y 0(y):

(3.4)

Remarque 3.1 D(L) = X
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On commence par l�étude du problème (3.3) dans le cas particulier : � = 1
2p
:

Donc, le problème (3.3) devient :8<: tw0(t) + Lw(t) +
1

2p
w(t) = h1(t)

w(0) = 0
(3.5)

Avec h1(t) = tg(t) appartenant à l�espace E2 tel que :

E2 =
n
h 2 Lp(0; 1;Lp(0; 1)) : t�1+

1
2ph 2 Lp(0; 1;Lp(0; 1))

o
khkE2 =




t�1+ 1
2ph




Lp(0;1)

3.2 Formulation abstraite

D�après ce qui précède, le problème (3.5) peut s�écrire sous la forme abstraite suivante :

Aw +Bw = h1

où (
D(A) =

n
w 2 E2 : t�1+

1
2p 2 Lp(0; 1;W 2;p(0; 1) \W 1;p

0 (0; 1))
o

(Aw)(t) = Lw(t); t 2 (0; 1)
et (

D(B) =
n
t
1
2pw0 2 Lp(0; 1;X)

o
(Bw)(t) = tw0(t) + 1

2p
w(t); t 2 (0; 1) :

(3.6)

Remarque 3.2 Il est clair que la condition (DV3) est satisfaite, il reste alors à montrer que
les opérateurs A et B véri�ent (DV1) et (DV2) a�n d�appliquer le théorème de Dore-Venni.

Proposition 3.1 L�opérateur B véri�e (DV1) et (DV2).

Preuve. La preuve est basée sur la résolution de l�équation spectrale :

Bw + zw = h1; h1 2 E2; z � 0

cette dernière est équivalente à

tw0(t) +
1

2p
w(t) + zw(t) = h1(t)

qui admet la solution suivante :

w(t) = t�z�
1
2p

1Z
0

s�z+
1
2p
�1h1(s)ds:
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Montrons que w(0) = 0. On a :





t�z� 1
2p

1Z
0

s�z+
1
2p
�1h1(s)ds








X

�
1Z
0

s
�1
2p s�1+

1
2p kh1(s)k ds

� kh1kE2 (
1Z
0

s
�q
2p ds)

1
q

� kh1kE2
1

(1� q
2p
)
1
q

t
1
q
� 1
2p

� t
2p�3
2p

(1� q
2p
)
1
q

kh1kE2

d�où le résultat car p > 3
2
(rappelons que 1

p
+ 1

q
= 1).

D�autre part, on a :



(zI +B)�1h1


p
E2

= kwkpE2

=

1Z
0




t�1+ 1
2pw(t)




p
X
dt

et

t�1+
1
2pw(t) =

1Z
0

t�z�1sz�1+
1
2ph(s)ds

=

1Z
0

t�z�1Kz(t; s)s
�1+ 1

2ph(s)ds

où

Kz(t; s) =

�
t�z�1sz si s < t
0 si s > t:

Alors :

sup
t2[0;1]

1Z
0

jKz(t; s)j ds � sup
t2[0;1]

tZ
0

t�z�1szds � 1

z + 1
, pour tout z > 0

car :
1Z
0

t�z�1szds = t�z�1
�
sz+1

z + 1

�t
0

=
1

z + 1
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et

sup
s2[0;1]

1Z
0

jKz(t; s)j dt � sup
s2[0;1]

tZ
0

t�z�1szdt � 1

z
, pour tout z > 0

car :
1Z
0

jKz(t; s)j dt =
sZ
0

jKz(t; s)j dt+
1Z
s

jKz(t; s)j dt =
1Z
s

jKz(t; s)j dt = sz
�
t�z

�z

�1
s

=
1

z
:

Donc, il existe une constante C(p) telle que :

(B + zI)�1



L(E2)

� C(p)

z
, pour z assez grand

De plus, on peut voir que :

(B�1h1)(t) = t
�1
2p

tZ
0

s1�
1
2ph(s)ds

et 

(B�1h1)(t)



X
� t1�

1
2p kh1kE2

ce qui implique que : 

B�1h1



L(E2)

� C(p) kh1kE2 :
Donc, l�opérateur B véri�e (DV1).
Maintenant, pour montrer que B 2 Bip(E2), on pose :

Bw = B0w +
1

2p
w

avec (
D(B0) =

n
w 2 E : t

1
2pw0 2 Lp(0; 1;X);w(0) = 0

o
(B0w)(t) = tw0(t); t 2 (0; 1) :

Il su¢ t de montrer que B0 2 Bip(E2) (voir[16], théorème 3).
D�après les mêmes techniques de Dore-Venni utilisées dans[2], on a :

�
B�z
0 w

�
(t) =

1

�(z)�(1� z)

1Z
0

��z((�+B0)
�1w)(t)d�

=
1

�(z)�(1� z)

1Z
0

��zt��
tZ
0

s��1w(s)dsd�

=
1

�(z)�(1� z)

1Z
0

��z
tZ
0

(
s

t
)�w(s)

ds

s
d�

=
1

�(z)�(1� z)

1Z
0

��z
tZ
0

exp(� ln(
s

t
))w(s)

ds

s
d�:



3.2 Formulation abstraite 37

En faisant le changement de variable

� = �� ln(s
t
) = � ln(

t

s
) donc d� = ln

t

s
d� et ��z =

�
�

ln( t
s
)

��z
:

D�où

�
B�z
0 w

�
(t) =

1

�(z)�(1� z)

Z t

0

w(s)

�
ln
t

s

�z�1�Z 1

0

��ze��d�

�
ds

s

=
1

�(z)

Z t

0

�
ln
t

s

�z�1
w(s)

ds

s
:

Posons maintenant pour � < 0;

t = e� et s = e� donc ln
t

s
= ln e� � ln e� = � � �:

Ce qui implique que :

�
B�z
0 w

�
(e� ) =

1

�(z)

�Z
�1

(� � �)z�1w(e�)d�; � < 0

Posons pour ! = �1 + 1

2p
,

 (�) =
1

�(z)
(max f�; 0g)z�1 e�(!+

1
p
); � 2 R;

Et

�(�) =

�
e�(!+

1
p
)w(e�) pour � 2 (�1; 0)

0 pour � 2 (0;+1)
On a bien que :

( � �) (�) = e�(!+
1
p
)
�
B�z
0 w

�
(e� )

car :

( � �) (�) =

Z
R

 (� � �)�(�)d�

=

Z
R

1

�(z)
(max f�; 0g)z�1 e�(!+

1
p
)e�(!+

1
p
)w(e�)d�

=

�Z
�1

1

�(z)
(� � �)z�1e�(!+

1
p
)w(e�)d�

= e�(!+
1
p
)
�
B�z
0 w

�
(e� ):
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Alors, pour tout � 2 R :

k�kLp((�1;+1);X) =

0@ 0Z
�1




e�(!+ 1
p
)w(e�)




p
X
d�

1A
1
p

=

0@ 0Z
�1

e�(!+
1
p
) kw(e�)kpX d�

1A
1
p

:

En faisant le changement de variable e� = t, on obtient :

k�kLp((�1;+1);X) =

0@ 1Z
0

t!p kw(t)kpX dt

1A
1
p

=

0@ 1Z
0

kt!w(t)kpX dt

1A
1
p

= kwkE2 :
Puisque  2 L1(R) alors, sa transformée de Fourier est donnée par :

F ( )(�) =
1p

2p�(z)

1Z
0

e�i���z�1e��(!+
1
p
)d�

=
1p

2p�(z)

1Z
0

e��(i��!�
1
p
)�z�1d�:

En faisant le changement de variable � = �(i� � ! � 1
p
), on obtient :

F ( )(�) =
1p

2p�(z)

1Z
0

e���z�1(i� � ! � 1
p
)�(z�1)d�(i� � ! � 1

p
)�1

=
1p

2p�(z)

1Z
0

e���z�1d�(i� � ! � 1
p
)�z

=
1p
2p
(i� � ! � 1

p
)�z:

Cette dernière égalité est obtenue en utilisant la dé�nition de la fonction Gamma :
On a

d

d�
F ( )(�) =

d

d�
(
1p
2p
(�1
p
� ! + i�)�z)

= �iz(�1
p
� ! + i�)�z�1:

1p
2p

= �iz(�1
p
� ! + i�)F ( )(�):
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et

d2

d�
F ( )(�) =

d

d�

�
d

d�
F ( )(�)

�
=

d

d�
(�iz(�1

p
� ! + i�)�z�1:

1p
2p
)

= �z(z + 1)(�1
p
� ! + i�)�z�2:

1p
2p

= �z(z + 1)(�1
p
� ! + i�)�2F ( )(�):

Maintenant, posons : z = � � ir avec (�; r) 2 ]0; 1[� R et

(̂ � �)(�) =
�
( � �)(�) pour � 2 (�1; 0)

0 pour � 2 (0;+1)

D�après le théorème de multiplicateur de Mikhlin, on a

kBz
0wkE2 �




(̂ � �)



Lp((�1;+1);X)

� Cmax
0�j�2

(sup

�����j djd�jF ( )(�)
����) k�kLp(X)

� C(1 + jzj2) sup
�
((! +

1

p
)2 + �2)�

Re z
2 e(Im z arg(�!+

1
p
+i�))

�
kwkE2

� C(1 + �2 + r2)e
�
2
jrj kwkE2 :

Puisque �! � 1
p
= 1� 1

2p
� 1
p
> 0, alors d�après le corollaire (1.2), on a :



Bir
0




L(E2)

� C(1 + r2)e
�
2
jrj:

Voir Annexe A.9 de Dore et Venni D.V [2] ; Par conséquent, la condition ii) de (DV2) est

satisfaite avec �B =
�

2
+ �, pour tout � > 0:

Proposition 3.2 L�opérateur A véri�e (DV1) et (DV2).

Preuve.
Maintenant, on s�intéresse à l�opérateur A et sa réalisation dé�nie par :

(L ) = L0 + P 

Où L0 et P sont dé�nis comme suit :�
D(L0) =

�
 2 W 2

p (0; 1) :  (0) =  (1) = 0
	

L0 = � 00
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et �
D(P ) =W 1

p (0; 1)
P = �1

2
y 0:

L�opérateur L0 est sectoriel (chapitre 2). De plus, grâce à l�inégalité de Hölder, pour  2
D(L0) � D(P ), on a

kP kLp(0;1) � C(p) k kD(L0)
Et l�opérateur P = m � i � d est compact de D(L0) dans E2 donc L est sectoriel.
De plus, il existe r0 > 0 tel que :

�(�L) �
X
���1

= f� : jarg �j < � � �1g où �1 2
i
0;
�

2

h
La théorie classique des équations di¤érentielles du second ordre avec les conditions de Diri-
chlet nous donne, pour tout � > 0;

�(�(L+ �I)) �
X
���1

= f� : jarg �j < � � �1g

8� 2
X
���1

:


(L� + �I)�1




L(E2)

� M�

(1 + j�j)

où L� = L+ �I. Par conséquence, L� est un opérateur positif.
D�après Labbas-Moussaoui [13] ; (L0 + �I)is forme un groupe fortement continu tel que pour
tout 
1 > 0, 9M0 > 0 véri�ant :

(L0 + �I)is




L(E2)

�M0e

1(s);8s 2 R

D�autre part, pour tout � 2 ]0; 1[, (L0+�I)� est dé�ni et son domaine D((L0+�I)�) coïncide
avec l�espace d�interpolation complexe :

[Lp(0; 1); D(L0 + �I)]� � W 1;p(0; 1) = D(P ) quand � ! 1:

Voir Triebel[19]. Alors, d�après le théorème (1.7), l�opérateur (L�)is est borné pour tout
s 2 R et 

(L�)is

L(E2) �M 0

�e
(�+
1)jsj, 8s 2 R;8� > 0

Alors, on a les mêmes résultats pour l�opérateur A+ �I, pour tout � > 0:
Maintenant, appliquons les mêmes techniques utilisées dans la preuve du théorème A1 et le
lemme A2, pages : 89-90 dans [6], on obtient :

�A = �L� = �+ 
1 2
i
0;
�

2

h
La condition �A + �B < � est véri�ée.
D�où la preuve de la proposition est achevée.



3.3 Solution stricte 41

3.3 Solution stricte

Puisque les opérateurs A et B véri�ent (DV1), (DV2) et (DV3) alors, en appliquant le théo-
rème de Dore-Venni, on obtient le résultat suivant :

Proposition 3.3 Soit h1 2 E2, alors le problème (3.3) admet une unique solution véri�ant :
1. w 2 E2;w(0) = 0:
2. t�1+

1
2pw 2 Lp(0; 1;W 2;p(0; 1) \W 1;p

0 (0; 1)):

3. t
1
2pw0 2 Lp(0; 1;Lp(0; 1):

3.4 Retour au domaine U

Dans le domaine triangulaire U , utilisons les changements de variables :

h1(t; y) = t:g(t; y) ; g(t; y) = f(t; x)

avec f 2 Lp(U), on a alors :
h1 2 E2:

De la dernière proposition, on peut tirer le résultat suivant :

Proposition 3.4 .

1. w 2 E2 =) t�1u 2 Lp(U):
2. t�1+

1
2pD2

xw 2 Lp(0; 1;Lp(0; 1)) =) D2
xu 2 Lp(U):

Donc l�équation (3.1) implique

Dtu = D2
xu� �t�1u+ f 2 Lp(U):

D�où le théorème suivant :

Théorème 3.1 Pour f 2 Lp(U) et � � 1
2p
, le problème (3.1) admet une unique solution

u 2 H1;2
p (U):

Remarque 3.3 Notre approche pour résoudre (2.6) et (3.4) peut être aussi utilisée dans des
situations plus générales pour l�opérateur elliptique L(t) et L.
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