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Introduction

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien que le calcul classique
tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines remontent [19] & la fin du 17%me

siecle, I’époque ot Newton et Leibniz ont développé les fondements du calcul différentiel et
intégral. En particulier, Leibniz a présenté le symbole % pour désigner la n’*™¢ dérivée d'une
fonction f. Quand il I'a annoncé dans une lettre a I’Hopital, ce dernier a répondu :

n

Que signifie %f (t),sin= %?

Cette lettre de ’'Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le premier incident
de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le fait que I’Hopital a demandé spéci-
fiquement pour n = %, c’est-a-dire une fraction a en fait donné lieu au nom de cette partie des
mathématiques.

Cependant, cette théorie peut étre considérée comme un sujet nouveau aussi, depuis seule-
ment un peu plus de trente années elle a été objet de conférences spécialisées.

Pour la premiére conférence, le mérite est attribué & B. Ross qui a organisé la premiere
conférence sur le calcul fractionnaire et ses applications a l'université de New Haven en juin
1974, ou il a édité les débats. Pour la premiére monographie le mérite est attribué a K.B.
Oldham et J. Spanier, qui ont publié un livre consacré au calcul fractionnaire en 1974 apres une
collaboration commune, commencée en 1968.

Une autre théorie se développe en paralléle avec la dérivation fractionnaire c’est la théorie
d’ondelettes de Shannon [1, 2] qu’est basée sur une famille de fonctions orthogonales ayant de
nombreuses propriétés intéressantes. les ondelettes bénéficient de nombreux avantages [3, 4] ,
d’ailleurs, ce sont des fonctions analytiques indéfiniment différentiables. Ceci nous permet de
définir les coefficients de connexion pour tout d’ordre de dérivation [5, 7]. Les coefficients de
connexion sont un outil utile pour la projection des opérateurs différentiels, utiles aussi pour
calculer la solution ondelette des équations intégro-différentielles [8, 13] . Les ondelettes sont
des fonctions localisées dans le temps et / ou fréquence, elles constituent une base de ’espace
de fonctions Lo (R). En outre, 'ondelette permet la décomposition multi-échelle des problémes,
soulignant ainsi la contribution de chaque échelle. En définissant un produit scalaire approprié
sur la famille orthogonale des fonctions échelles / ondeletteles, chaque fonction Ls (R) peut étre
approximée a une échelle fixe, par une série tronquée ayant, comme base, les fonctions d’échelle
et les fonctions d’ondelette. Les coefficients d’ondelette de ces séries représentent la contribution

de chaque échelle. L’ondelette de Shannon sont liées aux ondelettes harmoniques [3, 5, 8], étant

la partie réelle de celle-ci, et de la fonction sinc bien connu, qui est la fonction de base dans
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analyse de signal. Il convient également de remarquer que, par rapport a d’autres familles
d’ondelettes, le principal avantage des ondelettes de Shannon est qu’elles sont des fonctions
analytiques indéfiniment différentiables. De plus, elles sont nettement bornées dans le domaine
des fréquences, de sorte que, en tenant compte de 'identité de Parseval, aucun calcul nous peut
étre effectué facilement par leur transformeés de Fourier.

Ce mémoire a pour objet I’étude du Calcul Fractionnaire et des Ondelettes de Shannon.
Il est constitué de trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on introduit quelques fonctions essentielles pour le calcul
fractionnaire, puis nous abordons l'intégration fractionnaire (au sens de Riemann-Liouville),
ensuite nous donnons la dérivé fractionnaire sous forme de trois approches différentes célebres.

Le deuxiéme chapitre est consacré a ’étude de la théorie d’ondelette de Shannon, nous
donnons leur définitions et leurs propriétés ainsi que la reconstruction de leurs dérivés.

Enfin au troisiéme chapitre, nous présentons la dérivé fractionnaire des fonctions d’échelle

v, londelette 1 et de toute fonction Ly (R).



Chapitre 1
Calcul fractionnaire

La méthode la plus simple pour définir la dérivée fractionnaire est basée sur I’hypothése que le
dérivé non entiére de la fonction exponentielle coincide avec la dérivé formelle

d’ordre entier de telle sorte que :

da

dz®

Pour les valeurs négatives de «, cette formule est toujours valable et représente I’ intégration.
Il est clair que la dérivée fractionnaire ne peut pas étre calculée analytiquement, sauf pour

certaines fonctions spéciales, a savoir,

de d® v
—e = q%e, ——cosaz = a* cos (aw + —a) .
dze dz® 2

1.1 Outils de base

1.1.1 La fonction Gamma d’Euler

L’une des fonctions de base utilisée dans le calcul fractionnaire est la fonction Gamma d’Euler

qui prolonge le factoriel aux valeurs réelles.

Définition 1 La forme intégrale de la fonction Gamma est donnée par [19] :
[(z)= / e ldt, 2> 0. (1.1)
0

L’intégration par partie de (1.1) conduit a la relation de récurrence suivante :



Pour tout z ¢ R\ {0, —1, —2, ...}, etmeN, ona:

I'(z+1)=2I(2)

et
F(z+m)=z2(z+1)...(z+m-1)T(2).

I'(n+1)=nl

Au - dessus le graphe de la fonction Gamma d’Euler

507

Figurel.1l: Graphe de la fonction Gamma d’Euler

1.1.2 La fonction Béta

Définition 2 On définit la fonction Béta par [19] :
1
B(a, B):= / (1—w)* " tdu, a>0, 5>0. (1.2)
0

Les fonctions Gamma et Béta sont reliées par la relation :

() T'(5)

P 0= Ty

(1.3)



1.2 Intégration non entiére

1.2.1 Définitions

Dans ce paragraphe, on donne les définitions de base liées aux intégrales au sens de Riemann-

Liouville.

Définition 3 Soit f une fonction continue sur [0, oco[. On définit l'opérateur intégrale frac-

tionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville par la formule [20] :

t

JU(t) - :—/(t—T)alf(T)dT; a>0,t>0 (1.4)

r
Jf) =1

1.2.2 Propriétés

Dans ce paragraphe, on donne quelques propriétés liées aux intégrales fractionnaires.

Proposition 1 Soit J* lopérateur intégrale fractionnaire d’ordre o de Riemann-Liouville. On

a:
JotP = %t“*ﬁ, a>0, >-1,1>0, (1.5)
Preuve. Par définition, on a :
¢
Joth = ﬁ / (t — ) Pdr

0

ce qui est équivalent a :

t
a—1 a—
JotP = ! /(1—2) lTBdT
['(a) t
0



On pose 7 = y, on obtient alors :

t
tozfl
atﬁ — 1— a_1t5+1 ﬂd
J F(a)/( y) y dr
0
+8 !
t 1
= - 1 — )% Bd
I (o) /( y)*ydr
0
ta-hBB )
- F(a) (Oé, B—i_ )

Puis, en utilisant la relation (1.3) entre les deux fonctions I'et B, on a :

r 1
Jatﬁzr (B+1) ot o >0, f>—1,t>0,

Fla+B1D)

Ainsi la propriété (1.5) est démontrée.

Proposition 2 Soient o > 0, 8 > 0, on a la propriété du semi -groupe suivante :

(J¥ 0 JP) f(t)= (JPoJ¥) f(t)=JPf(2).

Preuve. Par définition, on a :

«a _ 1 t a—1 | -1 _

PP = F(a)r(ﬁ)[(t—ﬂ [v—mﬁ 7 (o) dp| dr
= —1 iy N (e L - T
= L T N (r A-1 T

(1.6)



En utilisant (1.5), on obtient :

« 1 e -1
PP = m[(J (=0 T (o)) dp
. 1 | F(ﬁ) - a+p—1
= )
= JUf ()

Proposition 3 Soient ¢ > 0, a > 0, on a alors :

Jo et =c %

Preuve. Avec les mémes arguments que précédemment, on obtient :

t

1
J et = ) / (t — 1) " eTdr,
a

Si on pose (t — 7) = y, on obtient alors :
ect
Je ect - _ a—le—cyd
+o0
+oo

Le changement de variable t = cy transforme cette derniére intégrale en :

+o0

gt / Lot gt
me T (a)
0

(1.7)



Donc si on pose (t — 7) = y, on obtient :

0
ct

€ -1 _—c
JfOOGCt = —m/’ya 16 ydy
+o0

“+o00

€Ct / a—1 7cyd
= e
I'(«) Y Y
0

Le changement de variable ¢ = cy transforme cette derniére intégrale en :

“+00
ct

e
Ja c __ toa—l —tdt
—oo® T () / c

0

D’ou
Jo 6ct — €Ctr (Oé) — e_Ct
— T ()’

ce qui achéve la démonstration de la proposition.

Exemple 1 Considérons la fonction f (z) = (t —a)” . Alors

t
1

*(t—a) = —— — ) r—a)dr
(=0 =g [ = -

0

Pour évaluer cette intégrale on pose le changement T = a + (t — a) s, d’ou

« _&5 _ (t_a)a_'_ﬁ ! _Sa—lsﬁ s
F(6+1) (_ )/34-0[
I'(B+1+a)

aprés utilisation de la relation (1.3).

On voit bien que c’est une généralisation du cas o« =1 ou on a :

1 _ T+ a_ (=)’
J(t—a)ﬂ—m(t—a)ﬂ = ﬁ—i—l

a cause de la relation T' (z + 1) = 2I" (2)



1.3 Deérivation non entiére

Dans cette section on présentera les trois célebres approches de la dérivation d’ordre non entier

: 'approche de Grinwald-Letnikov, de Riemann-Liouville et celle de Caputo.

ieme

1.3.1 Opérateur de dérivée n

Définition 4 La dérivation entiére d’ordre n d’une fonction f est donnée par :

D () = f ).

dz™

1.3.2 Approche de Grinwald-Letnikov

Elle est basée sur la généralisation de la dérivée classique d’une fonction f d’ordre n € N.

Pour f' (t) on a :

£ ()= i TOZTEZD)
et
o) = iy HOSLEEN,
g LSO =S =h)  fE=h) = f(t=2h)
h—0 h h h )
= }g%%{f(t)—2f(t—h)+f(t—2h)]
Puis,

£ (1) = lim = [ (8) = 3 (= h) + 3f (¢ — 20)  f (¢ — 30)

h—0

Par induction, on a :

avec




Ainsi la généralisation de I’expression de f (t) est :

N | I'(k—a«)
1t )(t)hm—;or(kJrl)F(_a)f(t—kh).

D’ou la définition suivante :

Définition 5 [19] Soit f € C" ([a, b)), n —1 < a < n, n € N, la dérivée d’ordre o de f au

sens de Grinwald-Letnikov est définie par :

n—1
f(k) k—a
(t—a) (1.8)
kz:% ['(k—a + 1)
t
1 —a—1
— [ t=7)" ™ () dr.
i =T e
Propriétés
1. Sous les conditions f® (a) =0 (K =0, 1, 2,...... p—1),ona:

G [G°F ()] =GP [Gf (1) = GO f (1),
oulp=max(m,n)avec 0<m<a<m+let0<n<f<n+l.
2. Pour f(k=0,1,2,...... n — 1), on trouve :
GG"f () = G"Gf (t) = G"T*f (t).

Exemples

1. La dérivée d’'une fonction constante au sens de Grinwald-Letnikov.

En général, la dérivée d’une fonction constante au sens de Grinwald-Letnikov n’est pas

nulle ni constante.
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Si f(t) = C et a non entier on a :f*) (t) = 0 pour k =1, 2

o c —« — f(k k—a
Gf@)—-FﬁtIBt—a +Z;F _a+1)t a)
N I _
0
1 ¢ n—a—1 (n
e AR
M
0
¢ —-p

2. La dérivée de f (t) = (t — a)” au sens de Grinwald-Letnikov.

Soit anonentieret 0 <n—1<a<naveca>n—1alorson a

7% (@) =0

pour k=0,1,...,n—1.

et
d’ou:

(t—a) = Lg+1) — ) (= a) T dr
Gt =a) F(n—a)F(ﬁ—n+1)/(t o r ey

a

En faisant le changement de variable 7 = a + s (t — a) on aura

a —CLB _ F(ﬁ—i_l) ! _TnfaflT_annT
e F(nl@(g(ﬂl)nm/a“ P
— + _aﬁ—a _Sn—a—IS,nS
“tpar eyt e
T a+1)B(n—a, f—n+1)

e
DO T T (t—a)

T+ —)T(B-n+1)

(t—a)"
F(n—a)F(ﬂ—n—i—l)F(ﬁ—&—i—l)
r(B+1)

“TG-atD "

e

11



Par exemple

I'(2)

['(1.5)
Vi

I'(1.5)

Gat = Vi

1.3.3 Approche de Riemann-Liouville

Définition 6 1. Soit f € C' ([a, b)), la dérivée fractionnaire d’ordre o (0 < av < 1) au sens

de Riemann-Liouville est

DoF (1) = ﬁ%/a (=) f (7)dr. (1.9)

2. Soit f € C"([a, b]), on définit la dérivée d’ordre o (0<n—1<a<n) au sens de
Riemann-Liouville par
D) = ey [ G- () (110)
- T(n—a)d J, T 7787 '
= D"J"f(t)

3. Soit f € C(la, b)), la dérivée fractionnaire d’ordre o (o <0) au sens de Riemann-

Liouwville est

1

DUF(t) = F(—a)/ (=) f(r)dr, (1.11)

= JOf(1).

Propriétés Soient a, 5 deux parameétres réels et f : [a, b] — R.Alors, on a :
1. D*Jof(x) = f(x), a>0.

9. DAJef () = DPf (z), B<0,a>0.

3. JeDYf (x) # f(z), a > 0.

4. D"D*f (x) = D"**f(z), a >0, n € N.

5. DDA f (x) # DPDef (z).

6. DPDf (x) # DPf (x).

12



Exemples

1. En général, la dérivée non entiere d’une fonction constante au sens de Riemann-Liouville

n’est pas nulle ni constante mais on a :

DeC = m(t—a)_a.

2. La dérivée de f (t) = (t —a)” au sens de Riemann-Liouville.

Soit o non entier et 0 <n—1< a <n alorson a :

D* (t_a)B = ﬁ%/{l (t—T)n_a_l (1 —a)’dr

En faisant le changement de variable 7 = a + s (t — a) on aura :

a 8 1 d" n+B—a 1 n—a—1 4

D (t — a) _Fn—a)dt"<t a) Jo =) svds
T+ B—a+1)B(n—a,B+1) (t—a)ﬁfa

F'n—a)l'(—a+1)

 I'n+p—-a+1)I'(n—a)l(a+1) (t—a)®
" I'(n—a)T(B—a+1)IT(n+B—-a+1)
_ I'(s+1 (t— a)°
'B—a+1) '

1.3.4 Approche de Caputo

Définition 7 Soit f € C" ([a, b]), on définit la dérivée fractionnaire au sens de Caputo de la

fonction f comme suit [19] :

S [it—7)"" ™ (r)dr; n—1<a<n, neN
Dif) = 4 @ (1.12)
. _ .
dtnf(t)’ « TL,CL<t_b
= DR ().

Propriétés :

1. D3C = 0; C est une constante.

13



rp+1)

B >a—1
2. Dotf = { T'(-a+8+1) ’
0; b<a-—1.
n—1 tk—oz
3. Df (t) = D*f (¢ ®Q)———————— a=0,t>0n—-1<ac< N*.
f () *f()+k§f ()Nk_aH),a ; , N a<n,ne

Exemple 2 La dérivée de f(t) = (t —a)’au sens de Caputo. Soit a un nombre non entier

0<n—-1<a<naveca>n—1 alors on a :

rp+1)

FGonsn Y

£ (r) =
d’ot

o (t—q) = Lp+1) t — )" =) dr
Dele—a) F(n—a)F(ﬁ—n—i—l)/(t AR

a

En faisant le changement de variable T = a+ s (t — a) on aura :

«a _a5 _ F(ﬁ—’_l) ! _Tnfafl T—(I’BinT
et r(n;)(gwl)nm/a“ S
— + _aﬁ—oc _Sn—oz—lsfns
T e L A IS

:I‘ a+1)Bn—a, 6—n+1) (t—a)ﬁ_a
Fn—a)T(B—n+1)
re+nHr'n—a)T'(B—n+1)

= (t—a)""
F'n—a)T(B—n+1)T(f—-a+1)

_ F(ﬁ“—l) (t_a)/o’—a

T (B—a+1) '

14



Chapitre 2

Ondelette de Shannon

Les ondelettes sont des fonctions mathématiques qui coupent les données en différents com-
posantes fréquentielles et étudient chaque composante avec une résolution assortie & son échelle.

L’avantage qu’elles ont sur a transformée de Fourier traditionnelle réside dans ’analyse
physique de situations dans les quelles le signal contient des discontinuités et des fluctua-
tions(changements rapide). Les ondelettes ont été développées différemment dans les champs
de mathématique, de la physique quantique, 1’électrotechnique et géologie séismique. Dans ce
chapitre on étudie les ondelettes d’'une maniére générale, ensuite on prend comme exemple les

ondelettes de Shannon.

2.1 Définition des ondelettes

Les ondelettes constituent une famille de fonctions générées par translation et par dilatation
d’une seule fonction appelée "Ondelette-Meére".
Quand paramétre de dilatation a et celui de translation b varient contintiement, ’expression

générale de ces ondelettes, générées par I'ondelette-mere 1) est :

b o (1) =ﬁ

Si |a| < 1 alors on dit que l'ondelette est contractée, c’est & dire qu’elle s’adapte aux discon-

¢(ﬂ) ;a,b € R a #0.
a

tinuités du signal (phénomeénes de petites tailles) et donc aux hautes fréquences.
Si |a|] > 1 l'ondelette est dilatée, elle analyse les grandes échelles donc les petites fréquences.
Si nous choisissons les parameétres a et b alors des valeurs discréetes a = ay F b= nboay k

ag > 1, bp > 1 et n et k sont entiers positifs, alors on aura la famille suivante des ondelettes

15



discrétes

Yun(t) = lao|® & (alt — nbo)

ot 1y, ,(t) forment une base d’ondelettes dans L*(R). En particulier, lorsque ag = 2, by = 1

alors ¢, ,, forment une base orthonormée.

Condition pour qu’une fonction soit une ondelette-meére : 1l suffit qu’elle vérifie la
condition d’admissibilité :
5 d§

%—/W@HE<W

Pour les fonctions de L? (R), il suffit simplement que v soit de moyenne nulle.
On peut aussi imposer des conditions de régularité telles que la décroissance et la convergence

vers 0, a l'infini.

Quelques exemples d’ondelettes :

1. Chapeau Mexicain

G(t)=(1-#)e s

<

075 T

05T

0257

-0257 X

Figure2.1 :Graphe de 'ondelette de Chapeau Mexicain

2. Ondelette de Morlet
V(1) = et

-05T

Figure2.2 :Graphe de 'ondelette de Morlet

16



3. Ondelette de Haar

0 ailleurs

-057

E —

Figure2.3 :Graphe de ondelette de Haar

Remarque : l'idée de base consiste a "jouer de I’accordéon" avec 1’ondelette-meére pour

lui faire prendre toutes les "tailles" (échelles) possibles a chaque instant ¢.

2.2 Ondelettes de Shannon

La théorie d’ondelettes de Shannon (voir par exemple [1, 2, 6, 7, 9] ) est basée sur la fonction
d’échelle ¢ (), également connue sous le nom de fonction sinc, et la fonction d’ondelette v (z),

respectivement, définies comme suit :

17



Figure2.4 : ¢ (x) (rouge)et ¥ (z) ( bleu)

La famille correspondante de translatées et dilatées d’ondelettes [1, 2, 6, 7, 9], sur laquelle
est basée I'analyse multi-échelle [4], est donnée par les fonctions échelles de base et les fonctions

ondelettes de base.

Fonctions échelles de base

n ST (2"x — k)

m(r) =22 (2" —k) = 2.2
o (7) = 2tp(2ta — ) =23 T 22)
1. Pour k£ =0,
(a) sin=0, @) (z) =2% (2% — 0) = ¢ (z) =sincz = iy
T
in w2
(b) sin=1, g (z) =22p(22) = \/§Sln; T /2sinc2.
2
2. Pour n =0,
(a) sik=0, ¢ () =¢(2).
i -1
) sik=1, b (2) = po—1)= SBTE=D o1y,

m(r—1)

18



1257

A/\ I 0

0257

Figure2.5 : ) (z)(bleu), ¢ (z)( rouge) et ©f (z)(vert)

Fonctions Ondelettes de base

2. Pour n =0,

() stk = 0, 3 (a) = ) = T2

19
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(b) si k=1, ¢(1) (z) = sin 27 (x— 1-— (5)) —sinw(m —1- (5))

Figure2.6 : ¢} (x)(bleu), 1 (z)(rouge),et 19 (z)(vert).

Soit

R 1 +o00 400

flw)=f(z) = (z) e da, fx) = f (w) e dw. (2.4)

T o oo _

la transformée de Fourier de la fonction f(x) € Ly (R), et sa transformée inverse, respec-

tivement.

La transformée de Fourier de (2.1) nous donnent [7] :

1 )
—, si—n7<w<T

1
pw) = ox (w+3m !
T 0, ailleurs. (2.5)
~ 1 .
V(W) =g [x (2w) + x (=2w)],
avec
1, si2n<w<A4r
X (w) = (2.6)
0, ailleurs.

Par analogie, les transformeés de Fourier des translateés et dilateés des fonctions échelles et

ondelletes sont donneés par :
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2—n/2

op (w) = Fe_iwkmx (3% +37) o7
4 272 —iw(k+1/2)/2" w w 27
Uy (W) == e [X (2%1) X <_2n71>} ‘

Les deux familles des fonctions échelles de Shannon et des fonctions ondelettes sont des fonctions
Ly (R), par conséquent, pour chaque f(z) € Ly (R) et g(x) € Lo (R), le produit scalaire est
défini par :

déf +oo —+o00 R

(f.9) = f(x) g (x)dw = 27 f (w) § (w)dw = 2x(f. 3), (2.8)

ou la barre représente le conjugué complexe.

Les ondelettes de Shannon vérifies les propriétés d’orthogonalités suivantes :

0", Opp étant les symboles de Kronecker.

Preuve.

W) = 2m(dy, ¥y )

+00 2—n/2 ) w w
_ 9 £ —iw(kt1/2) /27 [ < ) <_ )]
T(/_ 2 € X gn—1 + X on—1

9-—m/2 w w
w(h+1/2)/2™ .
o € [X (2m—1> +X( 2m—1>} dw

_ 9—(n+m)/2  p+oo e—iw(k+1/2)/2n+iw(h+1/2)/2m[ (L) n <_ w )}
or ) o X\ gn1) TA e

() +x (g

pour (n # m), il est :

(Y, ') = 0.

et pour (n =m), il est :

Wiy = 20 [ e [y () 4y ()]

e 2n71 27171

En faisant le changement de variable £ = w/2""! on aura :

—am 4
(Vi n') = L [/ 2 e‘%(h—k)fngr/ e—2i(h—k)§d§1

4r A 2w
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pour h =k et (n =m), il est

(Y, ) = 1.

pour h # k, il est

47 .
~2i(h—k)C g — ¢ —4in(h—k) _ ~8in(h—k)) _ (
[ TS ) =0

de facon analogue

—27
/ e 2R = 0.

Ar

De la méme maniére on montre les autres propriétés d’orthogonalités.

2.3 Propriétés

Selon (2.2 et 2.3), les ondelettes de Shannon peuvent étre facilement calculés pour certains points

particuliers, en particulier :

o (h) =, (k) = (h—k)=p(k—h) =0, (h, k€Z), (2.10)

de sorte que :

0, x=h#k (h keZ)
oy, (2) = (2.11)
., x=h=Fk (h keZ).

On a également [7] :

21+n/2

n _ (_1\2"h—k

(2""'h — 2k —1#0)

1 1
p(x) =0, :U:2_”(/£+§:I:§), (neN, keZ) (2.12)

lim wz (33) = _2fn/2§hk
R GO)

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser aux valeurs maximales de ces fonctions qui peuvent
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étre facilement calculées. La valeur maximale de la fonction d’échelle ¢, (x) peut étre trouvée

sur les nombres entiers © = k

max (¢ (xar)] = 1, ry =k, (2.13)

et les valeurs maximales de 1} (x) sont :

[ ()] = 23 3Y3 4 = ] 2 (RER) (2.14)

u 2 (18k +7)

Les deux familles des fonctions échelles et les fonctions d’ondelettes appartiennent a L (R),

donc elles ont des supports borné et une décroissance lente vers zéro.

lim ¢y (z) =0, lim ¢} (z) =0 (2.15)

xr—+00 r—+00

Soit # C Ly (R) I’ensemble des fonctions f (x) en Ls (R) telles que les intégrales :

a 2L = [T (2) @) (x)da.
déf

By = Afp) =12 f(2)dp (x)da.

existent avec des valeurs finies, alors on peut montrer[2, 4, 7] que la série :

(2.16)

Yo anen @)+ Y B (). (2.17)

h=—00 n=0 k=—oc0

converge vers f (z) .
Selon (2.8), les coeflicients peuvent étre également calculés dans le domaine de Fourier [7] de

sorte que :

Qg = f_t:rf(w) e"rdw,

ntlr o , no oA A (2.18)
BZ = 2—n/2 [ 22n m f (U)) e—zw(k—l—l/Z)/Qndw + f:;n_:rl f (U)) e—zw(k+1/2)/2ndw] .
Preuve. Par définition on a :
A = <f7 Spg>
= 27(f,&})
+oo —
= 27 f (w) @ (w)dw



et

27n/2 o w
An _ —iwk /2™ <_ 3 )
Pr (w) = ——e X 5q 37
avec
0 ok %e‘“"k, si—r<w<nm
gok(w):2 e (w+ 3m) = .
@ 0, ailleurs.
donc
0 1 .. %eiwk, si—mr<w<m
op (W) = 5-¢ (w + 3m) .
7T 0, ailleurs.
D’ou
+oo
o = 2 [ Fw) i
92 /W.}E( ) 1 zwkd
= 27 w) —e"""dw
o 2m
= / f (w) e dw
De méme,
= (f, ¥§)
= 27T<fA7 @k)
—+00 . —
= 2m f(w) iy (w)dw
—o0
+oo 2—n/2 w(k1/2))2"
= 2w | f) S [ ( ) (- J]d
2 e k122" (k+1/2)/2" w
= o/ i f(w)e iw(k+1/2)/ 2n 1 / twkt1/2)/2" (_ 2n_1) dw]

/ f( ) zw(k+1/2)/2"d ‘I’/ f zw (k+1/2) 2"dw] )
2" 2ntly
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Dans le domaine fréquentiel, (2.17) donne [7] :

. 1 > 4
f(w) = %X(w—i—fﬁﬂ) Z ape”h (2.19)
h=—00
w - . -n n _—iw n
Li(Gm) S § renemn

n=0 k=—o0
00 00

_|_i ( 2:}1)2 Z 2~ n/26n —iw(k+1/2) /2”

n=0 k=—c0

Preuve. On a :

= > an @)+ Y > B ()

h=—0oc0 n=0 k=—o0
et
fw) = > an@h(w)+> > Bray (w)
h=—o00 n=0 k=—o0
1 & w w
_ zwh - —n/2 pn —iw(k+1/2)/2™ .
C 3 e 3 S e [y () (5
tel que :
~ 1 —tw
P (w) = 5—e7™""x (w+ 3m)
T
avec
an 9—n/2 w w
_ =2  —iw(k+1/2)/2™ B
Ui (w) = 5 () #x (=300
D’ou
fw) = w+37r)2ae““

DD SR L

n=0 k=—oc0
[eS)

1 w C —-n n _—iw n
D S DERL

n=0 k=—oc0

O

Lorsque la borne supérieure de la série de (2.17) est finie, alors nous avons ’approximation :

D)= ) angh (@)D Brvk (x). (2.20)

n=0 k=-S5
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L’erreur de approximation a été estimée dans [7].

2.4 Reconstruction des dérivés

Afin de représenter les opérateurs différentiels dans des bases d’ondelettes, nous devons calculer
la décomposition en ondelettes des produits dérivés. Il peut étre montré [2, 7] que les dérivés

des ondelettes de Shannon sont des fonctions orthogonales :

d* =
@) = DN @),

i e %% (2.21)
w%ﬁn (r) = ZZ’Y(Z)ZZsz (x),
n=0k=0
ou
¢) def df mn déf dg n m

sont dits coefficients de connexion [2, 5, 6, 8, 13].
Le calcul des coefficients de connexion peut étre facilement réalisé dans le domaine de Fourier,

grace a l'égalité (2.8) :

e —
0) déf d - mn déf d .~

En fait, dans le domaine de Fourier, le dérivé d’ordre ¢ des fonctions d’ondelettes et d’échelles

sont tout simplement

d L am . Cyen
Tk (@) = (0) G (w) . Ui (1) = (w)" d (w), (2.24)
et, selon(2.7),
dz/\ 2T W
P @) = () ey (G 8m). (2.25)
dz/n\ w2 n w w '
gt @) = ) e () (g

I a été démontré [2, 6, 7] que les coefficients de connexion (2.22) des fonctions d’échelles de

Shannon ¢, (w) sont :
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/\i(fzg _ 2m sl i (k —
Z'Eﬂ.ﬁ—l—l ) ) ’ . h
27r(€+1)[+(_)]’ o
ou, en posant
1, m >0
p(m)=sign(m) =<9 —1, m<0
0, m =0,
on aura :
NI = T (1] (4 k- )
LYY a
0 ¢ s
k—h i* s
(k—h)| — 1) -1
D 1 g S (1 1,
et si > 1, et pour £ =0,
N = Okn
Preuve. Par définition on a :
0 det , d° ?\ 3
+o00 dé/\ ——
- 27r/ L () AR () dw
+00 —
= 2n [ () () ) du
et
1 )
P (w) = 5—e M (w + 3)
avec
1
PR (w) = 5™ (w+ 3m)
et
1, si—nm<w<m
(w =+ 3)

0, ailleurs,
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D’ou

™

1 4 .
)\52 = o (iw)" e” ™y (w + 31) ™y (w + 3)
B (iw)’ e " F=hw gy
2m
i,
_ wée—z(k—h)wdw.
2m

—T

Donc on peut formuler le corollaire suivant :

Corollaire 4 Pour m € Z U{0}, /€N etneN, il est :

S .ﬁ () 1+ (1)
[ ) e = it )

—nm (+1
s Lp(me_siryyz € (nm) 0—st1
. _1 mn _1 Hm —S8 ° 1 _ _1 —S8 ]
i (m) (<1 Y () s [ e
S=1
avec (n = 1) ce qui acheve la démonstration de (2.26). O

D’une maniére analogue a (2.22) nous avons tous les coefficients de connexion des ondelettes

d’échelles de Shannon vy, () :

041 E!Z'Z—sﬂ_ﬁ—s
Okn" = h— k) §mm _1)[trp(h=k))(20=s+1)/2 _ 1) 5 2(htk) gne—s—1
T & ) {szzzl( ) (€—$+1)!\h—k5|S< )
% {2€+1 [<_1)4h+s 4 (_1)4k+£} _9s [(_1)3k+h+£ n (_1)3h+k+s] }} k4
. €2né—1
AR = g [MET (21 —1) (1+ ((—1)@] : k=h
(2.29)
Lonl—1
Opr _ snm ) g _ _ T2 41 IR
SO = 5 {zu (= R 2 (2 1) 1+ (1)) (230
£ f—s, b—s
Z [1+#h k))(26—s+1)/2 ﬁ!lﬁ ﬂ-g (_1)—3—2(h+k) 2n57571

pary (0 —s+ 1) |h—k|
% {2e+1 [( 1)4h+s 4 (- )4k+£} _ 9 [(_1)3k+h+€+ (_1)3h+k+s]}}7
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quand ¢ > 1, et pour / =0 on a :
A O = §,,6™™, (2.31)

Preuve. Par définition, on a :

ot 7
YRR = <—dxg¢ka90h> = 27T<_dxg¢ka80h>
NG am
= 2m((iw) ¢ka¢h>

- [ " (i) (w) T (w)dw

o0

e o-n/2 n w w
= o [ i) S [ () e (<5

o0

2-m/2 w w
w(k+1/2)/2™ .
g () +x (- )] o

Selon la définition (2.6), on a :

et (pour n =m)

nm 2_n +oo . Y4 —dw(h— n w w
r}/(g)kh = g . (Z’LU) € (h=k)/2 [X (2n_1> +X <_ 2n—1):| dw
2771 —2" . n 2n+17|— - n
_ (Zw)ﬁ e—zw(h—k)/Q dw + / (lw)f e—zw(h—k)/Z dw
27T _on+lp 2N

Donc on peut formuler le corollaire suivant :

Corollaire 5 pourm € Z, { e N, et a, b€ Z (a <b), il est :

b 0 e [bul _ a”l} e+1 X i1
/ (iw)" ™ dw = i (1 —|u(m)|) T — i (m) Z (_1)[ +au(m)](20-s+1)/
aT S:1

Vi (iﬂ_)ffSJrl
X s
(€ —s+ Dljm|

|:(_1)mb bfferl . (_1)ma a273+1i| '
pour m = — (h— k) € Z, { = 0, et (=2""'x < =2"7), (2" < 2"F'7).
Ok = 1, n—=m.

ce qui acheve la démonstration de(2.30) . U

29



Chapitre 3

Dérivé fractionnaire des ondelettes de

base

Dans cette section, nous pouvons voir que la dérivée fractionnaire peut étre interprétée comme

une fonction d’interpolation entre les dérivés d’ordre entier, de sorte que :

d'U
dx?

F@) = (=) @) toif@), 0<v<l

3.1 Dérivé fractionnaire de la fonction d’échelle de Shan-

non

Supposons que la dérivée d’ordre fractionnaire est définie par une interpolation linéaire des

dérivés d’ordre entiers, de telle sorte que la dérivée fractionnaire d’échelle et d’ondelette

df—H) dZ—H) .
e (x), ) (2) (3.1)
avec
0<wv<l, (3.2)
peut étre définie comme suit :

df+v def dé d€+1
) (z) = (1—v) PR () + VT Ph (z), (3.3)
d£+v 1 dﬁ-ﬁ-l

m o def . m
dwmwh () = (1 —U)@ n () +vmwh ().
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Théoréme 6 La dérivée fractionnaire des fonctions d’échelles de Shannon est donnée par :

= ¢
S Y =o)X+ onY p@), £>0
el Z M = o (3.4)
h——oo > [(1 —U) Opp + v)\hk} o (), ¢=0.
k=—o0
Preuve. Selon(3.3) et (2.21), on a :
dtv dt dt
) (z) = (1-v) ) (z) + UW% (z) (3.5)
0 YA e 3 A,
k=—o00 k=—o0
= > a0+ e ),
k=—0o0
et, si £ =0,
d’ N o)
dgv h () = Z [(1 —v) Opk + v)‘hk} o (@) - (3.6)
k=—o0

O

Avec cette définition, la dérivée d’ordre fractionnaire des fonctions d’échelles est un opérateur

commutatif.

Théoréme 7 L’opérateur(3.4) est un semi-groupe, telque :

i d? ( ) av d ( ) d,u-i-v
dxH dxv Pr\® dz dzH dn O\ dyhtv

on () - (3.7)

Preuve. Sans perte de généralité, il suffit de montrer que

ar dv dav d+
- 3.8
dzH dxv p (o) = dz dxt v (@) (3-8)
Selon (3.4), il vient que :
d’ N o)
@) = D (1= v)du+ AR i (@), (3.9)
k=—o0
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donc

d’U
(@) =(0-v)e@)+v Ao (x Z%k% )| . (3.10)
k40
k=—0o0
et a partir de (2.26),
m _ (=1
Aop = o k#h
A =0, K=h=0
d’ou
d° = (-1
@) = (1-ve@ e Y Tl (), (311)
k40
k=—o0
En dérivant, par rapport & p, nous avons :
a d d" = (=1)F e
- — - — 12
i = 070 e @0 3 S ) (312)
k=—0o0
= (1—-v) (- (z)
k40
k=—o0
- (1) a
0y e (@)
k40
k=—o0
qui est, selon (2.26),
" = (1 1 o~ (1" 3.13
Tap(@) = (1) |( —M)w(ﬂf)ﬂz% 1 () (3.13)
k=—00
> EU S (0= gt 28] 0 (@
oy Y |-+ x
k#0 §=—00
k=—0o0
= (=1)"
= (1-0) [0-we@) +p ), ()
k40
k=—o00
to(l—p) @y EL S0,
k#0 k#0 §=—00
k=—o00 k=—o00
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D’ou,

%diw(x) = 1-v)(l-pe@)+[1-v)ptod-p)] Y (_]3) o, (1) (3.14)
k40
sk SOS ’
ki;iO S=—00

O
Il peut étre facilement vu, avec (3.11) qu’on a également les équations suivantes :
& o (<)
d 2Pl () =1 —v)p (z)+ UZk;ﬁOﬁ‘Pk (z)
r k=—00 -
v . 1)k (3.15)
de Pt () = (1 =v)p_y(z) + Ukz:;ii)H—k% (@),
Et, en général,
d’U
dxv@h( z) =(1—-v)p,(z ‘HJZ o h @r ( (3.16)
k40
k=—oc0

En outre, lorsque p1+v = 1, alors nous pouvons voir que la définition (2.26) se réduit a la dérivée

ordinaire.
Théoréme 8 Si u+v =1, alors

dar dv drv d

il - = . 1
At dz® o, (z) Akt o, (z) dx o, (z) (3.17)

Preuve. Si on se limite & ¢ (), conformément & la définition (2.26), on a :

%di)v@(@: > = (o) do+ e+ 0) A i (@), (3.18)

k=—o00

et comme (u+v) =1, on a

dr d d >
TP @) = e la) = > A e (@), (3.19)
k=—00
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Selon la définition (3.4), la dérivée fractionnaire est une interpolation entre dérivée d’ordre

entier (voir figure3.1).

d’U
dzv

pour différentes valeurs de v =0, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 1.

Fig3.1 : Dérivée fractionnaire des fonctions d’échelles<=¢ (x) avec limite supérieure N = 4

3.1.1 Erreur d’approximation de La dérivée fractionnaire des fonc-

tions d’échelle de Shannon

Dans la définition(3.4) , la dérivée fractionnaire dépend d’une borne fixe N de la série infinie.
Dans cette section, il sera montré que la convergence de la série, du membre droit de (3.4),
est assez rapide. Au fait avec de faibles valeurs de N, approximation est assez bonne ( voir

figure3.2 et figure3.3).

. L., . . . ) 3/10
Figure3.2 : Dérivée fractionnaire des fonctions d’echellesddﬁwgo () avec

limite supérieure N =1, ..., 10.
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‘ AN

. s e, . . . 4 3/10
Figure3.3 : Dérivée fractionnaire des fonctions d’echellesddggsmgo () avec

limite supérieure N = 10, ..., 50.

Taux de Convergence

v

Si I'on compare la dérivée fractionnaire( 7 ) ¢, (r) donnée par (3.4) avec la définition de

x’U
Griinwald 1.8, nous pouvons voir que le rapprochement par des coefficients de connexion est
bon (voir figure3.2 et figure3.3), avec un faible nombre de termes. En outre, la définition basée
sur les coefficients de connexion peut également étre étendue a des valeurs négatives de la
variable.

Puisque nous avons défini la dérivée fractionnaire sur une série infinie N — oo, ainsi que la
formule Griinwald, on peut calculer explicitement ’erreur d’approximation de la différence entre

la valeur approchée & N + 1 et la valeur correspondante de la série infinie & N. Par exemple,

par rapport a (3.4), on a :

N+1 N
v (t+v) B (L+v)
€y T hax Z A (@) Z Ak Pr (T)] (3.20)
k=—(N+1) k=—N

tandis que pour la formule de Griinwald (1.8), nous avons

v N
1 x I'(k—v) k
N7 RS (o) (N+1) ;F(kJrl)fK N+1)4 (3:21)
N-1
1 T\~ I'(k—wv k
I (—v) (N) —~ T (k+1) N
Théoréme 9 Pour { =0, lerreur d’approzimation de (3.4) est donnée par :
—1)h
ey =2v # . (3.22)
(N+1)"—h?
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Preuve. Selon (3.16), on a :

S e+, ()™
Z >\ Z Ah = v [_ (N+1)— B P-(N+1) (x) (3.23)
k=—(N+1)
_)NH
e E <~’C>]
(_1)N+1 (_1)N+1
SIS R T NTD—h
2 (-
(N +1)—h?
O
Théoréme 10 Pourt > 0, l’erreur d’approzimation de (1.8) est donnée par :
v _ NT(N-v)
N T (N 1) (3:24)
Preuve. Si l’'entier t =1, on a :
1 1\ KT (k=) k
T (—v) (N+1) kzF(k;Jrl)f Kl_ N+1)}
1 1\ ' =T(k-v Lk
(%) 2 T+’ ()]
1 AT (k—v) k 1 =T (k—v) i
< r(—v)N ; r(k:+1)f [(1 N+ 1)} a F(—?J)N % F(k+1)f [(1 a N)}
et selon 2.13,
N T (k—v)
ST(—o) T (N +1) (3.25)
O

3.2 Dérivée fractionnaire d’ondelette de Shannon

Théoréme 11 La dérivé fractionnaire des fonctions d’ ondelettes de Shannon est donnée par :

d€+v

m _ o)t oome
dze U (2) = D AR = & m—1, (L | ym
k=—00 Y (1 =) 6p, +v2m iy W | i (z), t=

e (3.26)

9l(m—1) [ i (1 —v)yOhk + U2m—17(e+1)}fk} PP (x), £>0

k=—o0
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Preuve. Selon (3.3) et (2.21), on a :

d+v dt 1
dxé-i-vwh (z) = (1-v) @W () +v Ir — ¥ (@)

i i 7(«‘erl)Z?@”@/) (z)

[
—
|
=
M8
[l
gW
é
_|_
S

n=0 k=— n=0 k=—o0
_ (1_U>Z Z 5mn2€(n—1)f}/(ﬁ)i}c +Uz Z 5mn2(€+1)(n—1)7(€+1)}b}€] W7 (z)
L n=0 k=—o0 n=0 k=—o0
= |(1-v) Z 9l(m— 1)7( hk—i—v Z 9(l+1)(m— 1)7(Z+1) ]¢k (z)
L k=—o00 k=—o00
—  9lm-1) Z (1-v) 7(!),& + Uzm—l,y(f—i-l),ll}c] P ().
k=—o00

O
De facon analogue a la dérivée fractionnaire de la fonction échelle, pour la fonction ondelette,

les dérivées fractionnaires sont enveloppées par les dérivés d’ordre entiers ( voir fig3.4).

Figure3.4 : Dérivée fractionnaire des fonctions ondelettes wo (x) avec limite supérieure N = 4

pour différentes valeurs de v =0, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 1.
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3.3 Dérivée fractionnaire d’une fonction L, (R)

Soit f () € B C L (R) une fonction telle que (2.17) est vérifiée, alors la dérivée fractionnaire

peut étre calculer comme suit :

dv dv SR d
el @)= > e @)+ ) Y B (), (3:27)

h=—o0 n=0 k=—oo
ou les dérivées fractionnaires des fonctions d’échelle ¢, (x) et 'ondelette v} (x) sont données
par (3.4) et (3.26), respectivement.
Pour l'instant, une bonne approximation de y = e~ est donnée par ( figure3.5)
e = 0.97¢ () + 0.39 [p_, () + ¢, (2)] - (3.28)

La dérivée fractionnaire est :

d’ d’ d’
i (x) +0.39

e = 0.97

dz? d [po1 (@) + 1 ()] (3.29)

dx?

-1t

. L., . . . .2 .o L.
Figure3.5 : Dérivée fractionnaire de fonction y = e~ avec limite supérieure N = 4

pour différentes valeurs de v =0, 1/5, 2/5, 3/5, 4/5, 1.

En utilisant (3.11) et (3.12), on obtient :
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%e“’”z: 0.97 {(1 —v)p(z)+v Z <_;) o (x)] (3.30)
k#0

k=—o00

+039(1—v) [p 4 (2)+¢ (@)]

+0.39v |: Z %gpk (x) + Z %@k (x)] .
k#£0 k#0

k=—00 k=—00
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Conclusion

Dans ce mémoire, le calcul fractionnaire a été introduit en utilisant les ondelettes
de Shannon. Les dérivées fractionnaires des fonctions d’échelles de Shannon et les
fonctions d’ondelettes, sur la base de coefficients de connexion, sont explicitement
calculées et 'erreur d’approximation est estimée. En comparaison avec la formule
classique de la dérivée fractionnaire de Griinwald , les ondelettes de Shannon et
les coefficients de connexion donnent une meilleure approximation de la vitesse de

convergence.
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