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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul différentiel. L’histoire de cette
théorie remonte au 17¢™¢ siécle, lorsque ’Hopital se pose la question a Leibniz sur le résultat
de la dérivée d’ordre un demi. Ensuite plusieurs chercheurs se sont penchés sur ce sujet.

L’objectif principal de cette thése est de présenter une contribution analytique et numérique
au calcul fractionnaire.

Cette These se compose d’une Introduction et cinq Chapitres :

Dans le premier chapitre, intitulé : Notions de Calcul Fractionnaire, on va rappeler quelques
notations, définitions et résultats relatifs au calcul fractionnaire dont on aura besoin dans
les autres chapitres.

Dans le deuxiéme chapitre : "Inégalités Intégrales Fractionnaires", on donnera une contribu-
tion intégrale et on généralise des résultats de F. Qi, de Cassel, de Sulaiman et autres.

Dans le troisiéme chapitre, intitulé : Applications des Inégalités Fractionnaires aux EDF's,
on donnera des résultats assurant l'existence et 1'unicité / Iexistence pour des problémes
d’équations differentielles fractionnaires avec conditions intégrales. On fait appel, en parti-
culier, a la théorie des inégalités fractionnaires. Cette théorie, on va rencontrer ses aplications
dans les démonstrations de nos résultats principaux.

Dans le quatriéme chapitre : "Méthode ADM et Methode VIM", on rappelera la Méthode
d’Itération Variationnelle et celle d’Adomian. Ces méthodes numériques sont applicables sur
des EDFs linéaires ainsi que sur des problémes non linéaires.

Enfin, le cinquiéme chapitre portera sur les : "Equations Differentielles Fractionnaires : Ap-
plications Numériques". On présentera quelques applications numériques sur les équations
différentielles fractionnaires en utilisant ’approche de Caputo.



Chapitre 1

NOTIONS DE CALCUL
FRACTIONNAIRE

Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions et les propriétés essentielles correspondantes
a la notion de la dérivation et del’intégration fractionnaire. L’idée principale de ces notions
est la généralisation des dérivées et intégrales entieres. Pour plus de détails, nous citons
1, 2, 3, 4].

1.1 Intégrales Fractionnaires

Définition 1.1 Soit une fonction f(x),x > 0. On dit que f est dans l’espace C,,, pn € R,
s’il existe un nombre réel p > p tel que f(x) =aPfi(x), ou fi(z) € C(]0,00)).

Définition 1.2 Soit une fonction f(x),z > 0. On dit que f est dans l’espace C};, n € N, si
fmed,.

1.1.1 L’Approche de Riemann-Liouville :

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Une primitive de f est donnée par :

Fi(t)=[f(r)dr. (1.1)

(1.2)



Puis par récurrence, on obtient la relation classique suivante :

(t—x)" f(z)dx, (1.3)

Q\W

oul (n fe“”_ldu:(n—l)!nZL

Si on note J" (f (t)) = F, (t), on va avoir :

J(f (1) = g ] (6 =) f () dr (14)

Selon I’approche de Riemann-Liouville, la notion d’intégrale fractionnaire d’ordre a@ > 0 est
une conséquence "naturelle "de la formule (1.4).

Définition 1.1 L’opérateur intégral fractionnaire de Rieman-Liouville d’ordre o > 0, pour
une fonction f € C, ([a,b]), (> —1) est défini par :

¢
(Jo) f 1 ft—T f(r)dr ca > 0,

(Ja) f () = f(2),

ot T(a)= [e™u*'du,a>0.
0

Exemple 1.1 Calculons l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville de la fonction
f telle que :

fx)y=2° |, BeR, z>0. (1.6)

(Jg) () = FLZ (x — )" s, (1.7)

(1.8)

ou B (a, ) est la fonction Beta d’Euler définie par : B (o, 8) = [ (1 — 2)* " (2)° ' da.

O— =



Comme B («, 3) = %, alors on trouve

_ _1 T(e)I'(p+1) _ '+
(J§) (2%) = Faﬁlxa+5+1)xa+ﬁ‘_1xa+ﬁ+1fta+ﬂ- (1.9)

Par exemple, pour oo = % et 5 = 1, on applique la formule (1.9), on obtient :

a r'(1+1 1 (2
(JO)(x):%x2+1: 2)

22 = g/ (1.10)
Et pour a = 1, on obtient
_ D(B+1) _ T+ _
(o) (@°) = 557" = Eareme T = mar”

Exemple 1.2 Calculons l'intégrale fractionnaire de Riemann Liouville d’ordre o = % de la
fonction : z —— Inz,z > 0

Ona:

(x — 7')7% In 7dr

o~—=8

<J0%> (Inz) = r(l ]

N

(1.10)
_ 1 r InT
- TE{W‘”
Posons : x — 17 =1t = dr = —2tdt, alors :
1 0 —2t1n<x t2)
Ji ) (Inz) = iﬂf—dt
(#) o= 3.}
(1.11)
L 2 v
- V—%\ff—ﬂn(x—t?)dt: \/—;{ (In(v/z +t) +1n(y/z —t))dt.
On sait que :
fIn(a+t)dt =(a+t)In(a+t)—t+ Cte
(1.12)

fIn(a—t)dt =(—a+t)In(a—t)—t+ Cte,

d’ou :

(%

= 2yl (VD) — VF — VEIn VAl + & [-VE + VEIn Vi) (1.13)

(nz) = Z[(Va+t)In(Va+t) ="+ Z[(-va+t)n(vz —1) — 1"

\_/

L (Viln (2y3) - VE) = =2 /54 L /Tl V7,
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Proposition 1.1
Soit f:[a,b] — R une fonction continue. Alors, on a

() [J2 (f ()] = T+ (f (). (1.14)

et
(J) [J2 (f (@)] = (J7) [T (f (@))],

pour tout o > 0,3 > 0.

Démonstration
En effet,

(1.15)

On effectue le changement de variable : 7 =t 4 (x — t) y, on récupeére donc

j(m—r)a_l(T—t)B_ldT:z(av—t—(x—t)y)a_l(t—l—(a:—t)y—t)ﬁ_l(x—t)dy

— (a1 f (1) ) dy

= B(a, ) (x — t)*"77"

(1.16)
Alors i i
D L2 (D) = r ] (10 0= 7 (=0 ar ) a
= 5T (F 0 @) i (117

— i (e =07 1 0) dt = 505 ).
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Exemple 1.3
Sionprend:azﬁzéet f(xz) = x avec > 0, on trouve :
«a B o « r (2) o 1
I [(8) (@] =08 |5 ] = 5

D’autre part, on a :

1.1.2 Intégrale Fractionnaire de Quelques Fonctions

Intégrale Fractionnaire de :  —— (z —a)’

Considérons la fonction f () = (z — a)” avec x — a > 0. Alors

() (f (@) = 1

I'(a)

2 — &

Cela implique :

(J2) (2 — a)") = (Lot (@ — 0y,

Dans la relation (1.22), si on prend a = 0 et v = (3, on obtiendra (1.9) .

Intégrale Fractionnaire de : x — €7*

Considérons la fonction f (x) = €?*. Alors, on a

(o) (F (@) = 1 [ (= 1) s

1.2 Dérivées Fractionnaires

(x—7)""(r—a)dr = Blay+l) (z —a)™.

(1.19)

(1.20)

(1.21)

(1.22)

(1.23)

Dans ce paragraphe, on va exposer brievement quelques approches des dérivées fraction-
naires, on cite par exemple : 'aproche de Riemann-Liouville, ’approche de Caputo et celle

de Griinwald-Letnikov.
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1.2.1 Dérivée Fractionnaire au Sens de Riemann-Liouville

Définition 1.2 On définit la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann-
Liouwville d’une fonction f : [a,b] — R par :

. £ [ ettas] . mot<a<mmen
(*Dg) (f(x)) = a (1.24)
d(i_n:n ('I)? 5 a =1m.

On peut écrire la relation (1.24) sous la forme équivalente suivante :

2T (f(=)] . m—-1<a<m,meN
(RLD3> (f(z))= o @) (1.25)
o\ 1), ) a=m.

Exemple 1.4 Calculons la dérivée fractionnaire d’ordre av = % au sens de Riemann Liouville
de la fonction f: x—— x —a avec x —a > 0,

On a

=4 [(9) (@@= w)]
(1.26)
-4 (3 e-0})
=3 L@ — a)%

Exemple 1.5 Calculons la dérivée fractionnaire d’ordre av = % au sens de Riemann Liouville
de la fonction f : x — H%,x > 0.

On a donc :

(08) G0 = ity 2

_ da 1 r 1
T de [r( ){(uﬁ)\/ﬁ‘h}

1
2

En effectuant le changement de variable \/z — 7 = y, on obtient
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(448) 0 =y o

N3
_ 1 d 1 1 1
o I‘(%) dx [ z+1 »g (\/a:Jrlfy + \/ery) dy]

— 1 _d|_1 [ln y+Vatl ]ﬁ (1.27)
F(%) dz \/m _y"‘\/m 0

1 d[ 1 \/§+\/x+1]

- p(%)% Y Ry s |
_ 1 1| VeVl 1 Va—Va+l
Tr(d) | @3 VEHVEL @HDVE VaetVatl |

Remarque 1.1 La dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle. Cette
"anomalie troublante” est donnée par

(*EDg) (1) = pity (@ — @)™ (1.28)
En effet,

T dxm

(RLDg) (c) =& —F(nffa)j (x — T)m_a_l dr
a (1.29)

= ﬁ (iIZ' — a)_a .
Proposition 1.2

1. Pour tout u, A € R et pour deux fonctions quelconques f : [a,b] — R et g : [a,b] — R,on
a

(D7) (uf (x) + Ag () = p (*EDZ) (f () + A (F4D7) (g (=) . (1.30)

2. En général, la propriété de semi groupe n’est pas vérifiée, on n’a pas toujours :

(eDg) (Di) £ () = (D) £ 1) (1.31)

3. Il en est de méme de la propriété de commutativité : 3 ag > 0, 55, > 0, g continue sur
la,b] C R, tels que :

(" Dg2) (RLDfZ) g(t) # (RLD52> (*EDg2) g (t) (1.32)
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Démonstration

1.
(FED2) (nf (x) + Ag (2) = g (Ji=2) (uf () + Ag ()

= g (1 (L) (f (@) + A (T ) (g (2)))

(1.33)
= i ((T772) (F () + A (1) (9 (2))
p (1D (f (@) + A (*FD) (g (x))
Dans (2), on prend f(t) =t77 et a; = f; = 1. On a alors :
(o) rw =0, ("ng) (“0§) ) =o0. (1.34)
On remarque aussi que :
<RLDO%+%> ft)=—Li3 (1.35)
Dans (3), on pose g (t) =1t et as = 5, 2 =35 Donc
("03) o) =5 ("D5)a) = ("05) (1) =0 (1.36)
Tandis que
("0§) (Dg) gty =0, (D) ("Dg)g(t) = —Lt3. (1.37)

Lemme 1.1 Soit f une fonction définie sur [a,b] vérifiant ("EDS) f(z) = 0, avec a €
|m —1,m[,m € N*. Alors

i+1) a—m-+1
f(z) = Z bi T i) mim) (x —a)* """, (1.38)
ot les b; sont des constantes arbitraires.

Démonstration

D’apreés la formule (1.25), on a :

("4D7) f () = g (S f (@) =
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Donc
S (@) = Yo bi(z— a) .

Par application de J¢ , on va avoir :

m—1 i
JIf(x) = ;)bijg (- a) Z bzppai}r)l) (z — a)a—H.

Cela voudra dire que

1) 4m j
Fla)="S Farit o (= @)™
1=0

Mais comme,

dm
dz™

(z—a) " =(a+i)(a+i-1)..(a+i—m+1)(z—a) ™

I'(ati+1)
T(ati—mt1)

(.f[f o a)a+i7m :

alors, le lemme 1.1 en découlle.

1.2.2 Dérivée Fractionnaire au Sens de Caputo :

Définition 1.3 Soit f € C™ [a,b], m € N*. On définit la dérivée fractionnaire de Caputo
d’ordre o > 0 de f par :

[e3 —m T ; m Y
(=r)e+t (1.39)

©02) 160) = {
Remarque 1.2 On peut écrire lexpression de ©D® sous la forme

(Jr=) (f0)(z)) , m—-1<a<m,meN*
(“Dg) (f(2))= (1.40)

dd;n (x), , oa=m.

1

Exemple 1.6 Soit f () = & — a. Alors, pour o = 3, on trouve :
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o) ) = () (@) = () (52) - gy =

Remarque 1.3

La dérivée de Caputo d’une fonction constante est nulle, (I’anomalie est ainsi rattrapée)

(1.42)
= ray ) (& =7yt < 0)dr = 0
Proposition 1.3
1.Va>0uAER, ona:
(“D2) (uf () + Ag () = u (°DF) (f (2)) + A (“Dg) (g (). (1.43)
2.Ya>0,Vf:[a,b) > R, on a:
(“Dg) (Jef) =1 (1.44)
3. En général, on n'a pas
Je(CDgf) = f. (1.45)

1.2.3 Riemann-Liouville et Caputo

La relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et celle de Caputo est donnée par :

Proposition 1.4
Va €lm —1,m[,m € N* on a

—Q

(""Dg) f(t) = (°Dg) f +m§jrt_a F®(a). (1.46)

— —a+1)

Démonstration

On a:
(%02) £ (1) = 35 (e Jo (4= 7" f () dr). (1.47)
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Par conséquent,

)m7a+1

RL Do = 1 dam (t_a)mia (t—a 1 (t_a)mfcx+2 9

(t a)m a—+3 t (t T)'m a+n—1 m
+(mfa)(mfa+1)(m a+2)(m— a+3)f ( ) e fa (m—a)(m—a+1).... m—a+n—1) f( ( )dT)
(1.48)
D’ou
m—1 . nt
o _ (t-a)*—* i ' (t_rym—atn-
(RLDQ) f(t) - £ f(k) (a) I'(k—a+1) + T(m—a)dt™ (fa (m—a)(m—a+1)...(m—a+n— l)f ( )d7—>
=1
m—1 t
k—a m—oa— m
f tka)cy+1)+1"(7r1,1_a) /(t—’T) 1f( )(T)dT
k=0 @
(1.49)

Cela implique que :

(LD £ (1) = 3 1 (@) L 1 (CDg) £ (1), (1.50)
k=0
m—1 —a k

("D3) [f(t) Sy f"“’(a)] ~ (°D2) 10, (151)

1.2.4 Dérivée Fractionnaire au Sens de Griinwald-Letnikov

Définition 1.4 On définit la dérivée d’ordre o > 0 au sens de Grinwald-Letnikov pour
une fonction f définie sur [a, b par :

(“*Dg) (f(#)) =lim

h—0

< azrki(’lC o a)f( ))7 (1.52)
ot 0<n—-1<a<nneN nh=t—a.

On remarque au passage que si on remplace o par —a dans (1.52), on retrouve la formule
suivante :
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(O ;) (1) =fmy (e 35 s 0= k1))

h—0
(1.53)
t
= 1“+1)f (t—7)*"" f(r)dr.
Si f est de classe C" [a,b],n € N*, on a alors :
(GLD—a) (f(1)) _nilf(k)(a)(t—a)HO‘ 41 j‘(t _ )"+Q*1 f(n) (7)d (1.54)
a ~ & T(ktatl) Tnta)) T T)at. :
D’ou
o nl *) (a)(t—a)F— ¢ n—o— n
(P4D) (F(1) =X i — + re ) (=) (@) dr (1.55)
Remarque 1.4
Soit f(t)=c,ceR
On a :
o *) (@ a)F—@ f n—a n
(O405) ((0) =53 L 4 b (o= 0 1)
_e(t—a)® n nilf(k)(a)(t*a)k_a X 1 j»(t _ )n—a—l f(n)( )d (156)
T T T 4 Tk-atl) T(n—a) T T)ar
_ c(t—a)”*
I'l—a)

Donc, la dérivée d’une fonction constante n’est pas nulle au sens de Grinwald-Letnikov.
1.2.5 Dérivées Fractionnaires de : z — (z — a)”

Calculons les dérivées fractionnaires D f (x) telles que :
f(z)=(x—a)’ BER. (1.57)

B

Dérivée Fractionnaire de la Fonction z — (z — a)” au Sens de Caputo

On applique la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo, on peut écrire :
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(“Dg) (f(2) = (L") (G f (2)

= (Jm—o) <F(ﬁ+m—a+1) (z — a)[g,a>

I'(B—a+1)
(1.58)
r m—a-+1 m—a —a
:%(c’a ) (x —a)’
_ _T(+1) B—a
= F@arn @ —a) .
Remarque 1.5 Pour a =0, on trouve :

c — _T(B+1) -
(“D2) (a7) = 1“(5—a+1)x'6 . (1.59)

Dérivée Fractionnaire de la Fonction z — (z — a)ﬂ au Sens de Riemann Liouville

On a:

(05) (12) = i |y | o = 7" (1)

= & vy (@ - )]

_ dam ( L(B+1) (x_a)m—a-i-ﬁ)

dzm \P(F+m—a+1) (1.60)
= ) (- o))
= F(Bi(frit1a)+1) F(rﬁ(,gil;ﬁr)l) (¢ —a)™
- rféiﬂ) (z — a)ﬁia :
Remarque 1.6 Pour a =0, on trouve :
(D7) (") = g5 (1.61)

B

Dérivée Fractionnaire de la Fonction z — (z — a)” au Sens de Griinwald-Letnikov

Ona:

t

e t—a)k— n—a—
(G D2) (f(1)) :g%f (t—kh) + mos [ (L= 7" " SO () dr. (162)

a
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Mais
f® (a) =0 pour k=0,1,2,...,n— 1,
et
£ (a) = HE (¢ - 0P
alors,
(ED) (f(1) = FommrmD f )y (r — )’ dr

En posant 7 = a + s (t — a), on obtient donc

D%»—l

G « _ F(/B‘H-)
( LD(I) (f<t)) - DI(n—a)l'(B—n+1)

r'(g+1) (t

)me
T(B—a+1) :

—a

Remarque 1.7 Pour a =0, on obtient la formule suivante

(¢202) () = it

1.2.6 Dérivées Fractionnaires de : x — z7u ()

Calculons les différentes dérivées fractionnaires D f telles que :

f(x) = au(x),

ol 7 est un nombre réel.

Au Sens de Caputo :
Ona:

(°Dg) f (x) = Ldr

F(ma OtTQ‘Hm

dm (‘r’yu(‘r))

- I'(m—a) fU (t— T)a+1 m

(t—a—st—a)" “(s(t—a)) " -

a)ds

(1.63)

(1.64)

(1.65)

(1.66)

(1.67)
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On sait que :

d™ (Y u(r m m dF T dm—Fk (Y
) g <( i ) (ufr)) dTT,f,)), (1.68)
alors

(°D§) (a7u (2)) = Froatls ™™ u (x) (1.69)

Au Sens de Riemann-Liouville :

Ona:

("ED§) £ (2) = g [(J0"7) (27w (2))]

(1.70)
= %x”‘%‘l (z,u(x),a,v,m),
ou A(x,u(x),a,v,m)=1siu(x)=1.
Au Sens de Griinwald-Letnikov :
Ona:
*)(a [ f n—a— n
(D) (F(0) = 5 P (0 k) + g | (= 7" 1 (7)

(1.71)

L(y+1 —a
= 0t 0 B (2, ulx), oy, m),

ou B (z,u(z),a,y,m) =1siu(z) = 1.



Chapitre 2

INEGALITES INTEGRALES
FRACTIONNAIRES

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats sur les inégalités intégrales fraction-
naires. Pour plus de détail, on cite [40, 44, 45].

2.1 Inégalités Intégrales Fractionnaires de Type Qi

2.1.1 Reésultats Préliminaires

Dans [8], Ngo. et al. ont démontré que

zf5+1 (1)dr > ZT‘Sf (1)dr (2.1)

et
{f‘”l (1)dr > {Tfé (1)dr , (2.2)

tels que 6 > 0 et f soit une fonction continue et positive sur U'intervalle [0, 1], vérifiant :

}f (1)dr > }TdT , rel0,1]. (2.3)

xT

Dans [9] W. J. Liu et al. ont généralisé le résultat de Ngo ( avec ses co auteurs) en démontrant
que

5549 () dr = [ (r—a)’ §7 () dr | (2.4

Q — =

ol a> 0,5 >0 et f est une fonction continue et positive sur U'intervalle [a, b], telle que :
b b
[fr(r)dr> [(tr—a)’dr , y=min(1,3), z € [a,]]. (2.5)

T

Dans [10] L. Yin et F. Qi ont montré le résultat suivant :

22
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Théoréme 2.1 Soit a,b € T. Si f € C.q (T, R) est positive et
b
[fx)Az>(b—a) " . (2.6)

a

Alors
b

Firwrars (frar) " 1)

a

oup>1loup<0.
St la fonction [ vérifie

O<m<(f@) <M<oo , z€lab, (2.8)

alors, L. Yin et F. Qi ont prouvé que

U (f ()" Aw}l <(b—a) T (M)

01‘1p>1et%+%:1.

S
S
+
=
S
+
=
1

D’autre part, W. T. Sulaiman [11] a prouvé le résultat suivant :

Théoréme 2.2 Soient f et g deux fonctions positives sur |a,b], telles que g soit croissante.
St

b b
[f@)ydt> [g@t)dt , x€la,b]. (2.10)

T

Alors

(f @) de < [ (f () (9(2)) " dw, 78>0,y =35> 1. (2.11)

2 —
e —

Le résultat suivant est démontré dans [11] :

Théoréme 2.3 Soient f et g deux fonctions positives sur [a,b] telles que [ soit croissante
et g soit décroissante. Alors

}(f (€))7 (g ()’ dw < 32 (} (f (z)) dx) (} (g (x))‘sd:v> ;7,6 > 0. (2.12)
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2.1.2 Reésultats Principaux

On commence nos résultat par les lemmes suivants :

Lemme 2.1 [40] Soient f et g deux fonctions positives et continues sur [0, 00[. Alors pour
tout a« >0, on a :

Ja {mt»;} S0 (2.13)
(9(0)9 (Jog(t)

out>0,p>1let + =L

Démonstration

Soient ® et ¥ deux fonctions définies sur [0, +oo[. D’aprés I'inégalité fractionnaire de Holder
[51], on va avoir :

Qe

TN (1) W (1)] < (J*[@ (B)P) (Jo @ (£)])7, t>0, (2.14)

oﬁp>1et%+%:1.

Posons : & (£) = <L et W (¢) = (g (t))% dans (2.14), on obtient

< (o (M)) gt (219)

(9(8))

D’ou le lemme 2.1.
Un autre lemme utilisé dans nos résultat est le suivant :

Lemme 2.2 [40] Soient oo > 0,p > 1, %—l— % =1 et soient f et g deux fonctions positives et
continues sur [0, 00], telles que J* (f? (t)) < oo, J* (g7 (t)) < co,t > 0. Si

0<m<@§M<oo; T €[0,¢] (2.16)

= g(7)

alors on a l’inégalité suivante :

(D] [ (g (0)]F < ()7 0 [(F ()7 (9 (1)7] - (2.17)
Démonstration
Pour 7 € [0,t],t > 0, 0n a
0 <M

Ce qui donne
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Donc

Par conséquent,
R =" () () dr = s [ (¢ =) M (7).

Alors, on peut écrire :

D’ou

S =

(o [g@ye (7)) = Mwa (goF ()7
D’autre part, pour 7 € [0,¢],¢t > 0, on a
mg (1) < f(7).

Par suite
Alors,

Par conséquent,

i =7 (7 ()

=
—~
)
—~
\]
~—
~—
Q=
QU
\]
Y
‘H
O%ﬁ
—~
~
|
\]
~—
Q
L
:
Q
—~
\]
~—
S
\]

D’ou

Donc, on obtient

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)
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1

})52nﬁmf@@»%. (2.27)

Q=

1
(7 |7 )7 (9 1)
D’apres les formules (2.22) et (2.27), on trouve I'inégalité (2.17). D’ou le lemme 2.2.

Remarque 2.1 Si on prend o = 1, alors le lemme 2.2 devient le théoréme 2.1 dans [12] sur
Uintervalle [0,t],t > 0.

Un autre lemme est donné par :
Lemme 2.3 [40] Soient a > 0, f et g deux fonctions positives et continues sur l'intervalle

[0, 00], telles que J*(fP(t)) < oo, J¥(g?(t)) < oo,t > 0. Si

0<m< T <M<oo; 70,1, (2.28)

alors, on a :

T (7 ()P [T (g7 (0)]F < (M) 72 [f (£) g (1)] - (2.29)
oup>Tlet +1=1
Démonstration

En remplagant f (1) et g (7) respectivement par f ((7))” et (¢(7))*,7 € [0,t],¢ > 0 dans le
lemme 2.2, on trouve (2.29) .

Le premier résultat principal est donné par :

Théoréme 2.4 [40] Soient o > 0,p > 1 et f une fonction positive et continue sur l’intervalle
[0, 00], telles que pour tout t > 0,

o) 2 () (2:30)

v

Alors, on a :
TP () = (T (F @) (2.31)

Démonstration
En utilisant le lemme 2.1 et la condition (2.30), on obtient

T (0) =00 (59) 2 G0 = (M) g ) > (f ()P (232)
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D’ou le Théoréme 2.4.
Remarque 2.2 Si on prend o = 1, alors le Théoréme 2.4 devient le Théoréme A dans [13].
Notre deuxiéme résultat principal est donné par le théoréme suivant :

Théoréme 2.5 [40] Soient o > 0,p > 1, % + % =1 et f une fonction positive et continue
sur Uintervalle [0, 00, telles que pour tout t > 0, J% (fP(t)) < co. Si

0<m< fP(t) <M <oo, 7€[0,t] (2.33)

alors, on a :

3=

Lo (F7 (1)]F < (M) (F(;11)>_T <Ja <f% (t)))” . (2.34)

Démonstration
Posons g = 1 dans le lemme 2.3, on obtient

e (2 @) [Je (19)]7 < (M)e go £ (1) 1] (2.35)
Ce qui donne

(PO < ()7 (i) I ). (2.30)
Posons g = 1 dans le lemme 2.2, on récupére linégalité suivante :

L7 (F (]P0 < (M) [£5 (1) 18] (2.37)
Donc, on a

I (F O < ()% () " 0= [ ). (2.35)

Alors, on peut écrire

(Ja[f%(w]>p. (2.39)
D’apres (2.36) et (2.39), on trouve (2.34).

Remarque 2.3 Si on prend o = 1 dans le Théoréme 2.5, on trouve l'inégalité (2.9) .

On donne aussi le théoréme suivant :
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Théoréme 2.6 [40] Soient f et g deux fonctions positives et continues sur l'intervalle
[0, 00, telles que la fonction g soit croissante. Si

Jof () > Jog(t), t>0, (2.40)

alors, pour tout v,0 >0, >0,y—90>1, on a:

JOP () < IO (1) g0 (). (2.41)

Démonstration
En utilisant I'inégalité arithmétique-géométrique pour v > 0,0 > 0, on a :

%]w—é (x) — %g”“s () < fY(2) g~ (x), z€][0,t],t>0. (2.42)

On multiplie les deux membres de (2.42) par (t}x()ac;_l , x €[0,t], on obtient

_ —z a—1 - _ -1 .
U e (a) — S g () < U 1 (1) g0 (1) (243)
Par une intégration par rapport a x sur [0,¢], on aura :

t

<(7—5F(a)> {7 (t—a)*  fro(m) =0 (t—a)* g0

(t— )" [ (x) g0 (x)da.

O%”‘

(2.44)
Par conséquent,
LT (1) — S g (1) < (P (1) (1) (2.45)
Cela voudra dire que
ST () < I (£ () 970 (1) + g (1)
(2.46)

< (f1 (1) (1) + o5 I ().
Donc, on obtient 'inégalité (2.41).

Remarque 2.4 St on prend o = 1 dans le Théoréme 2.6, on trouve le Théoréme 2.2 sur
Uintervalle [0,t],t > 0.
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Théoréme 2.7 [40] Soient o > 0, f et g deux fonctions positives et continues sur l'intervalle
[0, 00, telles que la fonction f soit croissante et g soit décroissante. Alors, pour tout vy >
0,0 >0,t>0,0na:

T (7 (097 (6) < Do (£1(6) I (6 (1)) (247)

Démonstration
Soient x,y € [0,t],t > 0. Pour tout v > 0,0 > 0, on a

(f7 (x) = 7 () (¢ (y) — ¢° (x)) > 0. (2.48)
Alors, on peut écrire
@) W)+ W ()= () g )+ 7 () g’ (x). (2.49)
Par conséquent,
T (08" () + b T W 8 (W) S ¢ () T () + 7 (w) T (¢° (1) . (2.50)

On multiplie les deux membres de (2.50) par (= ()) , y € [0,%], on obtient
)

CJe (1 (1) g (1) + 5 (y) ¢’ (v)
(2.51)
< B () T (£ (1) + S () 7 (60 (1)
Par une intégration par rapport a y sur [0, ¢], on obtient
w09 O) [ (=) dy + e =9 W) o (v) dy
0 0
(2.52)
< w7 (8 )){( )" (W) dy + 577 (o ()){(t—y)“_lf”(y)dy
D’ou

@ (0 0) + T (g (1) < T (£7(0) J* (9" (1) + T (£ (1)) J"‘((g‘s (;)) y
2.53
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Alors,

F(a+1)‘]a (f7 (t)g (t)) < J(fr(t)) I (9(s (t)) . (2.54)

Le Théoréme 2.7 est démontré.

Remarque 2.5 St on prend o« = 1 dans le Théoréme 2.7, on trouve le Théoréme 2.3 sur
Uintervalle [0,t],t > 0.

Théoréme 2.8 [40] Soient f et g deux fonctions positives et continues sur [0, 00, telles que
la fonction f soit croissante et g décroissante. Alors, pour tout o > 0,8 > 0,t >0, on a :

LT (£ (0 60 (8) + m (P (D) 97 (D) < T (7 (0) TP (67 (8) + 7 (£ (1) I (o7 () . |

(2.55)
Démonstration
En utilisant (2.50), on trouve
t
J(f () g (1)) ﬁ{ (t—y)" " dy + aF(a)F(B)f W) (W) g (v) dy
(2.56)
¢ Jo(g5(1) _
YO [ () g () dy + L T (- )P () dy
0 0

Ce qui implique 'inégalité (2.55) .

D’ou le Théoréme 2.8.

Remarque 2.6 Si on prend o = (8 dans le Théoréme 2.8, on obtient le Théoréme 2.7.

2.2 Différence de Cauchy-Schwarz et Inégalité de Cas-
sel

Dans ce qui suit, nous présentons de nouveaux résultats sur les inégalités intégrales
fractionnaires en utilisant la différence de Cauchy-Schwarz ainsi que 'inégalité de Cassel.
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2.2.1 Rappel

On considére la quantité

Ry (p,0: 1+ 9) (f pf*(x ) (z q9° (x) dx) + (Z qf? (x) dl’) (Zpg? (z) dx)
—2 (fp\fgl > (fq\fgl ) ,

telle que f et g soient deux fonctions continues sur l'intervalle [a, b], p et ¢ soient des fonctions
positives et continues sur [a, b].

Dans le cas ol p = ¢, S.S. Dragomir a montré I'inégalité suivante :

0 < Riq(p,fr9) = Ria(p,p, f,9) < “;fm—z (p|fgl (x)) dp (), (2.58)

ou f et g sont Lebesgue p—mésurable et pf?, pg* sont Lebesgue p—intégrable sur Q et

O<m<‘fg

\-/\_/

Notre but est de présenter de nouveaux résultats généralisant les travaux de S.S. Dragomer
et d’autres résultats liés a I'inégalité de Cassel [46, 47, 48, 49, 50].

2.2.2 Reésultats Principaux

Théoréme 2.9 [45] Supposons que [ et g sont deux fonctions continues sur l'intervalle

[0, +00] et P,@Q deux fonctions positives continues sur [0, 4+o00] telles que P ‘% , P % ,Q 5 ,Q % ,Pf?,
Qf?% et Qg?* sont intégrables sur [0, +oo|. S’il existe deux réels m, M > 0 tels que
O<m<|f(r)g(r)|<M , 7€]|0,t],t>0, (2.59)

alors, on a :

f
g

m? (JO‘ (Q L

g

(t)) Jo (P

< JH(PfA(1) J*(Qg* (1) + J* (Qf* (1)) J* (Pg* () — 2 (P fgl (1)) J* (@ /gl (1))

(t)) L Je <P

1) (Q

g #0) 207 Q) I (P (1)

g

< (s (@l

1) 7 (P3| 0) + 72 (P|£| 1)) 7 (]| 1) — 202 @ (1)) 1= (P 1))
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pour tout o > 0,t > 0.

Démonstration
Dans l'identité

2 (0 +07) FVE-VE (2.61)

on prend u = |f (1) g (p)| et v=|f(p)g ()|, T,p €[0,t],t > 0. On peut alors écrire

3 (F2(M)g* () + f2(p) g (1) = £ (7 g (P)] | (p) g (7)]

(2.62)
=1 @9l el (] 0|10 1)
D’autre part, on a :

(isollsol - lzwlls o) = ollsol«[swllsel -2 o

En utilisant (2.63) et la condition (2.59), on peut écrire

2 (|2 |20+ |2 ]3] () -2)
<3 (f2(1) () + 2 (p) g* (7)) = Ifa (D] fg (o)l (2.64)
<2 (|| |20+ 0|2 (0 -2).

On multiplie les deux membres de (2.64) par (t_lf(z:)il P (7) et par intégration par rapport a
7 sur [0,¢], on obtient

7 (o (Pl w) g0+ 3] o (7

<5 () I (Pf2 (1) + f2(p) J* (Pg* (1)) — | fg (p)| J* (P | fg (7)) (2.65)

(1))

(1) - 2J° (P (1))

9
f

<% (r ol

g

(0) + |£] () 5= (P

2l (1)) — 22 (P (1))

g
f

g
!
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On multiplie les membres de (2.65) par (t=p)* " Q et par intégration par rapport a p sur
T(a) P
[0,t], on récupére :

I I
g

g
g f

w (e (P g

1) (Q

1)+ (Q

(t)) Je (P

(1)) =20 (P (1) J* (Q (1))

<5 (J7(Qg* (1) J* (Pf2 (1) + T (Qf* (1) J* (Pg* (1)) — T* (Q1fg (1)) J* (P |fg (£)])

<u (e (p

£
g

1) (@

g
f

)+ el o) (-

(1) = 27° (P (1) J* (Q(1)))
(2.66

g
f

D’otu le Théoréme 2.9.

Remarque 2.7 En appliquant le Théoréme 2.9 pour P = Q,a = 1 et du (1) = dr, on trouve
le Théoremel de [46] sur [0,t],t > 0.

Théoréme 2.10 [45] Supposons que f et g sont deux fonctions continues sur [’intervalle

[0, 4+00] et P, Q sont deuz fonctions positives continues sur [0, +o00| telles que P ‘g , P ‘%) ,Q § ,Q ‘%
Qg? soientt intégrables sur [0, +oo|. Sl existent m, M > 0 tels que
O<m<|f(r)g(n)|<M , 7€][0,t],t>0, (2.67)

alors, on a :

9

me (7 (2] 1)) = (P2 3 0) — 277 @) (P (1)

g
f

o)+ (e[t )

< JU(Pf2(1) 17 (Qg* (1) + J7 (QF2 (1)) J* (Pg? (1) — 27 (P |fgl(£)) J7 (Q |9l (1))

<2 (7 (Q[E| @) o (P[2| @) + 77 (P|L ) 77 (Q|#] 1) =207 @) 1 (P 1))
(2.68)

pour tout o, 5 > 0,1t > 0.

Démonstration

On multiplie les membres de (2.65) par (t_lfzzf)il @ (p) et par intégration par rapport a p sur
[0,¢], on obtient :

IR
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7 (Pl 0) 7 (@

i)+ (algli) » (7]

(1)) =20 (P (1) * (Q (1))

<L (JP(Qg* (1) J* (P2 (1)) + JP(Qf* (1)) J* (Pg* (1)) — TP (Q|fg (t)]) J* (P |fg (t)])

b
g

g

<2 (g (Pl )7 (@]

(t)) + P <Q ‘5‘ (t)) Jo <P

(1) =27 (P (1) 7* Q1))
(2.69)

g
f

D’ou la démonstration du Théoréme 2.10.

Remarque 2.8 Le Théoréeme 2.9 est un cas particulier du Théoréme 2.10.

Théoréme 2.11 [45] Soient [ et g deux fonctions continues sur l’intervalle [0,+oo[ et
P, Q deuz fonctions positives continues sur [0, +oo| telles que Pf?, Pg®, Qf? et Qg* soient
intégrables sur [0, +oo[. S’il existe deux réels m, M > 0 tels que

O<m<‘M
= |g(r)

<M ,rel04,t>0, (2.70)

alors, on a :

Jo(Pf2(1) J* (Qg* (1) — J* (P |fgl (1) J* (Q1fgl (1))

(2.71)
< (M—m)* Je (P J
< I (Pfgl (@) J*(Qfgl (@),
pour tout a > 0,t > 0.
Démonstration
D’aprés la condition ‘% <M ,7€[0,t],t>0,0na
) < MIf()lg (7)) 7 €[0,8],¢>0. (2.72)
Alors
t t
w3t =) P (7) () dr < M [ (E =) P(7) £ (7)] |g (7)] dr. (2.73)
0 0
Par conséquent
JO(Pf2(t) < MJ*(P|fg|(t)). (2.74)
Et d’apres la condition m < ’% , T €1[0,t],¢t> 0, on peut écrire

mg? (1) < |f(r)g ()| ,7€]0,t],t > 0. (2.75)
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Cela implique que

[ (=) T QM) ¢ (1) dr < s
0

O%&

D’ou
mJ* (Qg* (1)) < J*(Q|fg] (1))
Par multiplication de (2.74) et (2.77), on trouve

J(Pf2 () J*(Qg* (1) < 5T (P fgl (1) J* (QIfgl (1)) -

En utilisant le lemme 3 de [52] et le théoreme 1 de [53], on obtient :
J*(Pf2() J* (Qg* (1))

< QLem)’ ja (P | 4] (1)) J* (Q| f4] (1)) ,

D’otu la démonstration du Théoréme 2.11.

(t =7 Q(r)|f (1) g (r)]dr.

(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

Remarque 2.9 Si on prend a = 1 et Q = P, on obtient l'inégalité de Cassel [47, 48] sur

[0,t],¢t > 0.

Théoréme 2.12 [45] Soient f et g deux fonctions continues sur l'intervalle [0,4o00] et
P,Q deux fonctions positives continues sur [0, +oo[ telles que Pf? Pg? Qf* et Qg* soient

intégrables sur [0, +oo[. S’il existe deux réels m, M > 0 tels que

f(r)

0<m< TZ) <M |, Tel0,t],t>0,

alors, on a :

T (P2 (1) J7(Qg? (1) — J* (P fgl (1) 7 (Q | fgl (1))

< QLom)” jo (P fg| (1)) T2 (Q | f4] (1)),

pour tout o, 3 > 0,t >0

Démonstration

On a
mg? (1) <|f (1) g (7)| 7 €[0,4],¢>0.
Et donc
%Z (t — 7‘)/3*1 Q(1)g* (1) dr < ﬁ:}[ (t— 7.)[371 Q) f (7) g (7)) dr.

Par conséquent

mJ? (Qg? (1)) < J?(Q|fg| (t)).

(2.80)

(2.90)

(2.91)

(2.92)

(2.93)
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Par multiplication de (2.74) et (2.84), on trouve

T (Pf2 (1) J7(Qg* (1) < 7 (P fal (1)) I (Q1fgl (1)), (2.94)

En utilisant le lemme 6 de [52] et le théoréme 3 de [53] on obtient :

on obtient
J(Pf2 (1)) J° (Qg* (1))
(2.95)

< QLem) jo (P fg| (1)) T2 (Q | f9] (1)),

D’ou la démonstration du Théoréme 2.12.

Corollaire 2.1 [45] Supposons que F et G sont des fonctions continues sur l'intervalle
[0, 400 et P,Q deux fonctions positives continues sur [0, +00] telles que P ‘g P ‘%} ,Q ‘g
et QG? soient intégrables sur [0, +oc[. S’il existe des réels n, N, M > 0 tels que

[P (1) G ()] < M, (2.96)
et
0<n§)g§j§ <N, 7e0,4],t>0, (2.97)
alors, on a :

JO(PE2(1) J* (QG* (1) + J* (QF (1)) J* (PG (1)) — 2J* (P |FG| (1)) J* (QFG| (1))

< MEAN_0) jo (P (1)) J*(Q (1)),

2Nn
(2.98)
pour tout o > 0,t > 0.
Démonstration
Dans le Théoréme 2.11, on prend f = ,/‘g‘ et g = @/}%}. On trouve
I (PIEl ) 1 (QIF[ (M) = J* (P 1) J*(Q 1))
(2.99)
< Uk (P (1) I (Q (1)
— 4Nn
Et si on prend g = |§| et f =4/ ‘% dans le Théoreme 2.11, on trouve
T (PIE| (@) T* Q|| (1) = J* (P (1)) J*(Q (1))
(2.100)

2

< B Je (P (1) J*(Q (1)) -

Q|F|. PF
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Par la somme de (2.99) et (2.90), on trouve

I (PG 0) I (QIF| (1) + = (P[F] (®) J* (@[] (1) = 277 (P (1) J*(Q (1))

(2.101)

D’apres le théoréme 2.9, on a
Jo(PF? (£) J* (QG? (£)) + J° (QF? (1)) J* (PG2 (1)) — 2J° (P |FG| (1) J* (Q |FG] (1)
< 22 (7 (Q[E] () 7 (P €] (1)) + 77 (P |E] (1)) (Q|€] () — 2% (Q (1)) J* (P (1))
(2.102)
En utilisant (2.101) et (2.102), on trouve I'inégalité (2.98).
Corollaire 2.2 [45] Supposons que F' et G sont deux fonctions continues sur [0, 4+o00| et P, Q

deuzx fonctions positives continues sur [0, +o00[ telles que P ‘g , P ,Q ‘g ,Q |%| ,PF? PG?, QF2|
et QG? soient intégrables sur [0, +oo[. S’il existe trois réels n, N, M > 0 tels que

G
F

[F (1) G ()| < M,

et

0<n§)F(” <N ,7el0t],t>0,

G(7)

alors, on a :

JO(PF2 (1)) J7(QG? (1)) + J7 (QF? (1)) J* (PG (1)) — 2J° (P|FG|(t)) J? (Q|FG] (1))

< MEN-)® o (P (1)) JB(Q (1)),

2Nn
(2.103)

pour tout o > 0,5 > 0, > 0.
Démonstration On applique les Théoreme 2.10 et 2.12.

Remarque 2.10 Si on prend o = (3, on obtiendra le Corollaire 2.1.



Chapitre 3

APPLICATIONS DES INEGALITES
FRACTIONNAIRES AUX EDFs

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a quelques applications des inégalités frac-
tionnaires sur les équations différentielles d’ordre non entier. Nous allons établir des condi-
tions assurant ’existence et I'unicité des solutions pour un probléme aux limites fractionnaire
avec conditions intégrales sur I'inconnue du probleme. D’autre résultats assurant 1’existence
d’une solution (au moins) seront aussi traités dans ce chapitre. Pour nos résultats principaux,
et surtout dans les estimations a priori posées dans les hypotheses prélimiaires, les démons-
trations sont basées sur les inégalitées fractionnaires, un outil qu’on trouve trés puissant
pour surmonter beuacoup de difficultés dans les démonstrations des résultats de ce chapitre.

On considére alors le probléme suivant :
Dex(t)+ f(t,z(t) =0, 0<t<l,l<a<2
1 (3.1)

ou D* désigne la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo, € est un élément de F
et f:]0,1] x E — E une fonction continue telle que (F,||.||) est un espace de Banach et
C ([0,1], E) est I'espace de Banach de toutes les fonctions continues de [0, 1] dans E.

On va étudier l'existence et 1'unicité puis uniquement ’existence du probléme (3.1) en utili-
sant le théoremes de point fixe de Banach et de Krasnoselskii[14].

3.2 Rappel

Dans ce qui suit, nous présentons quelques définitions et résultats fondamentaux qui
seront utilisés dans ce chapitre.
Définition 3.1 : Soit E un espace vectoriel normé, de norme ||.||z. Une application f de
E dans E est dite contractante s’il existe un nombre positif K € |0, 1[, tel que pour tout
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r,y€e E, ona:
1f (@) = fWlle < Kz —yllg

Définition 3.2 : Soient £ un espace vectoriel normé, de norme ||| et (u,) une suite de
E. On dit que (u,) est une suite de Cauchy si

Ve>0, AN >0,Yn>N, Vp> N, (peN*), |tnsp —unllp <e.

Définition 3.3 : On dit que E est complet pour la norme ||.||; si toute suite de Cauchy
(pour cette norme) est convergente (pour cette norme). Un tel espace est aussi appelé espace
de Banach.

Définition 3.4 : Soit E un espace de Banach muni de la norme ||.|; et T une application
de E dans E . Un élément x de E est dit point fixe de T si

Ty = x.

Théoréme du Point Fixe de Banach

Théoréme A : Soiten E un espace de Banach muni de la norme |.||z, X un sous-
ensemble fermé de E et T : X — X une application contractante sur X. Alors :
1l existe un point unique z € X tel que Tz = z. De plus st xg € X et x, = Tx,_1 pour
n=1,2,..,alors lim (z,)=z,.

n—-+o00

et on a
n -1
|20 — 2llg K" (L—k) (|21 — 2ol

pour n=1,2,...

Théoréme du Point Fixe de Krasnoselskii

Théoréme B : Soit X un sous-ensemble fermé, borné et convexe de E. On suppose que
les opérateurs R et S vérifient :

i) Rr + Sy € X pour tout x,y € X.
i1) S est continu et S (X) est compact.
iii) Il existe un nombre 0 < k < 1 tel que |Rx — Ry||; < k ||z — y||5 pour tout x,y € X.

Alors il existe au moins un élément z € X tel que Rz + Sz = 2.

3.3 Résultats Préliminaires

Lemme 3.1 [5, 6, 7] Soient o > 0 et f une fonction définie sur [0,b]. Alors la solution
générale de l’équation différentielle fractionnaire

(D2 (f(a)) =0, (3.2)
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est donnée par
F(z) = ag+ Gz 4 coor. + Gy 2™ (3.4)

ot a; € Ri=0,1,2,....n—1,n=[a] + 1, avec [a] désigne la partie entiére de .
Lemme 3.2 [5, 6, 7] Soient a > 0 et f une fonction définie sur lintervalle [0,b]. Alors
(J9) (OD2) (f(z) = f(z) + ag + ;T + oo + @pgz™ ", (3.5)

ot a; € Ri=0,1,2,..n—1,n=[a] + 1L

Lemme 3.3 [44] La solution du probléme (3.1) est donnée par :

z(t)=(1-1) Zg (T)z(r)dT + 0 <t — F(at+1) + F(f:H)>

(3.6)
1
e [ (L= 1) f (e () dr — o (42 (1)
0
Démonstration du Lemme 3.3
On a
DYz (t)y=0—f(t,z(t)), 0<t<1. (3.7)
En appliquant Uopérateur J* aux deux membres de (3.7), on trouve
JODYx (t) =0J> (1) — Jf (t,z (1)) = % —Jof(t,x (t)). (3.8)
Et comme
JYD*x (t) =X (t) + ¢o + 1t (39)
alors
z(t) = % — Jof (t,x () — co — cat. (3.10)
Pour t =0, on a
1
co=—[g(r)z(r)dr. (3.11)
0
Et pour £ = 1, on obtient
1 1
c1=—0+ ﬁ + [g(T)x(r)dr — ﬁf (1=7)*"f(r,z(r))dr . (3.12)
0 0

On remplace ¢ et ¢; dans (3.10), on trouve (3.6) .

Maintenant, on définit Uopérateur 7' : C ([0,1], E) — C ([0, 1], E) par I'expression intégrale :

T () = (1= [y (e () dr +0 (1= e + )
(3.13)
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on0<t<l,l<a<?2

3.4 Reésultats Principaux

Nous montrons 'existence et 'unicité de solution du probléme (3.1) par le théoréme de
point fixe de Banach.

Les hypothéses suivantes sont importantes pour énoncer notre premier résultat :

(Hl) : ”f(tax) - f(tay)H <k ||l’ - y”? k> Oaxay € Eat S [07 1] ) (314)
(Ha): M+ 2 <d, |6 (1+ (a+1)) < (1—d)r, (3.15)
our,d e RT,0<d<1,N= sup |f(t0)] et M = sup |g(t)].
t€[0,1] t€f0,1]

3.4.1 Existence et Unicité

Théoréme 3.1 [44]|Supposons que les conditions (Hy) et (Hs) sont vérifiées. Alors le pro-
bléeme (3.1) a une unique solution dans C ([0,1], F).

Démonstration Pour démontrer le théoréme 3.1, il suffit de montrer que 'opérateur T’
admet un point fixe sur B, :={z (t) € E, ||z]| < r,r > 0}.

Soit alors « € B,. On a pour t € [0,1] :

7 (@ @) = 111 =) [g () (7)dr +0 (¢ = sty + o

0

(3.16)
+F+l)

O—

(1=7)"" f(r,z (7)) dr - ﬁz (t=7)""" f(r,x (7)) dr]|.
Donc,

IT @)1 < Mzl + 160 (14 r2) + i =D (roa (1) = £ (7, 0)] dr

o

1 1
+1"1a{ (=) If (7. 0)ll d7 + w5 {1—7“ I (e (m) = f (r,0)] dr

(L= IS (7, 0)|| dr.

O%»—l

1
+F_a)
(3.17)

En utilisant la condition (H;) avec y = 0, on peut écrire

IT @) < Mol + 0] (1+ 72y ) + w2 loll + w2 (3.18)
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D’ou,

IT @0 < (M + s2g) e+ 100 (1+ 7y ) + vy (3.19)

En utilisant la premiére condition de (Hz) , on récupére
1T ()| <dr+(1—d)r. (3.20)
Cela implique T'B, C B,, donc T est stable.

Maintenant, on montre que 7' est contractante :

Soient x,y € B,, donc pour tout ¢ € [0, 1], on peut écrire

7 0) =T WO < 1=0 [ 0= g () () —y ()] dr
bty =D (e () = F (o ()] ar 321)

+ﬁz (t—1) I f (ry2 (7)) — f(r,y (1)) dr.

En utilisant (Hy) et le fait que |g (7)] < M, 7 € [0,¢],0 <t < 1, on obtient alors

|17 (z) = T W)l < Mllz = yll + 255 e — vl - (3.22)

Maintenant, en utilisant la premiére condition de (H,), on trouve

1T (x) =T (Wl < dljz =yl (3.23)

Alors, l'opérateur T' est une contraction. Donc T posséde un point fixe unique qui est un
solution du probléme (3.1).

D’ou la démonstration du Théoréeme 3.1.
Le deuxiéme résultat est basé sur le Théoréme de Krasnoselskii[14].

3.4.2 Existence

On considére les hypothéses suivantes

(Hs): |If (t,2)]| < v (t),(t,2) €[0,1] x E,v € L*([0,1] ,R*) . (3.24)

(Hy4) : Soit f:[0,1] x E'— E une fonction continue telle que I'image

. . . .2
de toute partie bornée de [0,1] x E est une partie relativement compacte. (3.25)
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On a donc :

Théoréme 3.2 [44] Supposons que les hypothéses (Hsz) et (Hy) sont vérifiées. Si M < 1,
alors le probléme (3.1) admet au moins une solution dans C ([0,1], E).

Démonstration
Soit p tel que :

p= (=)~ (10 (1+ r2ry) + iy (3.26)

ot [lv]| = Sup [v (t)].
t€(0,1]

On définit les opérateurs R et S sur B, := {x € E, ||z| < p} par :

R(z)=(1-1) Zg (1) (r)dr + 6 <t ~ o + F(;L)) (3.27)
et .
S (z) = F%)bf (1—=7)""f(r,z (7)) dr — Jof (t,z (1)) (3.28)

Alors, pour z,y € B, et t € [0,1], on a :

IRG(0)+ 5 WO < =0 fo@)a ) dr+0 (¢ = ks + )|

0

(3.29)
1
O R R T L O |
0
Donc,
2 1 a—1
I18Ge) + 8 W< Ml + 101 (1+ ) + | (L= f Gy () dr
(3.30)
1
et 0= Gy ) ar]
En utilisant 'hypothése (Hj) et la condition (3.26), on obtient
IR @)+ 5 @) < Mz + 1161 (1+ 52 ) + r2hs .

< Mp+(1—M)p.
Donc R (z) + S (y) € B,.

D’autre part, on a
[R(x) =Ryl < M|z -yl (3.32)
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Comme M < 1, alors R est contractante.

De plus, d’aprés (Hy4) 'opérateur S est continu, et

1 1
15 (@)I < pta{ )" (7o (7))l dr + 1{1_7(11““7“))”#

Puisque ¢ € [0, 1], on peut alors écrire :

IS (@) < Fasty

I'(a+1)"

Par conséquent, S est uniformément borné sur B,,.
Maintenant, on prend t1,t; € [0,1] et y € B,. Alors

1Sy (1) = Sy (ta)l| < || [ (L =) f (7,2 (7)) dr

O~

t1

{ ty — 1) f(T,x(T))dT—ﬁtZ(tz—T)a1f(77f(7))d7 '

D’aprés (H3), on récupére 'inégalité :

1Sy (t1) — Sy (t2)|| < ”a“Jl (|t — ta] + |t& —t5]) .

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Le second membre de I'inégalité (3.36) est indépendant de y; donc S est equicontinue, et
pour t; tend vers t,, I'inégalité (3.36) tend vers 0, donc S (B,) est relativement compacte.

D’apres le théoreme d’Ascolli-Arzella, S est compact.

Finalement, d’aprés le théoréeme de Krasnoselskii, le probléeme (3.1) admet au moins une

solution sur [0,1].



Chapitre 4

METHODE ADM ET METHODE
VIM

Dans ce qui suit, nous exposons les principes de la métode de décomposition d’Adomian
(ADM) et de la méthode d’iteration variationnelle (VIM). Pour plus de détails, on envoie le
lecteur intéressé a [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24].

4.1 Meéthode de Décomposition d’Adomian (ADM)

La méthode de décomposition d’Adomain (ADM) a été introduite par Adomian [15, 16] au
début des années 1980. Elle a été utilisée pour résoudre les équations différentielles ordinaires
et celles aux dérivées partielles ayant des applications dans la physique, voir par exemple
[15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24].

Soit alors le probléme :

Fu=g, (4.1)

ou F' représente un opérateur différentiel non linéaire.

La méthode ADM consiste a décomposer la partie linéaire de F' en L + R, ou L est un
opérateur facilement inversible et R est la partie restante.

Si on désigne par N, le terme non linéaire, alors I’équation (4.1), dans sa forme canonique,
[
s’écrit :

Lu+ Ru+ Nu = g. (4.2)
Si on note par L~!, I'inverse de L, on obtient I’équation équivalente suivante :

L'Lu=L"'g— L 'Ru— L 'Nu. (4.3)

On pose L™ Lu = u + a, ol a est le terme de I'intégration. On obtient :
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u=L"'9—a— L 'Ru— L 'Nu. (4.4)

On cherche maintenant la solution u sous la forme d’une série du type :

u = Zui, (4.5)
i=0
avec ug = g — a.

Ensuite, on décompose 'opérateur N comme suit :

Nu = ZAZ (Uo, Uy eene- y ’LLZ) y (46)
i=0
ou les A; sont les polynomes d’Adomian [15, 16] (ils dépendent de ug, uy, ....., u;)

En remplagant (4.2) et (4.3) dans (4.1), on obtient :

iui =L1'g—a~— L‘lRiui - L‘liAi. (4.7)
i=0 =0 =0

En identifiant les deux membres de (4.4), on obtient :
uw =L tg—a

Uy = —L_lRUO — L_le,

U9 = —L_lRul - L_lAl, (4 8)

Uy = —L_lRun_l — L_lAn_l,

\ -

Pour calculer les polynéomes d’Adomian, on donne le lemme :

Lemme 4.1 [15] Les polynomes d’Adomian, pour N = Nu, se déterminent par la formule
suivante :

A; = [d/\’ (Z)\kuk>] g i=0,1,... (4.9)



47

Exemple 4.1

Soit N l'opérateur non linéaire défini par :

Donc les polynémes d’Adomian, pour N, se déterminent par la formule :

(0.0 2 (0.0
A=1 [dd; ((l;))\kuk) 4 (%Akuk)” i=0,1,...

A=0

Donnons les trois premiers termes de A;

Pour =1, 0on a:

A =

4 ((éx’“uk) 4 (éAkUO >]

A=0

o o0 oo o0 2 oo
=2 (z;wluk) (ZAkuk) 4 <2Akuk) + (ZA’“uk) 4 (Zk’)\kluk)
k=1 k=0 k=0 k=0 k=1

k

k=2 k=1 =1

0 2 00
+ (Uo + Z/\kuk> % <U1 + Zl{:)\k_luk) s

k=1 k=2

donc, pour A = 0, on obtient :

Ay = 2ugug (L2) + (ug)? (%)

Pour ¢ = 2, on trouve

s = 2ug (42) + 20 () + (o) (42) + () (42).

Exemple 4.2

On considére ’équation différentielle fractionnaire suivante :

D =au?—2u, 0<a<l, u=u(x),

(4.10)

~—~

4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.15)

(4.16)
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avec la condition initiale
u(0) =

1
5.
Pour o = 1, I’équation (4.16) devient une équation de Bernoulli.

v (x) = 2u® — zu.

La solution exacte de (4.18) pour oo = 1 est :

u(@) =~

N

Intégrons les membres de (4.16) , on obtient

u(z) = J* (zu? — 2u) = J* (2P (u)) + J* (zu),

La solution de (4.16) est donnée par

“+o00o
u(x) = Zoun (x).
L’opérateur non linéaire P est défini par
+00
P(u) = > An,
n=0

ou A, les polynémes d’Adomian.

%) ~ 9
a {%P<2Ak“k)] =5 [% <2AkUk)]
k=0 \—o =

Donnons les trois premiers termes de A;
Ag = (Uo)2
A = 2uouy
Ay = 2uguy + (u1)2
As = 2ugus + 2u;us.

Alors,
U1 (2) = T (2 (uy (:U))2) — J* (zu, (x)).

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)
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Ce qui donne :
Uo (I) = %

—J% (zAg) — J* (zug) = J* (= (u0)2) + J* (xug)

uy () =

=1J(z) - Ly (z) = —1J* ()

T4

1 1 a+1

= TiT(a)¥
ug (x) = J* (xAy) — J* (xuq) = —J* 2zuguy) — J* (zuy) (4.26)
=0
us (z) = J* (zAs) — J* (zus) = J* (2zugus + (ul)z) — J (zug)
— I'(2a+4) 3a+3
T 16(D(a+1))?T(3a+4)
uy (x) = J* (xAs3) — J* (xug) = 2J° (zuug + zusus) — J* (xus) .
Donc la solution de I’équation est donnée par :
[Rotd) __gdatd 4 ... (4.27)

1 a+1
z + 16(I'(a+1))%I(3a+4)

Fig 4.1 : dans (a) la solution exacte (4.19), dans (b) la solution numérique (4.27)
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4.2 Meéthode d’Itération Variationnelle (VIM)

On passe maintenant a exposer brievement la métode VIM. Pour plus de détails, on se
réfere a [30, 31, 32, 33, 34, 35, 36].

Soit le probléme :
Lu+ Nu = f, (4.28)

ou L représente un opérateur différentiel linéaire, N représente un opérateur différentiel non
linéaire et f une fonction réelle.

La méthode VIM consiste & poser :

Upt1 = Up + ZA () (Lu (e) + Nu(e) — f (8)) de, (4.29)
ot A est le Lagrangien [32, 33] et u est la restrection telle que du = 0.
On cherche la solution u sous la forme :

u(x) = lim wu,(x). (4.30)

n—-4oo

Remarque 4.2 Généralement, la convergence de la méthode VIM est trés rapide. Pour plus
de détail, on se référe a [34).

Exemple 4.3
On considére 'equation différentielle suivante

Qu(z,t) _ O%u(z,t) ANzu(z,t))
S = o T e, 0<z <1,

avec la condition initiale
u(z,0) = 22

Pour trouver la solution de cette équation avec la méthode VIM, on écrit :

y Oun (z,7) 0% (z,7) 8(:ru~n(m,7—))
Ui (T,1) = up (2,8) + [A(g) [ Ppit — Sta2D) dr,
0

ot \ est le Lagrangien et du = 0.

Alors,

' Oun(z,7) 0%y (z,7) B(xuNH(m,T))
5un+1 (ZE, t) = duy, (I7 t) + f(;)\ <8) n8-r’ B 5127 - Oz dr.
0
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D’ou .
duy, Puy (z,
Opy1 (z,1) = duy, (7,1) +/5,\ (€) < u 8(7:1_6,7) _ uaif T)) dr = 0.
0
Par une intégration par partie, on obtient :
1+ A(7)]._, =0,
N(r)|  =o.
Par conséquent, on a
A=—1

Donc, on trouve

Un+1 (J,‘, t) =

t ~
8un (z,7)  Pun(z,7) a(xun(wn—))
\g 2 ox dr.

Alors, pour n = 0, on va avoir

t -
uy (z,1) = ug ( —/ ( uo(myr) _ Sunler) _ a(mo(mﬁ))> dr
0

Ox2 Ox

¢
=a2?— [(-2—32%)dr
0

=2+ (2 + 32?)t.

Pour n =1, 0on a

t ~
U2 (’Iat) = U (:L‘ﬂf) — f (87“(1777') _ QPuy(m) a(xul(mv"'))> dr

or Ox2 Ox
0
t
=224+ (2+32%)t+ [ (8 +92?) rdr
0

2
=12+ (24 32%)t+ (8+92%) &

Et pour n = 2, on trouve

t ~
uz (z,t) = ug (x,t) — [ (%2(”) _ Pusler) _ i ’T))> dr

or Ox2 Ox
0

= (a2 + 2+ 30 04 (8497) § ) = [ (24 30%) + (84 92) ) dr

o%u

t t
[ @+ 67+ 97 dr + [ (32° + 24 92%) 7+ (84 270%) 5 ) dr
0 0

=22+ (24+ 322t + (8 +92%) £+ (17 +272%) &



Chapitre 5

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
FRACTIONNAIRES :

APPLICATIONS NUMERIQUES

Dans ce chapitre, nous présentons quelques applications sur les équations différentielles frac-
tionaires, voir [41, 42, 43].

5.1 L’équation de Foam-Drainage avec Dérivée Frac-
tionnaire

Dans ce paragraphe, on considére (voir [42] ) :

Dfu = %uum — 2u? (Dfu) + (Dfu)Q,O <a,f<1,z>0,

(5.1)

Ogl D® et DP désignent les dérivées fractionnaires de Caputo, u, = % (x,t) et ug, =
0“u
5oz (x,1).

On prend, comme condition initiale, la fonction :

u(z,0) = f(x). (5.2)
Pour o = 8 = 1, I’équation (5.1) se réduit a I’équation suivante :
Up = 3 Ul — 2uu, + (ug)”,z > 0. (5.3)

Cette derniére équation a été étudiée par plusieurs auteurs [25, 26, 27, 28, 29]. Par contre
dans notre cas [42], I’étude de I’équation (5.1) n’a pas encore été abordée.

Pour résoudre le probléme (5.1), avec la méthode VIM, on la met sous la forme :

52
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Dfu — uum + 2u? (Dfu) — (Dfu)2 =0.
On écrit la fonction "correcte" de I’équation (5.1) sous la forme :

t

Un g (2, 1) = un (2, 1) + [A(E) (Dfun (258) = 5 Wy (58) Vg (2;€) + 20, (7€) (DS un (2;))

0
2
(5.4)
ou A est le multiplier de Lagrange.

t

Sttn 1 (2,1) = duy (2,1) + {5/\ (&) (Dfun (z;6) — un (25 €) Unae (23 €) + 202, (7€) (Dgun (I,f))
- (D;fun (@5)) )d§

(5.5)
Ce qui donne :
i1 (2,1) = Oun (2,1) + [OA () (Dfun (2;€))dE. (5.6)
0
Alors,
Ot 1 (2,) = St (2, 1) + A (1) S (2, 1) + [5( Dy (5€) X' (€))dE. (5.7)
0
Par conséquent, on obtient
A(t)=0
(5.8)
1+ A(t) =
Donc, on trouve A = —1, la formule (5.4) devient :
0
(Dfun (x; 5))2>d5.
(5.9)

5.1.1 Reésolution Numérique de ’Equation de Foam Drainage Frac-|
tionnaire "Temporelle"

Dans ce paragraphe, on va utiliser la méthode VIM pour résoudre 1’équation du Foam
Drainage avec dérivée fractionnaire temporelle.

On considere alors 'équation (voir [42] ) :
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Dy — L, + 2u?u, — (u,)? =0,0 < a <1, (5.10)

avec la condition initiale :

up (z,0) = f (z) = —/ctanh (Vez), (5.11)

ou ¢ est la vitesse d’onde [25].

La solution exacte de (5.10), pour le cas o = 1, s’écrit sous la forme :

u (1) = { a\/Etanh Ve(x—ct) , xz<ct (5.12)

, x> ct.

Pour pouvoir obtenir des solutions numériques de ’équation (5.10) , on substitue la condition
initiale (5.11), on obtient

t

o~ ~ N2 o N2
Upt1 (2, 8) = up, — / (Dﬁ‘un — %un Upze + 2 (un) Uy — (um> ) dr. (5.13)
0

Alors, on va avoir

up (x,t) = f (z). (5.14)

Et pour n = 0, on obtient :

2 N2
(r,t) = / (Do‘uo — = uo Uogz + 2 (uo) Uy — <u0m> ) dr
0

=f@)+h@)t  fil@) = fut+2f2f = (f)7

(5.15)

Pour n =1, on aura :

t
2 o\2
Us (x,t):ul—/<D“u1 2u1u1m—|—2< ) Uy — (le) )dT
0

= f(2) — fot®> + fat + ful + fs5 — fols,

tel que
_ f1(z)
fa= (2—a)lF(2—a)’

f3 = fl + %fxfxz - 2fxf2 +fa%>
f4 = % (fmflm" +fw:vflm) - 2(f2f1x + 2ff1fx) +2fxflm>
f5 = %flela:a: - 2(2ff1f1x+fzf12> +f12x7
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ou f, designe la premiére dérivée de la fonction f et f,, la seconde dérivée de f :

) 2
fm:%(x)7fxx:%(x)a 1:Jc:(g_;(x)vf1$$: C(limle (.T)

Pour n = 2, on obtient ’expression de uz comme suit :

t

o N2 . N2
ug (z,t) = ug — / (D?UQ — %ug Uogy + 2 (uz) Ugy — (uzx) ) dr. (5.17)

0

Par conséquent, la solution numérique (4.10) est donnée par:
u(x,t) = —y/ctanh (ver) — fot> = + fat + f1if + fs5 — fobr. (5.18)

Nous tragons des solutions numériques pour ’équation (5.10) avec o = % ainsi que la solution

exacte (5.12) lorsque o = § = 1. La figure (5.1.a) représente la solution numérique de (5.38)
vérifiant la condition initiale (5.11). La figure (5.1.b) représente la solution exacte (5.12).

i \\\\\\
1
:' K II“
1 Ii 1I |I’ |I &\‘\

Fig 5.1 : Dans (a) la solution numérique de u(z,t) pour o = 1 avec la méthode VIM
Dans (b) la solution exacte de u(x,t). ¢ = 0.02

5.1.2 Reésolution Numérique de ’Equation de Foam Drainage Frac-|
tionnaire "Spaciale"

On considere I’équation du Foam Drainage avec dérivée fractionnaire en = (voir [42] ) :

u — g, + 2u? (DSu) — (Dfu)2 =0;0<pB<1. (5.19)

Pour simplifier les calculs, on prend comme condition initiale :

u(z,0) = f(x) =22 (5.20)
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Pour calculer la solution numérique de I’équation (5.19), on obtient

t

o~ N2 - N2
Upi1 (T,1) = up — / (um — %un Upar + 2 (un> (Dfun> — (Dfun) ) dr.

0
On peut se contenter de donner juste les trois premiers termes de la série sous la forme :

ug (z,t) = f(2), (5.21)

t

o N2 N N2
uy (z,t) = up — / <ugT — %uo Uger + 2 (u()) (Dfuo> — <Dfu0> ) dr

A (5.22)

=22+ (I2 —4f 258 4f121:4_2f3) t,

ou fl = TG_A)

2 - <\ 2
[E t = /(ulr 111 u1$$+2< > <D:€u1> - (Dgllq) )dT

0

=22 + (2% — 412570 + 4 f3a4=2P) ¢t
+H4a? —4f1 (6 = B) (56— B) = 2) 2”7 +4f7 (4 - 28) (3 - 28) +2)2**
=22 (2f12%7F + 4 f1 fox % + 4 fat73P)
—8f122F (2 — 4f1257F + 4 f72572F)
+4 12270 (2f12%7F + Af) fou¥7% + Af} f24730))
+H(2? = 412570 + 4f72P) (2 - 4£1 (6 — B) (5 — B) a7 +4f7 (4 - 28) (3 — 28) 2* %)
—8 11227 (% — 4f1250 4+ 4f20420)? — 8 (a* — 4108 + 4f2a52F)
(21220 + 41 fo25728 4+ 4f20%730) 12 (21220 + 4fy fo25%8 4 4f2 faxt=30) 72

-2 (xz — 4f1&36_6 -+ 4f12£(}4_2’8)2 (2f1$2_ﬂ + 4f1f2.’136_2ﬁ) % ( )
5.23

ou f2 (77 2%)7f3 g gg;

Par conséquent, la solution de ’équation (5.19), vérifiant la condition (5.20) est donnée par
la formule :
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w(zt) = 22 + (22 — 41250 + 42025 t + (422 — 4f, (6 — B) (5 — B) — 2) 257
+4/2((4—28) (3 —28) +2) a2 — 22* (210778 + Af1 foa5 % + 4 f2a*75F)
—8f12% 70 (2* — A f157 + 4f22520) + 41228 (2f12027 + Af1 fo25% + 4f2 fart=30) ]G
+H(2? = 4f12%77 + 4f72t) (2 4f1 (6 - B) (5 — B) 2" + 4fF (4 - 28) (3 — 28) 2> %)
—8f1227 (22 — 4f1257F + 4f22428)% — 8 (a4 — 4125 P 4 4 f20572)

(2£1228 + Af1 foa57%0 4+ Af20438) 4+ 2 (21220 + 4f, fox® 20 4 4f2 faxt=30)7)E

2
-2 (x2 —4f1287F + 4f12x4*25) (2f1x2*5 + 4f1f2x6*25) %
(5.24)
La figure (5.2.a) représente la solution numérique (5.24) de (5.19) avec § = 1 et la figure
(5.2.b) représente la solution de I’équation (5.19) avec 5 = 1. On remarque que le comporte-
ment est fortement similaire.

Fig 5.2 : Dans (a) la solution numérique de u(z,t) pour 3 = 3 avec la méthode VIM
Dans (b) la solution numérique de u(x,t) pour § = 1 avec la méthode VIM.

5.2 Le Systeme WBK Fractionnaire

Dans ce paragraphe, on utilise la méthode ADM pour résoudre ’équation du Whitham-
Broer-Kaup avec dérivée fractionnaire spatio-temporelle.

On considere alors (voir [43] ) :

Dpu+u (DSu) 4+ Div + Aug, = 0
0<a<10<B<1. (5.25)
Do +u (ng) + v (Dfu) + Buggy + Avyy = 0

ott D¢ et D? désignent les dérivées fractionnaires. A et B sont des constantes réelles.
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On prend, comme condition initiale, les fonctions :

u(z,0) = f ()
(5.26)
v(z,0)=g(z).
Pour o = 8 =1, le systéme (5.25) se réduit a :
Uy + Uty + vy + Atgy = 0
(5.27)

v+ (uv), + Bugg, + +Av,, =0

Cet dernier systéme a été étudié par plusieurs auteurs [37, 38, 39]. Par contre dans le cas
[43], ’étude du Systéme (5.25) n’a pas encore été abordée.( & ma connaissance)

Pour résoudre le probléme (5.25), avec la méthode ADM, on écrit (5.25) sous la forme :

Diu = —u (DPu) — Div — Aug,

(5.28)
DYv = —u (va) —v (Dfu) — By, + Avgy,
onl<a<1,0<pg <.
On applique J* & (5.28) et en tenant compte de (5.26), on obtient :
u(w,t) = f(x) = J* (P (u(z,1)) = J* (Dfv) — AT (tgz)
(5.29)

v(z,t)=g(z)—J* (P (u(,t),v(z,t)) — J* (P5 (u(z,t),v(z,1)))
—BJ (Ugge) + AT (V)

ou P (u(z,t)) = u (Dlu), P (u(z,t),v(z,t) = u (D) et Ps(u(z,t),v(z,t) =v(Diu).
Avec la méthode d’Adomian, la solution s’écrit sous la forme :

u(x,t) = iui (x,t)  ,  wv(xt)= ivi (x,t) (5.30)

On décompose ensuite les opérateurs P; (u) , i € {1,2,3}, comme suit :

P (u) = Z;Ai

P3 <u> 'U) = icz
=0
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D’aprés le lemme précédent, on a :

o0

s [ (En)] L = (B o2 (B
L k=0 A=0 k=0 k=0 A=0

B =14 |p, (Z)\kuk, Z)\kvk) =14 (Z)\kuk> D7 <Z)\kvk) (5.32)
L k=0 k=0 i L k=0

1a=0

Gt [P (Em Sovu)| = a (S v ( Exw)
I k=0 k=0 | L \i=0 k=0

4 A=0

En effet, on peut facilement calculer ces polynomes. En voici quelques un :
AQ = Ung Uo

Al = UngUO + uonul

(5.33)
A2 = UQD?UO + ulDful + UonUg
Ag = u;;Dﬁuo + UzDgul + U1D£U2 + UQD5U3.
Les quatre premiers termes de B,, sont :
BO = Uonvo
Bl = ulvao + Ung’Ul
(5.34)
B2 = U/QDgUO + Ungl)l + U()ngg
By = U3D£U0 + uszvl + ulvag + uonvg.
Et ceux de C), sont donnés par
CO = UOD5U0
Cl = Ung'UJO + vngul
(5.35)

02 == Ung’LLO + Ungul + UonUg
03 = 'U3D5U() + ’Ungul -+ /Ung’LLQ + ’UngUg.

On substitue (5.33), (5.34) et (5.35) dans (5.29), on obtient la formule de récurrence suivante :

Uog (._'L‘,t) - f ('I)
it (2.8) = =% (4,) = J* (D20,) = AT (ts)
(5.36)

—J*(By,) — J*(C) — bJ* (Ungze) + AT (Vpa)
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5.2.1 Le WBK Fractionnaire Temporel et ’ADM

On reconsidere le systéme du Whitham-Broer-Kaup avec dérivée fractionnaire en ¢ (voir

[43] ) :

Difu = —uu, — v, — Aty
(5.37)
D{v = —uv, — vy — Bugg, + Avgy,
avec la condition initiale :
ugp (x,0) = f () = w — 2ck coth (kpu)
(5.38)
vg (2,0) = g (x) = —2¢(c+ A) k* csc h? (kp) ,
ouc=+vVB+ A% = x+ x0, 20, k et w sont des constantes réelles.
La solution exacte de (5.37), pour le cas ot o = 1, s’écrit sous la forme :
u(x,t) = w — 2ck coth (k (n — wt))
(5.39)

v(z,t) = —2c(c+ A)k*csc h? (k (u — wt)) .

Pour pouvoir obtenir des solutions numériques de (5.37), on substitue la condition initiale
(5.38) et les polynomes d’Adomian (5.33),(5.34) et (5.35) dans l'expression (5.36). On ob-
tient :

Up (:C,t) = f(LL‘),

(5.40)
Vo (:L‘,t) =9 (:E) )
Ui (I,t) = —Ja (AO) — Ja (U();D) — AJQ (qum)
= 1D
(5.41)

U1 (l’, t) = —Ja (B()) — Ja (C()) — bJa (U,me;) + AJa (UOxw)

=0 F(;+1)
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ug (z,t) = =J* (A1) — J* (v1z) — AT (U1ga)

o t2a
=f T'(2a+1)

vg (z,t) = —J*(By) — J* (Cy) — bJ* (U1220) + AT (V142)

_ t2a
= 92T2a1D)
(5.42)
us (I, t) = —Ja (Ag) — Ja (’ng) — AJQ (Usz)
3a
= f3 r(?fa+1)
V3 (33, t) = —-J“ (Bg) — J® (Cg) —bJ” (UQIII) + AJY (’UQM;)
t3a
= 93TBat1)
ou
fl = _ffw — gz — Afxac
g1 = _fgx - gfx + Agxm - Bfm:x
f2 - _flfa: - fflx — J1z — Aflmz
g2 = _flgx - glfx - fgla: - gflz + Agl:ca: - Bfl:ca:a:
fs=—fofe — fifiz — ffo — G20 — Afore
g3 = _flgx - flgl;v - ngx - ngx - glfla; - gf2x + AgQJm - Bf2$a;ac
Par conséquent, on a la solution:
«@ 2c 3a
u ([IJ, t) = f (Qf) + flr(;+1) + f2r(2ta+1) + f31—\(§a+1) + ........
(5.43)
@ 2a 3a
v (ZL'7 t) =g (.ZU) + g1 F(;+1) + 92r(5a+1) + 93F(§a+1) + ........
Nous tragons des solutions numériques pour le systéme (5.37) avec v = % ainsi que la

solution exacte (5.39) lorsque @ = [ = 1. Les figures (5.3.a) et (5.3.c) représentent la
solution numeérique de (5.37) vérifiant la condition initiale (5.38) . Les figures (5.3.0) et (5.3.d)
représentent la solution exacte (5.39).
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Fig5.3 : dans (a) la solution numérique de u(z, t)— (5.43), dans (b) la solution
exacte de u(z,t)— (5.39), dans (¢) la solution numeérique de v(z, t)— (5.43),
ans (d) la solution exacte de v(z, t)— (5.39)
B =3 w=0.005k=0.115=10,0 = %

5.2.2 Le WBK fractionnaire spacial et ’ADM

On reconsidére le systéeme de Whitham-Broer-Kaup avec dérivée fractionnaire en x (voir [43]
)
up = —u (D%u) — Div — Auy,
,0< B <1 (5.44)
vy = —u (va) —v (Dfu) — By, + AUy

On prend :
u(@,0) = f (x) = a*
(5.45)

v(z,0) =g (z) =123

Pour calculer la solution numérique de (5.44), on substitue (5.33 — 5.34 — 5.35) et la condi-
tion initiale (5.45) dans I’expression (5.36) .
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Les trois premiers termes de la série sont donnés par :

ug (z,t) = 2*

(5.46)
vo (z,t) = 3.
uy (z,t) = —J% (Ag) — J* (DPuvo) — AJ* (ges)
= (f1$8—,6’ + f2£132) t
(5.47)
U1 (l’, t) =—-J“ (B()) — J“ (Oo) —bJ" (u(]zxa)) + Aja (UOzz)
= (12" " + goz) t,
ug (x,t) = —=J (Ay) — J (val) — AJ (u1zz)
~ (e S g 5 (5.49

(%) (Q?,t) = —J(Bl) — J(Cl) —bJ (ulzxw) + AJ (lem)
= (93$11725 + 94$57'B) %;
ou

_ I —
fl — I'(6-A)’ f2 =-3-124

_ r(s) r(9)
fs=—h (F(s—/ﬁ) + r(g—zﬁ))

fo=—F (5 + ) - AB-6) (1= ) fi — (T B)an
Js = —g2 — 2Af5.

—_ __TI'® L(5)
g1 = _F(47/B) - T(5—3)° g = 614 24B

I'(4) I'(9) I'(5) I'(8)
—h (m—m T r(g—za)) 2 (r(H) T r(s—zﬂ))

91 = —F2 (e + 625 ) — myg2 — B3 —8)(T—B8)(6— )
+A<7 B)(6 - 5) g — rray.

Par conséquent, la solution de 'équation (5.44), vérifiant la condition (5.45) est donnée par

la formule :
u(x,t) =ug (x,t) + up (z,t) + ug (z,8) + ...
(5.49)
v(z,t) =vg (x,t) + vy (2,t) + vg (2,8) + e

Les figures (5.4.a) et (5.4.c) représentent la solution numeérique de (5.44) avec § = 1. Les
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Figures (5.4.b) et (5.4.d) représentent la solution de (5.44) avec § = 3. On remarque que le
comportement est trés similaire.

80,0070

()

Fig 5.4 : Sur (a) et (c) : la solution numérique de u(z,t) et v(x,t) pour =1
et sur (b) et (d) : la solution numérique de u(z,t) et v(z,t) pour =1




Chapitre 6
CONCLUSION GENERALE

Dans cette thése de Doctorat, nous nous sommes intéressés au calcul fractionnaire, en
présentant une étude analytique puis nous avons présenté une étude numérique. On a com-
mencé par généraliser des résultats intégraux sur des inégalités classiques de type Feng Qi, de
type Ngo et d’autres résultats de Sulaimann et autres. D’autre part, en utilisant la différence
intégrale de Cauchy-Schwarz avec poids et d’autres résultats classiques, on a aussi démon-
tré d’autres résultats fractionnaires qui généralisent la fameuse inégalité de Cassel ainsi que
d’autres travaux récents de S.S. Dragomir.

Le coté differentiel du calcul fractionnaire, nous I’avons abordé en deux dimensions :

La premiére dimension concerne 1’étude théorique ; elle est basée sur ’application des inéga-
lités fractionnaires pour étudier les problémes aux limites d’ordre arbitraire et en particulier
pour démontrer de I'existence et I'unicité, (ou uniquement ’existence) des solutions d’un pro-
bléme fractionnaire au sens de Caputo avec des conditions intégrales sur la solution. Dans
cette partie, nous avons, en premier lieu, proposé une autre équivalence inégrale du probléme
posé, puis nous avons établit des conditions assurant 1’existence et 1'unicité de solutions pour
le probléme considéré. Puis dans une autre partie essentielle, nous avons développé d’autres
nouvelles conditions suffisantes pour assurer ’existence d’une solution au moins. Les résul-
tats trouvés sont basés sur les estimations intégrales d’ordre fractionnaires et aussi sur la
théorie des points fixes dans les "Banach(s)" ainsi que d’autres Lemmes due a Kilbas et al.

Dans la deuxiéme dimension différentielle de notre travail, nous nous sommes intéressés a
I’étude numérique de quelques équations et quelques systémes differentiels couplés en utili-

sant la méthode d’ADM et celle de VIM.

Pour conclure, nous allons proposer quelques pistes de recherche qui ne sont pas encore abor-
dées dans cette theése :

1- Pour les équations differentielles fractionnaires, peut-on appliquer la théorie des points
fixes de Banach pour les probléms fractionnaires au sens de Grunwald letnikov ?

65
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2- Pour la partie numérique, peut-on espérer avoir une vraie comparaison entre I’ADM et la
VIM sur les systéems differentiels fractionnaires couplés ?

Voila & ma conaissance au moins deux chemins & suivre.
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