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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul di¤érentiel. L�histoire de cette
théorie remonte au 17�eme siècle, lorsque l�Hôpital se pose la question à Leibniz sur le résultat
de la dérivée d�ordre un demi. Ensuite plusieurs chercheurs se sont penchés sur ce sujet.

L�objectif principal de cette thèse est de présenter une contribution analytique et numérique
au calcul fractionnaire.

Cette Thèse se compose d�une Introduction et cinq Chapitres :
Dans le premier chapitre, intitulé : Notions de Calcul Fractionnaire, on va rappeler quelques
notations, dé�nitions et résultats relatifs au calcul fractionnaire dont on aura besoin dans
les autres chapitres.

Dans le deuxième chapitre : "Inégalités Intégrales Fractionnaires", on donnera une contribu-
tion intégrale et on généralise des résultats de F. Qi, de Cassel, de Sulaiman et autres.

Dans le troisième chapitre, intitulé : Applications des Inégalités Fractionnaires aux EDFs,
on donnera des résultats assurant l�existence et l�unicité / l�existence pour des problèmes
d�équations di¤erentielles fractionnaires avec conditions intégrales. On fait appel, en parti-
culier, à la théorie des inégalités fractionnaires. Cette théorie, on va rencontrer ses aplications
dans les démonstrations de nos résultats principaux.

Dans le quatrième chapitre : "Méthode ADM et Methode VIM", on rappelera la Méthode
d�Itération Variationnelle et celle d�Adomian. Ces méthodes numériques sont applicables sur
des EDFs linéaires ainsi que sur des problèmes non linéaires.

En�n, le cinquième chapitre portera sur les : "Equations Di¤erentielles Fractionnaires : Ap-
plications Numériques". On présentera quelques applications numériques sur les équations
di¤érentielles fractionnaires en utilisant l�approche de Caputo.
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Chapitre 1

NOTIONS DE CALCUL
FRACTIONNAIRE

Dans ce chapitre, nous rappelons les dé�nitions et les propriétés essentielles correspondantes
à la notion de la dérivation et del�intégration fractionnaire. L�idée principale de ces notions
est la généralisation des dérivées et intégrales entières. Pour plus de détails, nous citons
[1, 2, 3, 4].

1.1 Intégrales Fractionnaires

Dé�nition 1.1 Soit une fonction f(x); x > 0: On dit que f est dans l�espace C�; � 2 R,
s�il existe un nombre réel p > � tel que f (x) = xpf1 (x) ; où f1 (x) 2 C (]0;1)) :

Dé�nition 1.2 Soit une fonction f(x); x > 0: On dit que f est dans l�espace Cn� ; n 2 N, si
f (n) 2 C�:

1.1.1 L�Approche de Riemann-Liouville :

Soit f : [a; b]! R une fonction continue. Une primitive de f est donnée par :

F1 (t) =
tR
a

f (�) d� : (1.1)

Pour une primitive d�ordre 2, on a :

F2 (t) =
tR
a

F1 (x) dx =
tR
a

�
xR
a

f (�) d�

�
dx

=
tR
a

(t� x) f (x) dx:

(1.2)

7
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Puis par récurrence, on obtient la relation classique suivante :

Fn (t) =
1

�(n)

tR
a

(t� x)n�1 f (x) dx; (1.3)

où � (n) =
+1R
0

e�uun�1du = (n� 1)! n � 1:

Si on note Jn (f (t)) = Fn (t) ; on va avoir :

Jn (f (t)) = 1
(n�1)!

tR
a

(t� �)n�1 f (�) d� : (1.4)

Selon l�approche de Riemann-Liouville, la notion d�intégrale fractionnaire d�ordre � � 0 est
une conséquence "naturelle "de la formule (1:4).

Dé�nition 1.1 L�opérateur intégral fractionnaire de Rieman-Liouville d�ordre � � 0; pour
une fonction f 2 C� ([a; b]), (� � �1) est dé�ni par :8>><>>:

(J�a ) f (t) =
1

�(�)

tR
a

(t� �)��1 f (�) d� ;� > 0;

(J0a) f (t) = f (t) ;

(1.5)

où � (�) =
+1R
0

e�uu��1du; � > 0:

Exemple 1.1 Calculons l�intégrale fractionnaire au sens de Riemann Liouville de la fonction
f telle que :

f (x) = x� ; � 2 R; x > 0: (1.6)

On a :

(J�0 )
�
x�
�
= 1

�(�)

xR
0

(x� �)��1 ��d� : (1.7)

On e¤ectue le changement de variable : � = xy, on va avoir :

(J�0 )x
� = 1

�(�)

1R
0

(x� xy)��1 (xy)� xdy

= x�+�

�(�)

1R
0

(1� y)��1 (y)� dy

= x�+�

�(�)
B (�; � + 1) ;

(1.8)

où B (�; �) est la fonction Beta d�Euler dé�nie par : B (�; �) =
1R
0

(1� x)��1 (x)��1 dx:
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Comme B (�; �) = �(�)�(�)
�(�+�)

, alors on trouve

(J�0 )
�
x�
�
= 1

�(�)
�(�)�(�+1)
�(�+�+1)

x�+� = �(�+1)
�(�+�+1)

x�+�: (1.9)

Par exemple, pour � = 1
2
et � = 1, on applique la formule (1:9), on obtient :

(J�0 ) (x) =
�(1+1)

�( 12+1+1)
x
1
2
+1 = �(2)

�( 52)
x
3
2 = 4

3
p
�
x
p
x: (1.10)

Et pour � = 1; on obtient

(J10 )
�
x�
�
= �(�+1)

�(�+2)
x1+� = �(�+1)

(�+1)�(�+1)
x1+� = 1

�+1
x�+1:

Exemple 1.2 Calculons l�intégrale fractionnaire de Riemann Liouville d�ordre � = 1
2
de la

fonction : x 7�! lnx; x > 0
On a : �

J
1
2
0

�
(lnx) = 1

�( 12)

xR
0

(x� �)�
1
2 ln �d�

= 1p
�

xR
0

ln �p
x�� d� :

(1.10)

Posons :
p
x� � = t) d� = �2tdt, alors :�

J
1
2
0

�
(lnx) = 1p

�

0R
p
x

�2t ln(x�t2)
t

dt

= 1p
�

0R
p
x

� 2 ln (x� t2) dt = 2p
�

p
xR
0

(ln (
p
x+ t) + ln (

p
x� t)) dt:

(1.11)

On sait que : R
ln (a+ t) dt = (a+ t) ln (a+ t)� t+ Cte

R
ln (a� t) dt = (�a+ t) ln (a� t)� t+ Cte;

(1.12)

d�où :

�
J
1
2
0

�
(lnx) = 2p

�
[(
p
x+ t) ln (

p
x+ t)� t]

p
x

0 + 2p
�
[(�
p
x+ t) ln (

p
x� t)� t]

p
x

0

= 2p
�
[2
p
x ln (2

p
x)�

p
x�

p
x ln

p
x] + 2p

�
[�
p
x+

p
x ln

p
x]

= 4p
�
(
p
x ln (2

p
x)�

p
x) = �4+4 ln 2p

�

p
x+ 4p

�

p
x ln

p
x:

(1.13)
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Proposition 1.1
Soit f : [a; b]! R une fonction continue. Alors, on a

(J�a )
�
J�a (f (x))

�
= J�+�a (f (x)) ; (1.14)

et
(J�a )

�
J�a (f (x))

�
=
�
J�a
�
[J�a (f (x))] ;

pour tout � > 0; � > 0:

Démonstration
En e¤et,

(J�a )
�
J�a (f (x))

�
= 1

�(�)

xR
a

(x� �)��1 J�a (f (�)) d�

= 1
�(�)�(�)

xR
a

�
(x� �)��1

�R
a

(� � t)��1 f (t) dt
�
d�

= 1
�(�)�(�)

xR
a

�R
a

�
(x� �)��1 (� � t)��1 f (t)

�
dtd�

= 1
�(�)�(�)

xR
a

�
f (t)

xR
t

(x� �)��1 (� � t)��1 d�
�
dt:

(1.15)

On e¤ectue le changement de variable : � = t+ (x� t) y, on récupère donc

xR
t

(x� �)��1 (� � t)��1 d� =
1R
0

(x� t� (x� t) y)��1 (t+ (x� t) y � t)��1 (x� t) dy

= (x� t)�+��1
1R
0

(1� y)��1 (y)��1 dy

= B (�; �) (x� t)�+��1 :
(1.16)

Alors

(J�a )
�
J�a (f (x))

�
= 1

�(�)�(�)

xR
a

�
f (t)

xR
t

(x� �)��1 (� � t)��1 d�
�
dt

= B(�;�)
�(�)�(�)

xR
a

�
f (t) (x� t)�+��1

�
dt

= 1
�(�+�)

xR
a

�
(x� t)�+��1 f (t)

�
dt = J�+�f (x) :

(1.17)
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Exemple 1.3
Si on prend : � = � = 1

2
et f (x) = x avec x > 0; on trouve :

(J�0 )
h�
J�0

�
(f (x))

i
= (J�0 )

�
� (2)

� (� + 2)
x�+1

�
=
1

2
x2: (1.19)

D�autre part, on a : �
J�+�0

�
(f (x)) = (J10 ) (f (x)) =

xR
0

tdt = 1
2
x2: (1.20)

1.1.2 Intégrale Fractionnaire de Quelques Fonctions

Intégrale Fractionnaire de : x 7�! (x� a)

Considérons la fonction f (x) = (x� a) avec x� a > 0: Alors

(J�a ) (f (x)) =
1

�(�)

xR
a

(x� �)��1 (� � a) d� = B(�;+1)
�(�)

(x� a)+� : (1.21)

Cela implique :

(J�a ) ((x� a)
) = �(+1)

�(+�+1)
(x� a)+� : (1.22)

Dans la relation (1:22) ; si on prend a = 0 et  = �, on obtiendra (1:9) :

Intégrale Fractionnaire de : x 7�! ex

Considérons la fonction f (x) = ex: Alors, on a

(J�a ) (f (x)) =
1

�(�)

xR
a

(x� �)��1 e�d�

= ea

�(�+1)
(x� a )� + ea

�(�+2)
(x� a )�+1 + 2ea

�(�+3)
(x� a )�+2 + :::::

(1.23)

1.2 Dérivées Fractionnaires

Dans ce paragraphe, on va exposer brièvement quelques approches des dérivées fraction-
naires, on cite par exemple : l�aproche de Riemann-Liouville, l�approche de Caputo et celle
de Grünwald-Letnikov.
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1.2.1 Dérivée Fractionnaire au Sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.2 On dé�nit la dérivée fractionnaire d�ordre � > 0 au sens de Riemann-
Liouville d�une fonction f : [a; b]! R par :

�
RLD�

a

�
(f (x ))=

8>><>>:
dm

dxm

�
1

�(m��)

xR
a

f(�)

(x��)�+1�md�

�
; m� 1 < � < m;m 2 N�

dm

dxm
f(x); ; � = m:

(1.24)

On peut écrire la relation (1:24) sous la forme équivalente suivante :

�
RLD�

a

�
(f (x ))=

8<:
dm

dxm
[(Jm��a ) (f (x ))] ; m� 1 < � < m;m 2 N�

dm

dxm
f(x); ; � = m:

(1.25)

Exemple 1.4 Calculons la dérivée fractionnaire d�ordre � = 1
2
au sens de Riemann Liouville

de la fonction f : x 7�! x� a avec x� a > 0;

On a �
RLD

1
2
a

�
(f (x )) = d

dx

�
1

�(1� 1
2)

xR
a

(x� �)�
1
2 �d�

�

= d
dx

h�
J
1
2
a

�
((x� a))

i
= d

dx

�
�(2)

�( 52)
(x� a)

3
2

�
= 3

2
�(2)

�( 52)
(x� a)

1
2 :

(1.26)

Exemple 1.5 Calculons la dérivée fractionnaire d�ordre � = 1
2
au sens de Riemann Liouville

de la fonction f : x 7�! 1
1+x
; x > 0:

On a donc : �
RLD

1
2
0

�
(f (x )) = d

dx

�
1

�(1� 1
2)

xR
0

f(�)

(x��)
1
2+1�1

d�

�

= d
dx

�
1

�( 12)

xR
0

1
(1+�)

p
x�� d�

�
En e¤ectuant le changement de variable

p
x� � = y; on obtient
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�
RLD

3
2
0

�
(f (x )) = 1

�( 12)
d
dx

"p
xR
0

2
(1+x�y2)dy

#

= 1

�( 12)
d
dx

"
1p
x+1

p
xR
0

�
1p

x+1�y +
1p

x+1+y

�
dy

#

= 1

�( 12)
d
dx

�
1p
x+1

h
ln y+

p
x+1

�y+
p
x+1

ipx
0

�

= 1

�( 12)
d
dx

h
1p
x+1

ln
p
x+
p
x+1

�
p
x+
p
x+1

i
= 1

2�( 12)

�
1

(x+1)
3
2
ln

p
x+
p
x+1

�
p
x+
p
x+1

� 1
(x+1)

p
x

p
x�
p
x+1p

x+
p
x+1

�
:

(1.27)

Remarque 1.1 La dérivée de Riemann-Liouville d�une constante n�est pas nulle. Cette
"anomalie troublante" est donnée par�

RLD�
a

�
(1) = 1

�(1��) (x� a)
�� (1.28)

En e¤et, �
RLD�

a

�
(c) = dm

dxm

�
c

�(m��)

xR
a

(x� �)m���1 d�
�

= c
�(1��) (x� a)

�� :

(1.29)

Proposition 1.2

1. Pour tout �; � 2 R et pour deux fonctions quelconques f : [a; b]! R et g : [a; b]! R;on
a �

RLD�
a

�
(�f (x) + �g (x)) = �

�
RLD�

a

�
(f (x)) + �

�
RLD�

a

�
(g (x)) ; (1.30)

2. En général, la propriété de semi groupe n�est pas véri�ée, on n�a pas toujours :�
RLD�1

a

� �
RLD

�1
a

�
f (t) =

�
D
�1+�1
a

�
f (t) (1.31)

3. Il en est de même de la propriété de commutativité : 9 �2 > 0, �2 > 0, g continue sur
[a; b] � R; tels que : �

RLD�2
a

� �
RLD

�2
a

�
g (t) 6=

�
RLD

�2
a

� �
RLD�2

a

�
g (t) (1.32)
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Démonstration
1. �

RLD�
a

�
(�f (x) + �g (x)) = dm

dxm
((Jm��a ) (�f (x) + �g (x)))

= dm

dxm
(� (Jm��a ) (f (x)) + � (Jm��a ) (g (x)))

= � dm

dxm
((Jm��a ) (f (x))) + � dm

dxm
((Jm��a ) (g (x)))

= �
�
RLD�

a

�
(f (x)) + �

�
RLD�

a

�
(g (x))

(1.33)

Dans (2), on prend f (t) = t�
1
2 et �1 = �1 =

1
2
: On a alors :�

RLD
1
2
0

�
f (t) = 0 ,

�
RLD

1
2
0

��
RLD

1
2
0

�
f (t) = 0: (1.34)

On remarque aussi que : �
RLD

1
2
+ 1
2

0

�
f (t) = �1

2
t�

3
2 (1.35)

Dans (3), on pose g (t) = t
1
2 et �2 = 1

2;
; �2 =

3
2
. Donc�

RLD
1
2
0

�
g (t) =

p
�
2
;
�
RLD

3
2
0

�
g (t) =

�
RLD

3
2
0

��
t
1
2

�
= 0: (1.36)

Tandis que �
RLD

1
2
0

��
RLD

3
2
0

�
g (t) = 0;

�
RLD

3
2
0

��
RLD

1
2
0

�
g (t) = �1

4
t
3
2 : (1.37)

Lemme 1.1 Soit f une fonction dé�nie sur [a; b] véri�ant
�
RLD�

a

�
f(x) = 0; avec � 2

]m� 1;m[ ;m 2 N�: Alors

f(x) =
m�1P
i=0

bi
�(i+1)

�(��m+i+1) (x� a)
��m+i ; (1.38)

où les bi sont des constantes arbitraires.

Démonstration

D�après la formule (1:25) ; on a :

�
RLD�

a

�
f(x) = dm

dxm
(Jm��a f (x)) = 0:
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Donc

Jm��a f (x) =
m�1P
i=0

bi (x� a)i :

Par application de J�a , on va avoir :

Jma f (x) =
m�1P
i=0

biJ
�
a (x� a)

i =
m�1P
i=0

bi
�(i+1)

�(�+i+1)
(x� a)�+i :

Cela voudra dire que

f (x) =
m�1P
i=0

bi
�(i+1)

�(�+i+1)
dm

dxm
(x� a)�+i :

Mais comme,

dm

dxm
(x� a)�+i = (�+ i) (�+ i� 1) ::: (�+ i�m+ 1) (x� a)�+i�m

= �(�+i+1)
�(�+i�m+1) (x� a)

�+i�m ;

alors, le lemme 1.1 en découlle.

1.2.2 Dérivée Fractionnaire au Sens de Caputo :

Dé�nition 1.3 Soit f 2 Cm [a; b] ;m 2 N�. On dé�nit la dérivée fractionnaire de Caputo
d�ordre � � 0 de f par :

�
CD�

a

�
f(x) =

� 1
�(m��)

xR
a

f (m)(�)
(x��)�+1�md� ;m� 1 < � < m;

dm

dtm
f(x) ;� = m.

(1.39)

Remarque 1.2 On peut écrire l�expression de CD�
a sous la forme

�
CD�

a

�
(f (x ))=

8<: (Jm��a )
�
f (m)(x )

�
; m� 1 < � < m;m 2 N�

dm

dxm
f(x); ; � = m:

(1.40)

Exemple 1.6 Soit f (x) = x� a: Alors, pour � = 1
2
; on trouve :
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�
CD�

a

�
(f (x )) =

�
Jm��a

�� dm
dxm

f (x )

�
=
�
J
1
2
a

�� d
dx
x

�
=

1

�
�
3
2

� (x� a) 12 : (1.41)

Remarque 1.3

La dérivée de Caputo d�une fonction constante est nulle, (l�anomalie est ainsi rattrapée)

�
CD�

a

�
(f(x)) = 1

�(m��)

xR
a

(x� �)m���1f (m)(�)d�

= 1
�(m��)

xR
a

((x� �)m���1 � 0) d� = 0:

(1.42)

Proposition 1.3

1. 8� > 0 ;�; � 2 R; on a :�
CD�

a

�
(�f (x) + �g (x)) = �

�
CD�

a

�
(f (x)) + �

�
CD�

a

�
(g (x)) : (1.43)

2. 8� > 0 ; 8f : [a; b]! R; on a : �
CD�

a

�
(J�a f) = f : (1.44)

3. En général, on n�a pas

J�a
�
CD�

a f
�
= f: (1.45)

1.2.3 Riemann-Liouville et Caputo

La relation entre la dérivée de Riemann-Liouville et celle de Caputo est donnée par :

Proposition 1.4
8� 2 ]m� 1;m[ ;m 2 N�, on a :

�
RLD�

a

�
f(t) =

�
CD�

a

�
f(t) +

m�1X
k=0

(t� a)k��

�(k � �+ 1)f
(k)(a): (1.46)

Démonstration
On a : �

RLD�
a

�
f (t) = dm

dtm

�
1

�(n��)
R t
0
(t� �)m���1 f (�) d�

�
: (1.47)
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Par conséquent,

�
RLD�

a

�
f (t) = 1

�(m��)
dm

dtm
( (t�a)

m��

m�� f (a) + (t�a)m��+1
(m��)(m��+1)f

(1) (a) + (t�a)m��+2
(m��)(m��+1)(m��+2)f

(2) (a)

+ (t�a)m��+3
(m��)(m��+1)(m��+2)(m��+3)f

(3) (a) + ::::+
R t
a

(t��)m��+n�1
(m��)(m��+1):::(m��+n�1)f

(m) (�) d�):

(1.48)

D�où

�
RLD�

a

�
f (t) =

m�1X
k=1

f (k) (a) (t�a)
k��

�(k��+1) +
dm

�(m��)dtm

�R t
a

(t��)m��+n�1
(m��)(m��+1):::(m��+n�1)f

(m) (�) d�
�

=
m�1X
k=0

f (k) (a) (t�a)
k��

�(k��+1) +
1

�(m��)

0@ tZ
a

(t� �)m���1 f (m) (�) d�

1A :
(1.49)

Cela implique que :

�
RLD�

a

�
f (t) =

m�1X
k=0

f (k) (a) (t�a)
k��

�(k��+1) +
�
CD�

a

�
f (t) ; (1.50)

on encore,

�
RLD�

a

� "
f(t)�

m�1X
k=0

(t� a)k

k!
f (k)(a)

#
=
�
CD�

a

�
f(t): (1.51)

1.2.4 Dérivée Fractionnaire au Sens de Grünwald-Letnikov

Dé�nition 1.4 On dé�nit la dérivée d�ordre � > 0 au sens de Grünwald-Letnikov pour
une fonction f dé�nie sur [a; b] par :

�
GLD�

a

�
(f (t))=lim

h!0

�
h��

nP
k=0

�(k��)
�(k+1)�(��)f (t� kh)

�
; (1.52)

où 0 � n� 1 < � < n; n 2 N�; nh = t� a:

On remarque au passage que si on remplace � par �� dans (1:52), on retrouve la formule
suivante :
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�
GLD��

a

�
(f (t))=lim

h!0

�
h�

nP
k=0

�(k+�)
�(k+1)�(�)

f (t� kh)
�

= 1
�(�)

tR
a

(t� �)��1 f (�) d� :

(1.53)

Si f est de classe Cn [a; b] ; n 2 N�, on a alors :

�
GLD��

a

�
(f (t))=

n�1P
k=0

f (k)(a)(t�a)k+�
�(k+�+1)

+ 1
�(n+�)

tR
a

(t� �)n+��1 f (n) (�) d� : (1.54)

D�où

�
GLD�

a

�
(f (t))=

n�1P
k=0

f (k)(a)(t�a)k��
�(k��+1) + 1

�(n��)

tR
a

(t� �)n���1 f (n) (�) d� : (1.55)

Remarque 1.4
Soit f (t) = c; c 2 R

On a :

�
GLD�

a

�
(f (t))=

n�1P
k=0

f (k)(a)(t�a)k��
�(k��+1) + 1

�(n��)

tR
a

(t� �)n���1 f (n) (�) d�

= c(t�a)��
�(1��) +

n�1P
k=1

f (k)(a)(t�a)k��
�(k��+1) + 1

�(n��)

tR
a

(t� �)n���1 f (n) (�) d�

= c(t�a)��
�(1��) :

(1.56)

Donc, la dérivée d�une fonction constante n�est pas nulle au sens de Grünwald-Letnikov.

1.2.5 Dérivées Fractionnaires de : x 7�! (x� a)�

Calculons les dérivées fractionnaires D�f (x) telles que :

f (x) = (x� a)� ; � 2 R: (1.57)

Dérivée Fractionnaire de la Fonction x 7�! (x� a)� au Sens de Caputo

On applique la dé�nition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo; on peut écrire :
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�
CD�

a

�
(f (x )) = (Jm��a )

�
dm

dxm
f (x )

�

= (Jm��a )
�
�(�+m��+1)
�(���+1) (x� a)���

�

= �(�+m��+1)
�(���+1) (Jm��a ) (x� a)���

= �(�+1)
�(���+1) (x� a)

��� :

(1.58)

Remarque 1.5 Pour a = 0, on trouve :�
CD�

a

� �
x �
�
= �(�+1)

�(���+1)x
���: (1.59)

Dérivée Fractionnaire de la Fonction x 7�! (x� a)� au Sens de Riemann Liouville

On a :

�
RLD�

a

�
(f (x )) = dm

dxm

�
1

�(m��)

xR
0

(x� �)m���1 f (�) d�
�

= dm

dxm

h
(Jm��a )

�
(x� a)�

�i
= dm

dxm

�
�(�+1)

�(�+m��+1) (x� a)
m��+�

�
= �(�+1)

�(�+m��+1)
dm

dxm

�
(x� a)m��+�

�
= �(�+1)

�(�+m��+1)
�(�+m��+1)
�(���+1) (x� a)���

= �(�+1)
�(���+1) (x� a)

��� :

(1.60)

Remarque 1.6 Pour a = 0, on trouve :�
RLD�

a

� �
x �
�
= �(�+1)

�(���+1)x
���: (1.61)

Dérivée Fractionnaire de la Fonction x 7�! (x� a)� au Sens de Grünwald-Letnikov

On a :

�
GLD�

a

�
(f (t))=

n�1P
k=0

f (k)(a)(t�a)k��
�(k��+1) f (t� kh) + 1

�(n��)

tR
a

(t� �)n���1 f (n) (�) d� : (1.62)
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Mais

f (k) (a) = 0 pour k = 0; 1; 2; :::; n� 1;
et

f (n) (a) = �(�+1)
�(��n+1) (t� a)

��n ;

alors,

�
GLD�

a

�
(f (t)) = �(�+1)

�(n��)�(��n+1)

tR
a

(t� �)n���1 (� � a)��n d� : (1.63)

En posant � = a+ s (t� a) ; on obtient donc

�
GLD�

a

�
(f (t)) = �(�+1)

�(n��)�(��n+1)

1R
0

(t� a� s (t� a))n���1 (s (t� a))��n (t� a) ds

= �(�+1)
�(���+1) (t� a)

��� :

(1.64)

Remarque 1.7 Pour a = 0, on obtient la formule suivante�
GLD�

a

� �
x �
�
= �(�+1)

�(���+1)x
���: (1.65)

1.2.6 Dérivées Fractionnaires de : x 7�! xu (x)

Calculons les di¤érentes dérivées fractionnaires D�f telles que :

f (x) = xu (x) ; (1.66)

où  est un nombre réel.

Au Sens de Caputo :

On a :

�
CD�

0

�
f (x) = 1

�(m��)
R t
0

f (m)(�)
(t��)�+1�md�

= 1
�(m��)

R t
0

dm(�u(�))
d�m

(t��)�+1�md� :

(1.67)
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On sait que :

dm(�u(�))
d�m

=
mP
k=0

��
m
k

�
dk(u(�))
d�k

:d
m�k(�)
d�m�k

�
; (1.68)

alors �
CD�

0

�
(xu (x)) = �(+1)

�(+1��)x
��u (x) (1.69)

Au Sens de Riemann-Liouville :

On a :

�
RLD�

0

�
f (x) = dm

dxm

��
Jm��0

�
(xu (x))

�
= �(+1)

�(+1��)x
��A (x; u(x); �; ;m) ;

(1.70)

où A (x; u(x); �; ;m) = 1 si u(x) = 1:

Au Sens de Grünwald-Letnikov :

On a :

�
GLD�

a

�
(f (t))=

n�1P
k=0

f (k)(a)(t�a)k��
�(k��+1) f (t� kh) + 1

�(n��)

tR
a

(t� �)n���1 f (n) (�) d�

= �(+1)
�(+1��)x

��B (x; u(x); �; ;m) ;

(1.71)

où B (x; u(x); �; ;m) = 1 si u(x) = 1:



Chapitre 2

INEGALITES INTEGRALES
FRACTIONNAIRES

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats sur les inégalités intégrales fraction-
naires. Pour plus de détail, on cite [40, 44, 45].

2.1 Inégalités Intégrales Fractionnaires de Type Qi

2.1.1 Résultats Préliminaires

Dans [8], Ngo. et al. ont démontré que

1R
0

f �+1 (�) d� �
1R
0

� �f (�) d� (2.1)

et
1R
0

f �+1 (�) d� �
1R
0

�f � (�) d� ; (2.2)

tels que � > 0 et f soit une fonction continue et positive sur l�intervalle [0; 1], véri�ant :

1R
x

f (�) d� �
1R
x

�d� ; x 2 [0; 1] : (2.3)

Dans [9] W. J. Liu et al. ont généralisé le résultat de Ngo ( avec ses co auteurs) en démontrant
que

bR
a

f �+� (�) d� �
bR
a

(� � a)� f� (�) d� ; (2.4)

où � > 0; � > 0 et f est une fonction continue et positive sur l�intervalle [a; b], telle que :

bR
x

f (�) d� �
bR
x

(� � a) d� ;  = min (1; �) ; x 2 [a; b] : (2.5)

Dans [10] L. Yin et F. Qi ont montré le résultat suivant :

22



23

Théorème 2.1 Soit a; b 2 T: Si f 2 Crd (T;R) est positive et

bR
a

f (x)�x � (b� a)p�1 : (2.6)

Alors
bR
a

(f (x))p�x �
�
bR
a

f (x)�x

�p�1
; (2.7)

où p > 1 ou p < 0:

Si la fonction f véri�e

0 < m � (f (x))p �M <1 ; x 2 [a; b] ; (2.8)

alors, L. Yin et F. Qi ont prouvé que�
bR
a

(f (x))p�x

� 1
p

� (b� a)�
p+1
q
�
M
m

� p+1
pq

�
bR
a

(f (x))
1
p �x

�p
; (2.9)

où p > 1 et 1
p
+ 1

q
= 1:

D�autre part, W. T. Sulaiman [11] a prouvé le résultat suivant :

Théorème 2.2 Soient f et g deux fonctions positives sur [a; b], telles que g soit croissante.
Si

bR
x

f (t) dt �
bR
x

g (t) dt ; x 2 [a; b] : (2.10)

Alors

bR
a

(f (x))�� dx �
bR
a

(f (x)) (g (x))�� dx; ; � > 0;  � � > 1: (2.11)

Le résultat suivant est démontré dans [11] :

Théorème 2.3 Soient f et g deux fonctions positives sur [a; b] telles que f soit croissante
et g soit décroissante. Alors

bR
a

(f (x)) (g (x))� dx � 1
b�a

�
bR
a

(f (x)) dx

��
bR
a

(g (x))� dx

�
; ; � > 0: (2.12)
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2.1.2 Résultats Principaux

On commence nos résultat par les lemmes suivants :

Lemme 2.1 [40] Soient f et g deux fonctions positives et continues sur [0;1[. Alors pour
tout � > 0, on a :

J�
�
(f(t))p

(g(t))
p
q

�
� (J�f(t))p

(J�g(t))
p
q
; (2.13)

où t > 0; p > 1 et 1
p
+ 1

q
= 1:

Démonstration

Soient � et 	 deux fonctions dé�nies sur [0;+1[. D�après l�inégalité fractionnaire de Hôlder
[51], on va avoir :

J� j� (t)	 (t)j � (J� j� (t)jp)
1
p (J� j	(t)jq)

1
q ; t > 0; (2.14)

où p > 1 et 1
p
+ 1

q
= 1:

Posons : � (t) = f(t)

(g(t))
1
q
et 	(t) = (g (t))

1
q dans (2:14), on obtient

J� (f (t)) = J�
���� f(t)

(g(t))
1
q
(g (t))

1
q

���� � �J�� (f(t))p

(g(t))
p
q

�� 1
p

(J� (g (t)))
1
q : (2.15)

D�où le lemme 2.1.

Un autre lemme utilisé dans nos résultat est le suivant :

Lemme 2.2 [40] Soient � > 0; p > 1, 1
p
+ 1

q
= 1 et soient f et g deux fonctions positives et

continues sur [0;1[, telles que J� (fp (t)) <1; J� (gq (t)) <1; t > 0. Si

0 < m � f(�)
g(�)

�M <1; � 2 [0; t] ; (2.16)

alors on a l�inégalité suivante :

[J� (f (t))]
1
p [J� (g (t))]

1
q �

�
M
m

� 1
pq J�

h
(f (t))

1
p (g (t))

1
q

i
: (2.17)

Démonstration
Pour � 2 [0; t] ; t > 0, on a

f(�)
g(�)

�M:

Ce qui donne
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(g (�))
1
q �M� 1

q (f (�))
1
q : (2.18)

Donc

(g (�))
1
q (f (�))

1
p �M� 1

q (f (�))
1
q (f (�))

1
p =M� 1

q f (�) : (2.19)

Par conséquent,

1
�(�)

tR
0

(t� �)��1 (g (�))
1
q (f (�))

1
p d� � 1

�(�)

tR
0

(t� �)��1M� 1
q f (�) d� : (2.20)

Alors, on peut écrire :

J�
h
(g (t))

1
q (f (t))

1
p

i
�M� 1

qJ�f (t) : (2.21)

D�où �
J�
h
(g (t))

1
q (f (t))

1
p

i� 1
p �M� 1

pq (J�f (t))
1
p : (2.22)

D�autre part, pour � 2 [0; t] ; t > 0; on a

mg (�) � f (�) :

Par suite

(f (�))
1
p � m

1
p (g (�))

1
p : (2.23)

Alors,

(f (�))
1
p (g (�))

1
q � m

1
p (g (�))

1
p (g (�))

1
q = m

1
p g (�) : (2.24)

Par conséquent,

1
�(�)

tR
0

(t� �)��1 (f (�))
1
p (g (�))

1
q d� � 1

�(�)

tR
0

(t� �)��1m
1
p g (�) d� : (2.25)

D�où

J�
h
(f (t))

1
p (g (t))

1
q

i
� m

1
pJ�g (t) : (2.26)

Donc, on obtient
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�
J�
h
(f (t))

1
p (g (t))

1
q

i� 1
q � m

1
pq (J�g (t))

1
q : (2.27)

D�après les formules (2:22) et (2:27), on trouve l�inégalité (2:17) : D�où le lemme 2.2.

Remarque 2.1 Si on prend � = 1, alors le lemme 2.2 devient le théorème 2.1 dans [12] sur
l�intervalle [0; t] ; t > 0:

Un autre lemme est donné par :

Lemme 2.3 [40] Soient � > 0; f et g deux fonctions positives et continues sur l�intervalle
[0;1[, telles que J� (fp (t)) <1; J� (gq (t)) <1; t > 0. Si

0 < m � (f(�))p

(g(�))q
�M <1; � 2 [0; t] ; (2.28)

alors, on a :

[J� (fp (t))]
1
p [J� (gq (t))]

1
q �

�
M
m

� 1
pq J� [f (t) g (t)] ; (2.29)

où p > 1 et 1
p
+ 1

q
= 1:

Démonstration

En remplaçant f (�) et g (�) respectivement par f ((�))p et (g (�))q ; � 2 [0; t] ; t > 0 dans le
lemme 2.2, on trouve (2:29) :

Le premier résultat principal est donné par :

Théorème 2.4 [40] Soient � > 0; p > 1 et f une fonction positive et continue sur l�intervalle
[0;1[, telles que pour tout t > 0;

J� (f (t)) �
�

t�

�(�+1)

�p�1
: (2.30)

Alors, on a :

J� (fp (t)) � (J� (f (t)))p�1 : (2.31)

Démonstration
En utilisant le lemme 2.1 et la condition (2:30), on obtient

J� (fp (t)) = J�
�
fp(t)
1p�1

�
� (J�f(t))p

(J�1)p�1
=
�
�(�+1)
t�

�p�1
(J�f (t))p � (J�f (t))p�1 : (2.32)
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D�où le Théorème 2.4.

Remarque 2.2 Si on prend � = 1, alors le Théorème 2.4 devient le Théorème A dans [13] :

Notre deuxième résultat principal est donné par le théorème suivant :

Théorème 2.5 [40] Soient � > 0; p > 1; 1
p
+ 1

q
= 1 et f une fonction positive et continue

sur l�intervalle [0;1[, telles que pour tout t > 0; J� (fp (t)) <1. Si

0 < m � fp (t) �M <1; � 2 [0; t] ; (2.33)

alors, on a :

[J� (fp (t))]
1
p �

�
M
m

� p+1
pq

�
t�

�(�+1)

�� p+1
q
�
J�
�
f
1
p (t)

��p
: (2.34)

Démonstration
Posons g � 1 dans le lemme 2.3, on obtient

[J� (fp (t))]
1
p [J� (1q)]

1
q �

�
M
m

� 1
pq J� [f (t) :1] : (2.35)

Ce qui donne

[J� (fp (t))]
1
p �

�
M
m

� 1
pq

�
t�

�(�+1)

�� 1
q
J� [f (t)] : (2.36)

Posons g � 1 dans le lemme 2.2, on récupère l�inégalité suivante :

[J� (f (t))]
1
p [J (1q)]

1
q �

�
M
m

� 1
pq J�

h
f
1
p (t) :1

1
q

i
: (2.37)

Donc, on a

[J� (f (t))]
1
p �

�
M
m

� 1
pq

�
t�

�(�+1)

�� 1
q
J�
h
f
1
p (t)

i
: (2.38)

Alors, on peut écrire

J� (f (t)) �
�
M
m

� 1
q

�
t�

�(�+1)

�� p
q
�
J�
h
f
1
p (t)

i�p
: (2.39)

D�après (2:36) et (2:39), on trouve (2:34) :

Remarque 2.3 Si on prend � = 1 dans le Théorème 2.5, on trouve l�inégalité (2:9) :

On donne aussi le théorème suivant :
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Théorème 2.6 [40] Soient f et g deux fonctions positives et continues sur l�intervalle
[0;1[, telles que la fonction g soit croissante. Si

J�f (t) � J�g (t) ; t > 0 ; (2.40)

alors, pour tout ; � > 0; � > 0;  � � � 1; on a :

J�f�� (t) � J�f (t) g�� (t) : (2.41)

Démonstration
En utilisant l�inégalité arithmétique-géométrique pour  > 0; � > 0, on a :


��f

�� (x)� �
��g

�� (x) � f (x) g�� (x) ; x 2 [0; t] ; t > 0: (2.42)

On multiplie les deux membres de (2:42) par (t�x)
��1

�(�)
; x 2 [0; t] ; on obtient


��

(t�x)��1
�(�)

f�� (x)� �
��

(t�x)��1
�(�)

g�� (x) � (t�x)��1
�(�)

f (x) g�� (x) : (2.43)

Par une intégration par rapport à x sur [0; t], on aura :

�
1

(��)�(�)

� tR
0

 (t� x)��1 f�� (x)� � (t� x)��1 g�� (x) dx � 1
�(�)

tR
0

(t� x)��1 f (x) g�� (x) dx:

(2.44)

Par conséquent,


(��)J

�f�� (t)� �
(��)J

�g�� (t) � J�
�
f (t) g�� (t)

�
: (2.45)

Cela voudra dire que


(��)J

�f�� (t) � J�
�
f (t) g�� (t)

�
+ �

(��)J
�g�� (t)

� J�
�
f (t) g�� (t)

�
+ �

(��)J
�f�� (t) :

(2.46)

Donc, on obtient l�inégalité (2:41).

Remarque 2.4 Si on prend � = 1 dans le Théorème 2.6, on trouve le Théorème 2.2 sur
l�intervalle [0; t] ; t > 0:
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Théorème 2.7 [40] Soient � > 0; f et g deux fonctions positives et continues sur l�intervalle
[0;1[, telles que la fonction f soit croissante et g soit décroissante. Alors, pour tout  >
0; � > 0; t > 0; on a :

J�
�
f (t) g� (t)

�
� �(�+1)

t�
J� (f (t)) J�

�
g� (t)

�
: (2.47)

Démonstration
Soient x; y 2 [0; t] ; t > 0: Pour tout  > 0; � > 0, on a

(f (x)� f (y))
�
g� (y)� g� (x)

�
� 0: (2.48)

Alors, on peut écrire

f (x) g� (y) + f (y) g� (x) � f (y) g� (y) + f (x) g� (x) : (2.49)

Par conséquent,

J�
�
f (t) g� (t)

�
+ t�

��(�)
f (y) g� (y) � g� (y) J� (f (t)) + f (y) J�

�
g� (t)

�
: (2.50)

On multiplie les deux membres de (2:50) par (t�y)
��1

�(�)
; y 2 [0; t] ; on obtient

(t�y)��1
�(�)

J�
�
f (t) g� (t)

�
+ (t�y)��1

�(�)
t�

��(�)
f (y) g� (y)

� (t�y)��1
�(�)

g� (y) J� (f (t)) + (t�y)��1
�(�)

f (y) J�
�
g� (t)

�
:

(2.51)

Par une intégration par rapport à y sur [0; t], on obtient

1
�(�)

J�
�
f (t) g� (t)

� tR
0

(t� y)��1 dy + t�

��(�)�(�)

tR
0

(t� y)��1 f (y) g� (y) dy

� 1
�(�)

J� (f (t))
tR
0

(t� y)��1 g� (y) dy + 1
�(�)

J�
�
g� (t)

� tR
0

(t� y)��1 f (y) dy:

(2.52)

D�où

t�

��(�)
J�
�
f (t) g� (t)

�
+ t�

��(�)
J�
�
f (t) g� (t)

�
� J� (f (t)) J�

�
g� (t)

�
+ J� (f (t)) J�

�
g� (t)

�
:

(2.53)
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Alors,

t�

�(�+1)
J�
�
f (t) g� (t)

�
� J� (f (t)) J�

�
g� (t)

�
: (2.54)

Le Théorème 2.7 est démontré.

Remarque 2.5 Si on prend � = 1 dans le Théorème 2.7, on trouve le Théorème 2.3 sur
l�intervalle [0; t] ; t > 0:

Théorème 2.8 [40] Soient f et g deux fonctions positives et continues sur [0;1[, telles que
la fonction f soit croissante et g décroissante. Alors, pour tout � > 0; � > 0; t > 0; on a :

t�

�(�+1)
J�
�
f (t) g� (t)

�
+ t�

�(�+1)
J�
�
f (t) g� (t)

�
� J� (f (t)) J�

�
g� (t)

�
+ J� (f (t)) J�

�
g� (t)

�
:

(2.55)

Démonstration
En utilisant (2:50), on trouve

J�
�
f (t) g� (t)

�
1

�(�)

tR
0

(t� y)��1 dy + t�

��(�)�(�)

tR
0

(t� y)��1 f (y) g� (y) dy

� J�(f(t))
�(�)

tR
0

(t� y)��1 g� (y) dy + J�(g�(t))
�(�)

tR
0

(t� y)��1 f (y) dy:

(2.56)

Ce qui implique l�inégalité (2:55) :

D�où le Théorème 2.8.

Remarque 2.6 Si on prend � = � dans le Théorème 2.8, on obtient le Théorème 2.7.

2.2 Di¤érence de Cauchy-Schwarz et Inégalité de Cas-
sel

Dans ce qui suit, nous présentons de nouveaux résultats sur les inégalités intégrales
fractionnaires en utilisant la di¤érence de Cauchy-Schwarz ainsi que l�inégalité de Cassel.
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2.2.1 Rappel

On considère la quantité

Ra;b (p; q; f; g) =

�
bR
a

pf 2 (x) dx

��
bR
a

qg2 (x) dx

�
+

�
bR
a

qf 2 (x) dx

��
bR
a

pg2 (x) dx

�

�2
�
bR
a

p jfgj (x) dx
��

bR
a

q jfgj (x) dx
�
;

(2.57)

telle que f et g soient deux fonctions continues sur l�intervalle [a; b], p et q soient des fonctions
positives et continues sur [a; b] :

Dans le cas où p = q, S.S. Dragomir a montré l�inégalité suivante :

0 < R1;
 (p; f; g) = R1;
 (p; p; f; g) � (M�m)2
2mM

R



(p jfgj (x)) d� (x) ; (2.58)

où f et g sont Lebesgue ��mésurable et pf 2; pg2 sont Lebesgue ��intégrable sur 
 et
0 < m �

���f(�)g(�)

��� �M <1:

Notre but est de présenter de nouveaux résultats généralisant les travaux de S.S. Dragomer
et d�autres résultats liés à l�inégalité de Cassel [46, 47, 48, 49, 50].

2.2.2 Résultats Principaux

Théorème 2.9 [45] Supposons que f et g sont deux fonctions continues sur l�intervalle
[0;+1[ et P;Q deux fonctions positives continues sur [0;+1[ telles que P

���fg ��� ; P ��� gf ��� ; Q ���fg ��� ; Q ��� gf ��� ; Pf 2; Pg2,
Qf2 et Qg2 sont intégrables sur [0;+1[. S�il existe deux réels m;M > 0 tels que

0 < m � jf (�) g (�)j �M ; � 2 [0; t] ; t > 0; (2.59)

alors, on a :

m2
�
J�
�
Q
���fg ��� (t)� J� �P ��� gf ��� (t)�+ J� �P ���fg ��� (t)� J� �Q ��� gf ��� (t)�� 2J� (Q (t)) J� (P (t))�

� J� (Pf 2 (t)) J� (Qg2 (t)) + J� (Qf2 (t)) J� (Pg2 (t))� 2J� (P jfgj (t)) J� (Q jfgj (t))

�M2
�
J�
�
Q
���fg ��� (t)� J� �P ��� gf ��� (t)�+ J� �P ���fg ��� (t)� J� �Q ��� gf ��� (t)�� 2J� (Q (t)) J� (P (t))� ;

(2.60)
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pour tout � > 0; t > 0:

Démonstration
Dans l�identité

1
2
(u2 + v2)� uv = uv

2

�p
u
v
�
p

v
u

�2
; (2.61)

on prend u = jf (�) g (�)j et v = jf (�) g (�)j , � ; � 2 [0; t] ; t > 0. On peut alors écrire

1
2
(f 2 (�) g2 (�) + f 2 (�) g2 (�))� jf (�) g (�)j jf (�) g (�)j

= 1
2
jf (�) g (�)j jf (�) g (�)j

�r���fg (�)��� ��� gf (�)����r���fg (�)��� ��� gf (�)����2 : (2.62)

D�autre part, on a :�r���fg (�)��� ��� gf (�)����r���fg (�)��� ��� gf (�)����2 = ���fg (�)��� ��� gf (�)���+ ���fg (�)��� ��� gf (�)���� 2: (2.63)

En utilisant (2:63) et la condition (2:59) ; on peut écrire

m2

2

����fg ��� (�) ��� gf ��� (�) + ���fg ��� (�) ��� gf ��� (�)� 2�

� 1
2
(f 2 (�) g2 (�) + f 2 (�) g2 (�))� jfg (�)j jfg (�)j

� M2

2

����fg ��� (�) ��� gf ��� (�) + ���fg ��� (�) ��� gf ��� (�)� 2� :
(2.64)

On multiplie les deux membres de (2:64) par (t��)��1
�(�)

P (�) et par intégration par rapport à
� sur [0; t] ; on obtient

m2

2

�
J�
�
P
���fg ��� (t)� ��� gf ��� (�) + ���fg ��� (�) J� �P ��� gf ��� (t)�� 2J� (P (t))�

� 1
2
(g2 (�) J� (Pf 2 (t)) + f 2 (�) J� (Pg2 (t)))� jfg (�)j J� (P jfg (�)j)

� M2

2

�
J�
�
P
���fg ��� (t)� ��� gf ��� (�) + ���fg ��� (�) J� �P ��� gf ��� (t)�� 2J� (P (t))� :

(2.65)
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On multiplie les membres de (2:65) par (t��)��1
�(�)

Q (�) et par intégration par rapport à � sur
[0; t] ; on récupère :

m2

2

�
J�
�
P
���fg ��� (t)� J� �Q ��� gf ��� (t)�+ J� �Q ���fg ��� (t)� J� �P ��� gf ��� (t)�� 2J� (P (t)) J� (Q (t))�

� 1
2
(J� (Qg2 (t)) J� (Pf 2 (t)) + J� (Qf 2 (t)) J� (Pg2 (t)))� J� (Q jfg (t)j) J� (P jfg (t)j)

� M2

2

�
J�
�
P
���fg ��� (t)� J� �Q ��� gf ��� (t)�+ J� �Q ���fg ��� (t)� J� �P ��� gf ��� (t)�� 2J� (P (t)) J� (Q (t))� :

(2.66)

D�où le Théorème 2.9.

Remarque 2.7 En appliquant le Théorème 2.9 pour P = Q;� = 1 et d� (�) = d� , on trouve
le Théorème1 de [46] sur [0; t] ; t > 0:

Théorème 2.10 [45] Supposons que f et g sont deux fonctions continues sur l�intervalle
[0;+1[ et P;Q sont deux fonctions positives continues sur [0;+1[ telles que P

���fg ��� ; P ��� gf ��� ; Q ���fg ��� ; Q ��� gf ��� ; Pf 2; Pg2; Qf 2et
Qg2 soientt intégrables sur [0;+1[. S�il existent m;M > 0 tels que

0 < m � jf (�) g (�)j �M ; � 2 [0; t] ; t > 0; (2.67)

alors, on a :

m2
�
J�
�
Q
���fg ��� (t)� J� �P ��� gf ��� (t)�+ J� �P ���fg ��� (t)� J� �Q ��� gf ��� (t)�� 2J� (Q (t)) J� (P (t))�

� J� (Pf 2 (t)) J� (Qg2 (t)) + J� (Qf2 (t)) J� (Pg2 (t))� 2J� (P jfgj (t)) J� (Q jfgj (t))

�M2
�
J�
�
Q
���fg ��� (t)� J� �P ��� gf ��� (t)�+ J� �P ���fg ��� (t)� J� �Q ��� gf ��� (t)�� 2J� (Q (t)) J� (P (t))� ;

(2.68)

pour tout �; � > 0; t > 0:

Démonstration
On multiplie les membres de (2:65) par (t��)��1

�(�)
Q (�) et par intégration par rapport à � sur

[0; t] ; on obtient :
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m2

2

�
J�
�
P
���fg ��� (t)� J� �Q ��� gf ��� (t)�+ J� �Q ���fg ��� (t)� J� �P ��� gf ��� (t)�� 2J� (P (t)) J� (Q (t))�

� 1
2

�
J� (Qg2 (t)) J� (Pf 2 (t)) + J� (Qf2 (t)) J� (Pg2 (t))

�
� J� (Q jfg (t)j) J� (P jfg (t)j)

� M2

2

�
J�
�
P
���fg ��� (t)� J� �Q ��� gf ��� (t)�+ J� �Q ���fg ��� (t)� J� �P ��� gf ��� (t)�� 2J� (P (t)) J� (Q (t))� :

(2.69)

D�où la démonstration du Théorème 2.10.

Remarque 2.8 Le Théorème 2.9 est un cas particulier du Thèorème 2.10.

Théorème 2.11 [45] Soient f et g deux fonctions continues sur l�intervalle [0;+1[ et
P;Q deux fonctions positives continues sur [0;+1[ telles que Pf 2; Pg2; Qf 2 et Qg2 soient
intégrables sur [0;+1[. S�il existe deux réels m;M > 0 tels que

0 < m �
���f(�)g(�)

��� �M ; � 2 [0; t] ; t > 0; (2.70)

alors, on a :
J� (Pf 2 (t)) J� (Qg2 (t))� J� (P jfgj (t)) J� (Q jfgj (t))

� (M�m)2
4Mm

J� (P jfgj (t)) J� (Q jfgj (t)) ;

(2.71)

pour tout � > 0; t > 0:

Démonstration
D�après la condition

���f(�)g(�)

��� �M ; � 2 [0; t] ; t > 0, on a

f 2 (�) �M jf (�)j jg (�)j ; � 2 [0; t] ; t > 0: (2.72)

Alors

1
�(�)

tR
0

(t� �)��1 P (�) f 2 (�) d� �M 1
�(�)

tR
0

(t� �)��1 P (�) jf (�)j jg (�)j d� : (2.73)

Par conséquent
J� (Pf 2 (t)) �MJ� (P jfgj (t)) : (2.74)

Et d�après la condition m �
���f(�)g(�)

��� ; � 2 [0; t] ; t > 0, on peut écrire
mg2 (�) � jf (�) g (�)j ; � 2 [0; t] ; t > 0: (2.75)
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Cela implique que

m
�(�)

tR
0

(t� �)��1Q (�) g2 (�) d� � 1
�(�)

tR
0

(t� �)��1Q (�) jf (�) g (�)j d� : (2.76)

D�où
mJ� (Qg2 (t)) � J� (Q jfgj (t)) : (2.77)

Par multiplication de (2:74) et (2:77), on trouve

J� (Pf 2 (t)) J� (Qg2 (t)) � M
m
J� (P jfgj (t)) J� (Q jfgj (t)) : (2.78)

En utilisant le lemme 3 de [52] et le théorème 1 de [53], on obtient :

J� (Pf 2 (t)) J� (Qg2 (t))

� (M+m)2

4Mm
J� (P jfgj (t)) J� (Q jfgj (t)) ;

(2.79)

D�où la démonstration du Théorème 2.11.

Remarque 2.9 Si on prend � = 1 et Q = P; on obtient l�inégalité de Cassel [47, 48] sur
[0; t] ; t > 0:

Théorème 2.12 [45] Soient f et g deux fonctions continues sur l�intervalle [0;+1[ et
P;Q deux fonctions positives continues sur [0;+1[ telles que Pf 2; Pg2; Qf 2 et Qg2 soient
intégrables sur [0;+1[. S�il existe deux réels m;M > 0 tels que

0 < m �
���f(�)g(�)

��� �M ; � 2 [0; t] ; t > 0; (2.80)

alors, on a :
J� (Pf 2 (t)) J� (Qg2 (t))� J� (P jfgj (t)) J� (Q jfgj (t))

� (M�m)2
4Mm

J� (P jfgj (t)) J� (Q jfgj (t)) ;

(2.90)

pour tout �; � > 0; t > 0
:

Démonstration
On a

mg2 (�) � jf (�) g (�)j ; � 2 [0; t] ; t > 0: (2.91)

Et donc

m
�(�)

tR
0

(t� �)��1Q (�) g2 (�) d� � 1
�(�)

tR
0

(t� �)��1Q (�) jf (�) g (�)j d� : (2.92)

Par conséquent
mJ� (Qg2 (t)) � J� (Q jfgj (t)) : (2.93)
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Par multiplication de (2:74) et (2:84), on trouve

J� (Pf 2 (t)) J� (Qg2 (t)) � M
m
J� (P jfgj (t)) J� (Q jfgj (t)) ; (2.94)

En utilisant le lemme 6 de [52] et le théorème 3 de [53] on obtient :
on obtient

J� (Pf 2 (t)) J� (Qg2 (t))

� (M+m)2

4Mm
J� (P jfgj (t)) J� (Q jfgj (t)) ;

(2.95)

D�où la démonstration du Théorème 2.12.

Corollaire 2.1 [45] Supposons que F et G sont des fonctions continues sur l�intervalle
[0;+1[ et P;Q deux fonctions positives continues sur [0;+1[ telles que P

��F
G

�� ; P ��G
F

�� ; Q ��F
G

�� ; Q ��G
F

�� ; PF 2; PG2; QF 2
et QG2 soient intégrables sur [0;+1[. S�il existe des réels n;N;M > 0 tels que

jF (�)G (�)j �M; (2.96)

et
0 < n �

���F (�)G(�)

��� � N ; � 2 [0; t] ; t > 0; (2.97)

alors, on a :

J� (PF 2 (t)) J� (QG2 (t)) + J� (QF 2 (t)) J� (PG2 (t))� 2J� (P jFGj (t)) J� (Q jFGj (t))

� M2(N�n)2
2Nn

J� (P (t)) J� (Q (t)) ;
(2.98)

pour tout � > 0; t > 0:

Démonstration
Dans le Théorème 2.11, on prend f =

q��F
G

�� et g =q��G
F

��: On trouve
J�
�
P
��F
G

�� (t)� J� �Q ��G
F

�� (t)�� J� (P (t)) J� (Q (t))
� (N�n)2

4Nn
J� (P (t)) J� (Q (t)) :

(2.99)

Et si on prend g =
q��F

G

�� et f =q��G
F

�� dans le Théorème 2.11, on trouve
J�
�
P
��G
F

�� (t)� J� �Q ��F
G

�� (t)�� J� (P (t)) J� (Q (t))
� (N�n)2

4Nn
J� (P (t)) J� (Q (t)) :

(2.100)
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Par la somme de (2:99) et (2:90) ; on trouve

J�
�
P
��F
G

�� (t)� J� �Q ��G
F

�� (t)�+ J� �P ��G
F

�� (t)� J� �Q ��F
G

�� (t)�� 2J� (P (t)) J� (Q (t))
� (N�n)2

2Nn
J� (P (t)) J� (Q (t)) :

(2.101)

D�après le théorème 2.9, on a

J� (PF 2 (t)) J� (QG2 (t)) + J� (QF 2 (t)) J� (PG2 (t))� 2J� (P jFGj (t)) J� (Q jFGj (t))

�M2
�
J�
�
Q
��F
G

�� (t)� J� �P ��G
F

�� (t)�+ J� �P ��F
G

�� (t)� J� �Q ��G
F

�� (t)�� 2J� (Q (t)) J� (P (t))� :
(2.102)

En utilisant (2:101) et (2:102), on trouve l�inégalité (2:98) :

Corollaire 2.2 [45] Supposons que F et G sont deux fonctions continues sur [0;+1[ et P;Q
deux fonctions positives continues sur [0;+1[ telles que P

��F
G

�� ; P ��G
F

�� ; Q ��F
G

�� ; Q ��G
F

�� ; PF 2; PG2; QF 2
et QG2 soient intégrables sur [0;+1[. S�il existe trois réels n;N;M > 0 tels que

jF (�)G (�)j �M;

et
0 < n �

���F (�)G(�)

��� � N ; � 2 [0; t] ; t > 0;

alors, on a :

J� (PF 2 (t)) J� (QG2 (t)) + J� (QF 2 (t)) J� (PG2 (t))� 2J� (P jFGj (t)) J� (Q jFGj (t))

� M2(N�n)2
2Nn

J� (P (t)) J� (Q (t)) ;
(2.103)

pour tout � > 0; � > 0; t > 0:

Démonstration On applique les Théorème 2.10 et 2.12.

Remarque 2.10 Si on prend � = �, on obtiendra le Corollaire 2.1.



Chapitre 3

APPLICATIONS DES INEGALITES
FRACTIONNAIRES AUX EDFs

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser à quelques applications des inégalités frac-
tionnaires sur les équations di¤érentielles d�ordre non entier. Nous allons établir des condi-
tions assurant l�existence et l�unicité des solutions pour un problème aux limites fractionnaire
avec conditions intégrales sur l�inconnue du problème. D�autre résultats assurant l�existence
d�une solution (au moins) seront aussi traités dans ce chapitre. Pour nos résultats principaux,
et surtout dans les estimations à priori posées dans les hypothèses prélimiaires, les démons-
trations sont basées sur les inégalitées fractionnaires, un outil qu�on trouve très puissant
pour surmonter beuacoup de di¢ cultés dans les démonstrations des résultats de ce chapitre.

On considère alors le problème suivant :8>><>>:
D�x (t) + f (t; x (t)) = �; 0 � t � 1; 1 < � � 2

x (0) =
1R
0

g (�)x (�) d� ; x (1) = �;
(3.1)

où D� désigne la dérivée fractionnaire d�ordre � au sens de Caputo, � est un élément de E
et f : [0; 1] � E ! E une fonction continue telle que (E; k:k) est un espace de Banach et
C ([0; 1] ; E) est l�espace de Banach de toutes les fonctions continues de [0; 1] dans E.
On va étudier l�existence et l�unicité puis uniquement l�existence du problème (3:1) en utili-
sant le théorèmes de point �xe de Banach et de Krasnoselskii[14].

3.2 Rappel

Dans ce qui suit, nous présentons quelques dé�nitions et résultats fondamentaux qui
seront utilisés dans ce chapitre.
Dé�nition 3.1 : Soit E un espace vectoriel normé, de norme k:kE. Une application f de
E dans E est dite contractante s�il existe un nombre positif K 2 ]0; 1[, tel que pour tout
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x; y 2 E; on a :
kf (x)� f (y)kE � K kx� ykE

Dé�nition 3.2 : Soient E un espace vectoriel normé, de norme k:kE et (un) une suite de
E. On dit que (un) est une suite de Cauchy si

8" > 0; 9N � 0;8n � N; 8p � N ; (p 2 N�) ; kun+p � unkE � ":

Dé�nition 3.3 : On dit que E est complet pour la norme k:kE si toute suite de Cauchy
(pour cette norme) est convergente (pour cette norme). Un tel espace est aussi appelé espace
de Banach.
Dé�nition 3.4 : Soit E un espace de Banach muni de la norme k:kE et T une application
de E dans E . Un élément x de E est dit point �xe de T si

Tx = x:

Théorème du Point Fixe de Banach

Théorème A : Soiten E un espace de Banach muni de la norme k:kE, X un sous-
ensemble fermé de E et T : X ! X une application contractante sur X. Alors :
Il existe un point unique z 2 X tel que Tz = z: De plus si x0 2 X et xn = Txn�1 pour
n = 1; 2; ::::;alors lim

n!+1
(xn) = z; :

et on a
kxn � zkE � kn (1� k)

�1 kx1 � x0kE ;

pour n = 1; 2; :::

Théorème du Point Fixe de Krasnoselskii

Théorème B : Soit X un sous-ensemble fermé, borné et convexe de E. On suppose que
les opérateurs R et S véri�ent :

i) Rx+ Sy 2 X pour tout x; y 2 X:

ii) S est continu et S (X) est compact.

iii) Il existe un nombre 0 � k < 1 tel que kRx�RykE � k kx� ykE pour tout x; y 2 X:

Alors il existe au moins un élément z 2 X tel que Rz + Sz = z:

3.3 Résultats Préliminaires

Lemme 3.1 [5, 6, 7] Soient � > 0 et f une fonction dé�nie sur [0; b]. Alors la solution
générale de l�équation di¤érentielle fractionnaire�

CD�
a

�
(f (x )) = 0; (3.2)
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est donnée par
f (x ) = a0 + a1x+ :::::+ an�1x

n�1; (3.4)

où ai 2 R; i = 0; 1; 2; :::; n� 1; n = [�] + 1, avec [�] désigne la partie entière de �:

Lemme 3.2 [5, 6, 7] Soient � > 0 et f une fonction dé�nie sur l�intervalle [0; b] : Alors

(J�a )
�
CD�

a

�
(f (x )) = f (x ) + a0 + a1x+ :::::+ an�1x

n�1 ; (3.5)

où ai 2 R; i = 0; 1; 2; :::n� 1; n = [�] + 1:

Lemme 3.3 [44] La solution du problème (3:1) est donnée par :

x (t) = (1� t)
1R
0

g (�)x (�) d� + �
�
t� t

�(�+1)
+ t�

�(�+1)

�

+ t
�(�)

1R
0

(1� �)��1 f (� ; x (�)) d� � J�f (t; x (t)) :

(3.6)

Démonstration du Lemme 3.3
On a

D�x (t) = � � f (t; x (t)) ; 0 � t � 1: (3.7)

En appliquant l�opérateur J� aux deux membres de (3:7), on trouve

J�D�x (t) = �J� (1)� J�f (t; x (t)) = �t�

�(�+1)
� J�f (t; x (t)) : (3.8)

Et comme
J�D�x (t) = x (t) + c0 + c1t; (3.9)

alors
x (t) = �t�

�(�+1)
� J�f (t; x (t))� c0 � c1t: (3.10)

Pour t = 0; on a

c0 = �
1R
0

g (�)x (�) d� : (3.11)

Et pour t = 1; on obtient

c1 = �� + �
�(�+1)

+
1R
0

g (�)x (�) d� � 1
�(�)

1R
0

(1� �)��1 f (� ; x (�)) d� : (3.12)

On remplace c0 et c1 dans (3:10), on trouve (3:6) :

Maintenant, on dé�nit l�opérateur T : C ([0; 1] ; E)! C ([0; 1] ; E) par l�expression intégrale :

T (x (t)) = (1� t)
1R
0

g (�)x (�) d� + �
�
t� t

�(�+1)
+ t�

�(�+1)

�

+ t
�(�)

1R
0

(1� �)��1 f (� ; x (�)) d� � 1
�(�)

tR
0

(t� �)��1 f (� ; x (�)) d� ;

(3.13)
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où 0 � t � 1; 1 < � � 2:

3.4 Résultats Principaux

Nous montrons l�existence et l�unicité de solution du problème (3:1) par le théorème de
point �xe de Banach.

Les hypothèses suivantes sont importantes pour énoncer notre premier résultat :

(H1) : kf (t; x)� f (t; y)k � k kx� yk ; k > 0; x; y 2 E; t 2 [0; 1] ; (3.14)

(H2) :M + 2k
�(�+1)

� d; k�k
�
1 + 2

�(�+1)

�
+ 2N

�(�+1)
� (1� d) r ; (3.15)

où r; d 2 R+; 0 < d < 1; N = sup
t2[0;1]

jf (t; 0)j et M = sup
t2[0;1]

jg (t)j :

3.4.1 Existence et Unicité

Théorème 3.1 [44]Supposons que les conditions (H1) et (H2) sont véri�ées. Alors le pro-
blème (3:1) a une unique solution dans C ([0; 1] ; E) :

Démonstration Pour démontrer le théorème 3.1, il su¢ t de montrer que l�opérateur T
admet un point �xe sur Br := fx (t) 2 E; kxk � r; r > 0g.

Soit alors x 2 Br. On a pour t 2 [0; 1] :

kT (x (t))k = jj (1� t)
1R
0

g (�)x (�) d� + �
�
t� t

�(�+1)
+ t�

�(�+1)

�

+ t
�(�)

1R
0

(1� �)��1 f (� ; x (�)) d� � 1
�(�)

tR
0

(t� �)��1 f (� ; x (�)) d� jj:

(3.16)

Donc,

kT (x)k �M kxk+ k�k
�
1 + 2

�(�+1)

�
+ 1

�(�)

1R
0

(1� �)��1 kf (� ; x (�))� f (� ; 0)k d�

+ 1
�(�)

1R
0

(1� �)��1 kf (� ; 0)k d� + 1
�(�)

1R
0

(1� �)��1 kf (� ; x (�))� f (� ; 0)k d�

+ 1
�(�)

1R
0

(1� �)��1 kf (� ; 0)k d� :

(3.17)
En utilisant la condition (H1) avec y = 0; on peut écrire

kT (x)k �M kxk+ k�k
�
1 + 2

�(�+1)

�
+ 2k

�(�+1)
kxk+ 2N

�(�+1)
: (3.18)
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D�où,
kT (x)k �

�
M + 2k

�(�+1)

�
r + k�k

�
1 + 2

�(�+1)

�
+ 2N

�(�+1)
: (3.19)

En utilisant la première condition de (H2) ; on récupère

kT (x)k � dr + (1� d) r: (3.20)

Cela implique TBr � Br; donc T est stable:

Maintenant, on montre que T est contractante :

Soient x; y 2 Br, donc pour tout t 2 [0; 1] ; on peut écrire

kT (x (t))� T (y (t))k � (1� t)
1R
0

(1� �)��1 kg (�) (x (�)� y (�))k d�

+ t
�(�)

1R
0

(1� �)��1 kf (� ; x (�))� f (� ; y (�))k d�

+ 1
�(�)

tR
0

(t� �)��1 kf (� ; x (�))� f (� ; y (�))k d� :

(3.21)

En utilisant (H1) et le fait que jg (�)j �M; � 2 [0; t] ; 0 � t � 1; on obtient alors

kT (x)� T (y)k �M kx� yk+ 2k
�(�+1)

kx� yk : (3.22)

Maintenant, en utilisant la première condition de (H2) ; on trouve

kT (x)� T (y)k � d kx� yk : (3.23)

Alors, l�opérateur T est une contraction. Donc T possède un point �xe unique qui est un
solution du problème (3:1).

D�où la démonstration du Théorème 3.1.
Le deuxième résultat est basé sur le Théorème de Krasnoselskii[14].

3.4.2 Existence

On considère les hypothèses suivantes

(H3) : kf (t; x)k � � (t) ; (t; x) 2 [0; 1]� E; � 2 L1 ([0; 1] ;R+) : (3.24)

(H4) : Soit f : [0; 1]� E ! E une fonction continue telle que l�image
de toute partie bornée de [0; 1]� E est une partie relativement compacte:

(3.25)
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On a donc :

Théorème 3.2 [44] Supposons que les hypothèses (H3) et (H4) sont véri�ées. Si M < 1,
alors le problème (3:1) admet au moins une solution dans C ([0; 1] ; E) :

Démonstration
Soit � tel que :

� � (1�M)�1
�
k�k

�
1 + 2

�(�+1)

�
+ 2k�k

�(�+1)

�
; (3.26)

où k�k = Sup
t2[0;1]

j� (t)j :

On dé�nit les opérateurs R et S sur B� := fx 2 E; kxk � �g par :

R (x) = (1� t)
1R
0

g (�)x (�) d� + �
�
t� t

�(�+1)
+ t�

�(�+1)

�
(3.27)

et

S (x) = t
�(�)

1R
0

(1� �)��1 f (� ; x (�)) d� � J�f (t; x (t)) : (3.28)

Alors, pour x; y 2 B� et t 2 [0; 1], on a :

kR (x (t)) + S (y (t))k �
(1� t) 1R

0

g (�)x (�) d� + �
�
t� t

�(�+1)
+ t�

�(�+1)

�
+

 t
�(�)

1R
0

(1� �)��1 f (� ; y (�)) d� � J�f (t; y (t))
 :

(3.29)

Donc,

kR (x) + S (y)k �M kxk+ k�k
�
1 + 2

�(�+1)

�
+

 t
�(�)

1R
0

(1� �)��1 f (� ; y (�)) d�


+

 1
�(�)

1R
0

(1� �)��1 f (� ; y (�)) d�
 :

(3.30)

En utilisant l�hypothèse (H3) et la condition (3:26), on obtient

kR (x) + S (y)k �M kxk+ k�k
�
1 + 2

�(�+1)

�
+ 2k�k

�(�+1)

�M�+ (1�M) �:
: (3.31)

Donc R (x) + S (y) 2 B�:

D�autre part, on a
kR (x)�R (y)k �M kx� yk : (3.32)
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Comme M < 1, alors R est contractante.

De plus, d�après (H4) l�opérateur S est continu, et

kS (x)k � t
�(�)

1R
0

(1� �)��1 kf (� ; y (�))k d� + 1
�(�)

1R
0

(1� �)��1 kf (� ; y (�))k d� : (3.33)

Puisque t 2 [0; 1], on peut alors écrire :

kS (x)k � 2k�k
�(�+1)

: (3.34)

Par conséquent, S est uniformément borné sur B�:

Maintenant, on prend t1; t2 2 [0; 1] et y 2 B�. Alors

kSy (t1)� Sy (t2)k �
 t1�t2�(�)

1R
0

(1� �)��1 f (� ; x (�)) d�


+

 1
�(�)

t1R
0

(t1 � �)��1 f (� ; x (�)) d� � 1
�(�)

t2R
0

(t2 � �)��1 f (� ; x (�)) d�
 :

(3.35)

D�après (H3), on récupère l�inégalité :

kSy (t1)� Sy (t2)k � k�k
�(�+1)

(jt1 � t2j+ jt�1 � t�2 j) : (3.36)

Le second membre de l�inégalité (3:36) est indépendant de y ; donc S est equicontinue, et
pour t1 tend vers t2, l�inégalité (3:36) tend vers 0, donc S (B�) est relativement compacte.
D�après le théorème d�Ascolli-Arzella, S est compact.

Finalement, d�après le théorème de Krasnoselskii, le problème (3:1) admet au moins une
solution sur [0; 1] :



Chapitre 4

METHODE ADM ET METHODE
VIM

Dans ce qui suit, nous exposons les principes de la métode de décomposition d�Adomian
(ADM) et de la méthode d�iteration variationnelle (VIM). Pour plus de détails, on envoie le
lecteur intéressé à [15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24]:

4.1 Méthode de Décomposition d�Adomian (ADM)

Laméthode de décomposition d�Adomain (ADM) a été introduite par Adomian [15, 16] au
début des années 1980. Elle a été utilisée pour résoudre les équations di¤érentielles ordinaires
et celles aux dérivées partielles ayant des applications dans la physique, voir par exemple
[15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24].

Soit alors le problème :

Fu = g; (4.1)

où F représente un opérateur di¤érentiel non linéaire.

La méthode ADM consiste à décomposer la partie linéaire de F en L + R; où L est un
opérateur facilement inversible et R est la partie restante.

Si on désigne par N , le terme non linéaire, alors l�équation (4:1), dans sa forme canonique,
s�écrit :

Lu+Ru+Nu = g: (4.2)

Si on note par L�1, l�inverse de L, on obtient l�équation équivalente suivante :

L�1Lu = L�1g � L�1Ru� L�1Nu: (4.3)

On pose L�1Lu = u+ a; où a est le terme de l�intégration. On obtient :

45



46

u = L�1g � a� L�1Ru� L�1Nu: (4.4)

On cherche maintenant la solution u sous la forme d�une série du type :

u =

1X
i=0

ui; (4.5)

avec u0 = g � a:

Ensuite, on décompose l�opérateur N comme suit :

Nu =

1X
i=0

Ai (u0; u1; :::::; ui) ; (4.6)

où les Ai sont les polynômes d�Adomian [15, 16] (ils dépendent de u0; u1; :::::; ui).

En remplaçant (4:2) et (4:3) dans (4:1), on obtient :

1X
i=0

ui = L
�1g � a� L�1R

1X
i=0

ui � L�1
1X
i=0

Ai: (4.7)

En identi�ant les deux membres de (4:4), on obtient :

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

u0 = L
�1g � a

u1 = �L�1Ru0 � L�1A0;

u2 = �L�1Ru1 � L�1A1;
:
:
un = �L�1Run�1 � L�1An�1;
:
:

(4.8)

Pour calculer les polynômes d�Adomian; on donne le lemme :

Lemme 4.1 [15] Les polynômes d�Adomian, pour N = Nu; se déterminent par la formule
suivante :

Ai =
1

i!

"
di

d�i
N

 1X
k=0

�kuk

!#
�=0

; i = 0; 1; ::: (4.9)
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Exemple 4.1

Soit N l�opérateur non linéaire dé�ni par :

N (u) = u2
�
du
dx

�
; u = u (x; t) : (4.10)

Donc les polynômes d�Adomian, pour N; se déterminent par la formule :

Ai =
1
i!

"
di

d�i

 � 1P
k=0

�kuk

�2
d
dx

� 1P
k=0

�kuk

�!#
�=0

; i = 0; 1; ::: (4.11)

Donnons les trois premiers termes de Ai

A0 = (u0)
2 �du0

dx

�
(4.12)

Pour i = 1, on a :

A1 =

"
d
d�

 � 1P
k=0

�kuk

�2
d
dx

� 1P
k=0

�kuk

�!#
�=0

= 2

� 1P
k=1

k�k�1uk

�� 1P
k=0

�kuk

�
d
dx

� 1P
k=0

�kuk

�
+

� 1P
k=0

�kuk

�2
d
dx

� 1P
k=1

k�k�1uk

�

= 2

�
u1 +

1P
k=2

k�k�1uk

��
u0 +

1P
k=1

�kuk

�
d
dx

�
u0 +

1P
k=1

�kuk

�

+

�
u0 +

1P
k=1

�kuk

�2
d
dx

�
u1 +

1P
k=2

k�k�1uk

�
;

(4.13)

donc, pour � = 0, on obtient :

A1 = 2u1u0
�
du0
dx

�
+ (u0)

2 �du1
dx

�
(4.14)

Pour i = 2, on trouve

A2 = 2u0u2
�
du0
dx

�
+ 2u0u1

�
du1
dx

�
+ (u0)

2 �du2
dx

�
+ (u1)

2 �du0
dx

�
: (4.15)

Exemple 4.2

On considère l�équation di¤érentielle fractionnaire suivante :

D�u = xu2 � xu; 0 < � � 1; u = u (x) ; (4.16)
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avec la condition initiale
u (0) = 1

2
: (4.17)

Pour � = 1; l�équation (4:16) devient une équation de Bernoulli.

u0 (x) = xu2 � xu: (4.18)

La solution exacte de (4:18) pour � = 1 est :

u (x) = 1

1+e
1
2x

2 : (4.19)

Intégrons les membres de (4:16) ; on obtient

u (x) = J� (xu2 � xu) = J� (xP (u)) + J� (xu) ; (4.20)

où P (u) = (u (x))2 :

La solution de (4:16) est donnée par

u (x) =
+1P
n=0

un (x) : (4.21)

L�opérateur non linéaire P est dé�ni par

P (u) =
+1P
n=0

An; (4.22)

où An les polynômes d�Adomian.

An =
1
n!

�
dn

d�n
P

� 1P
k=0

�kuk

��
�=0

= 1
n!

"
dn

d�n

� 1P
k=0

�kuk

�2#
�=0

: (4.23)

Donnons les trois premiers termes de Ai

A0 = (u0)
2

A1 = 2u0u1

A2 = 2u0u2 + (u1)
2

A3 = 2u0u3 + 2u1u2:

(4.24)

Alors,
un+1 (x) = J

�
�
x (un (x))

2�� J� (xun (x)) : (4.25)
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Ce qui donne :

u0 (x) =
1
2

u1 (x) = �J� (xA0)� J� (xu0) = J�
�
x (u0)

2�+ J� (xu0)
= 1

4
J� (x)� 1

2
J� (x) = �1

4
J� (x)

= �1
4

1
�(�+2)

x�+1

u2 (x) = J
� (xA1)� J� (xu1) = �J� (2xu0u1)� J� (xu1)

= 0

u3 (x) = J
� (xA2)� J� (xu2) = J�

�
2xu0u2 + x (u1)

2�� J� (xu2)
= �(2�+4)

16(�(�+1))2�(3�+4)
x3�+3

u4 (x) = J
� (xA3)� J� (xu3) = 2J� (xu0u3 + xu1u2)� J� (xu3) :

(4.26)

Donc la solution de l�équation est donnée par :

u (x) = 1
2
� 1

4
1

�(�+2)
x�+1 + �(2�+4)

16(�(�+1))2�(3�+4)
x3�+3 + :::::::: (4.27)

(a) (b)

Fig 4:1 : dans (a) la solution exacte (4:19) ; dans (b) la solution num�erique (4:27)
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4.2 Méthode d�Itération Variationnelle (VIM)

On passe maintenant à exposer brièvement la métode VIM. Pour plus de détails, on se
réfère à [30, 31, 32, 33, 34, 35, 36].

Soit le problème :
Lu+Nu = f; (4.28)

où L représente un opérateur di¤érentiel linéaire, N représente un opérateur di¤érentiel non
linéaire et f une fonction réelle.

La méthode VIM consiste à poser :

un+1 = un +
xR
0

� (")
�
Lu (") +N

�
u (")� f (")

�
d"; (4.29)

où � est le Lagrangien [32, 33] et
�
u est la restrection telle que �

�
u = 0:

On cherche la solution u sous la forme :

u (x) = lim
n!+1

un (x) : (4.30)

Remarque 4.2 Généralement, la convergence de la méthode VIM est très rapide. Pour plus
de détail, on se réfère à [34].

Exemple 4.3

On considère l�equation di¤érentielle suivante

@u(x;t)
@t

= @2u(x;t)
@x2

+ @(xu(x;t))
@x

; 0 < x < 1;

avec la condition initiale
u (x; 0) = x2:

Pour trouver la solution de cette équation avec la méthode VIM, on écrit :

un+1 (x; t) = un (x; t) +
tR
0

� (")

�
@un(x;�)
@�

� @2un(x;�)
@x2

� @(x
�
un(x;�))
@x

�
d� ;

où � est le Lagrangien et �
�
u = 0:

Alors,

�un+1 (x; t) = �un (x; t) +
tR
0

�� (")

�
@un(x;�)
@�

� @2un(x;�)
@x2

� @(x
�
un(x;�))
@x

�
d� :
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D�où

�un+1 (x; t) = �un (x; t) +

tZ
0

�� (")

�
@un (x; �)

@�
� @

2un (x; �)

@x2

�
d� = 0:

Par une intégration par partie, on obtient :

1 + � (�)j"=x = 0;

�
0
(�)
���
"=x

= 0:

Par conséquent, on a
� = �1:

Donc, on trouve

un+1 (x; t) = un (x; t)�
tR
0

�
@un(x;�)
@�

� @2un(x;�)
@x2

� @(x
�
un(x;�))
@x

�
d� :

Alors, pour n = 0, on va avoir

u1 (x; t) = u0 (x; t)�
tR
0

�
@u0(x;�)
@�

� @2u0(x;�)
@x2

� @(x
�
u0(x;�))
@x

�
d�

= x2 �
tR
0

(�2� 3x2) d�

= x2 + (2 + 3x2) t:

Pour n = 1, on a

u2 (x; t) = u1 (x; t)�
tR
0

�
@u1(x;�)
@�

� @2u1(x;�)
@x2

� @(x
�
u1(x;�))
@x

�
d�

= x2 + (2 + 3x2) t+
tR
0

(8 + 9x2) �d�

= x2 + (2 + 3x2) t+ (8 + 9x2) t
2

2
:

Et pour n = 2, on trouve

u3 (x; t) = u2 (x; t)�
tR
0

�
@u2(x;�)
@�

� @2u2(x;�)
@x2

� @(x
�
u2(x;�))
@x

�
d�

=
�
x2 + (2 + 3x2) t+ (8 + 9x2) t

2

2

�
�

tR
0

((2 + 3x2) + (8 + 9x2) �) d�

+
tR
0

(2 + 6� + 9� 2) d� +
tR
0

�
3x2 + (2 + 9x2) � + (8 + 27x2) �

2

2

�
d�

= x2 + (2 + 3x2) t+ (8 + 9x2) t
2

2
+ (17 + 27x2) t

3

3
:



Chapitre 5

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
FRACTIONNAIRES :
APPLICATIONS NUMERIQUES

Dans ce chapitre, nous présentons quelques applications sur les équations di¤érentielles frac-
tionaires, voir [41, 42, 43].

5.1 L�équation de Foam-Drainage avec Dérivée Frac-
tionnaire

Dans ce paragraphe, on considère (voir [42] ) :

D�
t u =

1
2
u uxx � 2u2

�
D�
xu
�
+
�
D�
xu
�2
; 0 < �; � � 1; x > 0; (5.1)

où D�
t et D

�
x désignent les dérivées fractionnaires de Caputo, ux =

@u
@x
(x; t) et uxx =

@2u
@x2
(x; t) :

On prend, comme condition initiale, la fonction :

u (x; 0) = f (x) : (5.2)

Pour � = � = 1; l�équation (5:1) se réduit à l�équation suivante :

ut =
1
2
u uxx � 2u2ux + (ux)2 ; x > 0: (5.3)

Cette dernière équation a été étudiée par plusieurs auteurs [25, 26, 27, 28, 29]. Par contre
dans notre cas [42], l�étude de l�équation (5:1) n�a pas encore été abordée.

Pour résoudre le problème (5:1) ; avec la méthode VIM, on la met sous la forme :

52
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D�
t u� 1

2
u uxx + 2u

2
�
D�
xu
�
�
�
D�
xu
�2
= 0:

On écrit la fonction "correcte" de l�équation (5:1) sous la forme :

un+1 (x; t) = un (x; t) +
tR
0

� (�) (D�
t un (x; �)� 1

2
un (x; �) unxx (x; �) + 2u

2
n (x; �)

�
D�
xun (x; �)

�
�
�
D�
xun (x; �)

�2
)d�;

(5.4)
où � est le multiplier de Lagrange.

�un+1 (x; t) = �un (x; t) +
tR
0

�� (�) (D�
t un (x; �)� 1

2
un (x; �) unxx (x; �) + 2u

2
n (x; �)

�
D�
xun (x; �)

�
�
�
D�
xun (x; �)

�2
)d�:

(5.5)

Ce qui donne :

�un+1 (x; t) = �un (x; t) +
tR
0

�� (�) (D�
t un (x; �))d�: (5.6)

Alors,

�un+1 (x; t) = �un (x; t) + � (t) �un (x; t) +
tR
0

�(D�
t un (x; �)�

0
(�))d�: (5.7)

Par conséquent, on obtient
�
0
(t) = 0

1 + � (t) = 0:
(5.8)

Donc, on trouve � = �1; la formule (5:4) devient :

un+1 (x; t) = un (x; t)�
tR
0

(D�
t un (x; �)� 1

2
un (x; �) unxx (x; �) + 2u

2
n (x; �)

�
D�
xun (x; �)

�
�
�
D�
xun (x; �)

�2
)d�:

(5.9)

5.1.1 Résolution Numérique de l�Equation de FoamDrainage Frac-
tionnaire "Temporelle"

Dans ce paragraphe, on va utiliser la méthode VIM pour résoudre l�équation du Foam
Drainage avec dérivée fractionnaire temporelle.

On considère alors l�équation (voir [42] ) :
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D�
t u� 1

2
u uxx + 2u

2ux � (ux)2 = 0; 0 < � � 1; (5.10)

avec la condition initiale :

u0 (x; 0) = f (x) = �
p
c tanh

�p
cx
�
; (5.11)

où c est la vitesse d�onde [25].

La solution exacte de (5:10) ; pour le cas � = 1; s�écrit sous la forme :

u (x; t) =

�
�
p
c tanh (

p
c (x� ct)) ; x � ct

0 ; x > ct:
(5.12)

Pour pouvoir obtenir des solutions numériques de l�équation (5:10) ; on substitue la condition
initiale (5:11) ; on obtient

un+1 (x; t) = un �
tZ
0

�
D�
� un � 1

2

�
un

�
unxx + 2

�
�
un

�2 �
unx �

�
�
unx

�2�
d� : (5.13)

Alors, on va avoir
u0 (x; t) = f (x) : (5.14)

Et pour n = 0; on obtient :

u1 (x; t) = u0 �
tZ
0

�
D�
� u0 � 1

2

�
u0

�
u0xx + 2

�
�
u0

�2 �
u0x �

�
�
u0x

�2�
d�

= f (x) + f1 (x) t; f1 (x) =
1
2
ffxx + 2f

2fx � (fx)2 :

(5.15)

Pour n = 1; on aura :

u2 (x; t) = u1 �
tZ
0

�
D�
� u1 � 1

2

�
u1

�
u1xx + 2

�
�
u1

�2 �
u1x �

�
�
u1x

�2�
d�

= f (x)� f2t2�� + f3t+ f4 t
2

2
+ f5

t3

3
� f6 t

4

4
;

(5.16)

tel que
f2 =

f1(x)
(2��)�(2��) ;

f3 = f1 +
1
2
fxfxx � 2fxf 2 + f 2x ;

f4 =
1
2
(fxf1xx + fxxf1x)� 2 (f 2f1x + 2ff1fx) + 2fxf1x;

f5 =
1
2
f1xf1xx � 2 (2ff1f1x + fxf 21 ) + f 21x;
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où fx designe la première dérivée de la fonction f et fxx la seconde dérivée de f :

fx =
df
dx
(x) ; fxx =

d2f
dx2
(x) ; f1x =

df1
dx
(x) ; f1xx =

d2f1
dx2

(x) :

Pour n = 2; on obtient l�expression de u3 comme suit :

u3 (x; t) = u2 �
tZ
0

�
D�
� u2 � 1

2

�
u2

�
u2xx + 2

�
�
u2

�2 �
u2x �

�
�
u2x

�2�
d� : (5.17)

Par conséquent, la solution numérique (4:10) est donnée par:

u (x; t) = �
p
c tanh (

p
cx)� f2t2�� + f3t+ f4 t

2

2
+ f5

t3

3
� f6 t

4

4
: (5.18)

Nous traçons des solutions numériques pour l�équation (5:10) avec � = 1
2
ainsi que la solution

exacte (5:12) lorsque � = � = 1: La �gure (5:1:a) représente la solution numérique de (5:38)
véri�ant la condition initiale (5:11) : La �gure (5:1:b) représente la solution exacte (5:12):

(a) (b)

Fig 5:1 : Dans (a) la solution numérique de u(x; t) pour � = 1 avec la méthode VIM
Dans (b) la solution exacte de u(x; t). c = 0:02

5.1.2 Résolution Numérique de l�Equation de FoamDrainage Frac-
tionnaire "Spaciale"

On considère l�équation du Foam Drainage avec dérivée fractionnaire en x (voir [42] ) :

ut � 1
2
u uxx + 2u

2
�
D�
xu
�
�
�
D�
xu
�2
= 0; 0 < � � 1: (5.19)

Pour simpli�er les calculs, on prend comme condition initiale :

u (x; 0) = f (x) = x2: (5.20)
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Pour calculer la solution numérique de l�équation (5:19), on obtient

un+1 (x; t) = un �
tZ
0

�
un� � 1

2

�
un

�
unxx + 2

�
�
un

�2 �
D�
x

�
un

�
�
�
D�
x

�
un

�2�
d� :

On peut se contenter de donner juste les trois premiers termes de la série sous la forme :

u0 (x; t) = f (x) ; (5.21)

u1 (x; t) = u0 �
tZ
0

�
u0� � 1

2

�
u0

�
u0xx + 2

�
�
u0

�2 �
D�
x

�
u0

�
�
�
D�
x

�
u0

�2�
d�

= x2 +
�
x2 � 4f1x6�� + 4f 21x4�2�

�
t;

(5.22)

où f1 = 1
�(3��) :

u2 (x; t) = u1 �
tZ
0

�
u1� � 1

2

�
u1

�
u1xx + 2

�
�
u1

�2 �
D�
x

�
u1

�
�
�
D�
x

�
u1

�2�
d�

= x2 +
�
x2 � 4f1x6�� + 4f 21x4�2�

�
t

+[4x2 � 4f1 ((6� �) (5� �)� 2)x6�� + 4f 21 ((4� 2�) (3� 2�) + 2) x4�2�

�2x4
�
2f1x

2�� + 4f1f2x
6�2� + 4f 21x

4�3��
�8f1x2��

�
x4 � 4f1x8�� + 4f 21x6�2�

�
+4f1x

2�� �2f1x2�� + 4f1f2x6�2� + 4f 21 f3x4�3��] t24
+[
�
x2 � 4f1x6�� + 4f 21x4�2�

� �
2� 4f1 (6� �) (5� �)x4�� + 4f 21 (4� 2�) (3� 2�)x2�2�

�
�8f1x2��

�
x2 � 4f1x6�� + 4f 21x4�2�

�2 � 8 �x4 � 4f1x8�� + 4f 21x6�2���
2f1x

2�� + 4f1f2x
6�2� + 4f 21x

4�3��+ 2 �2f1x2�� + 4f1f2x6�2� + 4f 21 f3x4�3��2] t36
�2
�
x2 � 4f1x6�� + 4f 21x4�2�

�2 �
2f1x

2�� + 4f1f2x
6�2�� t4

4
;

(5.23)

où f2 =
�(7��)
�(7�2�) ; f3 =

�(5�2�)
�(5�3�) :

Par conséquent, la solution de l�équation (5:19), véri�ant la condition (5:20) est donnée par
la formule :
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u (x; t) = x2 +
�
x2 � 4f1x6�� + 4f 21x4�2�

�
t+ [4x2 � 4f1 ((6� �) (5� �)� 2)x6��

+4f 21 ((4� 2�) (3� 2�) + 2) x4�2� � 2x4
�
2f1x

2�� + 4f1f2x
6�2� + 4f 21x

4�3��
�8f1x2��

�
x4 � 4f1x8�� + 4f 21x6�2�

�
+ 4f1x

2�� �2f1x2�� + 4f1f2x6�2� + 4f 21 f3x4�3��] t24
+[
�
x2 � 4f1x6�� + 4f 21x4�2�

� �
2� 4f1 (6� �) (5� �)x4�� + 4f 21 (4� 2�) (3� 2�)x2�2�

�
�8f1x2��

�
x2 � 4f1x6�� + 4f 21x4�2�

�2 � 8 �x4 � 4f1x8�� + 4f 21x6�2���
2f1x

2�� + 4f1f2x
6�2� + 4f 21x

4�3��+ 2 �2f1x2�� + 4f1f2x6�2� + 4f 21 f3x4�3��2] t36
�2
�
x2 � 4f1x6�� + 4f 21x4�2�

�2 �
2f1x

2�� + 4f1f2x
6�2�� t4

4
:

(5.24)

La �gure (5:2:a) représente la solution numérique (5:24) de (5:19) avec � = 1
2
et la �gure

(5:2:b) représente la solution de l�équation (5:19) avec � = 1: On remarque que le comporte-
ment est fortement similaire.

(a) (b)

Fig 5:2 : Dans (a) la solution numérique de u(x; t) pour � = 1
2
avec la méthode VIM

Dans (b) la solution numérique de u(x; t) pour � = 1 avec la méthode VIM.

5.2 Le Systeme WBK Fractionnaire

Dans ce paragraphe, on utilise la méthode ADM pour résoudre l�équation du Whitham-
Broer-Kaup avec dérivée fractionnaire spatio-temporelle.

On considère alors (voir [43] ) :

8<:
D�
t u+ u

�
D�
xu
�
+D�

xv + Auxx = 0

D�
t v + u

�
D�
xv
�
+ v

�
D�
xu
�
+Buxxx + Avxx = 0

; 0 < � � 1; 0 < � � 1: (5.25)

où D�
t et D

�
x désignent les dérivées fractionnaires:A et B sont des constantes réelles:
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On prend, comme condition initiale, les fonctions :8<:
u (x; 0) = f (x)

v (x; 0) = g (x) :
(5.26)

Pour � = � = 1; le système (5:25) se réduit à :8<:
ut + uux + vx + Auxx = 0

vt + (uv)x +Buxxx ++Avxx = 0
(5.27)

Cet dernier système a été étudié par plusieurs auteurs [37, 38, 39]. Par contre dans le cas
[43], l�étude du Système (5:25) n�a pas encore été abordée.( à ma connaissance)

Pour résoudre le problème (5:25) ; avec la méthode ADM, on écrit (5:25) sous la forme :8<:
D�
t u = �u

�
D�
xu
�
�D�

xv � Auxx

D�
t v = �u

�
D�
xv
�
� v

�
D�
xu
�
�Buxxx + Avxx;

(5.28)

où 0 < � � 1; 0 < � � 1:

On applique J� à (5:28) et en tenant compte de (5:26), on obtient :

8>><>>:
u (x; t) = f (x)� J� (P1 (u (x; t)))� J�

�
D�
xv
�
� AJ� (uxx)

v (x; t) = g (x)� J� (P2 (u (x; t) ; v (x; t)))� J� (P3 (u (x; t) ; v (x; t)))
�BJ� (uxxx) + AJ� (vxx) ;

(5.29)

où P1 (u (x; t)) = u
�
D�
xu
�
, P2 (u (x; t) ; v (x; t)) = u

�
D�
xv
�
et P3 (u (x; t) ; v (x; t)) = v

�
D�
xu
�
.

Avec la méthode d�Adomian, la solution s�écrit sous la forme :

u (x; t) =
1P
i=0

ui (x; t) ; v (x; t) =
1P
i=0

vi (x; t) (5.30)

On décompose ensuite les opérateurs Pi (u) , i 2 f1; 2; 3g ; comme suit :

P1 (u) =
1P
i=0

Ai

P2 (u; v) =
1P
i=0

Bi

P3 (u; v) =
1P
i=0

Ci:

(5.31)



59

D�après le lemme précédent, on a :

Ai =
1
i!
di

d�i

�
P1

� 1P
k=0

�kuk

��
�=0

= 1
i!
di

d�i

�� 1P
k=0

�kuk

�
D�
x

� 1P
k=0

�kuk

��
�=0

Bi =
1
i!
di

d�i

�
P2

� 1P
k=0

�kuk;
1P
k=0

�kvk

��
�=0

= 1
i!
di

d�i

�� 1P
k=0

�kuk

�
D�
x

� 1P
k=0

�kvk

��
�=0

Ci =
1
i!
di

d�i

�
P3

� 1P
k=0

�kuk;
1P
k=0

�kvk

��
�=0

= 1
i!
di

d�i

�� 1P
k=0

�kvk

�
D�
x

� 1P
k=0

�kuk

��
�=0

:

(5.32)

En e¤et, on peut facilement calculer ces polynomes. En voici quelques un :

A0 = u0D
�
xu0

A1 = u1D
�
xu0 + u0D

�
xu1

A2 = u2D
�
xu0 + u1D

�
xu1 + u0D

�
xu2

A3 = u3D
�
xu0 + u2D

�
xu1 + u1D

�
xu2 + u0D

�
xu3:

(5.33)

Les quatre premiers termes de Bn sont :

B0 = u0D
�
xv0

B1 = u1D
�
xv0 + u0D

�
xv1

B2 = u2D
�
xv0 + u1D

�
xv1 + u0D

�
xv2

B3 = u3D
�
xv0 + u2D

�
xv1 + u1D

�
xv2 + u0D

�
xv3:

(5.34)

Et ceux de Cn sont donnés par

C0 = v0D
�
xu0

C1 = v1D
�
xu0 + v0D

�
xu1

C2 = v2D
�
xu0 + v1D

�
xu1 + v0D

�
xu2

C3 = v3D
�
xu0 + v2D

�
xu1 + v1D

�
xu2 + v0D

�
xu3:

(5.35)

On substitue (5:33) ; (5:34) et (5:35) dans (5:29), on obtient la formule de récurrence suivante :

u0 (x; t) = f (x)
un+1 (x; t) = �J� (An)� J�

�
D�
xvn
�
� AJ� (unxx)

v0 (x; t) = g (x)
vn+1 (x; t) = �J� (Bn)� J� (Cn)� bJ� (unxxx) + AJ� (vnxx)

(5.36)
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5.2.1 Le WBK Fractionnaire Temporel et l�ADM

On reconsidère le système du Whitham-Broer-Kaup avec dérivée fractionnaire en t (voir
[43] ) : 8<:

D�
t u = �uux � vx � Auxx

D�
t v = �uvx � vux �Buxxx + Avxx;

(5.37)

avec la condition initiale :8<:
u0 (x; 0) = f (x) = w � 2ck coth (k�)

v0 (x; 0) = g (x) = �2c (c+ A) k2 csch2 (k�) ;
(5.38)

où c =
p
B + A2; � = x+ x0; x0; k et w sont des constantes réelles.

La solution exacte de (5:37) ; pour le cas où � = 1; s�écrit sous la forme :8<:
u (x; t) = w � 2ck coth (k (�� wt))

v (x; t) = �2c (c+ A) k2 csch2 (k (�� wt)) :
(5.39)

Pour pouvoir obtenir des solutions numériques de (5:37) ; on substitue la condition initiale
(5:38) et les polynomes d�Adomian (5:33) ; (5:34) et (5:35) dans l�expression (5:36) : On ob-
tient :

u0 (x; t) = f (x) ;

v0 (x; t) = g (x) ;
(5.40)

u1 (x; t) = �J� (A0)� J� (v0x)� AJ� (u0xx)

= f1
t�

�(�+1)

v1 (x; t) = �J� (B0)� J� (C0)� bJ� (u0xxx) + AJ� (v0xx)

= g1
t�

�(�+1)

(5.41)
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u2 (x; t) = �J� (A1)� J� (v1x)� AJ� (u1xx)

= f2
t2�

�(2�+1)

v2 (x; t) = �J� (B1)� J� (C1)� bJ� (u1xxx) + AJ� (v1xx)

= g2
t2�

�(2�+1)

u3 (x; t) = �J� (A2)� J� (v2x)� AJ� (u2xx)

= f3
t3�

�(3�+1)

v3 (x; t) = �J� (B2)� J� (C2)� bJ� (u2xxx) + AJ� (v2xx)

= g3
t3�

�(3�+1)
;

(5.42)

où
f1 = �ffx � gx � Afxx

g1 = �fgx � gfx + Agxx �Bfxxx

f2 = �f1fx � ff1x � g1x � Af1xx

g2 = �f1gx � g1fx � fg1x � gf1x + Ag1xx �Bf1xxx

f3 = �f2fx � f1f1x � ff2 � g2x � Af2xx

g3 = �f1gx � f1g1x � fg2x � g2fx � g1f1x � gf2x + Ag2xx �Bf2xxx:

:

Par conséquent, on a la solution:8><>:
u (x; t) = f (x) + f1

t�

�(�+1)
+ f2

t2�

�(2�+1)
+ f3

t3�

�(3�+1)
+ ::::::::

v (x; t) = g (x) + g1
t�

�(�+1)
+ g2

t2�

�(2�+1)
+ g3

t3�

�(3�+1)
+ ::::::::

(5.43)

Nous traçons des solutions numériques pour le système (5:37) avec � = 1
2
ainsi que la

solution exacte (5:39) lorsque � = � = 1: Les �gures (5:3:a) et (5:3:c) représentent la
solution numérique de (5:37) véri�ant la condition initiale (5:38) : Les �gures (5:3:b) et (5:3:d)
représentent la solution exacte (5:39):
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(a) (b)

(c) (d)

Fig5 .3 : dans (a) la solution numérique de u(x ; t)� (5:43) , dans (b) la solution
exacte de u(x ; t)� (5:39) ; dans (c) la solution numérique de v(x ; t)� (5:43) ,

dans (d) la solution exacte de v(x ; t)� (5:39)
A = B = 3

2
; w = 0:005; k = 0:1; x0 = 10; � =

1
2

5.2.2 Le WBK fractionnaire spacial et l�ADM

On reconsidère le système de Whitham-Broer-Kaup avec dérivée fractionnaire en x (voir [43]
) : 8<:

ut = �u
�
D�
xu
�
�D�

xv � Auxx

vt = �u
�
D�
xv
�
� v

�
D�
xu
�
�Buxxx + Avxx

; 0 < � � 1: (5.44)

On prend :
u (x; 0) = f (x) = x4

v (x; 0) = g (x) = x3:
(5.45)

Pour calculer la solution numérique de (5:44), on substitue (5:33� 5:34� 5:35) et la condi-
tion initiale (5:45) dans l�expression (5:36) :
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Les trois premiers termes de la série sont donnés par :

u0 (x; t) = x
4

v0 (x; t) = x
3:

(5.46)

u1 (x; t) = �J� (A0)� J�
�
D�
xv0
�
� AJ� (u0xx)

=
�
f1x

8�� + f2x
2
�
t

v1 (x; t) = �J� (B0)� J� (C0)� bJ� (u0xxx) + AJ� (v0xx)

=
�
g1x

7�� + g2x
�
t;

(5.47)

u2 (x; t) = �J (A1)� J
�
D�
xv1
�
� AJ (u1xx)

=
�
f3x

12�2� + f4x
6�� + f5

�
t2

2

v2 (x; t) = �J (B1)� J (C1)� bJ (u1xxx) + AJ (v1xx)
=
�
g3x

11�2� + g4x
5��� t2

2
;

(5.48)

où
f1 =

�(5)
�(5��) ; f2 = �3� 12A

f3 = �f1
�

�(5)
�(5��) +

�(9)
�(9�2�)

�
f4 = �f2

�
�(5)
�(5��) +

�(3)
�(3��)

�
� A (8� �) (7� �) f1 � (7� �) g1

f5 = �g2 � 2Af2:

g1 = � �(4)
�(4��) �

�(5)
�(5��) ; g2 = 6A� 24B

g3 = �f1
�

�(4)
�(4��) +

�(9)
�(9�2�)

�
� g1

�
�(5)
�(5��) +

�(8)
�(8�2�)

�
g4 = �f2

�
�(4)
�(4��) +

�(3)
�(3��)

�
� �(5)

�(5��)g2 �B (8� �) (7� �) (6� �) f1
+A (7� �) (6� �) g1 � �(2)

�(2��) :

Par conséquent, la solution de l�équation (5:44), véri�ant la condition (5:45) est donnée par
la formule : 8<:

u (x; t) = u0 (x; t) + u1 (x; t) + u2 (x; t) + ::::::::

v (x; t) = v0 (x; t) + v1 (x; t) + v2 (x; t) + ::::::::
(5.49)

Les �gures (5:4:a) et (5:4:c) représentent la solution numérique de (5:44) avec � = 1: Les
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Figures (5:4:b) et (5:4:d) représentent la solution de (5:44) avec � = 1
2
: On remarque que le

comportement est très similaire.

(a) (b)

(c) (d)

Fig 5:4 : Sur (a) et (c) : la solution numérique de u(x; t) et v(x; t) pour � = 1
et sur (b) et (d) : la solution numérique de u(x; t) et v(x; t) pour � = 1

2



Chapitre 6

CONCLUSION GENERALE

Dans cette thèse de Doctorat, nous nous sommes intéressés au calcul fractionnaire, en
présentant une étude analytique puis nous avons présenté une étude numérique. On a com-
mencé par généraliser des résultats intégraux sur des inégalités classiques de type Feng Qi, de
type Ngo et d�autres résultats de Sulaimann et autres. D�autre part, en utilisant la di¤érence
intégrale de Cauchy-Schwarz avec poids et d�autres résultats classiques, on a aussi démon-
tré d�autres résultats fractionnaires qui généralisent la fameuse inégalité de Cassel ainsi que
d�autres travaux récents de S.S. Dragomir.

Le côté di¤erentiel du calcul fractionnaire, nous l�avons abordé en deux dimensions :

La première dimension concerne l�étude théorique ; elle est basée sur l�application des inéga-
lités fractionnaires pour étudier les problèmes aux limites d�ordre arbitraire et en particulier
pour démontrer de l�existence et l�unicité, (ou uniquement l�existence) des solutions d�un pro-
blème fractionnaire au sens de Caputo avec des conditions intégrales sur la solution. Dans
cette partie, nous avons, en premier lieu, proposé une autre équivalence inégrale du problème
posé, puis nous avons établit des conditions assurant l�existence et l�unicité de solutions pour
le problème considéré. Puis dans une autre partie essentielle, nous avons développé d�autres
nouvelles conditions su¢ santes pour assurer l�existence d�une solution au moins. Les résul-
tats trouvés sont basés sur les estimations intégrales d�ordre fractionnaires et aussi sur la
théorie des points �xes dans les "Banach(s)" ainsi que d�autres Lemmes due à Kilbas et al.

Dans la deuxième dimension di¤érentielle de notre travail, nous nous sommes intéressés à
l�étude numérique de quelques équations et quelques systèmes di¤erentiels couplés en utili-
sant la méthode d�ADM et celle de VIM.

Pour conclure, nous allons proposer quelques pistes de recherche qui ne sont pas encore abor-
dées dans cette thèse :

1- Pour les équations di¤erentielles fractionnaires, peut-on appliquer la théorie des points
�xes de Banach pour les problèms fractionnaires au sens de Grunwald letnikov ?
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2- Pour la partie numérique, peut-on espérer avoir une vraie comparaison entre l�ADM et la
VIM sur les systèms di¤erentiels fractionnaires couplés ?

Voila à ma conaissance au moins deux chemins à suivre.
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