Abstract.

This thesis is on the topic of Nevanlinna theory, a powerful tool from complex analysis.
In this thesis, we begin by studying how Nevanlinna Theory is derived, and continue by
showing how its results and methods can be used to solve some interesting problems like
unicity problem of entire functions, and differential equations. We end by visiting the p—adic
universe. Such a visit offers a glimpse of a part of mathematics which is both important and
fun, and which also is something of a meeting point between algebra and complex analysis.

Key words : Complex analysis, Nevanlinna theory, order, exponent of convergence, oscil-
lation, differential equation, iterated order, [p,q] —order, unicity of entire function, Briick
Conjecture, q—difference, g—wronskian, p—adic.

/ /

Résumeé.

Cette these est sur le sujet de la théorie de Nevanlinna, un outil puissant de ’ana-
lyse complexe. Dans cette thése, nous commengerons par donner les bases de la théorie de
Nevanlinna, et on continuera de montrer comment ses résultats et ses méthodes peuvent
étre employés pour résoudre certains problémes intéressants comme le probléme d’unicité des
fonctions entiéres, et les équations différentielles complexes. Nous finirons par visiter 'univers
p—adic. Une telle visite offre un apercu d’une partie en mathématiques qui est importante et
amusante, et qui est également en quelque sorte, un point liant I’algeébre et I’analyse complexe.

Mots clés : Analyse complexe, théorie de Nevanlinna, ordre, ’exposant de convergence,
oscillation, équation différentielle, [p, g] —ordre, unicité des fonctions entieres, conjecture de
Briick, q—différence, g—wronskien, p—adique.
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INTRODUCTION GENERALE

D’aprés le Théoréme fondamental de I’algébre, on sait que tout polynéome sur C est
complétement déterminé par ses zéros jusqu’a un multiple constant. Mais que pouvons nous

dire sur les fonctions entiéres ou méromorphes en général ?

Comme son nom l'indique, la théorie de la distribution des valeurs tente de répondre a la
question : Combien de fois une fonction peut prendre différentes valeurs complexes ? Et quelle

est la distribution et la densité de ces points?

C’est, Rolf Nevanlinna en 1920, qui a fondé une théorie qui répond a toutes ces questions.
Cette théorie peut étre vue comme 'outil le plus important du siécle précédent, ayant pour
but "comprendre les propriétés des fonctions méromorphes". La théorie de Nevanlinna se
compose de deux théorémes principaux : Le premier Théoréme et le Deuxiéme Théoréme
qui généralisent et prolongent le théoréme de Picard. Depuis ce temps, cette théorie a eu de
nombreuses applications dans beaucoup de domaine mathématiques, par exemple, la théorie

de l'unicité des fonctions, équations différentielles complexes, et équations aux différences.

Cette thése se place dans le domaine de la distibution de valeurs des fonctions méromorphes.
On se propose d’étudier trois problémes : probléme d’unicité des fonctions entiéres, proprié-
tés des solutions des équations différentielles complexes, et les équations aux g—différences
dans un espace ultramétrique. Tout au long des démonstrations on adoptera la théorie de

Nevanlinna sur C, et la théorie p—adique.

L’étude s’articule autour de cing chapitres.

Le premier chapitre décrit les éléments de la théorie de Nevanlinna ainsi les définitions

basiques des éléments de la théorie de Wiman-Valiron. Cette théorie se fixe comme buts de

classifer les fonctions entiéres selon leurs croissance, de préciser le lien entre les coefficients
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de Taylor de la fonction et la croissance, le lien entre les zéros éventuels et le comportement
de la fonction, et les relations entre la fonction et ses dérivées sur ces questions. Ensuite on
donnera aussi des notions sur la théorie p-adique.

En général, nous avons omis un certain nombre de démonstrations qui ont été citées dans les

références.

Le second chapitre attaque ’étude d’unicité des fonctions entiéres. En particulier on s’in-
téresse & la Conjecture de Briick : Tout d’abord, nous énoncons les fameux théoréme de
Nevanlinna connus comme le Théoréme des cinq valeurs et le Théoréme des quatre valeurs
de Nevanlinna, qui sont 'origine du probléme, ensuite on donne des améliorations qui ont
été apportées par Gundersen, Mues, ect, et on passe directement & la Conjecture de Briick,
qui affirme que si une fonction entiére partage une valeur a CM avec sa dérivée sous certaine
restriction sur l'ordre alors f — a = ¢ (f — a) pour une constante c. Nous allons étudier et
améliorer cette conjecture dans plusieurs cas. En Article 1, nous travaillons le cas ou une
fonction entiére partage une valeur avec son polynoéme différentiel & une puissance entiére
ainsi pour les fonctions & petite croissance, en étudiant '’hyper-ordre régulier d’une équa-
tion différentielle non linéaire. En Article 2, on étudie le cas ou une fonction entiére partage
un polynéme avec son polynéme différentiel, en améliorant les résultats de Chen, Zhang et
Lii. Le cas ol une fonction entiére partage un polyndéme avec une équation différentielle &

coefficients polynomials a été traité dans I’ Article 3.

Le troisiéme chapitre aborde les équations différentielles complexes homogénes d’ordre
supérieur dont les coefficients sont des fonctions entiéres et méromorphes. On étend quelques
théorémes de J. Long et J. Zhu, C. Y. Zhang et J. Tu dans I’ Article 1, en étudiant I’hyper-

ordre des solutions des équations différentielles de type :
P9 Ay (2) f50 4 Ay (2) f 4 A (2) £ =0, 1)

Dans I’ Article 2, on améliore les travaux de H. Y. Xu, J. Tu et X. M. Zheng, en traitant
la relation entre les fonctions & petite croissance et les dérivées des solutions de I’équation

différentielle (1), en précisant le lien entre ’exposant de convergence p—itératif et 'ordre
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p—itératif de ces solutions dont on achévera par une application sur les points fixes.

Le quatriéme chapitre traite la croissance et 'oscillation des équations différentielles ho-
mogenes et non homogenes tout en adoptant un nouveau concept : l'ordre [p, q] — ¢, qui a
été introduit par Shen, Tu et Xu et qui relie la définition de ’ordre ¢ donné par Chyzykov,
Heittokangas et Rattya, et 'ordre [p, ¢] donné par Juneja, Kappoor et Bajpai.

Le dernier chapitre présente une autre approche sur la théorie des équations différentielles
complexes : La théorie p—adique. On commence tout d’abord par rappeler les propriétés
classiques des espaces ultramétriques, par introduire les valeurs absolues ultramétriques, les
fonctions analytiques p—adiques, ect. Ensuite un petit historique est déstiné pour énoncer
des résultats récents sur les équations différentielles p—adiques. En dernier, on étudie la
relation entre le ¢—Wronskien et les solutions des équations aux g—différences, on termine

par appliquer nos résultats sur la théorie des nombres.




Chapitre 1

Outils principaux

1.1 Un apercu sur Théorie de Nevanlinna

La formule de Poisson-Jensen joue un role important dans la théorie de Nevanlinna. Dans
cette section, on rappelle quelques résultats classiques sur la théorie de Nevanlinna pour les

fonctions méromorphes.

1.1.1 Définitions basiques

Définition 1.1.1 (Fonctions Méromorphes) Une fonction méromorphe est une fonction
holomorphe dans tout le plan complexe, sauf éventuellement sur un ensemble de points isolés

dont chacun est un pole pour la fonction.

En pratique, on peut considérer une fonction méromorphe comme le quotient de deux
fonctions analytiques ou encore une fonction ayant un nombre fini de poles dans un domaine

fermeé.

1
cos Tz

Example 1 Les fonctions % et sont des fonctions méromorphes.

Définition 1.1.2 (La multiplicité) On se donne une fonction analytique f # 0, et un

point zy € C tel que f (20) = 0. On définit l'ordre de multiplicité des zéros en ce point comme
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étant le plus petit n pour lequel dans la série de Taylor de f en z, le coefficient (z — zo)" est
non nul.
Pareil, on définit la multiplicité d’un pole d’une fonction g en un point z € C, en tant que la

multiplicité du zéro en ce point de %. Un pole de multiplicité 1 est appelé un pole simple.

Notons que, si on a deux fonctions f et g avec des zéros (ou poles) en un point, de
multiplicité j et k respectivement, alors fg a un zéro (ou pole) de multiplicité j + k. Si f a
un pole de multiplicité j et ¢ a un zéro de multiplicité k£ en le méme point, alors fg a un
zéro de multiplcité max {0,k — j} en ce point, ou un podle de multiplicité max {0, 7 — k} . Si

J =k, alors fg prennent la méme valeur non nulle en ce point.

Example 2 sin’ z a un zéro de multiplicité 2 en z = 0, alors que tanz a un pole simple en

z =

ol

Il est clair de la série de Taylor que si, en un point f a un zéro de multiplicité n, alors f a
un zéro de multiplicité n — 1 en ce point, et pareil si f a un pole de multiplicité n, alors f a

un pole de multiplicité n + 1.

On aura aussi besoin des définitions suivantes.

Définition 1.1.3 ([76]) Pour x > 0, on définit

logx, sixz > 1,
10g+x_max{10g$>0}_{ 0g520<$< 1.

Remarque 1.1.1 I est simple a démontrer que
+ 41
logx =log™ x — log™ —.
T

Propriétés. ([52])

1. logz < log™ .
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2. logTz <logty,si0<a<uy.

3. |logz| =log" z +log™ %

(1)

5. log* < ) < S log" z; + logn.

i=1
On définit maintenant les symboles O et o.

log™ z;.

i

I
—

Définition 1.1.4 (/52]) Soient f (r) et g (r) des fonctions définies sur [a,0), avec f () une
fonction complexe et g (r) une fonction réelle et positive. On dit que f (r) = O (g (r)) quand
r — 00, il existe des constantes c, ry telles que |f (r)| < cg(r), Vr > ro.

On dit que f(r)=o0(g(r)), si % — 0 quand r — 0.

Example 3 sinr = o(r), et tanhr = O (1), r — oo. En particulier, si f (z) = O (1), alors

f est bornée.

1.1.2 Formule de Poisson-Jensen

Théoréme 1.1.1 ([76]) Soit f(z) une fonction méromorphe dans |z| < R(0 < R < 00),
et soient a; (j =1,2,....,m) et by (k =1,2,...,n) les zéros et les poles de f(z) dans |z| < R
respectivement, chacun étant compté avec son ordre de multiplicité. Si z = re'® est un point
dans |z| < R différent de a; et by, alors

R2 _ 7”2
R? —2Rrcos (0 — ¢) + 12

—1 RQ—bkz '

27
log|f (2)] = — / log | f (Re™)| a6

2T
0
m

+Zlog

RQ—ELZ
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Preuve. Posons

11 e |52
F(&)=f(©)% ——k (1.1.1)
Mo =

Alors F'(§) n’a ni zéro ni pole dans |£| < R et donc elle y est analytique. Choisissons une
branche analytique de log F' (§) dans |£| < R, et en utilisant la formule de Poisson, on a

2

log F' (&) = %/logF(Rew) 7
0

R2_T2
2 —2Rrcos (0 — @) + 12

do.

Prenant la partie réelle et en utilisant I'identité Re (log F' (£)) = log |F' (£)|, on obtient

27
log |F (€)] = S /log |F (Re™)| B dg. (1.1.2)
27 R? — 2Rrcos (0 — ¢) + r?
0
Des équations (1.1.1)) et (LT2), on trouve
27
R2 _ 7,2

1 i
log | f ()] :%/log‘f(Red’)! R2—2chos(9—¢)+r2d¢

0

Z log

Ainsi, pour ¢ = Re™ et |a| < R, on a

R2 ; (1.1.3)

£~ by)
=

R(€—a)| _ 1
R? —a¢ ’
ce qui implique
R(£—
og | FE= )| _
—at

pour |[¢| = R et donc de la forumule (I.I.2)) on obtient : log |F' (£)| = log|f (£)|. De cela et
de la relation (ILI3]), on obtient

1 ) RQ_ 2
log\f(z)] = g/log“ (Rew)‘ R2—2RTCOS(g_¢>+T2d¢

_b)
~|—Zlog Zl ' Rf_ bki

R2—az
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Corollaire 1.1.1 ([76]) Supposons que f () n'a ni poles ni zéros dans |§| < R. Si z =
re’? (0 <r < R), alors on a

2

_ 1 i R -1
log | f (2)] _%/log‘f(Re )| R2—2chos(9—¢)+7“2d¢'

0

Cette formule est appelée "Formule de Poisson”.

Corollaire 1.1.2 ([76]) Sous les conditions du Théoréme 1.1.1 et supposons que f(0) #
0,00, on a

2

1 ; 7 R i R
log |f (0)] = %/log’f (Re™)| do¢ — jzllogm - ;bgm. (1.1.4)

0

Cette formule est appelée "Formule de Jensen (1899)".

Remarque 1.1.2 Si f (0) = 0, ou o0, alors
f(z)= chzk,cm#O; m € Z.
k=m

En effet, m > 0 si origine est un zéro de multiplicité m, m < 0 si l'origine est un pdle de
multiplicité m. Alors ¢ (0) # 0,00 et a les mémes zéros et les mémes poles que f(z) dans
0 < |z|] < R. Maintenant, appliquons la formule de Jensen & g (2), on obtient

2

1 : .~ T b
log|cm| = %/log|f (Re"z’)‘dqﬁ— Z:log%| — Zlog% —mlog R.
o j=1 k=1

1.1.3 Reformulation de la formule de Jensen : La naissance de la
théorie de Nevanlinna

Il est temps que Nevanlinna révolutionne 1’étude des fonctions méromorphes. Il ’a fait
tout au long d’une série de publications en 1922-1925 a ’age de 26 ans. Son idée principale

était d’utiliser la formule de Jensen avec des modifications légeres.
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On a deja défini la fonction log™ z = max {logx,0} . Nevanlinna a utilisé¢ alors cette

fonction pour construire des fonctions & valeurs réelles pour mesurer la croissance de f.

En vue de 'équation (LI.4), il a défini

m(r, f) = %/0 log™ ‘f (Teie) } de,

qu’il a appelée "la fonction de proximité", et qui exprime la dérivation en moyenne de la
fonction f. En outre, on note n (¢, f) le nombre de poles de f dans |z| < ¢ en comptant la

multiplicité, supposons que f (0) # 0, 0o, on définit

r

N = [ a

0

qu’on appelle "la fonction de comptage de Nevanlinna". Il est clair que cette fonction compte

le nombre de poles de f dans le disque |z| < 7.

On réecrit maintenant la formule de Jensen en log® . D’aprés la propriété de log™, on

obtient
27

2m 2

1 A 1 , 1 1

. /log ‘f (Re’¢)| dp = %/long |f (Rew) ‘ d¢ — o /log‘L mcw (1.1.5)
0 0

0

i n(st)

En utilisant (I.I.5]) et l'intégrale de Riemann-Stietjes pour passer de la somme en intégrale,

dans la formule de Jensen, on trouve

log |f (0)] = m (R, f) — m <R, %) N (R, %) 4N (R, ). (1.1.6)

Le plus important, c’est quand m (R, f) mesure la taille moyenne de f sur le cercle, m <R, %)
garde le méme aspect mais en mesurant comment f est proche de 0 sur le méme cercle. De
méme pour N (R, f) et N (R, %) . La chose la plus importante & noter ici est le membre
gauche de l'identité ([.I.6) est constant quand R — oo. Nevanlinna s’est rendu compte
que cela lui permettait effectivement de mesurer la croissance de f. Il a défini la fonction

caractéristique :

T(r,f)=m(r, f)+N(r,[),
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qu’on peut utiliser pour réecrire I’équation (LI.0) de la forme

T(%) = T(r,f)—log|f (0)]
= T(r, f) —log|cn|

= T(rf)+0(1),

avec O (1) est une fonction bornée. Donc la formule de Jensen affirme que 7' (r, f) et T <r, %)

différe seulement en un terme borné.

En physique, la signification de la fonction de proximité et du comptage est que T (r, f)
est laffinité totale de f pour la valeur co dans |z| < R alors que T’ (r, %) I’est pour la valeur
0. Donc la formule de Jensen affirme que 'affinité de f en oo et 0 est de méme ordre. Pas
seulement ca, Nevanlinna a démontré que cela est vrai pour toute valeur a € C, connu comme

le premier Théoréme de Nevanlinna.

Définition 1.1.5 ([22)) En général, pour tout nombre complexe a, on désigne par n (t,a, f)
le nombre de racines de l’équation f (z) = a situées dans le disque |z| < t. Chaque racine étant
comptée avec son ordre de multiplicité, et par n (t,00, ) le nombre de poles de la fonction f
dans le disque |z| < t.

Posons

N (r,a, f) :/Orn(t’a’f);n(o’a’f)dt—i—n((),a,f)logr, a # oo

et
"n(t, 00, f) —n (0,00, f)
t

N(r,oo,f>=N<r,f>=/0 dt + 1 (0,00, f) log

N (r, f) est appelée fonction a—points de la fonction f dans le disque |z| < 7.

1 T
m(r,a,f):%/ log™ df, a # oo
0

_
|f (re?) — al
et

m(r,00, f) = m(r.f) = 5 /0 log* | (re®)| db.

m (r,a, f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.
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On définit (voir [76)) la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f par

T (rya,f)=T <r,ﬁ> =m(r,a, f)+ N (r,a,f).
Example 4 Posons
(z — 3) (z — 5)
(z—2)

n(r,f)="1, n(r,f)=1, n(r,%) =6, ﬁ(r,%) = 2.

f(z) =

Pourr > 5, on a

D’ot

1.1.4 Propriétés de la fonction caractéristique de Nevanlinna et
son Premier Théoréme

Propriétés. ([52]) Soient fi, ..., f,, des fonctions méromorphes. Alors

L T( ﬁfi) <ET( )=l
=1 =1
2. T(n 3 fz) < i (T7f7,)+10gn
i=1 i=1
3. T(r,f")y=nT(r,f),neN.
Preuve.

1. OnaT(r,f—[lf,) m( Hfz> (7“,121le>
Or m <T, ﬁ fz) < i (r, fi) (d’aprés les propriétés de log') et N (r, ﬁ f1> <

é N f).
Don T ( i fl-) < )+ N f)] = ST fi).

=1 1=1
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2. On a

T(r, - fl> :m<r,zn:fi) —i—N(r,Xn:fi).

Or m (r, > fi) <S> m(r, fi)+logn (d’aprés les propriétés de log™) et N (r, > fi) <

=1 1=1 =1

anlN (r )
Donc T (r, i fi> < i T (r, fi) + logn.
' i=1

=1

3. On remarque que

M =1f"<1s|fl <1

Si |f] <1, alors

2

m(r, f*) = %/log+ ‘f (rei9)|d<9 =0et N(r,f")=nN(r,f).

0
Donc T (r, f*) =nT (r, f) .

Si |f] > 1, alors
m (r, f*) = nm (r, f) et N (r, f") =nN(r, f),

d’ou T (r, f") =nT (r, f).

Théoréme 1.1.2 (Premier Théoréme fondamental de Nevanlinna) (voir [76], [52])

Soit f une fonction méromorphe non constante avec le développement de Laurent
f(z)—a:Zcizi, ¢m #0, meZ, acC.
j=m

Alors pour tout nombre complexe a # oo, on a

T (r,ﬁ) =T (r, f) —log|cm| +e(r,a),

ot |e (r,a)] <log™ |a| + log 2.
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Remarque 1.1.3 Le premier Théoréme de Nevanlinna peut étre reformulé comme suit
1
T (ij—) =T(r,f)+ O (1), pour tout a € C.
—a

Corollaire 1.1.3 ([76)) On a

27
1

o /m (T, ew,f) df <log?2.
0

Preuve. D’aprés le Théoreme 1.1.2; on a
T(r, f) =m (r,e?, f) + N (., ) +1og* | (0) — a] +¢ (1, ™)

ou |e (r,e”)| < log2.
En intégrant les deux membres de I'identité ci-dessus en @, de 0 & 27, et en utilisant I'identité

de Cartan, on trouve

2 27
1 . 1 .
T I 0 T _ 20
(r, f) 27T/m(7",e ,f)d9~|— (7“7f)+2ﬂ/€(r,e )d@,
0 0
ce qui implique
1 2 1 27
if if
7 m(r,e ,f)d@z—% 5(7‘,6 )d@glogZ.
0

Corollaire 1.1.4 ([76)) T (r, f) est une fonction croissante de r et une fonction conveze de

log r.

Exemples.

1. Fonction caractéristique d’une fonction rationnelle :

Soit
4. +a,

f<z>:czq+...+aq'

On distingue deux cas :

Sip > q, alors f(z) — oo, quand z — oo, donc

m(r,a, f) = O (1) pour r > ry, a # co.
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L’équation f (z) = a posseéde p racines, donc n (t,a, f) = p, pour t > t, et
[n(ta, f)—n(0
N(r,a, f) = /n( .0, /) tn( 7a’f>dt+n(0,a,f)logr

0
T

dt
= /p7=p10g7“+0(1)-

to

Ainsi, quand r — oo, on obtient : N (r,a, f) = plogr+0O (1), m(r,a, f) = O (1), donc
T (r,a, f) =plogr+ O (1).
Si p < g, alors on obtient quand r — +oo : N (r,a, f) = qlogr + O (1), m(r,a, f) =
O (1), donc
T (r,a,f)=qlogr+0(1), a#0.
Si p = ¢, alors on obtient quand r — +o0o : N (r,a, f) = qlogr + O (1), m(r,a, f) =
O (1), donc
T(r,a, ) = glogr +0(1), a 0.
On a donc dans tous les cas : quand r — 400 : N (r,a, f) = dlogr+0 (1), m(r,a, ) =
O (1), donc
T (r,a, f) = dlogr + O (1),

ou d =max{p,q}, a# f(0).
D’oti on en tire la conclusion suivante :
Pour toute fonction rationnelle f, on a T (r, f) = O (logr). L’inverse est aussi vrai, c’est a
dire : si T (r, f) = O (logr) donc f est rationnelle.
2. La fonction exponentielle :

Soit f (z) = e*. Alors si a = 00, on a

i0
re
e

do

2
1
mif) = 5 [1og"
0
2

_ l + | rcosf
= 5 /log ‘e ’d@
0

21
1
- —/rcosede):f.
2w ™

0
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Comme e* est entiére, alors N (r, f) = 0, et donc

T<T7f):

"
—
Ainsi, si a =0, on am (r,0, f) = £, N (r,0, f) = 0, et alors
r
T (r,0 = —.
(T7 7f) ﬂ_

Sia # 0,00 et si zg est racine de I'équation f(z) = a, alors de la périodicité de la
fonction f, les autres racines de cette équation sont de la forme zq + 2k7wi, k € Z et
donc le nombre de racines de f(z) = a dans |z| < t est n(r,a, f) = £+ O (1), et par
suite

N (r,a, f) = % + O (logr) .

Ainsi, aprés avoir faire des calculs simples, on obtient m (r,a, f) = O(1). On peut
remarquer facilement que : aprés avoir trouver 7' (r, f), on fait appel au Premier Théo-

réeme de Nevanlinna, et on obtient
1
T (r ) =TGN +O), et N(raf) = -+ 0fogr).
— T

3. La fonction homographique :
Soit f une fonction méromorphe non constante, considérons la fonction

_af+b
I=frd

avec a, b, c et d sont des constantes telles que ad — bc # 0.

Pour ¢ = 0, Propriété 2. implique que
T(r,g)=T(r[f)+0O(1).

Alors, supposons que ¢ # 0. On définit les fonctions suivantes

d
g1 = f_'__?
C
g2 = (41,
1
gs = —,
g2
bc — ad
g = Lemad),

C
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Alors
a
g=9s+—.
c

En utilisant les propriétés de la fonction caractéristique et le Premier Théoréme de

Nevanlinna, on obtient

T(r,g) =

1.1.5 Ordre de croissance, exposant de convergence d’une fonction
méromorphe

Ordre de croissance

Maintenant, on va définir I'ordre de croissance d’une fonction méromorphe.

Définition 1.1.6 (voir [{3], [76]) Soit f une fonction méromorphe. Alors 'ordre et l’ordre

inférieur de f sont définis respectivement par

log™ T
o (f) =1lim sup—Og (r, f)
r——+00 log r

i Glogt T (r f)
p(f) = liminf =2 ==

Remarque 1.1.4 Si f est une fonction entiére, alors l'ordre de f est défini par

log™ T log log M
o(f)=lm sup—Og (r, f) = lim sup oglog M (r, f)
r——+00 log r r——4o0 log r

Y

ot M (r, f) = max|f ()]

|z|=r
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On a les propriétés suivantes.

Propriétés ([43])

1) o(f+g) <max{o(f),0(9)};

o (fg) <max{o(f),o(9)};
Sig(z)=f(az+b),a,beC,a#0,alorso(g)=0c(f);

2

3

5) Si f est polynomiale, alors o (f) = 0;

)
)
)
4) Sig(z)=f (zk) , k un entier positif, alors o (g) = o (f);
)
6) Si P est un polynome de degré n, alors o (eP(Z)) =n;

)

7) Si f est une fonction entiére transcendante, alors o (ef (2 )) = 0.

Remarque 1.1.5 Dans 1) et 2) sio (f) <o(g), alorso(fg) =0 (f +g) =0(9).

Example 6 1. o (sin2?) = o (cos 2%) = 2.

2. 0 (ezk> =k.

3. o (esmz) =0 (eez) = 00.

Remarque 1.1.6 Dans 1) et 2) si o (f) <o (g), alorso (fg) =0 (f+g)=0(9g).

Pour exprimer le taux de croissance d’une fonction méromorphe d’ordre infini, on rappelle la

définition suivante.
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Définition 1.1.7 (/76]) L’ hyper-ordre d’une fonction méromorphe f noté oy (f) et Uhyper-

ordre inférieur u, (f) sont définis par

) loglog T (r,
o2 (f) :hmiup%r(f).

. loglog T (r, f)
He (f) = liglﬁgf log r

Remarque 1.1.7 Si f est une fonction entiére, alors l'ordre de f est défini par

loglog T log log log M
oo (f) = limsupw = lim sup ogloglog M (r, f)
r—-+00 log r o0 lOg ,

ou M (r, f) = max|f ()]

Y

Exemples.

1. La fonction f (2) = e est d’ordre infini et d’hyper-ordre oo (f) = 1.

z
et

2. L’hyper-ordre de f (z) = est o (f) = 2.

sin z

Remarque 1.1.8 Si f est d’ordre fini alors I’hyper-ordre de cette fonction est nul.

Si ’hyper-ordre d’une fonction entiére ou méromorphe est infini, alors on peut définir

I'ordre p—itératif.

Pour tout r € R, on définit exp, r := ¢" et exp, ;7 := exp (expp r) , p € N. On définit aussi

pour tout 7 suffisamment grand log, r := logr et log,,;r := log (logp r) , p € N. On note

expyr =1, logyr =1, log_,r :=exp;r et exp_; r := log; r.

L’ordre p—itératif est une notion d’ordre pour les fonctions & croissance rapide qui a été

introduit par Schonhage [64] et Sato [63] en 1960 et 1963. Et en 1998, L. Kinnunen a donné

la définition suivante de 'ordre p—itératif.
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Définition 1.1.8 (/520/) Soit f une fonction méromorphe dans le plan complexe. On définit
lordre p—itératif de la croissance de f par

. log, T'(r, f)
Op (f) = limﬂ.lopploT

Y

et si f est entiére, alors
logp-i-l M (7", f)

o, (f) = limsup

r—-+00 IOgr
400 st p < q;
Example 7 Soit f (2) = exp, (z). Alors o, (f) = 1sip=gq;
0sip>q.

Exposant de convergence

Définition 1.1.9 ([50]) Soit f une fonction méromorphe. Alors l'exposant de convergence

des zéros de la fonction f noté \(f) est défini par

log N (r, %)
A(f) = limsup————.
r—+00 log r

1

;7 est aussi dit exposant de convergence

L’exposant de convergence des zéros de la fonction
des poles de la fonction f.

Ainsi, on définit l’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

A(f) = lim SupM.

r— 400 log r

Exemples.
1. A(e*) = A(P) =0, avec P est un polynome.
2. M(e*+1) = A(sinz) = A(cosz) = 1.

3. Pour la fonction f(z) = e* — 12, ses zéros sont

2, = log 12 + 2kmi ( avec k un nombre entier) .
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Pour t > 0,0n a 2k + 1 zéros de la fonction f dans le disque |z| <t
t2 = (27k)? + log? 12,
d’ou

2 —log® 12
42

K2 =

Donc pour ¢ suffisamment grand, on a

1 [t2 —log® 12 t
n<f) i mw T

N(t,%) :/Tn(t’%);n<0’%>dt+n<O,%>logr:/%dt:%r.
0

Par conséquent A (f) = 1= A(f).

D’ou

Proposition 1.1.1 (Relation entre ’exposant de convergence et ’ordre) ([52/) Pour

toute fonction méromorphe f # 0, on a

M) <a(f).

En 1998, Lisa Kinunnen a défini ’exposant de convergence p—itératif.

Définition 1.1.10 ([50)) L’exposant de convergence p—itératif des zéros d’une fonction mé-
romorphe f (z) est défini par

log, N(r, %)
. ' f
W) = B =1

(p =1 est un entier),
Pareil, ’exposant de convergence p—itératif des zéros distincts d’une fonction méromorphe
f (2) est défini par

_ log, N(r, 1
Xo(f) = lim Supgp—<f)

] (p = 1 est un entier).
r—+00 ogr
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Example 8 Soit f (2) = e + 2, donc A(f) = +o0, Aa(f) = 1.

Définition 1.1.11 (Indice de croissance de o,) ([20]) L’indice de croissance de l’ordre
p—itératif d’une fonction méromorphe f est défini par

0, Si f est rationnelle ;
i(f)=4 min{j eN: p; (f) < +oo}, Si f est trancendante avec p; (f) < +oo existe;
+o00, Sip; (f) = +oo pour tout j € N.

Définition 1.1.12 (Indice de croissance de \,) (/20]) L’indice de croissance de l’expo-

sant de convergence p—itératif des zéros d’une fonction méromorphe f est défini par

0, Sin(r, %) =0O(logr),
ix(f) =< min{j e N: )\ (f) < oo}, Si\(f) < oo pourj €N,
00, si Aj(f) = oo pour j € N.

Remarque 1.1.9 D’une facon similaire, on définit lindice de croissance ix (f) de M\,(f).

Example 9 L’indice de croissance de [’ordre p—itératif de la fonction f (2) = exp,_; (sin (2))

est égal a p.

1.1.6 Indice de défaut de Nevanlinna

En 1929, Nevanlinna a généralisé le Théoreme de Picard et il a introduit une quantité
noté d (a, f) pour mesurer le degré d’une fonction méromorphe pour lequel cette fonction rate

une valeur a.

Définition 1.1.13 ([76)) L’indice de défaut de Nevanlinna 6 (a) = 0 (a, f) de la valeur a est
défini par

! 1
d(a, f) = liminfo_a> =1- limSupw‘
r—00 T(’f‘af) r—00 T(T,f)

Si d(a, f) > 0 alors a est appelée la valeur de défaut de f. Elle est aussi appelée valeur

exceptionnelle au sens de Nevanlinna.
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Remarque 1.1.10 On a toujours 0 < ¢ (a, f) < 1.

Example 10 Soit f la fonction rationnelle

2P 4+ ag

f(z> quq+...+b0‘

Alors en utilisant le méme démonstration comme dans [’exemple du début de ce chapitre, on

trouve que

N(r,f) = qlogr,
1

N(r,—|] = plogr,
(7)

T (r, f) = max{p,q}.logr+ O (1).

et

Soit a un nombre complexe. Comme

(ap2? + ...+ ag) — a(byz? + ... + by)

f(2'>—a: quq+,,,+b0 )
on a
1
N(r,f ) = max{p,q}.logr, pourp#q,
—a
1
N(T,f ) = plogr, pourp=q, eta, # aby,
—a
et

1
N(T,f ) < (p—1)logr, pourp=gq, eta,=ab,.
—a

Alors, pour les fonctions rationnelles, on obtient les propriétés suivantes

1) Sip > q: oo est 'unique valeur de défaut de f.

2) Sip < q: 0 est 'unique valeur de défaut de f.

a

3) Sip=gq: b—: est I'unique valeur de défaut de f.
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De cet exemple, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 1.1.3 ([76]) Supposons que [ est une fonction rationnelle non constante. Alors

f a uniquement une seule valeur de défaut.

1.1.7 Mesure et densité

Définition 1.1.14 ([52)) On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0, +00) par

+oo

m (E) = / v (t) dt,

0

ol X est la fonction caractéristique de l’ensemble E.
Les densités supérieures et inférieures de l’ensemble E sont respectivement définies par

mENO) e i EN0 )

densFE = lim sup
r—+00 r

r—+400
Définition 1.1.15 ([52)) La mesure logarithmique d’un ensemble H C [1,400) est définie

par
+o0

Im (H) = / XHT(t)dt,

ol X est la fonction caractéristique de l’ensemble H .

Les densités logarithmiques supérieures et inférieures de l’ensemble H sont respectivement
définies par

m (H N[1,7])

- HnNnJl
logdensH = lim supu et logdensH = lim inf ——————~,
oo log r EEE— r—4o00 log r

Example 11 1. La mesure linéaire d’un ensemble E = [1,e] C [1,00) est

m(E)z?OXE(t)dt:/dt:e—l.

1

2. La mesure logarithmique de ’ensemble E = [1,¢€*] C [1,00) est

e3
dt dt
t — =3.
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3. La mesure linéaire d’un ensemble fini E est nulle m (E) = 0.

1.2 Théorie de Wiman-Valiron

La théorie de Wiman-Valiron est principalement utilisée pour étudier le comportement
local d’une fonction entiére & partir de sa série. Elle sera utilisée pour estimer la croissance

des solutions dans nos résultats.

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1 (Le module maximal) ([52]) Soient f une fonction entiére et r > 0. Le

module maximal M (r, f) est défini par
M (r, f) = max {|f (2)] : |z] <7},

qui est une fonction croissante.

En premier temps, on prend
P(2)=a,2" + ...+ ap, a, #0,

un polynome de degré n, et supposons que z et zp sont grands.

Alors, on a ) |
P2) ~ (Z—O) P(z0) et i(f)) ~0

Cependant, si P est une fonction entiére non polynémiale, alors du Théoreme de Picard, on

remarque qu'une telle relation asymptotique ne peut pas avoir lieu pour z et zy trés grands.
D’ou vient le but de la théorie de Wiman-Valiron pour trouver une relation similaire quand
z est proche de zq et | f (z0)| est proche de M (|z]|, f) -

Maintenant, posons

+o0
f(z) = Z anz".
n=0
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On aura besoin des définitions suivantes pour donner les théorémes principaux de cette théo-

rie. Les preuves peuvent étre trouvées en [43].

Définition 1.2.2 (Le terme maximal) ([/4/) Pour tout r > 0, on définit le terme mazi-

mal par

p(r) = p(r, f) = maxfan|r".
Proposition 1.2.1 (/44]) Pour toute fonction entiére f transcendante, on a

1. lim p(r, f) = oo.

2. Pourr>0,onap(r,f)<M(rf)<2u(2rf).
3. w(r, f) est continue et croissante sur [0,00), et il existe R > 0 tel que p(r, f) est

strictement croissante sur [R, 00).

Définition 1.2.3 (L’indice central) ([{4]) Pour r > 0, on définit alors l'indice central

v(r)y=v(r,f) =max{m: |a,|r"™ =p(r, f)}.

Example 12 Soit le polynéme P (z) = a, 2" + Ap_12"" 1+ ... +ag. Alors, pour r assez grand,

on a
p(r) = p(r, P) = lan|r", (1.2.1)
et par suite

v(r)=wv(r,P)=n.

“+o00o
Example 13 Soit f(z) = e*. Donc le développement de [ est f(z) = > %z” Posons
n=0

1
an = 77 On a
' n 1 n
i J) = palonl ™ = mge ™

Posons u,, = |a,|r" = %7’". Etudions la monotonie de la suite u,,. On a

Un+1 _ r

Up, n+1
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Donc u, est décroissante si “*+ < 1, c’est a dire n > [r] — 1, o le crochet [ ] désigne la

partie entiére. La suite u,, est croissante si “** > 1, c’est & dire n < [r] — 1. D’ou
n

b, f) = ﬁrm,

et par suite

v(r f)=1Ir].

+o00

Example 14 Soit f (z) = > 2". On sait que la série converge si et seulement si |z| < 1, et
n=0

donc

= n — n = = U(T7f)
w(r, f) ryrllgadanh rgggcr 1 |av(m«)‘ r )

Et par suite v (r, f) = 0.

“+o0o
Example 15 Soit f (2) = > ﬁz", a>0.0na
n=0

,r.’I’L

— n __
pr f) = magclan| " = max e
7,.71

Posons u,, = s et étudiant la monotonie de la suite u,,. On a

Un+1 - r
u,  (n4+1)"

donc u,, est décroissante si

D’ou

. 1 . . 1
“Z“ <1, c’est a diren > [TE} —1 et est croissante sin < [TE] —1.

)-

Donc

Remarque 1.2.1 v (r, f) est croissante et continue o droite et tend vers 400 quand r —

+00.
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1.2.2 L’ordre de croissance selon Wiman-Valiron

En utilisant ces définitions, on peut définir autrement 'ordre de croissance d’une fonction

entiére.

Théoréme 1.2.1 (L’ordre) ([{6], p.p. 36 — 37, [52], p.p. 51) Soit f une fonction entiére.

L’ordre de croissance de la fonction f est défini par

log™ log™ logt M
o(f) =lim sup—Og v(r,f) = lim sup o8 06 (r. f)
r— 400 logr r— o0 logr

bl

Proposition 1.2.2 ([52)) Soit f une fonction entiére transcendante d’ordre o (f) = 0. Alors,
pour tout k € N, [ € N, on a
vt (r, f)

lim ————= =0.
r——+00 Tl

Théoréme 1.2.2 (L’hyper-ordre) ([28]) Soit f une fonction entiére d’ordre infini, et d’hyper-
ordre o5 (f) = o, et soit v (r, f) l'indice central de f. Alors

, loglog v (r, f)
o = limsuyp———=.
P00 log r

1.2.3 Le théoréme principal de Wiman-Valiron

Théoréme 1.2.3 ([{4)]) Soit f une fonction entiére transcendante. Alors il existe un en-
semble E' C (1,+00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z vérifiant |z| =r ¢ E
et |f(2)] =M (r,f), ona
fO%) _ (V(?“,f)
2

) ) (1+0(1)), jeN".

1.3 L’univers p—adique

Dans les cours des étudiants préparant une licence, la plupart d’entre eux voient peu
au dela "des mathématiques standards" : Analyse réel ou complexe, 'algébre abstraite, la

géométrie différentielle, ect. Il y a d’autres aventures dans d’autres territoires, et autres
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opportunités pour visiter quelques coins exotiques en mathématiques. Le but de cette partie
est de donner une telle occasion par visiter 'univers p—adique. Une telle visite nous offre un
apercu sur une théorie a la fois intéressante et amusante qui relie I’algebre et I’analyse.
Il y a beaucoup de maniéres de commencer notre tache, des options disponibles, nous avons
choisi d’aller & la théorie des valeurs absolues sur un corps, ensuite de définir le corps des
nombres p—adique et son package, ainsi les fonctions p—adiques.

Cette section est essentiellement destiné a rappeler des propriétés deja connues des fonc-
tions analytiques ultramétriques (dans un disque, dans une couronne, dans le corps tout

entier) et leurs applications aux fonctions méromorphes ultramétriques.

1.3.1 Les valeurs absolues de QQ

Définition 1.3.1 ([9)) Associée & une valeur absolue, on a une distance en posant d (x,y) =

|z —yl|, qui fait donc de k un espace métrique.

Remarque 1.3.1 Il y a toujours sur un corps k au moins une valuer absolue, & savoir
Uapplication qui a x non nul associe 1, et a zéro associe zéro. Sur Q, on a plus de la valeur

absolue ordinaire |x| = max (z, —x).

Nous allons nous interesser ici & d’autres valeurs absolues de QQ, associées & un nombre premier

p.

Notation. Soit @ non nul de Z. On peut écrire a = p™c, avec m dans N et ¢ dans Z, premier

avec p. Nous oterons alors v, (a) = m; ce nombre s’appelle la valuation p-adique de a.

Une propriété immeédiate est que si a,b € Z*, on a v, (ab) = v, (a) + v, (b) .

Soit = dans Q, non nul. On peut donc écrire x = 3 avec b dans N non nul, a dans Z;

nous posons alors v, (z) = v, (a) — v, (b), et on vérifie immeéditement que cette quantité est
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indépendante de la représentation de z sous la forme ¢ choisie. On a ainsi étendue la fonction

v, & Q privé de zéro. Par convention, on pose v, (0) = oo.

Proposition 1.3.1 ([9)) On définit une fonction |.|, de Q dans [0,00[ par |z|, = por@)
stx # 0, et |0], =0 (ce qui correspond a v, (0) = +o00 ). Cette application est une valeur
absolue de Q, appelée valeur absolue p-adique. Elle vérifie en plus la propriété |x+y\p <
max {|a:|p , \y|p} N,y dans Q (inégalité ultramétrique ; une valeur absolue possédant cette

propriété est dite ultramétrique, ou non archimédienne).
L’application qui & x associe v, (x) est la valuation p—adique.

Remarque 1.3.2  On remarque immédiatement que l’on a en fait |z + y|, = max {\x]p , |y]p}

Si |‘T|p # |y|p :

On a le résultat suivant, qui lie les valeurs absolues p—adique d’un méme élément non nul x

de Q.

Proposition 1.3.2 ([9)) Pour tout x non nul de Q, |z|, est égal & une sauf pour un nombre

fini de valeurs de p, et on a |z|  []|z], = 1. (Cette formule est "la formule du produit").

1.3.2 Le corps des nombres p—adiques

L’espace métrique associé a la valeur absolue p—adique n’est pas complet, tout comme
Q n’est pas complet pour la valeur absolue ordinaire. A propos de la suite de Cauchy, il
faut noter la propriété remarquable suivante (qui n’est pas vraies pour la valeur absolue

ordianaire).

Proposition 1.3.3 ([9]) Une suite u,, est de Cauchy si et seulement si u,1 — u, tend vers

zéro.
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On va donner un exemple de suite de Cauchy non convergente pour p = 5. On définit deux
suites d’entiers a,, et x, par v9 = a9 = 2, et si ,_1 = ag + ... + a,_15"" ! est défini, on
détermine a,, € {0,1,2,3,4}, et z, = x,_1 + a,5" par la congruance z2 + 1 = 0 [5"]. 1l est
tres facile de voir que cette suite x,, est bien définie, et qu’elle est de Cauchy ; cependant, elle

ne peut converger vers x € Q, puisque dans ce cas, on aurait 2 4+ 1 = 0.

Puisque Q n’est pas complet, on le complete et on obtient un espace complet que ’on note

Qp.

On a le résultat suivant.

Proposition 1.3.4 ([9]) L’ensemble Q, est un corps commutatif, et l'application qui & x
associe |x\p est une valeur absolue ultramétrigue sur Q,. Pour tout x dans Q,, non nul, on
peut écrire |x|p = p~ @ o v, () est un élément de Z, ce nombre est la valuation p—adique

de x. Par convention, on pose 0|, =0, et v, (0) = oc.

Définition 1.3.2 (/1)) Le corps Q, s’appelle le corps des nombres p—adiques. Une partie
intéressante de ce corps est l’ensemble des éléments de la valeur absolue p—adique inférieure
ou égale a 1, que l'on note par Z,. par définition, le groupe des valeurs de Q, est I’ensemble des
valeurs prises par la valeur absolue sur les éléments non nuls du corps, c’est donc l’ensemble

des puissances dans 7. de p.

Proposition 1.3.5 ([9)) La partie Z, est un sous-anneau de Q,, que l'on appelle anneau des

entiers p-adiques, et qui posséde un seul idéal maximal, a savoir l'idéal engendré par p.

Les seuls idéaux non triviaux sont ceux engendrés par les puissances de p.
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Proposition 1.3.6 ([9]) L’ensemble N est dense dans Z,.

Proposition 1.3.7 ([4]) Tout élément de Z, admet un développement unique sous la forme

“+oo
r=Y a.p"
n=0
avec a,, € {0,...,p — 1} pour tout n. Ce développement s’appelle le développement de Hensel

de x.

+00
Désormais, on peut se présenter les éléments de QQ, sous la forme = = p® (E bnp”> , oll
n=0
« € Z, et les by, sont dans {0,...,p — 1} . Si de plus by # 0, alors « est la valuation p—adique
de x.
“+o00
On peut ausi écrire x sous la forme z = > app®, avec a;, € {0,...,p — 1} et N un entier. Si

k=—N
N > 0, il y a donc une partie "irréguliere" dans le développement.

Nous revenons maintenant sur la structure algébrique de Z,. On a le résultat suivant.

Proposition 1.3.8 ([9)) Le corps quotient de Z, par son unique idéal mazimal pZ, est

isomorphe au corps F,, = Z/pZ. C’est le corps résiduel, ou corps des restes de Q,,.

Proposition 1.3.9 ([9)) Soit x € Z,, ||, = 1. Alors la suite u, = 2" converge vers Z,
vers une racine (p — 1)-iéme de l'unité, que l’on note w (x), et qui s’appelle le représentant
de Teichmuller de x. On a w (v) —x € pZ,. De plus toutes les racines (p — 1)-iéme de 'unité
sont dans Z,. Le groupe des éléments inversibles de Z, est le produit direct du groupe i,

des racines (p — 1)-iéme de l'unité, et du groupe multiplicatif 1 + pZ,.

Remarque 1.3.3 On va chercher les racines de lunité de Q,.
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1. On regarde d’abord pour p # 2. Soit tout d’abord 8 € 1+ pZ,, et d > 2. On suppose
que 8% = 1. On écrit d = p™d,, avec p ne dévisant pas d;. Alors si 8, = 8*", on a
1
fl =1, et B, € 1 + pZ,, on peut donc écrire 5, = 1 + pu avec u € Zj,; on a alors

1=(14pu)™ =1+ pud, + Z Ch phuk.
k>2

On en tire que

pU <d1 + Z C’(Ijlpk_luk_1> =0,

k>2
ce qui est impossible si u # 0, car |d;], = 1, mais |C’§1pk_1uk_1|p < 1 pour k > 2. Donc
ﬁl = ﬁpm =L
Montrons maintenant que si z € 1+ pZ, vérifie 27 = 1, alors z = 1. Nous aurons ici
I’hypothése p # 2. On suppose que x # 1, on écrit x = 1 + p’u, avec |u]p =letj>1
On développe encore

L= (1+pu)’ =1+p M u+) Chphu,

k>2

et on a

P+ Z Chp/*ur =0,

k>2

si k < p,le coefficient C’;j est divisible par p. Donc le terme C’Z’fpjkuk est de valuation
p—adique au moins jk +1 > mj + 1 car kK > 2. Si k = p, le terme a pour valuation
p—adique pj > j+ 1, (si p =2 et j = 1, on n’a plus cette inégalité). Il en résulte que
la somme — Y C’Z'fpjkuk = —p’Tlu a une valuation p—adique strictement supérieure a
7+ 1 dun cf)%é, et est exactement de valuation j 4+ 1 de l'autre, contradiction. Donc
xP =1, avec x € 1 + pZ, implique x = 1; comme ﬁpk = 1, on en déduit facilement que
g =1

Autrement dit, si p > 3, la seule racine de I'unité dans le groupe 1+ pZ, est 1. Si x est
une racine de l'unité, on écrit x = a8, avec « racine (p — 1)-ieme de 1, et § € 1+ pZ,;
alors (3 est aussi une racine de I'nunité, donc 5 = 1 et £ = « est une racine (p — 1)-iéme

de 1.

Si p # 2, le groupe des racines de I'unité dans @, est donc j,, ;.
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2. On regarde maintenant pour p = 2. Dans ce cas, j1, ; est réduit & {1}, et les racines
de l'unité de Q5 sont les racines de 'unité qui sont dans 1 + 2Z,. On constate qu’il y a
1, mais aussi —1 =1 — 2.
On va laisser le lecteur terminer le raisonnement de la maniére suivante : Considérer
tout d’abord une racine de 'unité qui est de la forme 1 + 4u, avec u € Z, et montrer
au suivant les lignes de la démonstration précédente que u = 0, donc = = 1.
Ensuite, si # est une racine de I'unité, x = 1+ 2v avec v € Zy, alors 22 = 1 +4v+402 €
14475 en est une également, donc 2% = 1, et finalement les seules racines dans Q, sont

+1.

On peut imaginer d’utiliser, pour le développement de Hensel, d’autres chiffres que les élé-
ments de {0, ...,p — 1} . Par exemple, comme Z, contient les racines (p — 1)-iémes de I'unité,

en rajoutant le nombre zéro & ces racines, on obtient un autre systéme de chiffres.

L’anneau Z, a des propriétés topologiques intéressantes.

Proposition 1.3.10 ([9/) L’anneau Z,, muni de la topologie associée & la distance p—adique

est un ensemble compact, totalement discontinu.

Il en résulte aussi que Q, est un corps localement compact, autrement dit, addition et mul-
tiplication sont continues, et il existe une base de voisinages de zéro qui sont des ensembles

compacts (on peut prendre les idéaux p"Z, de Z,).

1.3.3 Le corps C,

Le corps C, n’est pas algébriquement clos (considérer par exemple I'équation z? — p = 0).

Pour faire convenablement de I’analyse, il est donc logique de considérer une cloture algé-

brique de Q, que I’on note en général (2, On montre que 1’on peut prolonger la valeur absolue
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a ce corps, qui posséde donc aussi une valeur absolue ultramétrique, que I’on note toujours

’ ° |p :
Nous allons développer un peu ceci.

Proposition 1.3.11 ([9/) Soit k une extension finie de Q,, dont on note n = k:Q,] le

degré, et N = Ny g, la norme.

L’application z € k — |z| = |N (z)| E est alors une valeur absolue ultramétrique sur k, qui

prolonge la valeur absolue p-adique |.|, de Q.

Proposition 1.3.12 ([4]) Soit k une extension finie de degré n de Q,. Il existe une unique

valeur absolue ultramétrique |.| surk qui étend la valeur absolue |.|, de Q,.

Ce résultat permet de prolonger la valeur absolue p—adique & une cloture algébrique (2,
de Q,, en définissant pour x € (2, la valeur absolue p-adique de o comme étant }Nk /0, () ‘% ,
ot k est une extension finie de @, contenant x et n son degré.
Malheuresement, cette cloture algébrique n’est pas compléte. On est donc amené a compléter
de nouveau. On obtient ainsi un corps, qui cette fois-ci a la fois complet et algébriquement
clos, que I'on note C,. Ce corps qui est unique a isomorphisme prés, est muni d’une valeur
absolue ultramétrique qui prolonge celle définie sur Q,, que nous notrons |x| , ou simplement

|z| il n’y pas de risques de confusion.

Notation. On note O (C,) 'ensemble des éléments de C, de valeur absolue inférieure ou
égale & un. C’est un anneau commutatif unitaire, qui contient Z,, que ’on appelle I’anneau
d’entiers de C,,.

L’ensemble de ses éléments inversibles est I’ensemble des éléments de C,, de module 1, I’anneau

O (C,) posséde donc un unique idéal maximal, qui est 'ensemble des éléments x € C,, |z| » <
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1, noté M,; le quotient de O (C,) par M, est un corps, le corps résiduel de C,, isomorphe a
la cloture algébrique F), de F,.
Le groupe des valeurs de ce corps (c’est dire 'ensembl des [z|,, 2 € C,,z # 0) est 'ensemble

des puissances rationnelle de p.

Le corps C, n’est pas localement compact. Pour faire de I’analyse le corps C, en est le bon

endroit.

Nous aurons besoin d’avoir un peu de renseignements sur les sous-corps de C, qui sont

localements compacts.

Proposition 1.3.13 ([4)) Soit k une extension finie de Q,, qui est contenue dans C,, et que

lon suppose compléte. Alors (a) et (b) sont équivalentes.

(a) k est localement compact.

(b) Le groupe de valuation de k I' = |k*| = {|z|,z € k*} et discret, et le groupe résiduel
de k est fini.

Remarque 1.3.4 Une extension finie de Q, est localement compact.

1.3.4 Les fonctions analytiques p-adiques

Nous allons tout d’abord introduire des notations, et faire une étude des propriétés des disques

de C,.

Nous notons B (a,r) le disque fermé ou circonférencié de centre a et de rayon r, c’est a
dire I’ensemble des = dans C, tels que |x —a| < r, et B™ (a,r) le disque ouvert ou non
circonférencié¢ de centre a et de rayon r, c’est a dire ’ensemble des = dans C, tels que

|z —al| <.
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La notation B (a,r) désignera I'un ou l'autre de ces deux ensembles.

Proposition 1.3.14 (/9))

1. Un disque B (a,r), avec a € C,,r € (0,+00), est un ensemble ouvert et fermé.
2. Sibe B(a,r), alors on a B (b,r) = B (a,r) (tout point d'un disque est le centre de ce
disque).

3. Soient B (a,r) et B (b,p) deux disques de C,, alors ils sont ou disjoints, ou l'un est

inclus dans 'autre.

Noter aussi que le cerle {z € C,; |x| = r} est vide si r € (0, +00) n’appartient pas au groupe
des valeurs de C,, c’est & dire n’est pas une puissance rationnelle de p. Dans ce cas, la
distinction entre disque circonférencié et non circonférencié est fictive : il s’agit du méme

ensemble.

On dira parfois que si r appartient au groupe des valeurs de C,, donc est une puissance

rationnelle de p, le disque est un disque rationnel, et si r ¢ ‘(C; , que le disque est un disque
rationnel.
Nous poursuivons par une étude bréve des séries numériques. On a tout d’abord le résultat

suivant.

Proposition 1.3.15 ([9]) Soit a,, une suite d’éléments de C,. Alors la série de terme général

a, converge, si et seulement si la suite a,, tend vers zéro.

Ceci est bien sur une nouveauté par rapport a ce qui se passe dans C.
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Remarque 1.3.5 Une remarque qui nous sera utile est aussi le fait que si la série de terme

général a, est convergente alors on a

S

n>0

S| = < max {|a,|,n € N}.

Il suffit pour cela d’appliquer inégalité ultramétrique o la suite S, = Y ay, qui converge
k=0
vers la somme de la série.

Example 16 Considérons la suite a, = n!l. On peut facilement montrer que v, (n!) =
%Pl(”) = }; [ﬁ} , ou S, (n) désigne la somme des chiffres de Uécriture de n en base p, et
] est la partie entiere du réel x. Il en résulte que v, (n!) tend vers Uinfini, et donc la série

de terme général n! converge, i.e. la somme Y n! existe dans C, (en fait dans Q,).
n>0

Considérons maintenant une série entiére, de terme général a, 2", avec a,, € C,. Cette
série sera donc convergente si et seulement si a,z" tend vers zéro dans C,. Cette propriété

est trivialement vraie si x = 0.

Définition 1.3.3 L’ensemble A = {r € [0,00), |a,|7™ — 0} est un ensemble non vide par
ce qui précéde, on appelle rayon de convergence de la série entiére Y a,x" la borne supérieure
de A si A est majoré, et sinon on pose R = +o0.

Par définition, le nombre R éventuellement infini ainsi défini s’appelle le rayon de convergence

de cette série entiére.
Remarque 1.3.6 Les résultats valide dans C se prolonge sans problemes.

Proposition 1.3.16 ([9/) Soit f(x) = > a,x™ une série entiére a coefficients dans C,.

n>0
Alors



1.3 L’univers p—adique 36

1. Si a, est non nul a partir d’un certain rang et si la limite de % st n — 00 existe et
n

vaut L, on a R = ¢ (Formule d’Alembert) ;
2. Si la limite {/|a,| sin — oo existe et vaut L, on a R = % (Formule de Cauchy) ;

3. Dans tous les cas, on a R™' = limsup {/|a,| (Formule d’Hadamard).

Comme dans C, les cas limites L = 0 et L = +00 conduisent aussi au bon résultat sur le

rayon de convergence.

Les propriétés de R sont aussi les mémes : Si R est non nul, la série converge pour x dans
C,, tel que |z| < R, pour |z| > R elle diverge, et en général on ne peut rien dire en ce qui

concerne la convergence sur le cercle |z| = R.

Proposition 1.3.17 ([9]) On appelle série dérivée de la série f(x) = > a,a”, la série

n>0
g(z)= > na,z" L.
n>1

1. La série dérivée de la série f a exactement le méme rayon de convergence que la série

2. Si le rayon de convergence R de la série f est non nul, alors la foction [ est dérivable
sur son disque de convergence, et la fonction dérivée est égale & la somme de la série
dérivée g

f(x) = Z na,z"

3. Plus généralement, si R > 0, la série f est une fonction indéfiniment dérivable sur le

disque de convergence de f, et on a

f® (z) = k! Z [ ana™ "

n>0

Définition 1.3.4 On dira qu’une fonction f (z) est analytique sur le disque B (a,r) si cette

fonction est sur disque la somme d’une série entiére en les puissances de (x — a), donc de
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rayon de convergence au moins r. Autrement dit, f(x) = 3. a,(x —a)", la série entiére
n>0

+00

> any™ ayant un rayon de convergence au moins v, et convergente sur le disque considéré.

n=0

Comme tout point d’un disque en est un centre, alors si f () est analytique relativement a

un point, elle l’est relativement & tout point du disque, pour que la définition soit cohérente.

Proposition 1.3.18 ([9/) Une fonction analytique non nulle sur un disque vérifie le principe
de zéros isolés, c’est a dire que si b est un zéro de f, il existe un disque de centre b, de rayon

assez petit, ot la fonction f n’admet comme zéro que b.

Proposition 1.3.19 ([4]) Les fonctions analytiques sur un disque fixé de C, forment un
anneau commutatif, intégre, stable par dérivation (y compris dans le cas ou le disque est

fermé, ce qui n’est pas le cas dans C).

Proposition 1.3.20 ([4]) Soit a € C,, et v > 0. On considére l’ensemble A (a,r) des sé-
ries de la forme f(x) = > a,(x —a)" telles que |a,|r™ ait pour limite 0, qui sont des
fonctions définies sur BT (Z,Z;)“) Cet ensemble est une algébre sur C,, et la quantité || f|| =
sup{|f (x)|,z € BT (a,r)} est une norme ultramétrique (elle vérifie l'inégalité ultramétrique)

sur cet espace vectoriel.

Remarque 1.3.7 Dans le cas ot r appartient au groupe des valeurs de C,, l’ensemble
A(a,r) est égal a lespace ds fonctions analytiques sur le disque circonférencié BT (a,r),

. , ., .
mais ce n’est plus le cas si v n’appartient pas au groupe des valeurs de C,,.

Proposition 1.3.21 ([4]) Soit a € C,, v > 0, et B = BT (a,r). La norme précédente,

définie pour les fonctions de A (a,r), qui sont des fonctions analytiques sur B, est telle que
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1. Sif(x)=> a,(x—a)", on ala formule : ||f|| = sup{|a,|r"}.

n>0
2. La norme est multiplicative, c’est a dire ||fgll = ||f]- gl pour tout couple (f,q) de

fonctions de A (a,r).

3. St le rayon r du disque est dans le groupe des valeurs de C,, alors un "principe du

mazximum" est vrai : il existe xqy tel que |xg —al =1 et |f (zo)| = || f] -

D’autre part, on a les inégalités de Cauchy : soit b un point du disque, k£ un entier naturel et
p <. On aalors [£%) ()] p* < K £].
Il en résulte, tout comme dans le cas de C, le théoréme de Liouville : une fonction analytique

sur tout C, qui est bornée est constante.

On a aussi la propriété suivante.

Proposition 1.3.22 ([9)) L’espace A(a,r) (qui consititué de fonctions analytiques sur le
disque BY (a,r)), que 'on munit de la norme décrite plus haut, est un espace complet, au-

trement dit, il s’agit d’un espace de Banach p—adique.

Remarque 1.3.8 Il résulte de la propriété ci-dessus que si u, (x) est une suite d’éléments
de A(a,r), telle que ||u,| tend vers 0, la série de terme général u, (z) converge et a pour

somme un élément de A (a,r).

Example 17 Soit b non nul dans C,. La série Y b™z" a pour disque de convergence B~ (O, \b|_1) ,
n>0

et sa somme est ——.
1-bx

Example 18 La série exponentielle exp (x) = > fL—T,L a pour disque de convergence le disque
n>0

B~ <O,pfp%1> . En effet, le fait que v, (n!) = %ﬂ(") permet de montrer que le rayon de
convergence est p_r%l, et la méme formule que la série ne converge pas sur le cercle de centre

_ 1 .. . .\
0, rayon p~»=1. En particulier, ce n’est pas une fonction entiére.
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Notons que si x, y € B~ (O,p_rll) alors x + y lui appartient aussi. Sur ce disque, on a la

relation fonctionnelle habituelle exp (z + y) = exp (z) exp (y) .

Example 19 La série 3 (—1)"" L a pour disque de convergence B~ (0,1). Elle y définit
n=1
une fonction analytique que l’on note log (1 + x) . Montrons que l’'on a la relation fonctionnelle

log (1 + ) (1+1y)) pour tout z et y dans ce disque.

Pour cela, soit b fizé dans B~ (0,1), posons g (z) = log (1 + ). Par la série entiére, il est

L et donc que g™ (z) = %

immédiat que g (r) = Tra

pour n > 1.
Considérons g (b+u), pour uw € B~ (0,1). On a le développement :

o0

n—l) N
gb+u)=g(b +§ A1) u".
Remplacant u par (1 + b) x, il vient que :
- x"
b+ (1+b)x (I1+b)"—=g(b .
g(b+ (1+0) +§ (1+0)"—=g(b) +g(x)

On a donc en revenant aux notations intiales :

gb+(1+b)z) = log(1+b+ (1+0b)z)=1log(1+0b)(1+ x)

= gb)+g(z)=log(1+x)+log(1+b),

ce qui démontre l’assertion.
Nous allons voir les rapports entre la fonction exponentielle et la fonction logarithme.
Proposition 1.3.23 ([9/) On a les propriétés suivantes :

1. Pour tout x € B~ (O,p_ﬁ), on a log (exp (l’)) =Z;

2. Pour tout v € B~ (O,pfpﬁ), on alog(exp(l+2x))=1+x.
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On n’a pas log (exp (1 + z)) = 1 + x. En général : cette relation n’est vraie que pour |z| <

1
p Pt

Montrons que 'on n’a pas en général log (exp (1 +z)) = 1 + z . Ceci provient deja du
fait qu’il faut que |log (1 + x)| < p_p%l pour que I'exponentielle soit définie, mais méme cette
condition ne suffit pas. Regardons pour cela le cas des racines p-ieme de 'unité, qui existent
dans C, (qui est algébriquement clos). Il est facile de voir qu’une racine p-iéme de I'unité
différente de 1 s’écrit 1 + y, avec |y| = p_ﬁ (poser pour cela z =1+ y).

Alors

plog (1 +y) =log (1 +y)’ =logz? =logl =0,

de sorte que log (1+y) = 0. Et donc exp (log (1+y)") =1#1+y.

Notons que nous avons trouvé des zéros non triviaux de la fonction log .

Example 20 Soit a dans C,. On suppose que |a — 1| < 1. Alorslog (a) =log (1 +a —1) est
bien déﬁm On pose alors a® = exp (zloga) , cette fonction est analytique pour |z| < R, avec
R —

‘;)ga‘ (si loga = 0, R = +o0). Mais elle n'est pas trés agréable, si par exemple a est

une racine p-iéme de l'unité, la fonction ainsi définie est la fonction constante égale a 1. Si
on a la condition plus forte |a — 1| < p pll, ce rayon de convergence est égal a ﬁ, qui
est supérieure a un. Le disque de convergence contient alors Z,et la fonction ainsi construite
prolonge la fonction n € Z — a™ (on a a” = exp (loga™) = exp (nloga)) pour n € N, car

la™ — 1] <p_P%1.

1.3.5 Zéros des séries entiéres

Dans cette partie, nous allons étudier les zéros des séries entiéres, convergentes sur un

disque fermé B* (a,r). Soit k un sous-corps de C, que nous supposons complet. Nous pren-
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drons pour a un point de k; nous supposerons en fait que a = 0, car cela ne restreint pas la

généralité.

Soit € (0,00), que nous fixons dans tout ce qui suit. Pour une fonction analytique f (z) =

a,z" sur le disque BT (0,7), appartenant & A (0,7), on pose || f|| = max {|a,|r"}.
n=0

Nous montrons maintenant le Théoréme de factorisation.

Théoréme 1.3.1 ([9)) Soit f (z) = i a,x" une série entiére non nulle a coefficients dans
k, convergente dans le disque B (0,7;":)0, appartenant a A(0,7), et s un indice tel que l'on
ait |as|r* = || fll, et |aj| 7 < |as|r® pour j > s. Il existe alors un couple (Q, H), Q étant un
polynome de k [z], Q (x) = bo+ ... + bsx®, avec |bs| r® = ||Q|| = || f]| et H (x) une série entiére

appartenant a A (0,r), telle que |H — 1| < 1, vérifiant f (z) = Q (z) H (z) .

Nous allons déduire de ce résultat un certain nombre de propriétés qui nous serviront constam-

ment. La premiere est une conséquence immédiate du Théoreme.

o

Corollaire 1.3.1 ([9)) Soit f () = > a,x™ une série entiére non nulle a coefficients dans
n=0

k, convergente dans le disque B (0,1), appartenant o A (0,r), et s un indice tel que l'on ait

las|r* = |If]l, et |aj| 7 < |as|r® pour j > s. Alors
1. Si s > 1, alors la fonction f a excatement s zéros dans le disque BT (0,r), compte tenu
des multiplicités.

2. La fonction f n’a aucun zéro dans le disque BT (0,r) et si et seulement si s =0, et sa

valeur absolue y est alors constante dans ce disque.

Corollaire 1.3.2 ([9)) Soit f (z) une série entiére vérifiant les hypothéses de la proposition
précédente ; on suppose de plus que 'entier s est égal a 1. Alors la série f(x) a un unique

zéro dans le disque B* (0,7) de C,, et ce zéro est dans k.
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Corollaire 1.3.3 ([9)) Soit k un sous-corps complet de C,, et P un polynéme non constant
a coefficients dans l'anneau d’entiers O (k) de k. On suppose qu’il existe a € O (k) tel que
|P(a)| <1, et !P’ (a)| < 1. Alors il existe un zéro b de P dans O (k) , qui vérifie |b — a| < 1.

Le résultat qui suit est une version un peu plus élaborée du résultat précédent.

Proposition 1.3.24 ([9)) Soit P un polynome de degré au mois deuz, & coefficients dans
Uanneau d’entiers O (k) d’un sous-corps complet k de C,, et que la réduction de P modulo

€m

idéal mazximal de O est de la forme c(x — a1)™ ... (T — )™, ou les oy sont des éléments
distincts du corps résiduel k de k, et les e}, des entiers > 1, ¢ étant un élément non nul de k.
Alors il existe des polynomes Qy,, unitaires et a coefficients dans l’anneau d’entiers de k, dont

k

la réduction modulo l’idéal mazximal de O (k) est (x — ag)™ , et un polynome H a coefficents

dans l'anneau d’entiers de k, et dont la réduction est la constante c, tels que

Q(z) = Q1 (z)..Qm (x) H () .

Soit f une fonction analytique sur un disque B (0,7), donc une série entiére f(z) =

o0
> a,z™, que l'on suppose non nulle. Pour p < r (et pour p < r si la fonction est dans
n=0

A(0,7)), on peut regarder la fonction qui a p associe |f|(p) = sup {|a,|p"}. On a comme

propriété.

Proposition 1.3.25 ([9/) On suppose que la fonction f n’est pas nulle. Alors

1. La fonction |f|(p) est croissante ;

2. Sila fonction f a un zéro b dans le disque en question, la fonction |f| (p) est strictement

croissante si p > |b|;

3. La fonction | f| (p) est continue.
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4. On a toujours : ‘f/‘ (p) < |f5p)'

Nous allons maintenant regarder I'image d’un disque par une fonction analytique.

Proposition 1.3.26 ([9/) Soit D un disque de C,, et f une fonction analytique non constante
sur D. L’image de D par f est un disque de C,, de méme nature que D (circonférencié ou

non).

On poursuit en se débarassant de I'hypothése que le disque sur lequel on travaille est circon-
férencié, mais il nous faut donc alors faire un hypothése sur la fonction f, on va supposer

qu’elle est bornée sur le disque considéré.

Proposition 1.3.27 ([9]) Soitr € (0,00), et f (x) = > a,x™ une série entiére converegente
n=0

dans le disque B~ (0,7), on suppose de plus que || f|| = max {|a,|r"} est fini, et qu’il existe

un entier s tel que

|17 < las| 7,

pour j > s. On peut alors écrire f (x) = H (x) Q (x), ou H (x) est une fonction analytique sur
le disque, a coefficients dans k, Q (z) un polynome de degré s a coefficients dans k, vérifiant

les conclusions de la proposition précédente.

Supposons maintenant que la série entiére f (z) = i a,x™ soit donnée, non constante,
de rayon de convergence R non nul (éventuellement ing;ci)), et regardons ce que le résultat
précédent nous donne sur la fonction r — | f| (r), pour r € (0, 00) . pour simplifier, supposons
que ag # 0 (en général, on aura donc & multiplier par une puissance de r).

Comme ag # 0, pour |z| assez petit, on aura | f (x)| = |ag| ,de sorte que | f| (1) = |ao| =constante

pour r assez petit. Cela cesse & partir du moment om il va exister un indice k£ > 0 tel que

la| % = |ag| . Soit r; la premiére valeur de r telle que ce phénoméne se réalise, et s; la plus
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grande valeur de k telle que |ag| ¥ = |ag| . Alors f a exactement s; zéros sur le cercle |z| = ry,
et aucun dans le disque ouvert de centre 0, de rayon r;. On va avoir |f|(r) = |as, | r®* pour
r > ri, et assez proche de 7. Ce phénomeéne (en général) se termine quand il existe une
valeur k > s; et un r > 1y tels que |ag|r* = |ag, |r®'; soit ry la premiére valeur de r telle
quil en soit ainsi, et s, le plus grand des entiers k > s; tels que |ax|r5 = |a,,|75'. Alors,
sur le cercle |z| = rq, f a sy — $1 zéros, et aucun dans la couronne ouverte de centre 0 et de
rayon 71, 72. On a |f| (r) = |as, | r** pour r € [r1, 73] . On poursuit si on peut le procédé, et on
trouve donc ainsi les cercles ou se trouvent les zéros de f, de rayon ry (suite fine ou infinie),
le nombre des zéros sur ces cercles (les s, — s,_1), et en plus, on a le fait que la fonction
|f] (r) est continue et monomiale par moceaux, c’est a dire que sur [r,7x11], il existe une
constante ¢, et un entier s tels que | f| (r) = cpr.

Les rayons r;, s’appellent les rayons exceptionnels pour la série entiére f.

Une propriété importante est la suivante :

Si x € C, est différent d’un rayon exceptionnel, et si |x| =7, on a |f (z)| = |f| (r).

On fabrique maintenant une fonction ® sur (—oo,log R) par ® (logr) = log | f| (r) ; cette
fonction est la fonction de valuation de f, c’est une fonction continue, affine par morceaux,
elle est convexe, et sa dérivée a gauche en un point u est le nombre de zéros de f dans le
disque ouvert de centre 0 et de rayon exp (u), sa dérivée a droite est le nombre de zéros de

f dans le disque fermé de centre zéro, rayon exp (u) .

Donnons une application de ce qui précéde aux fonctions entiéres p—adiques, il s’agit de

montrer que toute fonction entiére s’écrit sous la forme d’un produit de Weierstrass.

Proposition 1.3.28 ([9]) Soit f (x) une fonction entiére (donc une série entiére de rayon
de convergence infini), que l’on suppose non polynémiale. Alors l’ensemble des zéros non nuls

de f forme une suite infinie, que l’on range par ordre de module croissant et que l’on note
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an. La suite |a,| tend vers linfini, et on peut écrire f sous la forme d’un produit infini

f(w):cxkﬁ<l—%),

ot ¢ est une constante, et k € N l'ordre de x = 0 comme zéro de f.



Chapitre 2

Sur ’unicité des fonctions entiéres

2.1 Historique du probléme

D’aprés le Théoreme fondamental de 'algébre, on sait que tout polynéme de C est
complétement déterminé par ses zéros sauf s’il est constant. Mais que peut on dire sur les
fontions entiéres ou méromorphes ? Combien de fois peut deux fonctions méromorphes avoir
les mémes valeurs sur le méme ensemble ? Comment la théorie de Nevanlinna s’insére t-elle

dans ces histoire ?

2.1.1 Les fameux théorémes de Rolf Nevanlinna

En premier lieu, on donne quelques définitions.

Définition 2.1.1 (/76]) Soient f et g deux fonctions méromorphes d’une variable complexe,
et a € C.
On dit que

1. f et g partagent la valeur a CM (en comptant la multiplicité) si f (z) —a et g(2) —a
admettent les mémes zéros avec les mémes multiplicités.

2. f et g partagent la valeur a IM (en ignorant la multiplicité) si f(z) —a et g(z) —a

admettent les mémes zéros sans tenir compte de leurs multiplicités.

3. f et g partagent la valeur a DM (multiplicités différentes) si f et g partagent la valeur

a IM et les zéros de f (z) —a et g (2) — a ont des multiplicités différentes en tout point.
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Example 21 Les fonctions € et e * partagent 0,1, —1,00 CM; et p(z) = 22(z2—1) et
q(z) = 2% (2 — 1)* partagent 0 DM.

Remarque 2.1.1 De cette définition, il s’ensuit qu’une valeur partagée CM est une valeur

partagée IM, mais la réciproque n’est pas toujours vraie.

Naturellement on se pose la question suivante : Combien de valeurs déterminent une fonction

méromorphe ?

Une des applications de la théorie de Nevanlinna est la théorie d’unicité des fonctions. En

1929, Rolf Nevanlinna[60], [76] a démontré les résultats remarquables suivants.

Théoréme 2.1.1 (Théoréme des cing valeurs de Nevanlinna) Si deux fonctions mé-

romorphes f et g partagent cing valeurs CM, alors elles sont identiques.

Remarque 2.1.2 On ne peut pas réduire le nombre cing de valeurs partagées CM, comme

le montre l’exemple suivant.

z

Example 22 Reprenons ’exemple précédent. Soit f (z) = €* et g(z) = e *. On wvoit bien

que f et g partagent les quatres valeurs 0,1, —1,00 CM, et elles sont différentes.

Théoréme 2.1.2 (Théoréme des quatre valeurs de Nevanlinna) Si deuz fonctions mé-
romorphes f et g partagent quatre valeurs CM, alors f est une transformation de Moebius

de g.
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Remarque 2.1.3 La transformation de Moebius d’une fonction est définie comme la com-
posée d’un nombre fini d’inversions par rapport o des plans ou des sphéres.
En particulier, si on identifie R?> & C, alors on peut prouver que les transformations de

Moebius conservant l’orientation sont de la forme

avec a, b, ¢ et d quatre nombres complexes tels que ad — be # 0.
On étend alors cette fonction a C en posant

()i

C
2.1.2 Les améliorations de Gundersen

En 1976, L.A. Rubel s’est posé la question suivante : Si on remplace CM par IM dans le

théoréme précédent obtient-on la méme conclusion ?

En 1979, G.G. Gundersen[36] a donné une réponse négative a cette question par I’exemple
suivant.

Posons 9
/= el +1 B (eh+1)
T2 TR -1y

avec h une fonction entiére non constante. Il est simple de vérifier que f et g partagent quatre

valeurs 0, 1, oo, %1 IM, et on remarque bien que f n’est pas une transformation de Moebius
de g.
D’autre exemples ont été donné par N. Steinmetz[66] et M. Reinders[61].

En 1979 et 1983, Gary G. Gundersen a amélioré ces théoréemes.

Théoréme 2.1.3 ([3])]) Si f et g sont deux fonctions méromorphes et partagent trois valeurs

CM et partagent une valeur IM, alors elles partagent 4 CM et le Théoréme 2.1.2 reste vrai.



2.1 Historique du probléme 49

Théoréme 2.1.4 ([35]) Si f et g sont deux fonctions méromorphes et partagent deux valeurs
CM et partagent deuz valeurs IM, alors f et g partagent quatre valeurs CM et le Théoréme

2.1.2 reste vraz.

Remarque 2.1.4 On dit simplement 2CM~+2IM implique 4CM et SCM+11IM implique 4 CM.

Mais le cas 1CM+S3IM reste encore un probléme ouvert.

2.1.3 Unicité des fonctions entiéres et leurs dérivées

Le probléme d’unicité des fonctions entiéres qui partagent des valeurs avec leurs dérivées
est récemment étudié.

En 1977, L.A. Rubel et C. C. Yang ont démontré le résultat suivant.

Théoréme 2.1.5 ([62)) Si f une fonction entiere et si f et f partagent deux valeurs dis-

tincts a,b CM, alors f = . Autrement dit, une dérivée est déterminée par deuz valeurs.

Remarque 2.1.5 Aprés deux ans, E. Mues et N. Steinmetz ont démontré que ce résultat

reste vrai si f et f partagent deux valeurs finies IM.

Remarque 2.1.6 Le nombre deux dans les Théoréme 2.1.5 ne peut pas étre réduit. Soit

z

f(z)=¢" /ee_t (1—¢")dt,

alors f satisfait
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et donc f et f partagent 1 comme valeur CM et on w'a pas f = f . D’autre part, la fonction

f(z)= [% — ?2 tan (?22)] ,

partage 0, 1 DM avec f', alors que la fonction méromorphe

méromorphe

2A

—5:A#0,B#0,

A

partage 0, A DM avec f et f # f dans les deuz cas.

On mentionne ici que si f et f’ partagent trois valeurs IM alors f = f* (un résultat démontré

par N. Steinmetz).

Remarque 2.1.7 G.G. Gundersen a généralisé ces résultats dans le cas ot f est une fonction
méromorphe[3])], lidée de la preuve était de combiner la théorie de Nevanlinna, la somme

des dérivées logarithmiques et les propriétés de la distribution des valeurs.

En 1986, G. Jank, E. Mues et L. Volkmann ont montré le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.6 ([{7]) Soit f une fonction entiére non constante. Si f et f partagent
a(£0) IMet f' (2)=aet f(z)=a, alors f = f .

Peut-on remplacer f par f*) dans le théoréme ?

En 1990, Lian-Zhong Yang a répondu & cette question.

Théoréme 2.1.7 ([75]) Soit f une fonction entiére non constante. Si 0 est une valeur ex-
ceptionnelle de Picard (ou bien au sens de Picard) de f et de f*), et f partage une valeur

finie a (# 0) IM avec f*) (k > 2), alors f = e***B_ A et B des constantes, avec A* = 1.
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Théoréme 2.1.8 ([75)) Si f une fonction entiére non constante et f*) partagent deuz valeurs

finies CM, alors f = f®.

Remarque 2.1.8 Le nombre deux dans le Théoréeme 2.1.8 ne peut pas étre réduit, et on ne

peut pas remplacer IM par CM comme le montre les exemples suivants.

Example 23 La fonction f (z) = sin z partage 0 CM avec f* alors que f # f".

Example 24 Soit a, un nombre quelconque, as = ay++/2i. Soit w une solution non constante

de l’équation de Riccati suivante

w = (w—ay) (w—az), (2.1.1)
Soit
f:(w—al)(w—ag)—é.
On obtient
f/:w/(Zw—al—ag),
et
f=6uwf, (2.1.2)
"l 1)’ 2.1.3
f‘f‘g— (f+6)’ (2.1.3)

L’équation implique que 0 est la valeur exceptionnelle de Picard, et de la relation
on sait que 0 est une valeur CM partagée par f et f”. La relation implique
que —% est IM partagée par f et f et on a bien f # f .
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2.2 Nos Résultats
2.2.1 Conjecture de Rainer Briick

. ro. . N .
Qu’elle est la relation entre f et f si une fonction entiére partage une seule valeur finie
avec sa dérivée. ?

En 1996, Rainer Briick a conjecturé ce probléeme[20)].

Conjecture de Briick
Soit f une fonction entiére non constante. Supposons que oy (f) n’est pas un entier positif

ou infini, si f et f partagent a CM, alors

/

f—a
f—a

:C’

avec ¢ une constante non nulle.

La conjecture a été démontré dans les quatres cas suivants :

1. a =0, par R. Briick[20)].
2. N (r, %) = S (r, f), par R. Briick[20].
3. f est d’ordre fini par G.G. Gundersen et C.C. Yang[38] en 1998.

4. o5 (f) < %, par Z.X. Chen et K.H. Shon[25] en 2004.

Remarque 2.2.1 R. Briick dans son papier[20] a démontré que la condition sur l’ordre est

nécessaire et a donné des contre exemples pour IM.

Remarque 2.2.2 G.G. Gundersen et C.C. Yang[38] ont démontré que la conjecture ne reste

pas vraie si f est méromorphe sauf dans le cas ou N (r, %) =S (rf).

En 1999, L.Z. Yang a généralisé le résultat de G.G. Gundersen et C.C. Yang pour la dérivée

ieme

n
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Théoréme 2.2.1 ([76]) Soient f une fonction entiére non constante d’ordre fini, a un
nombre fini non nul et n un entier positif.

Si f et f™ partagent a CM, alors

f —q
f—a

= ¢, ol ¢ est une constante non nulle.

Des résultats en relation avec la conjecture de Briick sont dans 'ouvrage [76].

2.2.2 Article 1 : Résultats sur les valeurs partagées des fonctions
entiéres et leurs polynomes différentiels homogénes

Les résultats Récents

Récemment, Xiao-Min Li et Hong-Xun Yi ont posé la question suivante.

Question. Que peut-on dire si une fonction entiére non constante f partage une valeur a
avec son polynoéme différentiel 7

Et ils ont démontré le résultat suivant.

Posons

LIf]=f% + a1 f* Y+ +arf +aof, (2.2.1)

avec k un entier positif, a,_1, ..., ai, et ag des nombres complexes finis.

Théoréme A. ([56]) Soient @ (z) un polynéome, et a(# 0) un nombre compleze fini. Si f

est une solution non constante de l’équation différentielle

L[f]—a=(f —a).e?®),
avec L [f] est défini par (221), alors on obtient un des cas suivants

(i) Si pu(f) > 1, alors p(f) = o0 et py (f) = 02 (f) = g, avec v est le degrée de Q (2).
(i) Si p(f) <1, alors u(f) =1 and Q(2) = p1z + po, avec py (# 0) et py deux nombres

complezes finis, ag, ay,...,ax_1 ne sont pas toutes des constantes nulles.
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Par la suite on aura besoin de la définition suivante.

Définition 2.2.1 ([76]) Soient f(z) et a(z) des fonctions méromorphes dans le plan com-

pleze. SiT (r,a) = S (r, f), alors a (z) est appelée une fonction a petite croissance par rapport

a f(z).

Question. Que peut-on dire si une fonction entiére f partage une fonction entiére a petite

croissance a avec sa dérivée f(*)?
En regardant cette question, Yong-Huo Xiao et Xiao-Min Li ont démontré le résultat suivant.

Théoréme B. ([73]) Soient Q) (z) un polynome, et a(z) une fonction entiére a petite crois-
sance de f, telle que o (a) < vq. Si [ est une solution transcendante non constante de
l’équation différentielle

I —a=(f - a).e%0),

alors o3 (f) = ¢, et [ est d’ordre infini.

Nos contributions

Le but de cette thése est de généraliser les résultats cités ci-dessus.

Théoréme 2.2.2 ([10]) Soient Q (z) un polynéme non constant et a un nombre complexe

fini non nul. Si f est une solution non constante de l’équation différentielle
L'fl—a= (f'—a).e?, (2.2.2)

avec L [f] est défini par (2.21), alors on obtient un des cas suivants

(1) Sip(f)>1, alors p(f) = o0 et py (f) = 02 (f) =g, avec v est le degrée de Q (2) .

(i9) Sip(f) <1, alors p(f) =1 et Q(2) = p1z + po, avec py (#0) et py deur nombres

complezes finis, ag, ai, ..., ax_1 ne sont pas toutes des constantes nulles.
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De ce théoreme, on obtient les corollaires suivants.

Corollaire 2.2.1 ([10]) Soient Q (z) un polynéome, et a un nombre complexe fini non nul.
Si f est une solution entiére non constante de [’équation différentielle (2.2.2) telle que sy (f)
n'est pas un entier positif, alors f et L [f] vérifient une des relations suivantes

(i) L'[fl—a=c(f"—a), avec c(0) un nombre compleze fini.

(i) L'[f] —a= (f'—a)e*™ avec p(f) =1 et by (#£0) et by deux nombres complexes

finis, ag,aq, ..., ap_1 ne sont pas toutes des constantes nulles.

Corollaire 2.2.2 ([10]) Soit f une fonction entiére non constante telle que u(f) < oo, et
soit a une constante compleze finie. Si f' —a et L'[f] — a partagent 0 CM, alors f et L[f]

vérifient une des relations (1) et (ii) du Corollaire 2.2.1.

On s’est demandé aussi : Si f et L [f] partagent une fonction a petite croissance, aura-

t-on les mémes résultats ?

Théoréme 2.2.3 ([10]) Soient Q (z) un polynéme non constant, et b; (z) (i = 1,2) des fonc-
tions entiéres a petite croissance de f, telles que o (b;) < 1. Si f une solution entiére non

constante de l’équation différentielle
LHf] = b= (f' = by) .9, (2.2.3)
avec L [f] est défini par (2.21), alors on obtient un des cas suivants.

(1) Sip(f)>1, alors p(f) =00 et py (f) = 02 (f) = 7q, avec v est le degrée de Q (2) .
(1) Sipu(f) <1, alors u(f) =1 and Q(2) = p1z + po, avec p1 (# 0) et po deux nombres

complexes finis, ag, ai, ..., ap_1 ne sont pas toutes des constantes nulles.

De ce théoréme on obtient le corollaire suivant.
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Lemmes préliminaires

Pour démontrer les théorémes on aura besoin des lemmes suivants.

Lemme 2.2.1 ([560)) Soit f (2) une fonction entiére d’ordre infini, et avec d’ordre inférieur

w(f) et d’hyper-ordre inférieur uy (f). Alors

(4) pu(f) = lim infes2)

o0 logr

(i) py (f) = lim infeelosv(rf)

o0 logr

Lemme 2.2.2 ([52], p.5) Soient g : (0,00) — R, h: (0,00) — R des fonctions croissantes
monotones telles que g (r) < h(r),r ¢ E, ot E un ensemble de mesure logarithmique finie.

Alors, pour tout o > 1, il existe 7o > 0 tel que g (r) < h (1Y) pour tout r > ry.

Lemme 2.2.3 ([52], p.36) Soient f une fonction méromorphe transcendante et k > 1 un

entier. Alors

. ( %)) — 0 (log (T (1, ))).

quand r ¢ E, avec E un ensemble de mesure linéaire finie, et si f est d’ordre fini, alors

f)
m (7’, —) =0 (logr).
f
Lemme 2.2.4 ([2]) Soient g : (0,00) — R, h: (0,00) — R des fonctions croissantes mono-
tones telles que g (r) < h(r), r ¢ E, ot E un ensemble de mesure linéaire finie. Alors, pour

tout o« > 1, il existe ro > 0 tel que g (r) < h(ar) pour tout r > r.
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Preuves des Théorémes

Preuve du Théoréme 2.2.2
Supposons que f est un polynome, alors des équations (Z.21)) et (2.2.2) (on obtient qu’il
existe une constante non nulle telle que e?*) = ¢. D’ot la contradiction avec les hypothéses.

Donc f est une fonction entiére transcendante. On distingue deux cas.

Cas 1. Suppososons que
lim inf logv(r, /) (r, /)
r—00 log r

De l'équation (ZZ4)et (i) du Lemme 2.2.1 on obtient

> 1. (2.2.4)

1
0 (F) = liminf 820y (2.2.5)
r—00 ogr
Comme @ (z) est un polyndéme non constant, on a
Q(z) =bpz" + ... + biz + by, (2.2.6)

avec b, (#0), ..., b1, et by des nombres complexes. Il s’ensuit de ’équation ([2.2:6]) que

De cette relation, on déduit qu’il existe un nombre positif rq suffisamment grand tel que

Q) _ 1

|b Z"| > g, |Z| >T79.
n

De cette inégalité et (2.2.4]), on déduit

log |b,| +nlog|z] — 1 <log|@ (2)| = log ‘logeQ(z)|

< }log log eQ(z)‘ = (loglog

Difl=a| ...
= ‘ (2] > 7o) (2.2.7)

De la condition que f est une fonction entiére non constante, on obtient

M (r, f) — oo, quand r — oo. (2.2.8)

Soit
M (r, f) = |f (z)], (2.2.9)
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avec z, = e’ et 0 (r) € [0,27). De la relation (ZZ9) et du Théoréme 1.2.3, on sait qu'il

existe un ensemble F; C (1,00) (1 < j < k) de mesure logarithmique finie, i.e., / % < 00,
Fj

tel que pour un point z, = e (0 (r) € [0,27)) tel que |z.| =7 ¢ Fj et M (r, f) = |f (z)],

on a

©) J
S (DN G oq)) (1 <j<k g For—oo0). (2.2.10)
f(z) Zr
Alors .
Klfl—a 7~ (2.2.11)
ft—a 1—4 7
comme f est une fonction entiére transcendante et a une constante non nulle, de (Z2.8))et

(22.9) on déduit

N I ol
Tlirglo e Tlirgo M) 0,i=1,2. (2.2.12)
De cela et en utilisant (2.2.1), (2.2.8))-(2.2.11]), on obtient
Ll r)] ) .
BUC=al_ (D) isn ), G2
de I’équation (2:2.13)), on obtient
log ‘M =k(logv (r, f) —logr)+ O (1) (r¢ Ui ). (2.2.14)
fi(z)—a j
De I'équation (2Z2.1), on déduit que
LU (2)] —
log |b,| + nloglz.| —1 < |loglog % (2.2.15)
_ L [f (ZT‘)] —a ! [f (Zr)] —a
= |log (log W' + iarg <log ) —a >’
L [f (Z’I‘)] —a
S log log W + 2.

Des équations (2.2.15)), (2.2.15), Lemme 2.2.2, et |z.| = r, on obtient que pout tout 8 > 1, il

existe un nombre positif suffisamment grand ry, tel que
log|b,| +nlogr — 1 <loglogv (rﬂ,f) +loglogr® + O (1), r > ro.

De cette inégalité et Théoréme 1.2.2, on déduit que

log1 B, log1
" i sup 81087 0 S) o loglogv ()
6 rB—oo 1Og TB r—00 log r
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En faisant 8 — 17, on obtient

n <oy (f). (2.2.16)

En procédant de la méme fagon qu’avant et en utilisant (ii) du Lemme 2.2.1, on obtient

n < (). (2:2.17)
Il est bien connu que

o (e?) =7 =n. (2.2.18)
De ([22.16)) et (Z2.18), on trouve

o (e?) < o2 (f). (2.2.19)

D’autre part, des équations (2.2.2), (2.2.10) et (2.2.11]), on obtient

kl
<U(T, f)) (1 + 0(1))1 _ €Q(ZT)? r ¢ U;C:lFB', r — 0Q.

Zr

De cette équation, on déduit que
VR (r, f) < CrMM (r,e?) , r ¢ U?Zle, r — 00, (2.2.20)

avec C' > 0 est une constante. De 1’équation (22.20) , et Lemme 2.2.2, on sait que pour tout

£ > 1, il existe un nombre positif suffisamment grand rg, tel que
VR (r, f) < Cr M (rP,e9) | 1 > . (2.2.21)

De l'équation (Z.2.2]), et Théoréme 1.2.2, on obtient

log1 log log /¥
oy (f) = limsupw = lim sup oglog V™ (1, f)
r—00 lOgT oo logr
log1 Crk8 Mg ﬁ’ Q
< Slimsup 08 og( r (T e ))
r—o00 logrﬁ
loglog M (r,e?
108 ()
=00 logr

= fo (7).,

donc
o (f) < Bo (e9). (2.2.22)

En faisant § — 11 dans ([2.2.22]), on obtient

oy (f) <o (e9). (2.2.23)
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Des équations (ZZI8), (ZZI9) et ZZZ3), on déduit
oy (f) =0 (e9) = n. (2.2.24)

Notons que i, (f) < 02 (f), de (224), 22.17), [2218)et (2.224]) , on obtient
02 (f) =y (f) =n =14 (2.2.25)

Si p(f) < oo, alors il s’ensuit de ([Z.2Z25)que py (f) = 7o = 0. Donc Q est constant. Contra-

diction avec ’hypothese. Ainsi p (f) = oo.

Cas 2. Supposons que
1
lim inf &Y\ 1) (. f)
r—00 log r

De l'équation (2.2.26]) et (i) du Lemme 2.2.1, on obtient

<1. (2.2.26)

logw (r, f) _

w1 (f) = liminf <1 (2.2.27)

r—00 log r

Des équations (Z.2.1), (Z2.2) et Lemma 2.2.3, on en déduit
T (r,e?) <O(T(r,f))+O(logrT (r,f)), r ¢ E.

De cette relation et du Lemme 2.2.4, on sait qu’il existe un nombre positif suffisamment

grand r tel que
T (r,e?) <O (T (2r, f)) + O (log2r +log T (2r, f)), 1 > .
De cette relation et (2.2.2]), on obtient
lgnQOza(eQ) :u(eQ) < u(f).

De cette relation et (2.2.27), on trouve que n = 7o = p(f) = 1 et Q (2) = p12z + po.
Sia;=0(0<j<k—1),alors (222) peut étre écrite comme (f(k))l —a=(f'—a)en=tr,
De cette relation et en procédant comme dans le Cas 1 on obtient (22.17) , et donc u, (f) > 1,
ce qui contredit u (f) = 1. Ainsi ag, ay, ..., ax—1 ne sont pas toutes des constantes nulles.

D’ou la démonstration compléte du Théoreme 2.2.2.
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Preuve du Théoréme 2.2.3
Notons que by et by sont des fonctions entiéres a petite croissance de f, de ([2.22:3)et Lemme

2.2.3 on déduit que
T (r,e?) <O(T(r, f))+ O (logrT (r,f)), r ¢ E. (2.2.28)

De 'équation (2.2.28) et Lemme 2.2.4, on sait qu’il existe un nombre positif suffisamment

grand ro, tel que
T (r,e?) <O(T(2r, f)) + O (log2r +1ogT (2r, f)), r > ro. (2.2.29)

De I'équation ([Z.2.29), on déduit que p (€?) < 11 (f). En combinant i (e9) = o (e9) =y, >
leto(b) <1,i=1,2, on obtient

w(f)>ob), i=1,2 (2.2.30)

En combinant (Z.2.30) et le fait que f est une fonction entiére transcendante, on obtient

bi ()
f(z)

quand |z.| — oo, et avec z, = 7€), tel que 0 (r) € [0, 27).

<

—0,1=1,2,

En procédant comme dans la preuve du Théoréeme 2.2.2, on obtient la preuve compléte du

Théoréme 2.2.3.

Preuve du Corollaire 2.2.1

Si @ (z) est constant, alors la conclusion (i) du Corollaire 2.2.1 est valide. Maintenant on
suppose que @ (z) n’est pas constant, alors il s’ensuit de (2.2.2)) que f est une fonction entiére
transcendante, et alors les conclusions (i) et (ii) du Théoréme 2.2.2 restent vraies. Si (ii) du
Théoréme 2.2.2 est vraie, on obtient (ii) du Corollaire 2.2.1. Si (i) du Théoréme 2.2.2 est
vérifiée, alors p (f) = oo et py (f) = 02 (f) = 7. En combinant (Z.2.2)et la condition que
po (f) n’est pas un entier positif, on obtient v, = 0, et donc il existe un nombre complexe

fini non nul ¢ tel que L' [f] —a = ¢ (f' — a) . De cette équation [Z2I3), on a

kl
) R



2.2 Nos Résultats 62

et donc

=0(1), (r¢U_,F;, r— o). (2.2.31)

De I’équation (Z.231]) et Lemme 2.2.1, on déduit que p (f) = 1, ce qui est impossible.

D’otul la preuve compléte du Corollaire 2.2.1.

Preuve du Corollaire 2.2.2

De la condition que f! —a et L' [f] — a partagent 0 CM, on obtient (Z.2.2)) . Des équations

2Z20), Z22)et du Lemme 2.2.3, on trouve
T (r,e?) <O(T(r, f))+O (logrT (r, f)), 7 ¢ E.

De cette équation et du Lemme 2.2.4 et la condition x (f) < oo, on déduit

o (e9) = p (e?) < p(f) < oo
De cette relation, on sait que @ () est un polynome. Si @) (z) est constant, alors la conclusion
(i) du Corollaire 2.2.1 est valide. On suppose maintenant que () (z) n’est pas constant, alors
il s’ensuit de (Z22)que f est une fonction entiere transcendante, et les conclusions (i) et
(ii) du Théoréme 2.2.2 restent vraies. Si (i) du Théoréme 2.2.2 reste vraie, alors on obtient

p(f) = oo. Cela contredit la supposition u (f) < oo.

Remarque 2.2.3 Dans le Corollaire 2.2.2, le résultat reste vrai si on prend py (f) < %

avec 11 (f) = oo. En effet, de la condition (i) du Théoréme 2.2.2, on a p, (f) = g, comme
o (f) < % et le fait que yq est un entier posilif, on obtient que vo = 0, et donc Q) est

constant.

2.2.3 Article 2 : Théorémes d’unicité des fonctions entiéres et po-
lynémes différentiels

Résultats Récents

Plusieurs auteurs ont été interessé par le probléme d’unicité des fonctions entiéres, tels

que Chen, Zhang et Lii. En 2009, ils ont démontré le résultat suivant.
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Théoréme A. ([27]) Soient @Q; deux polynémes avec deg(@); > 1(j =1,2), P une fonc-
tion entiére, et soit k un entier positif. Si f est une solution mon constante de l’équation
différentielle

f(k) - Ql R =

F—Q,

alors o5 (f) = o (e”) .
Dans [70], J. Wang et X. M. Li ont démontré le résultat suivant.

Théoréme B. ([T0]) Si f est une solution non constante de l’équation différentielle
F9 — by = (f — by) €@,

avec by et by sont des fonctions entiéres telles que o (b;) <1 (j =1,2), k> 1 est un entier,

et Q est un polynome, alors p, (f) = o2 (f) = 74

Nos contributions

Théoréme 2.2.4 ([11]) Soient Q; deux polynémes avec deg@Q; > 1(i =1,2), P est une
fonction entiére, et soit k un entier positif. St f est une solution non constante de l’équation
différentielle

D-@n _ e?, (2.2.32)

Jf=Q2

avec | > 1 est un entier. Alors o5 (f) = o (e”) .

Corollaire 2.2.3 ([11)) Soient P et ) deux polynomes avec deg @ > 1. Si f est une solution
non constante de l’équation différentielle (Z.2.32) telle que o5 (f) n'est pas un entier positif,
avec L [f] est un polynome différentiel défini par (Z.2.1) , alors f et L[f] vérifient L' [f]—Q =

c (fl — Q) , avec ¢ (# 0) une constante compleze finie.



2.2 Nos Résultats 64

Corollaire 2.2.4 ([11]) Soit f une fonction entiére telle que o (f) < oo, et soit Q un
polynome avec deg@Q > 1. Si f' — Q et L'[f] — Q partagent 0 CM, alors f et L|[f] vérifient
Lf]-Q=c (fl — Q), avec ¢ (# 0) est une constante compleze finie.

Théoréme 2.2.5 ([11)]) Soit P un polynéme non constant, et soient b; (z) (i = 1,2) des
fonctions entiéres, vérifiant o (b;) < 1. Si f est une solution non constante de l’équation
différentielle

L'f] = by = (f' = ba) €”, (2.2.33)

avec | > 1 est un entier. Alors os (f) = vp.
Preuves des Théorémes

Preuve du Théoréme 2.2.4

Cas 1. Supposons que P est un polynéme. Supposons que la solution f de I'equation (2:2.32))
est polynomiale, alors de 'équation (2Z32), on a e = ¢ est une constante. Alors o (f) =
o (ep ) = 0, et on remarque facilement que la conclusion du Théoréme 2.2.4 reste valide.
Maintenant, on suppose que f est une fonction entiére transcendante et considérons deux cas

en se référant a o (f).

Cas 1.1. Supposons que

o (f) = +o0. (2.2.34)
Soit
P (z) = pu2" + -+ -+ p12 + po, (2.2.35)
avec p, (#0),---, p1, et pp sont des nombres complexes. Des équations (Z2.32)) et (2234,
on remarque que P est un polynoéme non constant. Il s’ensuit de (Z2.35]) que ‘ |1im ||§ (573|| =1,
z|——+o0 ¥
donc il existe un nombre positif suffisamment grand rq, tel que
P(z 1
| (n)| > —, |z > ro. (2.2.36)
lpnz®| e

Des équations (2.2.32) et (2.2.36) , on déduit que

log |pn| + nlog|z| — 1 < log|P (2)| = log |loge”*|
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L'f] -
< |loglog "] = loglogM (|z| > 7o) . (2.2.37)
fr= Q2
Sachant que f est une fonction entiére transcendante, on a
M (r, f) — 00, as r — +00. (2.2.38)
Soit

avec z, = re®") et 0 (r) € [0,27). De I'équation (2.2.39) et du Théoréme 1.2.3, on remarque
qu'il existe un sous ensemble F; C (1,00) (1 < j < k) avec une mesure logarithmique finie,
ie., fF]_ 4 < 00, tel que pour un point z. = re®™ (6 (r) € [0,2n)) satisfaisant |z,| = r ¢ F}
et M (r, f) = |f(z)], on a

19 () ( (r.f)
7 () Y

Comme f est une fonction entiére transcendante, et @Q; (i = 1,2) sont des polynémes, alors

>](1+0(1)) (1<j<k r¢Fr—+oo). (2.2.40)

on remarque que

Qi (z) o 1Qi(z)
rll)liloo m = TEI—Eloo Ml (T7 f) = O, 1 = 1, 2. (2241)

On peut écrire
pif-o H-%
fl=Qs 1—%

En utilisant (2.2.32) et (2238) — (2.2.42), on trouve

Lf ()]~ Q _ (( /)
fl (zT) - Q2 Zr

De I'équation (2.2.43)) , on a

o (S T2 )| = o (S ) | s (S5 52 )

< |kl (logv (r, f) —logr) + O (1) + 27|

(2.2.42)

)k (1+ 0(1))] l, (r ¢ UF;, 1 —i—oo) , (2.2.43)

< kl(logv(r, f)+logr)+ O (1) <r g LkJ Fj) : (2.2.44)
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En utilisant (Z.237) et (2.244) , on déduit

Lf (z)] = @
fH(z) — Q2

)|

+ 27

log log

log [p| + nlog|z| — 1 <

L'[f ()] — @
fH(z) — Qo
Ll [f (Zr)] _ Ql
fH(z) = Q2

log |log +iarg <log

<

log |log

k
<loglogv (r, f) +loglogr + O (1), <T ¢ 4U1Fj> (2.2.45)
]:
De I’équation (2.2.45]) et Lemme 2.2.2 et |2,| = r, on remarque que pour tout a > 1, il existe
un nombre positif suffisamment grand r;, tel que

log |p,| +nlogr —1 <loglogv (r*, f) +loglogr® + O (1), r > 1. (2.2.46)

De l'équation (2.2.46]) et Théoréeme 1.2.2, on déduit

< lim s.uplog logv (1, /) = lim supw =0y (f). (2.2.47)

oo log re r— oo logr

13

En faisant o — 17, on obtient

n<oy(f). (2.2.48)

De I’équation (2:239) , on trouve

o(e") =vp=n. (2.2.49)
Des équations (2Z.2.48)) et (2:2.49) , on trouve

o (e”) <os(f). (2.2.50)

D’autre part, des relations (Z.2.32)) et ([2.2.43)) , on a

[(y (7, f))k (14 0(1))] _ eP(zr)’ r¢ quj’ r — “+o00. (2.2.51)

Zr

De I'équation (2.2.51]) on déduit

k
VR (r, f) < ArRIM (rieP), r ¢ 'Ule, r — +00, (2.2.52)
‘]:



2.2 Nos Résultats 67

avec A > 0 est une constante. De I’équation (Z.22.52)) et Lemme 2.2.2, on remarque que o > 1,

il existe un nombre positif suffisamment grand r;, tel que
VH(r, f) < AFEM (€Y  r> (2.2.53)

De I'équation (2.2.53) et Théoréme 1.2.2; on obtient

, log log v (7, . log log v* (r,
ag(f):hmiup%r(f):hmiup & ?ogr( /)

kla a P
< alim Suplog log (Ar M (T ,€ ))
r——+00 log re

. loglog M (r,e”)
= alim sup
00 log r

— ao (7).

donc

oy (f) < ao (). (2.2.54)

En faisant o — 17 sur les deux membres de I'inégalité (2.2.54) , on obtient
oy (f) <o (e”). (2.2.55)

Des équations (2.2.49) , (Z2.50) et (Z.2Z55]) , on déduit
Cas 1.2. Supposons que
De la définition de 'hyper-order, on obtient o5 (f) = 0. D’autre part, de (2.2.51]) et Théoréme

1.2.1, on déduit
X !
|P| = ‘logep| = |log [(@) (1 +0(1))]

k
<O (logr), r¢ jL:J1Fj’ r — +00. (2.2.56)

Comme P est un polynodme, alors de (Z2.56]) on obtient que P est constant. Donc, on obtient

o3 (f) =0 (eF) =0.
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Cas 2. Supposons que P est une fonction entiére transcendante, alors
o (¢F) = oo,

et f est aussi une fonction entiére transcendante, alors (2.2.55]) reste vraie. D’autre part, soit

k
‘ep )| = M (r, el (ZT)) , de la discussion ci-dessus, dans le cercle |z| = ¢ Ule, on obtient
]:
r.1))" l
Zr
et

loglog M (r,ef log1
lim sup 6708 ( ) < lim Sup—Og ogv (1, f)
00 log r 00 log r

cest a dire o (¢) < o2 (f), de ceci et (Z2ET), on trouve la conclusion du Théoréme 2.2.4.

Donc, Théoreme 2.2.4 est completement démontré.

Preuve du Théoréme 2.2.5
Notons que by et by sont des fonctions entiéres, de I’équation (2:2:33]) et Lemme 2.2.3, on
déduit
T (r,e”) <O(T(r, f)) + O (logrT (r, f))

10 (TmaX{U(bl)zU(b2)}+€) +0(1), r¢ F, (2.2.57)

avec ¢ est un nombre positif arbiraire, et F; est un ensemble de mesure linéaire finie. De
léquation (Z.2.57) et Lemme 2.2.4, on remarque qu’il existe un nombre suffisamment grand
ra, tel que

T (r, ep) <O(T2r, f))+ O (log2r+1logT (2r, f))

+0 <(2T)max{”(b1)’”(b2)}+€> +o(1). (2.2.58)

De I'équation (Z258) et alors la condition max{o (b1), o (bs)} < 1, on déduit p (e”) <
1 (f). Combinons o (') = p(e”) =~p > 1et o (b;) <1 (i =1,2) on trouve

w(f)>ob), i=12 (2.2.59)
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Combinons ([2.2.38) , (2.239) , 2259) et le fait que f est une fonction entiere transcendante

b ()]
lim
el =00 | 1 (21)]

et avec z, = re?™) tel que 6 (1) € [0, 27). En procédant comme dans la preuve du Théoréme

=0, i=1,2

2.2.4, on obtient la preuve du Théoréme 2.2.5.

Preuve du Corollaire 2.2.4

On suppose que P (z) est un polynéme, alors il s’ensuit de I’équation (Z232)) que f est
une fonction entiére non constante, et alors la conclusion du Théoréme 2.2.4 est vraie. Alors
o2 (f) = vp. Combinons (2.232) et la condition que o5 (f) n’est pas un entier positif on

obtient v, = 0, et donc il existe un nombre complexe fini non nul ¢ tel que L'[f] — Q =

c(f-@Q).

Preuve du Corollaire 2.2.5
De la condition que f' — Q et L'[f] — Q partagent 0 CM, on a (Z232). De I'équation
(2232), et Lemme 2.2.3, on déduit

T (r,e”) <O(T(r, )+ O (logrT (r, f)) +O (1), r ¢ E.
De cela et la condition o (f) < 0o, on déduit
o (e”) <o(f) < oo

De cela on remarque que P (z) est un polyndéme. Du Théoréme 2.2.4 et similaire au Cas 1.2,

on trouve o (f) = o (e”’) = yp =0, et donc P est constant.

2.2.4 Article 3 : Sur la conjecture de Briick et les polynémes dif-
férentiels

Résultats Récents

En 2008, X. M. Li et C. C. Gao ont amélioré la Conjecture de Briick pour les polynémes et

ont démontré le résultat suivant.
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Théoréme B. ([564]) Soient Q1 et Q2 deuzx polyndémes non nuls, et soit P un polynome. Si

f est une solution non constante de I’équation
= Qi =(f - Qa)e",

alors o9 (f) = deg P, avec deg P est le degré du polynome P.
En [59], Zhigiang Mao a démontré le Théoréme suivant.

Théoréme C. Soit P(z) un polynome, Ag(z)(#0),..., Ao (2) des polynomes, et f une
fonction entiére d’ordre o (f) > 1+0<m<al§< X {%,0} et oo (f) <L S fet Li(f)=
<j<k—

A f® + A f + Aof partagent P CM, alors

L)-PE) _
Fe-Pk) °

pour une constante ¢ # 0, k un entier positif.

Nos Contributions
Considerons le polynome différentiel de f
L(f] = ar(2) fO 4+ a1 (2) f* Y+ +ay(2) f +ao(2) f, (2.2.60)

ar (2) (#0), ag—1(2), ..., a1 (2) et ag () sont des polynomes.

Théoréme 2.2.6 ([12]) Soient Q1 et Q2 deux polyndomes non nuls. Si f est une solution

entiére non constante de l’équation
L{f]=Qi=(f - Q) e", (2.2.61)

vérifiant

o(f)>1+ max {w, O} , st P est une fonction entiére transcendante,

0<j<k—1 k=j
o(f)>degP + max {%,O} , st P est un polynome.
0<j<k—1

Avec L |[f] est défini par la relation (Z260) . Alors o5 (f) = py (f) =0 (€7) .
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Corollaire 2.2.5 ([1Z]) Soit P un polynoéme, et soit Q un polynéme non nul. Si f est une

solution entiére non constante de l’équation

LIf]-Q=(f-Q)e", (2.2.62)

dega;—degax
telle que o (f) > deg P + 0;?213{_1{ =i

L [f] est défini par (2.2.60), alors P doit étre constant.

,0} et oo (f) nest pas un entier positif, avec

Corollaire 2.2.6 ([12]) Soit f une fonction entiére non constante telle que o (f) > deg P +

max { dega;—degay

0<j<k—1
entiére non constante de l’équation différetielle (2.2.69), alors P doit étre constant.

o ,0} et oo (f) < 1, et soit @ un polynéme non nul. Si [ est une solution

Corollaire 2.2.7 ([12]) Soit P un polynéme, et soit a( # 0) un nombre complexe fini. Si f

est une solution entiére d’une équation différentielle
L[f] — Q= (f—CY)eP,

telle que o (f) > deg P + [ Inax {w, O} et o2 (f) < 3, alors P doit étre constant.
SISR—

Considerons le polyndéme différentiel de f
LIfl=ar(2) P+ ara (2) f5V + a1 (2) [+ a0 (2) f+ 5, (2.2.63)

avec k est un nombre positif, a (2), ax_1(2),..., a1 (2), et ag (z) sont des polynomes, 3 est

une fonction entiere vérifiant o (5) < p (f) .
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Théoréme 2.2.7 ([12]) Soit P un polynéme non constant, et soient «;(z) (i =1,2) des
fonctions entiéres, telles que o (oi;) < u(f). Si f est une solution entiére non constante de
léquation différentielle

L[f] — o1 = (f —ay)el®, (2.2.64)
vérifiant o (f) > deg P + o Jax {w, 0} - avec L [f] est défini par (ZZ263). Alors
py (f) = 02 (f) = deg P.

Corollaire 2.2.8 ([1Z]) Soit P un polynome, et soient «; (2) (i = 1,2) sont des fonctions

entiéres, telles que o (a;) < u(f). Si f est une solution entiére non constante de [’équation

différentielle (2.2.64) vérifiant o (f) > deg P+O max {%, 0} et tel que oy (f) n'est

<j<k-1
pas un entier positif ou bien oy (f) < %, alors P doit étre constant.

Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.5 ( [59])Soit f une fonction entiére transcendante et soit E C [1,00) un en-
semble de mesure logarithmique finie. Alors il existe {z, = r,e""} tel que |f (z,)] = M (rn, f)

0, €10,27), lim 0, =0y € [0,27),r, ¢ E et

(i) Si0 < o(f) < oo, alors pour tout € > 0 donné et une suite suffisamment large r,,

roh—e ~ v(rn, f) < r%(f)JrE;

(i) Sio(f) = oo, alors pour toute constante large M > 0 et une suite suffisamment large

Ty V (T, f) > 1M,

Lemme 2.2.6 ([52]) Soit P (2) = b,2"+b,_ 12" ' +...4+ by avec b, # 0 un polynome. Alors,
pour tout € > 0, il existe rg > 0 tel que pour tout r = |z| > ro on a les inégalités
(I =e)pnlr" <[P (2)] < (1 +¢) Ipn| ™.

Lemme 2.2.7 ([69]) Soit f une fonction entiére avec o (f) < +o00. Alors pour e > 0 donné,

il existe un ensemble Fy avec logdensFEy > 0, tel que pour tout r € Es, on a

M (r, f) > exp {r7) ¢}
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Preuves des Théorémes

Preuve du Théoréme 2.2.6
Supposons que f est un polynéme non constant, cela contredit I’hypothése. Alors f est une

fonction entiére transcendante. On discute les deux cas suivants.

Cas 1. Supposons que P est un polyndéme.

Cas 1.1. Supposons que
o (f) < 400, (2.2.65)

alors 09 (f) = 0. L’équation (2.2.61)) peut étre écrite comme suit

(k) B
aka Tt e e - 7= s avec B = Q1 — Qae”. (2.2.66)

Du Théoréme 1.2.3, on voit qu’il existe un sous ensemble F; C (1,00) de mesure logarith-

I

mique finie, tel que pour un point z = 7e®") (0 (r) € [0,27)) et M (r, f) = |f (2)], on a

f9() _ (V(T,f
flz) =z
De I’équation (2.2.60) et (Z2.67), on a

))j (1+0(1), 1<j<k (2.2.67)

a (#)k(1+o(1))+...+a1 (V(Z’f)> (1—1—0(1))—1—&0—?:613,

ce qui est équivalent &

k
(1 40(1)) [(,, () +Y “a’“—;z Wi ) A+o))| =2 =€, (2.2.68)

z -
=1

~| &

Du Lemme 2.2.6, il existe z, = rpe’" avec |f (2,)| = M (rn, f), lim 0,, = 0y, 7, & [0, 1] U E,

d .
(o) —deg P2t
tels que pour tout e (O < e < min Z(a( Jdes )

: donné, avec di_; = degap_; — dega
1<i<k 3k—i ) 3 k—1 g k—i g ks

on a

T’Z(f)*a <v (Tna f) < /]"g(f)+8' (2269)

Sachant que f est une fonction entiére transcendante, on a M (r,, f) = |f (z,)|, et de ’hy-

pothése et du Lemme 2.2.8, on a pour tout 0 < € < M, et r, € E=FEy—([0,1] U Ey)
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with log densE > 0, on trouve

’B (2n)
f (zn)

Bl e ()

_ deg P—o(f)+2¢

< = exp {r§ } =0, 1, — 00  (2.2.70)

M (ry, f) ex { degP—E}
) Pi7Tn

I ‘
Soit a; (z) = > ¢;;27, avec l; = dega;, i = 0,...,k. Alors, du Lemme 2.2.7 et (2.2.69), on
7=0
trouve pour tout 1 <17 <k

l—i

o » Cheiln | T . .
e
k,lk n
Cho—i L. A A
= M.Mrdk_i+z+(k_z)(a(f)+a), avec dk—i e lk—i - lk
|Ch |
Y ’Ck—z‘,lk_i Tka(f)+i(@+degp—a(f))+(k—z‘)e
B |ch 1| ’

avec M > 0 est une constante. Comme i (% +degP — 0o (f)) + (k—1i)e < —2ke <0, on
obtient

|Ck_z7lk—l

iy (e, ) (L4 0 (1) < M rk(e(H)=22), (2.2.71)

ar " |Chty |

Des relations (2:2.68) , (Z2.70) et (Z2.71)), on trouve
k
0 (u(%f)) (1+40(1) = P,

Tn

D’autre part, on a

P(z)] = [logeP)| =

log ay, (”(Z"’f))k(1+o(1))‘

+iarg <ak (”(i’;’f))k(uo(l)))‘

k
a <—” (T”’f)) (1+0(1))
log |ak|| + klog v (s, f) + klogr, + O (1)

log

n

IN

< O (logry).

Alors P doit étre constant, donc o5 (f) = o (e”) = 0.

Cas 1.2. Supposons que
o (f) = +oc. (2.2.72)



2.2 Nos Résultats 75

Posons F'(z) = f (2) — Q2. Alors de I'équation (2:2.72) et les hypothéses, on a

dega; — degay,

o (F) =400, 02 (F) =03(f) anda(F)>degP+max{ ,0}. (2.2.73)

k=
De cela et I'équation (2.2.61]), on obtient
F®) F a(z
akT + .+ alF + ag + ; ) = e’ avec a (2) = a;Qa + ... + apQ2 — Q1. (2.2.74)

Du Théoréme 1.2.3, on remarque qu’il existe un ensemble F; C [1,00) tel que

FO) (I/(T,F

— = ))](l—l—o(l)), j=1,.k (2.2.75)

z

Comme o (F) = +oo alors du Lemme 2.2.6 il existe 2, = r,e®" avec |f (2,)| = M (rn, f),
lim 0,, = 0y, 7, ¢ [0,1] U E1, tel que pour toute constante M; et pour un r, suffisamment

grand, on obtient

v(r f)>nri, (2.2.76)
Sachant que F' est une fonction entiére transcendante, on a M (r,,, F') = |F' (2,)|, alors

a (zn)

F(z,)
De I'équation (2.2.74)) et (2.2.75]) , on obtient

a (@)k (1+0(1) +..ta (@) (1+0(1)) +ao+ O‘fj) — PO,

— 0, r, — o0. (2.2.77)

De l’équati()n (M) ) Ol 3
i} (l/ (’r‘ s l )) ( ( )) 61 (Zn)' (2218)

Soit
P(2)=pz + ...+ prz + po, (2.2.79)

avec p; (£ 0), ..., p1, et py sont des nombres complexes. 1l s’ensuit de ’équation (Z2.78)) que

| ‘lim % = 1. De cela, on remarque qu’il existe un nombre suffisamment grand ry, tel que
z|—+o0 |PIZ
P (z)| 1
— > |z| > ro.
P12 €
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De cela on déduit que

log |pi| + llog |z, — 1 < log | P (z,)| = log |log e”*")

< ‘log log eP(Z)| :

En utilisant cela et (Z2.78) , on trouve
log |pi| + llog |z, =1 < log|log|ak|| + loglogv (r,, F) + loglogr, + O (1) (2.2.80)

= loglogv (rp, F)+ O (loglogr,) + O (1).

De cette équation on obtient

<0y (F) =05 (f). (2.2.81)

Il est bien connu que

o (e”) =degP =1. (2.2.82)
Des équations (2.2.87]) et (2.2.82) on obtient
o (e”) <os(f). (2.2.83)

D’autre part, de I’équation (Z.2.78)) et Lemme 2.2.7 on obtient

k
M (,mmep(zn)) 2 Mg’f’zk (V (Tna F)) 7

Tn

avec My > 0 est une constante. De cela on trouve
k—d
VE (1, F) < Myrn M (1, 7))

De cette équation, on a

loglogv (r,, F) loglog v* (1, F)

o9 (F) = limsup log = lim sup log.

log log (Mgr,’ifd’“M (7, eP(Z”))>
< lim sup =0 (ep) ,
P —300 log ry,

donc

oy (f) <o (ef). (2.2.84)
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Des équations (2.2.83)) et (2:2.84) , on déduit
oy (f) =0 (e").
Des équations (2.2.78)) , (22280) et en procédant comme ci-dessus, on trouve
log |pi| + llogr, — 1 <loglogv (r,, F') + O (loglogr,) + O (1).
De cela et Lemme 2.2.1 (ii), on obtient
U<y (F) = pp () (2.2.85)

D’autre part, notons que pu,y (f) < o2 (f), des relations (2Z2.82), (22.84) et (2.2.87), on

trouve

et f est aussi une foncion entiére transcendante, donc ([Z2.78)) et (2.2.84]) restent valides.
D’autre part, soit }eP (Z”)‘ =M (7“, el (Z")) , de la discussion ci-dessus, dans le cercle |z,| =
rn ¢ E on a

P v(ra f)\"

el — g | =222 ) (1+40(1), r — 400

Zn
et
loglog M (1, e’ logl n
lim sup glog M ) < lim sup oglogv (rn, f)
Pp—-00 log P —-00 logr,

c’est & dire o (eF') < 02 (f), de cela et (Z284) on trouve la conslusion du Théoreme 2.2.6.

Donc, Théoréeme 2.2.6 est complétement démontré.

Preuve du Théoréme 2.2.7

Des relations (2:2.63) et (22264 , on a
Lf]

7 B _ a1
Lif]— M8«

lzen 75 (2.2.86)
f—as 1—<2
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Notons que ai,as, et [ sont des fonctions entiéres vérifiant o (o) < w(f) (i =1,2) et

o (8) < 1 (f), alors on remarque qu’il existe une suite infinie de points z, telle que

Y O B 1)
1 =1 =0,1=1,2. 2.2.87
s ([ )] e [T (2:2.87)

Des équations (Z.2.86), ([2.2.87) et en procédant comme dans la preuve du Théoreme 2.2.6,

on trouve le résultat.

Preuve du Corollaire 2.2.6
En utilisant le Théoréeme 2.2.6 et les hypothéses du Corollaire 2.2.6, on trouve o9 (f) = deg P.

Comme o9 (f) n’est pas un entier positif alors on trouve deg P = 0. D’ou P est constant.

Preuve du Corollaire 2.2.7
En utilisant le Théoréme 2.2.6 et les hypothéses du Corollaire 2.2.7, on trouve o5 (f) = deg P.

Comme o9 (f) < 1 alors on obtient deg P = 0. Alors P est constant.



Chapitre 3

Sur les équations différentielles
complexes

La théorie de Nevanlinna joue un réle trés important dans I’étude de la croissance et 1’os-
cillation des solutions des équations différentielles linéaires a coefficients fonctions complexes.

Des résultats considérables concernant cette théorie ont été obtenus.

Il est connu que toute solution de ’équation différentielle du second ordre

f"+A(E)f"+B(z)f=0, ou A(z) et B(z) #Z0, sont des fonctions entieres  (3.0.1)

est une fonction entiére et si la fonction entiére A (z) est transcendante, alors chacune des
deux solutions linéairement indépendantes de ’équation (3.0.1]) est d’ordre infini [31], [44],
p.pl67-168. D’autre part, il existe des équations différentielles de la forme (B.0.1]) possédant
au moins une solution d’ordre fini. Par exemple, la fonction f(z) = e * vérifie I’équation

différentielle f” 4+ e*f' + (e* — 1) f = 0.

Plusieurs mathématiciens ont étudié les solutions de 'équation (B.0.I)). Dans [36] G.
Gundersen a introduit certaines conditions dans un secteur sur les coefficients A (z) et B (z)
de telle fagon que chaque solution de I’équation (3.0.1]) soit d’ordre infini. Il s’est aussi intéressé
dans le méme article & I’étude des propriétés des solutions d’ordre fini de '¢quation (B.0.1]).

Plus tard, K.-H. Kwon [51] a démontré un résultat concernant les solutions d’ordre fini
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de 'équation (B.0.1)) en imposant des conditions sur I'ordre des fonctions entiéres A (z) et
B (z). Récemment, certains de ces résultats précédemment cités ont été généralisés pour
les équations différentielles linéaires d’ordre supérieur a coefficients fonctions entiéres. En
complétant quelques résultats dus & G. Gundersen [36], S. Hellerstein, J. Miles et J. Rossi
[43] pour les équations différentielles de la forme (B.0.1), les auteurs dans [53] ont pu démontrer

d’autres résultats concernant le cas ou chaque solution de I’équation ([B.0.1]) est d’ordre infini.

Ces derniéres années, les concepts de I’hyper-ordre et 'ordre itératif ont été introduits
[50], [51], [76] afin de permettre une étude plus approfonde sur la croissance des fonctions
d’ordre infini. Différents résultats concernant ’estimation de I’hyper-ordre ont été réalisés. Par
exemple, K.-H. Kwon [51] a donné des estimations sur les bornes inférieures de ’hyper-ordre
des solutions de I’équation (B:0.1]). D’autre part, Z.-X. Chen [24] dans son étude de I’équation
(B0T) dans le cas ou A(z) et B(z) sont des fonctions méromorphes a pu trouver quelques
estimations précises sur I’hyper-ordre des solutions méromorphes de 1’équation (B.0.1]). Par
ailleurs, d’autres chercheurs se sont aussi intéressés a 1’ordre des solutions de ’équation (B.0.1])
mais dans le cas ou les fonctions A (z) et B (z) sont uniquement analytiques dans un certain
angle. S. J. Wu [71] a considéré ce cas et a démontré de nombreaux résultats qui lui ont permis
par la suite de déduire d’autres résultats concernant les solutions de I'équation (B.0.I]), ou

A(z) et B(z) # 0 sont des fonctions entiéres.

Cette partie consiste a étudier la croissance des solutions des équations différentielles linéaires

homogeénes d’ordre supérieur a coefficients fonctions complexes.

3.1 Article 1 : Propriétés de croissance et oscillation
des solutions des équations différentielles d’ordre
supérieures

Résultats Récents

Dans cet article, on s’intéresse & ’étude de la croissance et 1’oscillation des solutions

entiéres et méromorphes des équations différentielles linéaires homogeénes d’ordre supérieure.
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On donnera quelques estimations précises sur ’hyper-ordre de ces solutions.
Récemment, P. C. Wu et J. Zhu, J. Long et P.C. Wu ont travaillé sur 'ordre des solutions

d’une équation différentielle d’ordre deux et ils ont obtenu les résultats suivant.

Théoréme A. ([57], [72]) Soit A(z) une fonction entiére d’ordre fini ayant une valeur de
défaut finie, et soit B (z) une fonction entiere transcendante avec p1(B) < 3. Alors toute

solution f # 0 de l’équation [B00) est d’ordre infini et vérifie oo (f) > 1 (B).

Théoréme B. ([57], [72]) Soit A (z) une fonction entiére d’ordre fini et ayant une valeur de
défaut finie, et soit B (z) # 0 une fonction entiére. Supposons qu’il existe deux constantes
a >0, >0 et, pour tout € > 0, deuzr ensembles finis de nombres réels {¢,} et {0k} qui

satifsaient ¢ < 01 < @y <Oy <--- < ¢, <0 < &y (gbmﬂ =@ + 27r) et

> (dre1 — k) <,
k=1
tel que
B(2)] > exp{(1+0(1)all’},
quand z — oo dans ¢, < argz < O, (k=1,2,---,m). Alors toute solution f # 0 de
léquation [B.0T) est d’ordre fini et vérifie oo (f) > 5.

Dans [72], P. C. Wu et J. Zhu ont démondré le théoréme suivant.
Théoréme C. Soit A(z) une fonction méromorphe d’ordre fini ayant une valeur de dé-

faut finie. Supposons que B (z) est une fonction méromorphe vérifiant une des conditions

suivantes

E
>
—~
ol
~—
A
=
—~
Z
A
N

(iii) B (z) est transcendante avec o (B) = 0 ayant un nombre fini de poles.

Alors toute solution f # 0 de l’équation (B0.1]) est d’ordre infini.
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Aussi C. Y. Zhang et J. Tu ont amélioré ’hyper-order d’une équation différentielle a coeffi-

cients fonctions entiéres et ont obtenu le théoréme suivant.

Théoréme D. ([77]) Soient A; (j =0,---,k—1) des fonctions entiéres. Supposons qu’il
eriste un s € {1,--- ,k — 1} tel que max {0 (A4;):j #0,s} < p(Ap) < % et que As(z) a une

valeur de défaut finie, alors toute solution f #Z 0 de l’équation
FO L A fED o A e A+ Agf =0, (3.1.1)

vérifie p(Ao) < o2 (f) < max{o (Ag),o (As)}.

Nos contributions

Récemment, T. B. Cao et H. X. Yi[2I] et d’autres auteurs ont amélioré la croissance
des solutions d’'une équation différentielle d’ordre deux et d’ordre supérieure. Le but princi-
pal de ce papier est d’étendre et d’améliorer les résultats cités ci-dessus pour une équation

différentielle d’ordre supérieur.

Théoréme 3.1.1 ([T])]) Soient Ay,---, Ax_1 des fonctions entiéres d’ordre fini ayant des
valeurs de défaut finies, et soit Ag une fonction entiére transcendante telle que 1 (Ag) < %

Alors pour toute solution f # 0 de (F11) est d’ordre infini et on a

02(f) ZM(A())‘

Corollaire 3.1.1 ([7]l]) Supposons que Ay, --- , Ax_1 sont des fonctions entiéres d’ordre fini
ayant des valeurs de défaut finies et Ay est une fonction entiére transcendante avec o (Agy) <

1, alors toute solution f # 0 de (3L1) est d’ordre infini et on a

o2 (f) =0 (Ao).

Théoréme 3.1.2 ([T])]) Soient Ay, .-, Ar_1 des fonctions entiéres vérifiant les hypothéses
du Théoréme 3.1.1 et F' #Z 0 une fonction entiére d’ordre fini. Alors toute solution f #Z 0 de
[’équation

fO 4+ A fEV 4 L+ Af=F
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est d’ordre infini et on a

o2 (f) = p(Ao).

Théoréme 3.1.3 ([T])]) Soient Ay, As,---, Ap_1 des fonctions entiéres d’ordre fini ayant
des valeurs de défaut finies, et soit Ag(z) Z 0 une fonction entiére. Supposons qu’il existe
une constante a > 0 et, pour tout € > 0, deux ensembles finis de nombres réels {¢,} et {0k}

qui satisfaient ¢y < 01 < ¢y <Oy < -+ < ¢ <O < Gy (G = Gy +27) et

> (b — ) <, (3.1.2)
k=1
tels que
|Adau>mp&1+oa»apw%*ﬂ, (3.1.3)
quand z — oo dans ¢, < argz < Ok (k=1,2,--- ,m). Alors toute solution f # 0 de

Uéquation (311) est d’ordre infini et on a

02 (f) = 0 (Ao).

Théoréme 3.1.4 ([T])]) Soient Ay, .-, Ar_1 des fonctions entiéres vérifiant les hypothéses
du Théoréme 3.1.2 et F' # 0 une fonction entiére d’ordre fini. Alors toute solution f #Z 0 de
l’équation

FE+ A fP D 4 Af=F

est d’ordre infini et on a

o2 (f) = o (Ao).

Théoréme 3.1.5 ([1])]) Soient Ay, .-, Ax_1 des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant
des valeurs de défaut finies, et soit Ay une fonction méromorphe vérifiant

max{/\ <Ai0> L o(Ay): =12, k— 1} < 0 (Ao) < 3. Alors toute solution f # 0 ayant
des poles uniformément bornés de l’équation (311l est d’ordre infini et pour toute fonction

entiére ¢ (z) # 0 vérifiant o2 (@) < 0 (Ap), on a

Az(f(i)—SO)Ij\z(f(i)—SO):Uz<f):U(Ao),i€N-
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Théoréme 3.1.6 (/1)) Soient Ay,--- , Ax_1 des fonctions méromorphes d’ordre fini ayant
des valeurs de défaut finies, et soit Ay une fonction méromorphe vérifiant

max{)\ (Ai()) L o(4): =12,k — 1} < p(Ap) < 3. Alors toute solution f # 0 ayant
des poles uniformément bornés de l’équation (Z11l) est d’ordre infini et pour toute fonction

entiére ¢ (z) # 0 vérifiant o5 (p) < 0 (Ap), on a

1(A0) < Ao (FD =) = X (f9 =) = 02 (f) < 0 (Ay),i €N.
Lemmes préliminaires

Lemme 3.1.1 ([37]) Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante, et soit @ > 1 une
constante donnée. Alors il existe un ensemble F1 C (1,00) de mesure logarithmique et une
constante B > 0 qui dépend seulement de o et i, j (0 < 1 < j < k), tel que pour tout z
vérifiant |z| =r ¢ [0,1]U E4, on a
ot
fO(z)

<B {M (log® r) log T'(arr, f)}” :

Lemme 3.1.2 (/2)) Soit g(z) une fonction entiére 0 < p(g) < 1. Alors pour tout @ €
(1(g),1), il existe un ensemble Ey C [0,00) tel que logdensEy > 1 — “9)

«

Ey={rel0,00): m(r)> M (r)cosma}, m(r) = ‘ilrlszlog|g(z)|, M (r) = sup log|g (2)] .

|z|=r

Remarque 3.1.1 Dans Lemme 3.1.2, ici l'ordre de g (z) est inférieur a %, alors pour tout

a € (a (9), %) , il existe un ensemble E3 C [0,00) tel que logdensEs > 1 — #, avec B3 =

{relf0,00): m(r)> M (r)cosma}.

Lemme 3.1.3 ([72)) Soit g(z) une fonction entiére avec 0 < pu(g) < 3, et soit A(z) une
fonction méromorphe avec o (A) < +oo. Si A(z) a une valeur de défaut finie a d’indice
d =46 (a, A), alors pour toute constante donnée € > 0, il existe une suite {R,,} avec R,, — +00

(n — +00), tels que les inégalités

}g (Rnew)} > exp {Rﬁ(g)’s} , p €10,2m)
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et
)

m(F,) = m {9 € [0,27) : log|A (R,e") —a| < —ZT(Rn,A)} >d>0,

sont vraies pour tout n suffisamment grand, avec d est une constante qui dépend seulement

de o (A), u(g) etd.

Lemme 3.1.4 ([28]) Soient f une solution méromorphe de l'équation (311), supposons que

tous les A; ne sont pas constants. Donnons une constante réelle v > 1, et notons T (r) =
k

—1
> T (r,A)), ona
i—0

logm (r, f) < T (r){(logr)logT (r)}", sip=0,
logm (r, f) < 7T (r)(logT ()", sip >0,

en dehors d’un ensemble exceptionnel E, avec [ tP~'dt < +oc.
Ep

Remarque 3.1.2 On note que dans le lemme ci-dessus, p = 1 correspond & la mesure eu-

clédienne et p =0 a la mesure logarithmique.

Lemme 3.1.5 ([37]) Soient f une fonction méromorphe transcendante avec o (f) = o <
+o00, H = {(k1, /1), (k2,j2), -, (kq, Jq)} un ensemble fini des entiers distincts vérifiant k; >
Ji =20 (G@=1,---,q) et soit € > 0 une constante donnée. Alors,il existe un ensemble E; C
(1,+00) de mesure logarithmique finie, tel que pour tout z vérifiant |z| ¢ E4 U [0,1] et pour

tout (k,j) € H, on a

< |Z|(k—j)(0—l+a) '

' 7 (2)
9 (2)

Lemme 3.1.6 ([7]]) Soit f une fonction méromorphe avec o (f) = o > 0. Alors il existe un

ensemble E5 C [1,4+00) de mesure logarithmique infinie tel que pour tout r € Es, on a

L s T ()

=0, re b
r—+o0  logr
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Lemme 3.1.7 ([63]) Soient H; (j =0,1,...,k — 1) des fonctions méromorphes d’ordre fini.

Si
max {logm (r, H;)}

1<j<k—1
00 logr

:Blv

et il existe un ensemble Fg de mesure logarithmique infinie tel que

lim logm (r, Ho)

r—+00 log T

=By > 5

pour tout r € Eg. Alors toute solution méromorphe de I’équation
O+ Hy oy f* D + 4+ Hif + Hof =0,

satisfait

o2 (f) > By

Lemme 3.1.8 ([67]) Soient Ao, Ay, ..., Ag—1, F # 0 des fonctions méromorphes, si f est une

solution méromorphe de ’équation
O+ A fED L+ Aof = F,

alors on obtient un des cas suivants.

(1) Simax{c(F), 0(4;), j=0,1,2,..k—1} <o (f) =0 < o0, alors o (f) = A(f) =
M)

(7)) Si max{o (F), 0(4;), j=0,1,2,...k—1} < 02(f) = o, alors 02 (f) = A (f) =
A (f)-

Preuves des Théorémes

Preuve du Théoréme 3.1.1

Etape 1. On démontrera que toutes les solutions de I’équation (B.I.J]) sont d’ordre infini.
Supposons que f (z) est n’importe qu’elle solution non triviale de I’équation (B.1.]) d’ordre
fini o (f) = 0 < o0o. Soient a; une valeur de défaut finie de A;, d'indice §; = ¢ (a;, 4;),
j=1,2,---  k—1. De I’équation (81, on a

k—1

— ()
+ > 1145 = a5l + lay] fT‘ (3.1.4)

Jj=1

4o ()] < \%
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D’apres Lemme 3.1.4, il existe un ensemble E; C (1, 00) avec m; (E4) < 0o, tel que pour tout
z vérifiant |z| =r ¢ E4U[0,1], on a l'inégalité suivante

‘ ()
f(2)

< |27, (3.1.5)

pouri=1,2--- k.
Maintenant, considérons deux cas :

Cas 1. Supposons que 0 < z (Ag) < 3. En utilisant le Lemme 3.1.3 aux A;, j = 1,2, , k-1,
on conclut qu'il existe une suite {r,} avec r,, < r,,1 et r,, — +o0, telle que pour tout n, on

a

S (Tn,Aj)} >d>0,  (3.1.6)

m (F,) =: m{& € [0,27) : log }Aj (rnew) — aj‘ < - 1

|Ag (rne?)| > exp {TéM(AO)} , ¢ €10,2m), (3.1.7)

valide pour tout n suffisamment grand, avec d une constante qui dépend seulement de o (4;),
p(Ap) et 6;, j = 1,2,--- ,k — 1. Pour tout n > ny, il existe #,, € F,,, tel que pour tout z
vérifiant argz = 0, et |z| = r, ¢ E, U [0, Ry], BLO) et (BI7) restent vraies. Donc en

calculant en les points z, = 7,¢"" avec r, ¢ E4 U [0, Ry], on trouve des équations (B.1.4) ,

B.IL3), et B.I6) que

(3.1.8)

Donc

LA

Quand n est suffisamment grand, on obtient une contradiction.

Cas 2. Supposons que /i (Ag) = 0. D’apres le Lemme 3.1.2, il existe un ensemble Ey C [1, 00)

avec log densFy = 1 tel que pour tout z vérifiant |z| = r € Fy, on a

2
log |Ap (2)| > %_logM (r, Ao) , (3.1.9)
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avec M (1, Ag) = r|n|ax |Ag (2)] . Il S’ensuit de la Remarque 3.1.1, qu’il existe une suite r,, telle
Z|=T

que (BL6) et (BI.9) sont vraies. Des équations (B.1.4) , (B15) et (B.LE), on peut obtenir
(BI8) . Donc, des relations [B.L8) et (3.19), on trouve

k1
5.
1+ Zexp (_Z]T (rn,Aj)> + |aj|
=1

Du fait que Ag (2) est une fonction entiére transcendante, on a

log M (ry, A
liminf @M UnAo) (3.1.11)
Tn—+00 logry,

(M (r, Ag)) % < rho > no. (3.1.10)

Des équations (3.1.10) et (3.1.11), on obtient une contradiction. Donc f est une fonction

d’ordre infini.

Etape 2. On démontrera que g (f) > 1 (Ap). Supposons que f (z) est une solution non
triviale de I’équation (B.1I]). Soit a; une valeur de défaut finie de A;, d’indice §; = ¢ (a;, 4;),
j=12--- k—1. De I'équation (BII]), on obtient I'inégalité¢ ([BI4]). D’apres le Lemme
3.1.1, il existe un ensemble E; C (1,00) avec m; (F1) < oo et une constante B > 0, tels que
pour tout z vérifiant |z| =r ¢ FE; U [0,1], on a 'inégalité suivante

fU) 2)
f(z)

< B[T (2r, ), (3.1.12)

pour j =1,2,--- k.
Maintenant on considére deux cas.

Cas 1. 0 < u(Ap) < % En utilisant le Lemme 3.1.3 aux A;, j = 1,2,--- ,k — 1, il existe une
suite {r,} avec r, < r,41 et r, — +00, telle que pour tout n, on a les deux inégalités (B.1.6])
et (B.171), sont vraies pour tout n suffisamment grand, avec d est une constante qui dépend
seulement de o (A;) , u(Ap) et 0;,j =1,2,--- ,k—1. Pour tout n > ny, il existe une constante
Ry > 0 et 6, € F,, tel que pour tout z vérifiant argz = 6, et |2| = r, ¢ E1 U [0, Ry], (B16])

et (BL7) sont vraies. Donc en calculant en les points z, = r,e?" avec 1, ¢ E; U0, R;], on

obtient d’apres (B.14), (3.1.6), (B.1.1) et (B.1.12) que

k—1
0.
j=1

1
exp {ri" ™} < BIT (2, I
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Donc
loglog T (1,
lim sup oglog T (rn, f) > 1 (Ap) .
rn—+00 log

Ce qui donne
o3 (f) = 1 (Ao).

Cas 2. 1 (Ag) = 0. Donc o3 (f) > 0 est trivial.

Alors pour 0 < p(Ap) < 2

3. on obtient que o3 (f) = p(Ap). Donc, la preuve du Théoréme

3.1.1 est compleéte.

Preuve du Théoréme 3.1.3
Supposons que f # 0 est une solution de I’équation ([B.LI]) avec o (f) < +o0. Soit a;
une valeur de défaut finie de A;, d’indice 6; = 6 (a;,4;), j = 1,2,--- ,k — 1. D’apres le
Lemme 3.1.5, il existe un ensemble Ey C (1,00) avec m; (E4) < oo tel que [B.LH) est vraie
pour tout z vérifiant |z| = r ¢ E, U [0,r1] (r1 > 1). D’aprés la preuve du Lemme 3.1.3; il
existe une suite {r,} satisfaisant (B.L0). Soit 0 < & < £. Alors pour tout entier n, on choisit
v, € F, N kgl ([¢y, Ok]). Alors il existe un entier k € {1,2,...,m} tel que tout entier n vérifie
v, € F, N k§1 ([¢%,0%]) (sinon on utilise une sous suite ¢, au lieu de ¢, ). Donc, d’aprés les
hypothéses, on a
|Ag (rae’?)| > exp {(1+0(1)) 047’2(‘40)_5} (3.1.14)
quand n — +o0. Des équations (B.1.4), (B.I5) et (BI6]), on trouve
k—1
1+ Zexp (—%T (Tn,Aj)) + |y
j=1

|Ag (rpe’?)| < rf” : (3.1.15)

Evidemment, des équations (B.1.14)) et (B.II5]), on peut conclure la contradiction. Donc
o (f) = +o00. D’apres le Lemme 3.1.1, il existe un ensemble E; C (1,00) avec my (E1) < 0o

et une constante B > 0, tel que pour tout z vérifiant |z| = r ¢ E; U[0,1], on a 'inégalité

BII2) pour j =1,2,--- .k —1. De BL4), BIL6), BLI2) et (BL3I) on obtient
exp {(1+0(1)) arg@)==]
k-1 5
< BIT @ P |1+ Lewp (-2 () + o
=1
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Donc, comme £ > 0 est arbitraire, on obtient
o2 (f) 2 0 (Ao).

Preuve du Théoréme 3.1.5

Supposons que max{)\ (Alo) o (Aj):j=1,2.. k- 1} <o (Ap) < 3.
Etape 1. On démontre que o5 (f) = 0 (Ap) .On assume que f (z) est une solution non triviale
de 'équation (B.LI]). Soit a; une valeur de défaut finie de de A;, d’indice 0; = 6§ (a;, 4;),

j=1,2,---  k—1. En utilisant les conditions du Théoréme 3.1.3, soit A, (z) = hEZ; avec g (2)

est une fonction entiére et h (z) est le produit canonique des poles de Ay (z) avec A (h) = o (h).
Alors il est clair que A (%ﬂ) = o (h). Comme T (r,Ay) < T (r,g) + T (r,h) + O(1) et
o(h) < o(Ap), pour tout (0 < 2e <o (Ay) —o (h)), il existe une suite {r,}, r, — oo
telle que 7' (r,, Ag) > rgA0)=¢ o T (rn,h) < roM ¥ est vraie pour n suffisamment grand.
Donc, on trouve o (A4g) < o (g). D’autre part, comme T (r,g) < T (r, Ag) + T (r,h) + O (1)
et o(h) < o(Ap), on déduit que o(g9) < o (Ap). Donc o (Ay) = o(g). Pour tout ¢ <
% (a (Ag) — A <i>> donné, il s’ensuit de la Remarque 3.1.1 qu’il existe un ensemble F3 =

Ao
(9)

Es3(g,0(Ap)) C [0, +00) avec logdensE3 > 1— %‘Z) et ap = olo)ts , tels que pour tout r > Rj,

on a
|h(2)] < exp {r”(h)+€} .
Donc pour tout r € E = E3\_[0, R3], on trouve

exp {TU(AO)’%E}
[ Ao (2)] =

o(Ap)—
o [y P {r °}. (3.1.16)

En utilisant le Lemme 3.1.3 et la méme méthode comme dans la preuve du Théoreme 3.1.1,
on déduit que toute solution f # 0 de I’équation ([B.I.T) est d’ordre infini. D’apres le Lemme
3.1.1, il existe un ensemble E; C (1,00) avec m; (F1) < oo et une constante B > 0, tels que

pour tout z vérifiant |z| =r ¢ E; U[0,1], on a

fY (2) 2%k .
BIT@r )%, j=1,2,-- k. 3.1.17)
LS <pren (
En utilisant le Lemme 3.1.3 aux A, (j = 1,2,--- ,k — 1), on trouve qu’il existe une suite {7, }

avec r, < T,i1 et r, — 400, telle que pour tout n, [BI6) est valide. Pour tout n > ny,
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il existe une constante Ry > 0 et 0, € F,, telles que pour tout z vérifiant argz = 6, et

|z| =1, € E— (E1 U0, Ry]), BI6), BII4) et (B1IH) sont vraies. Donc, en faisant des

calculs en les points 2z, = r,e?" avec 7, € (E — (E;U[0, Ry])), on trouve des équations

B.14), BLE), BLI6) et B.LIT) que

exp (r7A0=%) < BT (2r,, )]

k—1
5.
1+ Zexp (—ZJT (rn,Aj)> + |a;|
j=1
Donc, comme € > 0 est arbitraire, on obtient

loglog T' (7, f)

lrl,friﬁ-lig o, > 0 (A) . (3.1.18)
Alors, d’apres (B.1.I8) , on trouve
02 (f) > o (Ao). (3.1.19)

D’autre part, d’aprés (B.I]) les poles de f(z) peuvent se produire a partir des poles de
Ag, Aq, ..., Ai_1. Notons que les multiplicités des poles de f sont uniformément bornés, et
donc on a

k—1

N(r,f) < MN(r,f) <MY N(r A
5=0
< Mmax{N (r,A4;):7=0,1,...,k—1},
avec M; et M sont des constantes positives. Cela donne
T(r,f)=m(r,f) + O{max{N (r,A4;): j=0,1,....k—1}}.

De cela et Lemme 3.1.4, on obtient

o> (f) < o (Ao). (3.1.20)

Des équations (3.1.19) et (8:1.20), on obtient o5 (f) = o (Ao) -

Etape 2. On démontre que Xy ([ — @) =02 (f), (i €N).

(i) Premiérement, on montre que Ay (f —¢) = py (f). Posons g = f — . Comme ¢ # 0
est une fonction entiére vérifiant p, () < p(Ag), alors py (9) = py (f) = p(Ao) et Ao (g) =
X2 (f — ¢) . En substituant f = g + ¢ dans I'équation (B.LI)), on obtient

g® + Ay 1g® V) 4 Agg = — [go(k) + Ap_1 oY 44 Aogp} _ (3.1.21)
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Comme A (AL()) < 0(Ap), on a N (r,Ay) = o(T (r,Ap)),r — oo,7 ¢ E. D’apres cela et
Lemme 3.1.6, on obtient

log T' (7, Ao) log T' (1, Ap)

o(Ay) = lgﬁiipT :TEI_POOT (3.1.22)
relbs
— lim log m (r, Ao)
r—-+00 logr
reks

avec F5 est un ensemble de mesure logrithmique infinie. En utilisant les hypothéses du Théo-
reme 3.1.5 et (3.1.22) , on trouve

logm (r, A;) logm (7, Ag)

—0(Ay), j=1,2,.. k-1, (3.1.23)

lim sup < lim
r——+00 log r r—+4-00 log r
reFEs

Posons F' = o®) 4+ A;_1o* =Y ...+ Agp. Si F =0, d’aprés le Lemme 3.1.7, on a p, (¢) >
p, (Ao), ce qui est contradictoire. Donc F' # 0, et d’aprés le Lemme 3.1.8 (ii) , on obtient
Xz(f—SD):)Q(f—(P):@(f)-

(ii) On démontre que Xy (f' — ) = py (f). Posons g, = f' — ¢, alors py (g1) = py (f) et

fr=gi+ @ f0FD = g 4 o), (3.1.24)
D’apres (B.1.1)), on a
1 /
f= A (f(k) +o A1f) : (3.1.25)
0

En dérivant (3.1.T]), on obtient
FED A f (A + A ) fE D 4+ <A’1 + A0> FrAf=0 (3126

En substituant (B.1.24)) et (3.1.25]) dans (8.1.26)) ,on trouve

’

AN A -
QYC) + [ Apy — =2 g§k s A1+ Apa— LAy ggk ?
Ao Ao

A/
NI (A’l + A — _OAl) 9

Ao
- _ [(pm) + <Ak1 — j_lz) oD 4+ (A’l + Ao — j—g%) 4
Posons
A A Ao

By = Ap_1 — A—O, By o=A, |+ A9 LA 1,..,By=A + A — =LA, (3.1.27)
0
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9+ Biag" V4 4 Bogr = — [o® + Br1o® Y 4+ Boy] (3.1.28)

En utilisant (3.1.23) et (31.27) , on trouve

1 B, 1 A
limsup 287 Bi) oy, loem (i Ao) o(Ag), j=1,2,.k—1, (3.1.29)
r—+00 logr r—-+00 logr
reks
et
1 A 1 B
o (Ag) = lim 08 AY) s (s Bo) (3.1.30)
ke log r P00 log r

Posons Fy = ¢®) + By, 101 4 ... 4 Byp. Si F} = 0, alors d’apres (3.1.29), (3.130) et le
Lemme 3.1.7, on obtient p, (¢) = p(Ap), contradiction. Donc F; # 0. D’apres le Lemme

3.1.8 (ii) et (B122), on a
A (f' =@) =X (f —9) = pa (f)
(iii) On montre que Ay (f” — ¢) = py (f) . Posons gy = f” — ¢, then p, (g2) = py (f), et
F = got o, fD = B o), (3.1.31)

En substituant (3.1.28) et (3.1.26]) , on trouve

FED 4 (A,f_1 - %) f® 4 (3.1.32)
0
/ AE) (k—1)
Ak—l -+ Ak_g — A—Ak_l f (3133)
0

Al ,
T (A’l Ay — —0A1> f =
Ag

En dérivant (3.1.32), on obtient

FERD 4 (Ak_l - %) e 4 (3.1.34)
0
A A
|:(Ak_1 - A_0> + (A;c—l + Ak_z - A_OAk—l):| f(k) (3135)
0 0

Al ,
4o+ (A’l + Ay — —0A1> f =0.
Ay
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D’apres (8.1.32) , on a

f = | 1 FlerD) Apr — i LN Ay + AL — oA, f"].
A+ Ag — A A+ Ag — A A+ Ag — A
De cela et (B.1.34) , on obtient
(k+2) Ay (All + Ao — ﬁ_éfh), (k+1)
+ A, . 0
f + ( k—1 Ao) + +

Posons
B B B
Ci1=Br1— 52,Ch2 =By + By2 — =°By_1,...,Co = B{ + By — —2B;.  (3.1.36)
By By By
On a
FE2 L O fR Y 4 Cof =0, (3.1.37)
En substituant (3.1.31)) dans (B.1.37) , on trouve
gék) + C’k,lgékfl) + ...+ Chgo = — [gp(k) + C’k,lgo(k_l) + ...+ C’ogo} . (3.1.38)
En utilisant (3.1.19) , (B.1.23)) , (3.1.24) et (B.136)on trouve
1 ; 1 A
lmsup 281 C) o logm(n Ao) o(Ao), j=1,2,.k—1, (3.1.39)
r——+00 log r r—-+00 log r
reks
et
1 A 1 C
o (Ag) = lim 08 AY) gl (i Co) (3.1.40)
rteo logr r— 00 logr

Posons Fy = op®) + Cp_10* 1) ... 4 Cop. Si Fy = 0, alors d’aprés (3.1.39), (3.140) et
Lemme 3.1.7, on obtient p, () > p(Ap), contradiction. Donc Fy, # 0. D’apres le Lemme
3.1.8 (ii), on a

N (f =)= =¢) =i
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"m

(iv) On montre que On montre que A (" — ¢) = p, (f) . Posons g3 = f"” — ¢, then p, (g3) =

pZ(f)aet

"

fro=gat g, fED =gl 4 o®, (3.1.41)

En dérivant (3.1.34)), on obtient

FEH Loy D (C,;_l + Ck_2> FUHD (3.1.42)

/ 1"

4.+ (Oi + Co> oo =o.

D’apres (B.1.37), on a
1 Ch—
O B ) It

Substituant (3.1.41]) dans (B.1.42]), on obtient

fEHD Ly G f} : (3.1.43)
Co

!

C / C’ / Cl "
f("“+3)+(0k_1 - 52) f(’“+2)+<0k_2 +Cyy — HSCH) f(’“+1)+...+(00 +Cp— 5201) /=0
(3.1.44)
Posons
C, Cy C,
Dy1 = Cp1 — FE’ Dy o=Cp 1 +Chy— 52016—1, vy Do = C1 + C — 5201- (3.1.45)
On a
FE8) L p fD Do =, (3.1.46)
En substituant (B.1.41]) dans (8.1.46) , on trouve
gék) + Dkflgékil) 4+ ...+ Dog3 = — |:g0(k) + Dk,l(p(kfl) =+ ...+ DOSO] . (3147)
En utilisant (31.39) , B1.40) et (3.1.45) on trouve
1 D; 1 A
limsup 8™ D), logm (o) o(Ao), j=1,2,k—1, (3.1.48)
r——+00 log r r—+-00 log r
reFEs
et
1 A 1 D
o (Ag) = lim logm (1, Ao) = lim supw. (3.1.49)
r+oo logr 00 log r
r 5

Posons F3 = ¢® + D, 1% 4 ... 4 Dyp. Si F3 = 0, alors d’aprés BI53), BI54) et
le Lemme 3.1.7, on obtient p, (¢) > p(Ap), contradiction. Donc F3 # 0. D’aprés le Lemme
3.1.8 (ii), on a

A <f/”—90> = Ay (fm—S0> =pa([)-
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(v) On montre que Ao (f(i) - 90) = py (f) (i > 3). Posons g; = f(i) — , then p, (i) = po (f)
et

2

En dérivant ([B.I.46]) successivement, on obtient aussi une équation similaire a (3.1.44) . En

combinant (B.1.50), on trouve

H _ . H,
gi(k) + (Hkl - —0) ggk Y + ...+ (Ho + Hy — _OHl) Gi (3.1.51)
HO HO
H . H,
= —|e® 4+ (Hey— L) Yy 4 (Hy+H — =2H, | ¢|. (3.1.52)
Ho HO

Avec Hj(j =0,1,...,k — 1) sont des fonctions entiéres qui ont la méme forme que les D,.

Posons
H, H, H
Gr1=Hp_1 — FE7Gk—2 =H, |+ Ho— FEHk—lu .yGo=H; + Hy — FZHI.
On obtient
1 G 1 A
i sup 287 Gh) gy, logm (r Ao) — o (Ag), j=1,2,.k—1, (3.1.53)
r——+00 log r r—+-00 log r
reFEs
et
1 A 1 G
o (Ag) = lim &M A) o ptoem (0 Go) (3.1.54)
7400 1Og r r——+00 1Og r

reks

D’aprés le Lemme 3.1.8 (ii) et le Lemme 3.1.7, on a

>\2(f(i)—80)2)\2(f(i)—80)::02<f)(i>3>'

Preuve du Théoréme 3.1.6
Supposons que max{)\ (ﬁ) ,o(Ay):j=1,2,..k— 1} < p(Ap) < % On assume que f
est une solution non triviale de I’équation (3.LI]). Soit a; une valeur de défaut de A;, d’indice

d; =0d(a;,A;), j=1,2,---  k— 1. En utilisant les conditions du Théoréme 3.1.6, on pose

Ag (2) = 287 avec g (z) est une fonction entiere et h (z) est le produit canonique des poles

de Ay (z) avec A(h) = o (h), alors A (A%) = A(h) et similaire & la preuve du Théoréme
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3.1.5, on peut déduire que p(Ag) = p(g). Soit & < % <u (Ag) — A (ﬁ)) , en utilisant le
Lemme 3.1.2 & g (z), on obtient qu’il existe un ensemble Fy = FEy (g, (g)) C [0,00) avec
- 1

logdensEy > 1 — %f), et ap = %. Donc, en utilisant la méme méthode du Théoréme

3.1.5, pour tout r € Es, on trouve
| A (2)] = exp {r#0)==}

Utilisons la méme méthode du Théoréme 3.1.5, on obtient o (f) = +o00, g2 (f) = p(Ao) .

D’autre part, d’apres (311 les poles de f (z) peuvent se produire & partir des poles de Ay,

Ay, ..., Ax_1. Notons que les multiplicités des poles de f sont uniformément bornés, et donc
on a
k—1
N(’I", ) S MlN(raf) S MlZN(raAj)
§=0

< Mmax{N(r,A;):j=0,1,...k -1},
avec M; et M sont des constantes positives. Cela donne
T(r,f)=m(r,f)+O{max{N (r,A;) : j=0,1,....k — 1}}.
De cela et le Lemme 3.1.4, on obtient

o2 (f) <o (A).

Donc p (Ag) < 02 (f) <o (Ao).
En raisonant comme dans 1’étape 2. dans le Théoréme 3.1.5, on obtient A, ( @ — gp) =

X (f @ — ¢) = 02 (f). Donc le Théoréme 3.1.6 est complétement démontreé.

3.2 Article 2 : Sur I’exposant de convergence itératif
des solutions d’une équation différentielle linéaire
a coefficients fonctions entiéres et méromorphes

Résultats Récents

On aura besoin de la définition suivante.
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Définition 3.2.1 ([3]) Soit f une fonction entiére. Alors le type p—itératif de f, avec d’ordre
p—itératif 0 < p, (f) < oo est défini par

log, T (r,
7, (f) = lim sup%;)f) (p =1 is an integer) ,

r——400

Récemment, H. Y. Xu, J. Tu, et X. M. Zheng ont traité la relation entre les fontions a

petite croissance et les dérivées des solutions des équations différentielles d’ordre supérieur
O+ A1 () f5 4 A (2) [+ Ao (2) f =0,

avec Ag (z),- -+, Agp_1 (2) sont des fonctions entiéres ou méromorphes et ont obtenu le résultat

suivant.

Théoréme A. ([74]) Soient A;(z) (j =0,1,--- ,k —1) des fonctions entiéres d’ordre fini
qut satisfatent une des conditions suivantes
(l) max{p<Aj) LJ = 1,2, 7k_ 1} <p(A0) < 0.
(i) 0<p(Ap1)=--=p(A) =p(A) <oo et max{T(4;):j=1,2,--- Jk—1} =71 <
T (A()) =T.

Alors, toute solution f # 0 de léquation [BII]) et pour toute fonction entiére ¢ (z) # 0
vérifiant py (¢) < p(Ao), on a

/\2(f(i)_§0):p2(f):p(140)7 (i:071>"'>'

Théoréme B. ([14]) Soient A;(z) (j=1,---,k—1) des polynémes, Ay (z) une fonction
entiére transcendante. Alors pour toute solution f # 0 de l’équation [BII) et pour toute

fonction entiére ¢ (z) d’ordre fini, on a

() Xf—@)=Af—¢)=p(f) =
(i) A(fO =) =A(fD—¢) =p(fP—¢p) =0, (i>1, i €N).

Quand les coefficients sont méromorphes, ils ont démontré le résultat suivant.
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Théoréeme C. ([74]) Soient A;(z) (j=0,1,--- ,k—1) des fonctions méromorphes véri-
fiant max{p(A4;):j=1,2,--- [k —1} < p(Ap) et 6 (00, Ag) > 0. Alors toute solution mé-
romorphe f # 0 de léquation BIT]) et pour toute fonction méromorphe ¢ (z) # 0 vérifiant
p2 () < p(Ao), on a

X (D =) =X (fP —¢) = p(Ay) (i=0,1,---), where f© = f.
Nos contributions

Dans cet article, on améliorera et on étendra les résultats cités ci-dessus en considérant
I’ordre itératif et on obtient les théorémes suivants. Pour des applications des résultats, voir

les papiers de V. Gupta et T. Kim; V. Gupta, H. Sharma, T. Kim et S. H. Lee, [39], [40].

Théoréme 3.2.1 ([I3]) Soient A;(z) (j=0,1,--- ,k—1) des fonctions entiéres d’ordre

p—itératif fini avec i (Ap) = p (0 < p < 00) et vérifiant une des conditions suivantes :

(1) max{p, (4;):j=1,2,--- ,k =1} < p,(Ao).
(i) max{p, (4;) :j=1,2,--  k=1} < p, (Ao) = p(0 < p < 00) et max{7, (4;) : p, (4;) =
Py (Ag)} <7 (Ag) =7 (0 <7 < 0).
Alors toute solution f # 0 de l’équation (ZI11) et pour toute fonction entiére ¢ (z) # 0
vérifiant p,,, (¢) < p, (Ao), on obtient

Mot (FD = 9) =it (F9 = 0) = ppiy (f) = p, (Ag), (1=0,1,---).

Théoréme 3.2.2 ([13]) Soient A; (2) (j =1,2,--- ,k —1) des polynomes, Ag (z) une fonc-
tion entiére transcendante avec 0 < p, (Ag) < oo. Alors toute solution f # 0 de l’équation
(1) et pour toute fonction entiére ¢ () d’ordre p—itératif fini p, () < oo, on a

() A (f =9) =X (f =) = p, (f) = 0.

(71) A (f(i)—gp) =\ (f(i) —<p) =P, (f(i)—go) =o00,i>1,i€N.
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Théoréme 3.2.3 ([13]) Soient A; (z) (j =0,1,--- ,k—1) des fonctions méromorphes d’ordre
p—itératif fini i (Ao) = p(0 < p < 00) wérifiant max{p, (4;) :j=1,2,--- bk —1} < p,(Ao)
et § (00, Ag) > 0. Alors pour toute solution méromorphe f # 0 de l’équation (F17) dont ses

poles sont de multiplicité uniformément bornée et pour toute fonction méromorphe ¢ (2) Z 0

vérifiant p,., (¢) < p, (Ao), on a
Api1 (f(i) — ) =M1 (f(i) — ) =p,(Ao), (i=0,1,---).

Corollaire 3.2.1 ([13]) Sous les hypothéses du Théoréeme 3.2.1, si ¢ (z) = z, alors pour
toute solution f # 0 de (3L11), on a

/\P""l (f(z) _Z) :)\P'Fl (f(l) _Z) = Pp+1 (f) :pp(A0>7 (7’:0717)
Corollaire 3.2.2 ([13]) Sous les hypothéses du Théoréme 3.2.2, si ¢ (z) = z, alors pour
toute solution f # 0 de (311), on a

() A (f =2) =X (f —2) = p, (f) = o0

(i) A (fO —2) =X (fO —2)=p, (fP —2) =00, i>1,ieN.

Corollaire 3.2.3 ([13]) Sous les hypothéses du Théoréme 3.2.3, si ¢ (z) = z, alors pour

toute solution f # 0 de (311) dont ses poles sont de multiplicité uniformément bornée, on a

Moit (FD = 2) = Aper (FO = 2) = p, (Ag) (i=0,1,---).

Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 ([76]) Supposons que f # 0 est une solution de ’équation (F11), Soit g; =

9 — . alors g; vérifient Uéquation

k—1)

k i i i - i
gi( )+ Ukﬂgz( o+ Uggi = — [SO(k) + Ukﬂ‘P(k REREE UOQO] , (3:2.1)

avec

Ui—ll )
UL, and U) = A, j=0,1,2,-+ k-1,

i
i _ rri—1 i—1
Uj - Uj+1 + Uj Uzel j+1»
0

Ul=1(i>1,ieN).
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Lemme 3.2.2 ([28]) Soit f une fonction méromorphe pour laquelle i (f) =p > 1etp,(f) =
p, et soit k > 1 un entier. Alors pour tout € > 0,

f
m (r, T) = O (exp, 577 .

Lemme 3.2.3 ([28]) Soit f une solution méromorphe de (311, supposons que tous les

coefficients A; sont constants. Donnons une constante réelle v > 1, et notons T (r) =
k

—1
YT (r,A;), ona
=0

J

logm (r, f) < T (r){(logr)log T'(r)}", 4 p =0,

logm (r, f) < r**™ 7Y (r) {logT (r)}", if p >0

en dehors d’un ensemble exceptionnel E, avec [ t*~'dt < +o0.
EP

Remarque 3.2.1 On note que dans le Lemme 3.2.3, p = 1 correspond a la mesure Fucli-

dienne et p = 0 a la mesure logarithmique.

Lemme 3.2.4 ([67]) Soit f(z) une fonction méromorphe d’ordre p—itératif fini vérifiant
i (f) = p. Alors il existe un ensemble Ey C (1,4+00) de mesure logarithmique infinie tel que

pour tout r € Ey, on a
log, T'(r, f)
m —F———— =
r—00 log r

Lemme 3.2.5 ([13]) Soient Ay (z), A1(2),---, Ag_1(2) des fonctions entiéres d’ordre p—itératif
fini avec i (Ag) = p (0 < p < 00) et vérifiant max{p, (A;) : j =1,2,--- , k—1} = p; < p, (Ao)

et soit
Ul=A A AE’A
i = At AT g A
et ,
Ui

Ui

i
i _ rri—1 i-1
Uj - Uj+1 + Uj Uzel Jj+1»
0
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avec j =0,1,--- [k—1; A, =1, Uli_l =1leti>1,1i€N. Alors il existe un ensemble Ey5 de
mesure logarithmique infinie tel que pour tout r € Es

max {logp m (7", U;)}

1<j<k—1

log, m (r, Ud)

lim = p, (Ao) > limsup = ;- (3.2.2)

r—00 logr r—00 logr

Preuve. On démontre ce lemme en utilisant la récurrence. Premiérement, quand i = 1, on

!

aUl=Af +A;— A0, =01 k—1let A, =1.
Quand j =0, alors U = A] + Ay — 2_3141' Donc on obtient

A A
m (r,Uy) < m(r, A1) +m(r, Ag) + m (r, A—l) +m (r, A—O) +0(1). (3.2.3)
1 0

De identité —Ag = A} — Uy — 52 A, on a

A, A
m(r, 4o) < m(r, A1) + m (r,Ug) + m (r, A—l) +m (r, A_O) +0(1). (3.2.4)
1 0

Quand j # 0, d’apres les définitions de Uy, on trouve

A Al
m (r,U}) <m(r, A1) +m(r,A;) +m | r, ) em (7“, —0) +0(1), (3.2.5)
Ajn Ao
j=1,2,..,k—1. Comme A; (2) sont des fonctions entieres avec max{p, (4;) : j = 1,2,- -+ ,k—

1} < p,(Ag) < oo, alors d’apres de Lemme 3.2.4, il existe un ensemble E; C (1,+00) de

mesure logarithmique infinie tel que pour tout r € Ey
m(r,Aj1) =o(m(r,A)) (=1,2,..,k—1)
De cela, (3:2.0) et Lemme 3.2.2, on trouve que pour tout r € Fy

max {m (r, Ujl)} < max {m(r,4;) +o(m(r, Ag)) + O (exp,_, )Y+ 0(1)}, (3.2.6)

1<j<k—1 1<j<k—1

pour une constante S < oo en dehors d’un ensemble exceptionnel F; de mesure linéaire finie.

Des équations (3.2.3) , (3.2.4) et (8.2.6]) , on obtient pour tout r € E4\E,

max {logp m (r, Aj)}

1<y<k-1

log, m (r,Uy)
——————" =p (Ag) > p; =1i
e log r Py (Ao) > 1 H:Ligp log r

max {log,m (r,U})}

1< <k—1

> lim sup
00 log r

(3.2.7)
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Maintenant, supposons que (B.2.2)) est valide, pour 7 < n,n € N, donc, il existe un ensemble

E5 de mesure logarithmique infinie tel que pour tout r € Es

max {logp m (r, UJ”) }

1<j<k—1

log, m (r, UF)

lim sup = p, (Ag) > limsup = ;. (3.2.8)

r—00 log r 00 log r

On démontre que ([B2Z2]) est vraie pour i = n + 1. Comme i = n + 1, alors on a

!/
n
UO n

!
n+l __ 7rn no__
Ui =Uia +Uj = e Uihs
0

avec j = 0,1,--- ,k—1; Ur = 1. Quand j = 0, on a U™ = U{ll—i—U{)‘—%U{‘. Alors on

obtient
n+1 n n U(;L, Ulnl
m (r,US™) <m (r,Ug) + m (r,U7") + m i +m T m +0(1). (3.2.9)
0 1
Comme —UJ' = Ulnl — Ut — %U{L, alors on a

Uy Uy
m (r,Ug) < m (r, UgY) +m (r,UP) +m (7’, U—On> +m <r, U_1”> +0(1). (3.2.10)
0 1

Quand j # 0, de la définition de U;”’l, j=12--- k—1letUl!=1o0na

n n

U, ’
m (r, U]ﬁ“) <m (7’, UJ’-“‘H) +m (r, U]”) +m (r, i;:) +m (r, Z,—O(?) +0(1). (3.2.11)
J

Des équations (3.2.8)) — (8.2.11]) , il existe un ensemble E5 de mesure logarithmique infinie tel

que pour tout r € Ex

log, m (r, UMt log, m (r, U}
lim —8r (rU5™") — lim M = p, (Ay)
r—00 log r r—00 log r P
n +1
o max {log,m(nUf)}  max {log,m (rUj™)}
> p; = limsup = lim sup (3.2.12)
00 logr r—00 logr

D’ou, la preuve du Lemme 3.2.5 est compléte.
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Lemme 3.2.6 ([13]) Soient Agy, Ay, -+, Ax_1 des fonctions méromorphes d’ordre p—itératif
fini. St
) 1<1§1<a]§< 1 {logp (r, Aj)}
lim sup =05
00 log r

et il existe un ensemble Eg de mesure logarithmique infinie tel qu’on ait

log, m (r, A
lim 06 MAT: Fo) (r, Ao)

r—00 log r

=y > [

pour tout v € Es, alors toute solution méromorphe f # 0 de (I1.1) vérifie p,(f) = oo et
pp+1 (f) > 62'

Preuve. Supposons f # 0 est une solution méromorphe de I'équation B.II)). Si p, (f) =
p < 0o, alors de I'équation (B.1]), on a

m (r, Ao) < im( ,f(j>+§m(r,z4j)+0(1).

Jj=1

D’aprés le Lemme 3.2.2, on a
k—1
m(r, Ag) < O (expp_2 ) + Z m(r,A;)+ 0O (1),
j=1

en dehors d’un ensemble exceptionnel E; de mesure linéaire finie. D’apres les hypothéses du
Lemme 3.2.6, il existe un ensemble Fg de mesure logarithmique infinie tel que pour tout

|z| = r € Eg\F1, on a pour tout ¢ (0 < 2¢ < 3, — ;)
expy 1 {1777} < O (exp, %) + (k — Dexp, , {1777},
et alors d’aprés le Lemme 2.2.4, on obtient
Ba < B

De cela on obtient une contradiction. Donc p, (f) = oo.

Maintenant, on assume que f # 0 une solution méromorphe de (B.1.1]) avec p, (f) = oo. De

I'équation ([B.I1) on a
k f(] k—1
(r,Ag) < Zm (7", ) Zm (r,A;)+0O(1). (3.2.13)
j=1

Jj=1
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D’apres le Lemme 2.2.3 and (B8.2.13), on trouve

k—1
m (r, Ag) < O {logrT (r, /) + Y _m(r,A;), r & Ey, (3.2.14)

j=1
avec Fy C [1,+00) est un ensemble de mesure linéaire finie. D’apres les hypotheses du

Lemme 3.2.6, il existe un ensemble Fg de mesure logarithmique infinie tel que pour tout

|z| = r € Fg\Fs, on obtient en utilisant (3.2.14)
exp,_1 {r’ 7} <O{logrT (r, /)} + (k — 1) exp,_y {r""}, (3.2.15)

avec 0 < 2 < 85 — ;. De la relation (B.2.15]) et du Lemme 3.2.4, on trouve

Pp+1 (f) = By

Lemme 3.2.7 ([37], Theorem 3) Soit f(z) une fonction méromorphe transcendante, et soit
a > 1 une constante donnée. Alors il existe un ensemble Er C (1,00) de mesure logrithmique
finie et une constante B > 0 qui dépend uniquement de v et i, j (0 < i < j < k), tels que

pour tout z vérifiant |z| =r ¢ [0,1) U E7, on a

()

De ce lemme, on obtient le résultat suivant.

(log® r)log T'(avr, f)} : )

Lemme 3.2.8 ([13])Soit f une fonction méromorphe transcendante d’ordre p—itératif fini
pp (f) = p < +oo, H = {(k1,j1), (ka, J2) , -+, (ky, Jg)} un ensemble fini des entiers vérifiant
ki >3 >0 (=1,---,q) et soit € > 0 une constante donnée. Alors, il existe un ensemble
Es C (1,+00) de mesure logarithmique finie, tel que pour tout z vérifiant |z| ¢ Es U [0,1] et
pour tout (k,j) € H, on a

)
2)

S i

7
‘ f@(

Preuve. La définition

. log,T (r, f)
pp (f) = 1335301)]’107
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implique pour pour tout £; > 0, il existe R > 1 tel que pour tout » > R, on a
T (r, f) <exp,_4 {r’*}. (3.2.16)

Combinons (3.2.16) avec Lemme 3.2.7, pour o > 0, il existe un ensemble Eg = [1, R| U E;
ayant une mesure logarithmique finie et une constante B > 0, tels que si |z| ¢ Es U0, 1], on

obtient

f® (2) exp,_; {(ar)’™} - ki
7O (2) <B{ . (log® ) exp, 5 {(ar) }} .

Donc, il existe une constante ¢ > 1+ ¢y, telle que si |z| ¢ Es U [0, 1], on a

f(k() p—14e kj
)] < o, ()

Lemme 3.2.9 ([3]) Soit f(z) une fonction entiére d’ordre p—itératif 0 < p, (f) < 400 et

de type p—itératif 0 < 7, (f) < oo. Alors pour tout B < 1, (f) donné, il existe un ensemble

Eq C [1,400) de mesure logarithmique infinie, tel que pour tout r € Eg, on a

log, M (r, f) > Bree(f)

Lemme 3.2.10 (/15]) Soient Ay (z), A1 (2), -+, Ax_1(2) des fonctions entiéres d’ordre p—itératif
fini et vérifiant max{p, (4;) : j = 1,2,--- k= 1} < p,(Ao) = py (0 < py < 0) and
max{7, (4;) : p, (A;) = p,(A0)} = 71 < 7, (Ao) = 7 (0 <7 < o0) et soient U, U} cités
dans le Lemme 3.2.5. Alors pour tout € (0 < 2 <7 — 71) donné, il existe un ensemble Fi

de mesure logarithmique infinie tel que
‘U“ exp,, {(r1+¢)rf2}, !U ‘ epr{(T —e)rf2}, (3.2.17)

avect > 1,1€Netj=1,2--- k-1

Preuve. On démontre le lemme en utilisant la démonstration par réccurence.

(1) En premier on démontre que U ( =0,1,--- , k — 1) vérifie (3.2.I7) quand i = 1. D’aprés

l

la définition de U} = AJJrl + A — AL (FA0) et Ul = A+ Ay — gAl, on a
A A
1 1 0
|Ug| > [Ao| — A4] ( ‘—0 ) (3.2.18)
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!/

A A
U] < \A!+!A+1!< e

Ajn Ao
D’apres le Lemme 3.2.8, Lemme 3.2.9 et (3.218) , (3:2.19) , pour tout € (0 < 4e <7 —74), il

> j=1,2,-- k-1, A, =1. (3.2.19)

existe un ensemble F;q de mesure logarithmique infinie tel que

‘UO ‘ exp,, { (7‘ — Z) r”2} — 2exp, { (7‘1 + Z) r”z} exp,_1 {rM}

> exp, {(7’ — %) 7“”2} (3.2.20)

et

‘Ul‘ exp,, { (7’1 + Z) 7’”2} + 2exp, { (71 + Z) T”2} exp,_; {TM}

gempp{<71+—§)r%},tj#(L (3.2.21)

avec M > 0 est une constante, pas nécessairement la méme a chaque fois.

(2) Maintenant, on montre que U} (j =0,1,--- ,k — 1) vérifie (3217) quand 7 = 2. D’aprés

, A
Uy =U{ +Uy — >U{
UO
et
1/
U =Uly + U} — [ﬂU+D’—LZ~Wk—Ll@EL
on obtient
Ul uY
U lf—U( +i) (3.2.22)
| 0} } 0’ | 1‘ Ul UOI
et
v !
U2 < U} + Ut | |55 Yl) j=t2. k-1 (3.2.23)
J j+1 Ul Ul y J ) &y ) . /N
j+1 0

D’apres les conclusions de (1) et le Lemme 3.2.8, (3.2.20) — (3.2.23)), on obtient pour tout

|Z‘ =rc E10

‘Uo ’ exp,, {(7‘ — g) sz} — 2exp, { (7‘1 + g) rp2} exp,_1 {TM}

> exp, {(T —¢)r”} (3.2.24)
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et

U < e, (10 5) 77 w20, { (7 ) ey {71)

<exp, {(11+¢)r”2}, j#0. (3.2.25)

(3) Supposons que ([B.2.17) est vraie pouri < n,n € N, c’est a dire, pour tout € (0 < 4e < 7 — 71)

donné, il existe un ensemble Fjy de mesure logarithmique tel que
‘UZ‘ exp, {(T1 +e)r*2}, |Uj| = exp, {(r —e)r"}, i<n, j=1,2,---  k—1. (3.2.26)

De UM = U + UY

Pet UMt = UM, + U — Y Uy (=1, k=1), Ur =1,

on a
n+1 n n U_lnl U;.n'
ve+t| = |vg) ,U1‘< o |+ | o > (3.2.27)
et , ,
Jj+

Alors, d’aprés le Lemme 3.2.8 et (3.2.26) — ([8.2.28)), pour tout |z| = r € Ey,

U7%1] < expy {(ra )72} + 2exp, {71+ ) 2 exp, o {7

<exp, {(71 +2¢)r2} (3.2.29)

pour j # 0, et

[U5+1] > exp, {(r = )12} = 2exp, (1 +2) 1 exp, - {1}

> exp, {(7 —2¢) 2} (3.2.30)
D’oul la preuve du Lemme 3.2.10.
Lemme 3.2.11 ([13]) Soient Ao, Ay, -+, Ax_1 des fonctions méromorphes d’ordre p—itératif
fini avec i(Ag) = p (0 < p < o00) telles que max{p, (A;) : j = 1,2, -1} =p, <

pp (Ag) = ps et § = 6 (00, Ag) = hﬂloglf”;( ’;‘c‘;) > 0. Alors toute solution méromorphe f # 0

de léquation (3L1) vérifie p,,, (f) = p, (Ao) = ps.
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Preuve. On assume que f (z) # 0 est une solution méromorphe de I'équation (811]) . D’apres

BLI) on a

i N &
m (r, Ag) < Zm <7’,—> + Zm(r,Aj) +0(1).
=1 / =1
D’apres le Lemme 2.2.3, on obtient
k-1
m (r, Ag) < O{logrT (r, /) + Y m(r,A;), r ¢ By, (3.2.31)
j=1

avec Fy C [1,400) est un ensemble de mesure linéaire finie. D’apres le Lemme 3.2.4, il existe

un ensemble F; de mesure logarithmique infinie tel que pour tout |z| = r € Fy, on a

log, T (r, Ao)

7—00 log r

= pa. (3.2.32)

Comme 6 (00, Ag) > 0, alors pour tout € (0 < 2¢ < min {4, p; — p,}) donné et pour tout
r € By, d’apres (3.2.32)) , on obtient

m (r,Ag) = (6 —e) T (r, f) = (6 —e)exp,_, {r™* °}. (3.2.33)

D’apreés les équations (3.2.31]) et (8.2.33)) , on a pour tout € (0 < 26 < min{J, p; — p,}) donné
et pour tout |z| =1 € Ey\Es

(0 —¢e)exp, , {r™°} <O{logrT (r, f)} + (k — 1) exp, ; {r"*}. (3.2.34)

D’apres (3.2.34) et le Lemme 2.2.4, on trouve

Pp+1 (f) = ps- (3.2.35)

Lemme 3.2.12 ([13]) Soient Ao, Ay, -+, Ax_1 des fonctions méromorphes d’ordre p—itératif
fini. S’il existe des constantes positives ps, v, (0 < o < 3) et un ensemble Ey; de mesure
logarithmique infinie tels que
| Ao (2)] > exp, {Br*s} (3.2.36)
et
max{|A; (2)|: j=1,2,--- k- 1} <exp,{ar’} (3.2.37)

est vrai pour tout |z| = r € Eyq. Alors toute solution méromorphe f % 0 de ’équation (31.1)

vérifie p,1 (f) = ps.
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Preuve. On assume que f # 0 est une solution méromorphe de 1'équation ([B.IT]). D’apres

(B.LT)), on obtient

k-1 (J)

| Ap| < 'f;k (3.2.38)

D’aprés le Lemme 3.2.7, il existe un ensemble E; de mesure logarithmique finie tel que pour

|4,
j=1

tout |z| =r ¢ E;, on a

‘f(j) (2)
f(2)

avec B > 0 est une constante. Substituons [B.2.30), B.2.37) et (B:239) dans (3.2.38), on

obtient pour tout |z| =r € Ey; — Er

<B[T @, A, j=1,2,-- K, (3.2.39)

exp, {8r*} < BE[T (2r, /)" exp, {ar’s} . (3.2.40)

Comme 0 < a < 3, alors d’apres (3.2.40) , et Lemme 2.2.4, on peut déduire que i (f) > p+1
et

Pp+1 (f) = ps.

Lemme 3.2.13 ([22]) Soit p > 1 un entier et soit f (2) une solution méromorphe de l’équa-
tion différentielle

FO 4 Ay f* D 4 4 A f = F,
avec Ag, Ay, -+ , A1 et F Z 0 sont des fonctions méromorphes
(i) Si max{pp (F),p,(A;) (j=0,1,2,--- ,k—l)} < p,(f) = p < oo, alors Xp(f) =
Ao () =0, (f) -

(ZZ) 51 max {perl (F) perl( ) (] = O’ 1727' o ’k - 1)} < perl (f) = p <00, alO?"SXp+1 (f) =
Apy1 (f) = Pp+1 (f)-

Lemme 3.2.14 ([520]) Soient Ay (2),- -, Ak—1(2) des fonctions entiéres telles que i (Ap) =
p (0<p<oo). Siou bien max{i(4;) : j = 1,2,--- ,k — 1} < p ou max{p,(4;) : j =
1,2,---,k — 1} < p,(Ao), alors toute solution f # 0 de (1.1) vérifie i (f) = p+ 1 et
Pp+1 (f) = Pp (Ao) -
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Lemme 3.2.15 (/3]) Soient Ag, Ay, --- , Ax_1 des fonctions entiéres d’ordre p—itératif fini,
et s0it i (Ag) = p (0 < p < 00). Supposons que max{p, (A;) :j =1,2,--- [ k—1} < p, (Ag) =
p(0 < p < o0) et max{7, (A;) : p, (A;) = p, (Ao)} < 7, (Ag) =7 (0 < 7 < 00). Alors toute
solution f # 0 de l’équation (Z11) vérifiei (f) =p+1 et p,., (f) = p,(Ao) = p.

Preuve des Théorémes

Preuve du Théoréme 3.2.1

On considere deux cas.
Cas 1. Supposons que max {pp (Aj):7=1,2,--- k— 1} < p, (Ag) < o0.

(i) Premiérement, on montre que A+ (f —¢) = Xpr1 (f — ) = ppq (f) = p,(4o). On
assume que f # 0 est une solution de ([B.II)). D’aprés le Lemme 3.2.14, on a p,,, (f) =
pp (Ao) . Posons g = f — . Comme p,,,, (¢) < p, (Ao), alors p,1 (9) = ppi1 (f) = p, (Ao) et
A1 (9) = Mot (f — )5 Apr1 (9) = Apr (f — ) . En substituant f = g + ¢ dans I'équation
(BI1), on trouve que g vérifie I’équation

9% + A gD o Agg = — [0 + Ay 10® Y o 4 Agg] . (3.2.41)

Posons F = ¢®) + A, _1p*=D 4 ... 4 Ajp. Si F = 0, alors d’aprés le Lemme 3.2.14, on
a ppi1(0) = p,(Ao), qui est une contradiction. Donc F' # 0. D’aprés les hypotheses du

Théoréme 3.1.2, on trouve
max {pp+1 (F> » Pp+1 (A]) (.] = 07 1727 U 7k - 1)} < Pp+1 <g> = Pp (AO) :
D’aprés le Lemme 3.2.13 (ii), on a Ayi1 (f — ©) = Aps1 (f — @) = ppir (f) = p, (Ao) .
(ii) Deuxiément, on montre que Ap1 (f' — ) = N1 (f' — @) = p,11 (f) = p, (Ag) . Posons
g1 = f'—,alors p,., (91) = ppi1 (f) = p, (Ao) . D’aprés le Lemme 3.2.1, on trouve que g,

vérifie équation (B21) . Posons Fy = oW+ UL o® V... 4+ Ulp, avec Ul (j =0,1,--- k-

1) cités dans le Lemme 3.2.1. Si F}; = 0, alors d’aprés le Lemme 3.2.5 et le Lemme 3.2.6, on
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obtient p, ., (¢) = p, (Ao), contradiction avec p,,, (¢) < p, (Ao). Donc Fy # 0. D’apres le

Lemme 3.2.13 (ii), on a

XP+1 (f' =@) =X (f =) = Pp+1 (f) = Pp (Ao) -

(iii) Maintenant, on montre que A\, 1 (f" — ) = A1 (f — @) = Ppi1 (f) = p, (Ag) . Posons
g2 = " =, alors p,, (92) = ppy1 (f) = p, (Ao) . D’aprés le Lemme 3.2.1, on trouve que g,
vérifie équation (B.21) . Posons Fy = o™+ U2 1"V ...+ Up, avec U?(j = 0,1, , k—
1) cités dans le Lemme 3.2.1. Si F;, = 0, alors d’aprés le Lemme 3.2.5 et le Lemme 3.2.6, on
a ppi1 (0) = p, (Ag), contradiction avec p,, (») < p, (Ao) . Donc Fy # 0. D’aprés le Lemme
3.2.13 (ii), on a

M1 (f" = @) = X1 (f" = @) = ppar (f) = p, (Ag) -

(iv) On pose g3 = f" — ¢, alors p,.; (93) = p,1 (f) = p, (Ao) . D’apres les Lemmes 3.2.1,

3.2.5, 3.2.6 et le Lemme 3.2.13 (ii), utilisons les mémes arguments comme dans le Cas 1 (iii),

on peut trouver Apy1 (f" =) = A1 (f" = 9) = ppy1 (f) = p, (Ao).

(v) On montre que Apy1 (f =) = X1 (fO — ) = poi (f) = p,(Ag), i > 3, i €
N. Posons g; = [ — ¢, alors p, 1 (3:;) = ppi1 (f) = p,(Ao). Daprés le Lemme 3.2.1,
on trouve que g; vérifie I'équation [B.2.1). Posons F; = o®) + Ui o*= Y 4+ ... 4 Ulp,
avec U; (j=0,1,--- k=1, i > 3,7 € N) sont cités dans le Lemme 3.2.1. Si F; = 0, alors
d’aprés le Lemme 3.2.5 et le Lemme 3.2.6, on a p,,, (¢) > p,(Ao), contradiction avec
Ppi1 (#) < p, (Ag). Donc F; # 0. D’apres le Lemme 3.2.13 (i), on obtient A1 (f® — ¢) =
M1 (fO =) = ppis () = p, (Ao) (>3, i €N).

Cas 2. Supposons que max{p, (4;) : j = 1,2,--- ,k =1} < p,(Ag) = p (0 < p < o0) et
max{7, (4;) : p, (4;) = p, (A0)} <7p(Ag) =7 (0 < T < 00).

(i) Premiérement, on montre que Ay (f —¢) = M1 (f — @) = ppr (f) = p,(Ao). On
assume que f Z 0 est une solution de I'équation (B.IL1]). D’apreés le Lemme 3.2.15, on a
Ppi1 (f) = p,(Ag). On pose g = f — ¢. Comme ¢ # 0 est une fonction entiere vérifiant

Ppi1 (0) < p,(Ag), alors p,.(9) = ppyr (f —¢) = p,(Ao) et A1 (9) = X1 (f — ).,
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Mp11(9) = Api1 (f — ). Substituons f = g + ¢ dans I'équation (B.I1.1]), on trouve que g
vérifie (B.2.4T)). Posons F = ®*) + A, _1o*=D 4 ... 1 Agp. Si F = 0, alors d’aprés le Lemma
3.2.15, on a p,.; (p) = p,(Ao), ce qui est une contradiction. Donc F' # 0. D’aprés les
hypotheses du Théoréme 3.2.1, on obtient

max {pp+1 (F>7 Pp+1 (Aj) (j =0,1,2,--- 7k - 1)} < Pp+1 (g) = Pp (AO) :

D’aprés le Lemme 3.2.13 (ii), on obtient Ayy1 (f — @) = Apy1 (f — @) = pprr (f) = p, (Ao) -

(ii) Maintenant, on montre que Ap1 (f' — ) = Apy1 (f' — @) = ppuq (f) = p, (Ag) . Posons
g1 = f' — . Comme ¢ # 0 est une fonction entiére vérifiant p,,, (¢) < p,(Ao), alors
Ppi1(91) = ppiq (f) = p, (Ag). D’apres le Lemme 3.2.1, on trouve que g; vérifie I’équation
B.21) . Si Fy =0, alors d’aprés le Lemme 3.2.10 et Lemme 3.2.12, on a p,.; (¢) = p, (4o),
contradiction avec p,,; (¢) < p,(Ao). Donc F1 # 0. D’aprés le Lemme 3.2.13 (ii), on a
Apt1 (f = @) = A1 (f' = @) = ppis (f) = p, (Ao) . Similaire aux arguments comme dans Cas
1 (iii) — (v) et en utilisant les Lemmes 3.2.1, 3.2.10 et 3.2.12, on peut trouver A, (f) — ¢) =
Aot (fD =) = ppyr (f) = p,(Ao), i > 1,i € N. D’ou la preuve du Théoreme 3.2.1 est

compléte.

Preuve du Théoréme 3.2.2

Comme A;(z) (j=1, 2, ---, k—1) sont des polynomes et Ay est une fonction entiére
transcendante avec 0 < p, (Ag) < 0o, c’est a dire A; (z) (j =0,1,2,--- ,k — 1) vérifient les
conditions du Théoreme 3.2.1 (i). En utilisant les mémes arguments comme dans le Théoréme

3.2.1 et le Lemme 3.213 (i), on peut obtenir les conclusions du Théoréme 3.2.2 facilement.

Preuve du Théoréme 3.2.3
On assume que f # 0 est une solution méromorphe de ’équation (3.1.T]). D’apres (3.1.1]) on

trouve que les poles de f (z) peuvent seulement se produire sur les poles de Ag, Ay, -+, Agp_1.
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Notons que la multiplicités des poles de f est uniformément bornée et donc on a
k—
N (r, f) < MyN ZNTA
< Mmax{N(r,A;):j=0,1,---  k—1},
avec M; et M sont des constantes positives. Ce qui donne
T(r,f)=m(r,f)+ O (max{N(r,4;):j=0,1,--- ,k—1}). (3.2.42)
Appliquons maintenant (3.2.42) avec le Lemme 3.2.3, on obtient

Pps1 (f) < pp (Ao) - (3.2.43)

D’aprés les conditions du Théoréeme 3.2.3, on peut facilement obtenir les conclusions du
Théoreme 3.2.3 en utilisant les mémes arguments comme dans le Théoréeme 3.2.1, I'estimation

B3.243)) , le Lemme 3.2.11 et le Lemme 3.2.13 (ii).



Chapitre 4

Croissance et oscillation des équations
différentielles linéaires a coefficients
méromorphes d’ordre [p, q| — ¢

Résultats Récents

Pour n > 2, on considére les équations différentielles linéaires

FO 4 A, fOY 4 Agf =0, (4.0.1)
fO A, Y 4 Agf = F, (4.0.2)
avec Ag, A1, ..., A,_1, F sont des fonctions méromorphes. Dans [48], [49] , Juneja, Kapoor,

et Bajpai ont étudié 'ordre [p, ¢| des fonctions entiéres et ont obtenu des résultats sur leurs
croissance. Conformément aux définitions générales des fonctions entiéres d’ordre p—itérative,
dans [58] Liu-Tu-Shi a donné une petite modification de la définition initiale de l'ordre [p, q]
donné dans [50] et [52]. Avec ce nouveau concept, l'ordre [p,q| des solutions des équations
différentielles linéaires complexes (L0 d))et (£.0.2) a été amélioré dans le disque unité et dans
le plan complexe (voir [3], [4], [6], [55], [58]). Dans [29], I. Chyzhykov, J. Heittokangas et
J. Rattya ont introduit la définition de 'ordre ¢ des fonctions méromorphes dans le disque

unité comme suit.
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Définition 4.0.2 ([29]) Soit ¢ : [0,1) — (0,400) une fonction croissante non bornée, l’ordre
w de [ dans le disque unité est défini par
. log T'(r, f)
o (f,¢) = limsup—=—-—==-,
r—co  lOg (T)
Récemment, X. Shen, J. Tu et J. Xu ont introduit le concept de l'ordre [p,q] — ¢ des
fonctions méromorphes dans le plan complexe pour étudier la croissance et les zéros des

équations différentielles de degré deux.

Définition 4.0.3 (/65]) Soit ¢ : [0, +00) — (0,+00) une fonction croissante non bornée, et
p,q des entiers positifs vérifiant p > q > 1. L’ordre [p,q] — ¢ et l'ordre [p,q| — ¢ inférieur
d’une fonction entiére f sont définis respectivement par

long(r, f)

Y

Olpg (fr) = limsup og. & (1)
r—00 q

log, T'(r, f)
/'L[p,q] (f) SO) 171‘1_1:)2 1qu © (7,)

Définition 4.0.4 Soit f une fonction entiére vérifiant 0 < oppq (f,¢) = 0 < 00, alors le

type [p,q] — ¢ de f(z) est défini par

. log, M (r, f)
T () = limsupg 2=,
r—00 Q71

Définition 4.0.5 Soient p,q des entiers tels que p > q > 1. Soit f une fonction entiére
vérifiant 0 < py, o (f,p) = p < 00, le type inférieur [p,q] — ¢ de f est défini par

log, M (r, f)
Tipg (s @) = liminf—=> :
. oo [log,_; ¢ (r)]"

et si f est méromorphe, alors on a

lOg T (Ta f)
Tipa) (f, ) = limin [log,— @ (r)]"

Définition 4.0.6 (/65]) Soit f une fonction entiére. L’exposant de convergence [p, q] — ¢ des
zéros (distincts) p,q] — ¢ de f est défini par

log, n <7", %)

Ap.g (f,9) = limsup——~5;
pal (/) r—oo  log, o (r)
1

B log, n <T, ?>
Ap.g (fy9) = limsup————~
al (/) r—oo  log, o (r)
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Et l'exposant des zéros distincts inférieur de f est défini par
~ log, n (T, %)
A = liminf ———*
Alp,q] (fa 90) 151_1)10101 1qu © (’I“)

Remarque 4.0.2 Si ¢ (r) = r dans les définitions ci-dessus on obtient les définitions de

Uordre [p, q|, type et lexposant de convergence.

Remarque 4.0.3 Dans ce chapitre, on assume que @ (1) vérifie toujours ces deuz conditions

(sauf que si ce sera indiqué)

. . log, 17
i) lim —=2 =0
(1) oo 108, ()

(i) I % =1 pour un a > 1.
T—00 q

De cette remarque on obtient la proposition suivante.

Proposition 4.0.1 Supposons que ¢ (r) vérifie les deux conditions (i) — (i1) :

1. Si f (z) est une fonction méromorphe, alors

log, n (r, l) log, N (r, l)
Ap.g (f,) = lim supp—f = lim supp—f;
r—oo 108, @ (1 r—oo  log, @ (1)
_ 1 W 1
P A ) DL b))
pal M oo l0g, (1) roo log, @ (r)
2. f(2) est une fonction méromorphe, alors
log, n (r l) log, N (r l)
< .. V f .. D o f
Ao (f,p) =liminf ——2% = liminf ————%
pa (o) = B S~ P g0 )

Preuve. Pour la démonstration de 1. voir ([29]). On démontre 2.. On a

V(1) - O/T"@’%)"(“’%)dtm@,;)

t
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Il s’ensuit que pour r > ro > 1

W) v () - [0
0

- ] b <t7 %> " <O, %> dt +n <O, %) (logr — logrg)
= /Mdt <n (r, l) log . (4.0.3)

N . 1 .
Alors d’aprés ([E03) et lim —2*L% = (), on obtient

r—o0 1084 (1)

o log, N (r, %)
liminf ————+ (4.0.4)
r=oo log, ¢ (1)

log, n (r, l) lo r log, n (r, l)
< max | liminf p—f, lim supM = lim inf N
r—ce log, ¢ (r r—oo l0g, ¢ (1) r—co” log, ¢ (r)

D’autre part, comme a > 1, on a pour r > 1
ar — 1 — 1
o] n(t)-n(05) 1
N (ar, —> = / ! ! dt +n (0, —) log ar
t f
0
fnftg) (o) 1
/ d d dt +n (0, —) log ar

f
_ 1 _ 1 _ 1
(n (r, ?> —-n <07?>) loga +7n <O,?> log ar
=n <r, 1) loga+n (O,l) log r
f f

=70 (r, %) loga + 71 (O, %) logr >n (7", %) log «v (4.0.5)

v

v
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D’apres ([A.0.5) et lim 8ps olor) 1, on trouve

oo logge(r)

. log, N (T’ %) . [logn (T’ %) log, ¢ (7)
Iiminf—————2 > liminf .
r—oo  log, ¢ () r—00 log, ¢ (r) log, ¢ (ar)

log, n (7“, l) 1
> liminfp—f.iminfogq—go(r)
r—oo log,(r) oo log, ¢ (ar)

log, n (7“, l)
= liminf—————+.
r—oo log, ¢ (r)
D’apres (A.0.4) et (A0.6), on obtient le résultat.

(4.0.6)

<~

Plusieurs auteurs ont étudié les propriétés de l'oscillation de 'équation (A.0.1]) et ont
obtenu beaucoups de résultats quand les coefficients dans (A.0.1]) sont des fonctions entiéres
ou méromorphes sous certaines conditions sur 'ordre [p,q|. Récemment Hu et Zheng ont

étudié la croissance de ’équation (4.0.1]) et ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme A. ([45]) Soiet p,q des entiers tels que p > q¢ > 1 ou p > q = 1, et soient
Ag, ..., A1 des fonctions méromorphes. Supposons que A, g <AL0> < g (Ao) < 00, et que
max {U[pm (A;),7=1,..,n— 1} < g (Ap) et max {T[p,q} (Aj) s opg (4;) = Hip.al (Ao),J # O}
< Tppg (Ao) = 7. Si f(#0) est une solution méromorphe de (&0.J) vérifiant

N (r, f)

LD <ot o) (0 )

alors on a

z[p-‘,-l,q} (f - ’l/}) = :u[p—l—l,q] (f) = /”L[p,q} (AO)
S Oy (AO) = Olp+1,q] (f) = 5‘[p+1,q] (f - ¢) )

avec 1 (z) (# 0) est une fonction méromorphe telle que oppy1,4 (V) < pp 4 (Ao) -

Théoréme B. ([45]) Soient p,q des entiers tels que p > g > 1 ou p > q = 1, et soient

Ag, ..., Ap_1 des fonctions méromorphes. supposons que A, g (ﬁ) < Hppq (Ao) < 00, et que

n—1
max {opq (4;),j=1,..,n—1} < L, (Ao) et limsup ) % < 1. Si f(#0) est une
j=1

A
r—00 (r,40)
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solution méromorphe de l’équation ([EO0.J]) vérifiant

N (r,
ﬁ < exp,i {blogqr} (b < Bl (Ao)) ,

alors on a

z[:D+1,<1} (f =) = ppr1q (f) = pipg (Ao)
< Opg (Ao) = Olp+1,q) (f) = 5‘[p+1,q] (f =),

avec 1 (z) (# 0) est une fonction méromorphe telle que opp1,4 (V) < pp, 4 (Ao) -

Pour le cas ot le coefficient Ag est remplacé par un coefficient arbitraire A, (s € {1,...,n — 1}),

ils ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme C. ([65]) Soient p,q des entiers tels que p > q > 1, et Ay, ..., A,_1 des fonctions
méromorphes. Supposons qu’il existe un Ag (0 < s <n — 1) avec Ap g <A%> < g (As) <00
et que max {a[p,q] (A)),j # s} < pppq (As) et max {T[nq} (Aj) 2 oppg (Ag) = g g (As) 5 # s} <

Tipg (As) = 7. Alors toute solution méromorphe f (# 0) de (0] vérifiant
N(r, f)
N (r, f) < OXPpi1 {bIqu T} (b S Hipg <A0)) )
satisfait

Hip+1,q) (f) < Fip,q) (A4s) < Hip.q] (f) et Op+1,q] (f) < Olp,q] (4,) < Olp,q] (f)-

Et si [ est une solution méromorphe non transcendante de ([AL0J]) est polynomiale de degré

deg(f) <s—1.

Nos Contributions

Le but de ce papier est utiliser le concept des fonctions méromorphes d’ordre [p, g| — ¢ pour

améliorer les résultats cité ci-dessus.
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Théoréme 4.0.4 Soient p, q des entiers tels quep > q>1oup >q=1, et Ay, ..., A,_1 des
fonctions méromorphes. Supposons que A, g (Aio, go) < Hip gl (Ao, p) < 00, et que
max {a[pﬂ] (Aj,¢),j=1,...,n— 1} < Lipg (Ao, ) et
max {T[pﬂ] (Aj, @) s opq (Aj,0) = Lip.al (Ao, ), # 0} < Tipd (Ao, p) = T, et avec ¢ satisfait
les conditions (i) — (i) . Si f (£ 0) est une solution méromorphe de (4.0-1)) vérifiant

N (r, f)

N (7’, f) < €XPp1 {blqu ¥ (T)} (b < :u[p,q] (A07 30)) )

alors on a

Apirg (F = 0,0) = tpirg (F;0) = Bipg (Ao, ) < g (Ao, 9) = Tppirg (Fr9) = Aprng (F =¥, 9)

avec 1 (z) (# 0) est une fonction méromorphe telle que opy1q (¥, ) < 1, g (Ao, #) -

Théoréme 4.0.5 Soient p,q des entiers tels quep > q>1 orp>q=1, et Ay, ..., A,_1 des

fonctions méromorphes. Supposons que A, g (ALO, 90) < Hip gl (As, ) < 00, et que

n—1
max {U[p,q] (Aj,p),j=1,...,n— 1} < Lppq (Aos ) et limsup > % < 1, et avec p vérifie
j=1

7A0)
r—00

les conditions the conditions (i) — (i) . Si f (# 0) est une solution méromorphe de (4.0.1)

vérifiant
N (r, f)

N(r.f)

< epr—‘,—l {blqu ¥ (T)} (b S :u[p7q] (A()a (10)) )
alors on a
z[10+17q] (f -, 90) = Hipt1,q) (f’ 90) = Hipgq (Afb 90> < Oppg] (AOa 90) = O[p+1,q] (fv 80) = 5\[p+1,q} (f -, 90> )

avec v (2) (# 0) est une fonction méromorphe telle que o114 (), 0) < pip g (Ao, @) -

Théoréme 4.0.6 Soient p,q des entiers tels que p > q > 1, et Aq, ..., A,,_1 des fonctions mé-
romorphes. Supposons qu’il existe un A, (0 < s <n—1) avec Ay g <A%, gp) < Pppg (As, ) <
oo et que

max {op,q (4;,¢),j # s} < Iipq (As, ) et
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max {7pq (Aj, ©) 0 g (A 0) = g (Ass ) J# 5} < Tpp g (As, ) = 7, et avec p vérifie
les conditions (i) — (i) . Alors toute solution méromorphe transcendante f (# 0) de (4.01)

vérifiant

%E:: ;; < €XPpig {blogq ® (7’)} (b < Bipg (Ao, 4,0))

satisfait

Bpr1,q (Fr 0) S g (As, 0) < g (f,0) and o g (f,9) < 0pg (Ass ) < 0pg (f,0) -

Et si f(z) est une solution méromorphe non transcendante de ({.0.1) est polynomiale de

degré deg (f) < s—1.

Lemmes préliminaires

Lemme 4.0.16 (/28]) Soit f est une solution méromorphe de (.01, supposons que tous

les coefficients A; (z) sont constants. Donnons une constante réelle v > 1, et notons T (r) =
n—1
YT (r,A)), ona
~

J

logm (r, f) < T (r){(logr)logT (r)}", if p=0

and

logm (r, f) < r?*™7 1 (r) {log T (r)}", if p > 0,

en dehors d’un ensemble exceptionnel E, avec [ tP~'dt < +oc.
EP

Remarque 4.0.4 Spécialement, si p = 0, alors l’ensemble exceptionel Eq a une mesure

logarithmique finie [ % = mEy.
Ey

Lemme 4.0.17 (/2], [37]) Soit g : [0,400) — R, h: [0,+00) — R une fonction monotone
croissante. Si (i) g (r) < h(r) en dehors d’un ensemble exceptionel de mesure linéaire finie,
ou (i) g (r) < h(r),r ¢ E1U(0, 1], avec £y C [1,00) est un ensemble de mesure logarithmique

finie, alors pour tout B > 1, il existe 1o = 19 (3) > 0 tel que g (r) < h(Br) pour tout r > ry.
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Lemme 4.0.18 ([/1|]) Soient f une fonction méromorphe transcendante et n > 1 un entier.

Alors

- ( / ;,)) — 0 log (4T (r, f)))

en dehors d’un ensemble exceptionel E5 de mesure linéaire finie, et si f est d’ordre fini, alors

m (r, #) =0 (logr).

Lemme 4.0.19 Soit f une fonction méromorphe vérifiant py, 4 (f, ) = p < oo avec ¢ (r)

. .1 . L
vérifie seulement lim logg plom) _ pour un certain o > 1. Alors il existe un ensemble E; C

r—oo 108 ¢(r)
(1,00) de mesure logarithmique infinie tel que pour tout r € Ey, on a

log, T (r, ) (J ~ lim log, T'(r, f))

rog log,p(r) rog log, e (r)

et pour tout € > 0 donné et un r € E3 suffisamment large

T (r,f) <exp, {(n+e)log, o (r)} (T (r,f)>exp,{(c—e)log,e(r)}).

Preuve. On démontre tout d’abord la premiére relation, pour la deuxiéme on utilise la méme
preuve. D’aprés la Définition 4.0.2, il existe une suite croissante {r,} -, tend vers co vérifiant

(1 + n+1) Tn < Tpy1 €t

log, T'(ry, f)
H = Hipq] (f,¢) = lim .
Tn—00 logq SD (Tn)

Alors pour tout € > 0 donné, il existe un n; tel que pour n > n; et pour tout r €

[rn, (1 + %) rn} ,on a

log, T (1) _ 1og, T ((1+ 1) . ) log, o (1 + ) 72)
05,2 () = logp (1 +0)m)  log,p(m)

O, 1 Tn
Quand ¢ > 1, on a % — 1 (n — +00). Soit E5 = U - [rn, (1+ %) 7‘”] , pour
q n

tout € > 0 donné, et pour tout r € E3, on a
log T (r, log, T ((1+ 1) r,,
BT0) _ omT(143)n )
rers loggo (r) T gy logg e ((1+3) )

= Hipgq) (f7 SO) )



Croissance et oscillation des équations différentielles linéaires a coefficients

méromorphes d’ordre [p,q] — ¢ 124
00 (1+%)r" 00
avec By = Y. [ %= 3" log(1+1)=occ. Dautre part, on a
n=ni Tn n=ni
log, T (r, log, T (r,
im O~ \WJ) (r, f) > liminf—gp (r, f) = Uppgl (f, ).
regs log p(r) T oo log o (r) ’

Donc

_log, T (r, f)

lim G = :u[p,q} (fa 80)

roge log, o (r)

et pour tout € > 0 donné et un r € F5 suffisamment large

T (r,f) < exp, {(n+¢e)log,e (1)}

Lemme 4.0.20 Soient fi, fo des fonctions méromorphe d’ordre [p, q|—¢ vérifiant oy, g (f1,¢) >
Olpg (f2, ). Alors il existe un ensemble Ey C (1,400) de mesure logarithmique infinie tel

que pour tout r € Ey, on a
li T (T7 f2)
im

r—oo T(Ta fl) -0

Preuve. Soit 01 = oppq (f1,9), 02 = 0pq (f2,9) (01 > 02) D’apres le Lemme 4.0..4, il
existe un ensemble E; C (1,+00) ayant une mesure logarithmique infinie tel que pour tout

0<e< 52 et pourunr € by

T (r, f1) > exp, {(01 —¢)log, ¢ (7")} ,

et pour un r suffisamment large

T (r, f2) < exp, {(09 +¢)log, o (r)} .

De cela on obtient

Tir ) _ e, {(oa+)log, 0 (1)
T (r, f1) exp, { (01 — &) log, ¢ (r) }
= exp {expp_1 {(o2+¢) log, ¢ (r)} - exp, {(o1 —¢) log, ¢ (r)}}, r€Es

Comme 0 < ¢ < #2522, alors

im T (7’, f2)
r—00 T (T’ fl)

:0, T€E4.

Remarque 4.0.5 Si puy, o (f1,%) > 1y, 4 (f2, ), alors on obtient le méme résultat.
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Lemme 4.0.21 Soient p, q des entiers tels que p > q > 1, et soient Ay, ..., A1, F (#0) des
fonctions méromorphes. Si f est une solution méromorphe de (4.0.9) vérifiant
max {p,q (F,9), 0pg (A, 0),§ = 0,005n = 1} < g (F10)

alors on a
Z[p,q] (f7 ()0) = A[p,q] (fa 90) = :u[p,q} (fa 90) s

avec ¢ vérifie les conditions (i) — (ii) de la Remarque 4.0.2.

Preuve. D’apres (4.0.2]) ,on obtient

1 1 [ fm fln=1)
- == A,
7 F(f T

il est simple & vérifier que si f a un zéro en zy d’ordre o (o > k) , et Ay, ..., A,,_1 sont analy-

bt A0> , (4.0.7)

tiques en zg, alors F' doit avoir un zéro en zy d’ordre oo — k, donc

N (r, %) < kN (r, %) +N (r, %) + :0 N (r, 4;). (4.0.8)

J

D’apres le Lemme 4.0.4 et (d.0.7), on a

n—1
m (7’, %) <m (T, %) + Zm (r,A;)+ O (logT (r, f) +logr) (r ¢ E») (4.0.9)
=0
avec Ey C (1,400) est un ensemble de mesure linéaire finie. D’apres (4.0.8) — (£.0.9) , on a
T(r f)=T <7“, %) +0(1) <kN (r, %) +T(r, F) (4.0.10)
n—1
+3 T (r, Ay) + O {log (T (r, f))}, 7 & Es..
=0

Comme max {U[M] (Fy@), Opq (Aj0), j=0,...,n— 1} < Lip,q (f5 ), alors

maX{T(T,F) T (r, A)
T(r,f)" T(rf)

Aussi, pour un r suffisamment large, on a

(j=0,....,n— 1)} — 0, r — +o0. (4.0.11)

logT (r, f) =o{T (r, f)}. (4.0.12)
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D’apres (A.0.I1)) — (£0.12), pour tout |z| =1 ¢ Es, on a

(1—o()T(r,f)<O {N (r, %) } : (4.0.13)

D’apres (L.0.13)) et le Lemme 4.0.2, on a

fipg (Fr0) < Ay (f0) (4.0.14)
Comme sy (f10) > Ay (F29) > X (f+9) et dapres @) , on obtient

z[p,q] (fa ()0> = A[pg] (f7 ()0) = :u[p,q} (fa 90) :

En utilisant la méme méthode, on peut démontrer facilement le lemme suivant.

Lemme 4.0.22 Soient p,q des entiers tels que p > q > 1, et soient Ay, ..., Ap_1, F (£ 0)

des focntions méromorphes. Si f est une solution méromorphe de l'équation ([{.0.2) vérifiant

max {op,q (F,¢),0pq (Aj,0), j=0,...n—=1} < opq (f,9),

alors on a
Mg (f+©) = Apg (f10) = 0ppg (£ 0),

avec ¢ satisfait les conditions (i) — (i) de la Remarque 4.0.2.

Lemme 4.0.23 Soient p,q des entiers tels que p > q > 1 et soient Ay, ..., A,,_1 des fonc-
tions méromorphes telles que {op,q (Aj, ) j #s} < Lip,q (As, ) < 00, avec o (r) vérifie
seulement Tli_)rg) % =1 pour a > 1. Si f(5#0) est une solution méromrphe de ([{.0.1))

vérifiant

/
- 7 < exp,iq {blogq © (7")} (b < Hip,q) (As, <P)) )
alors on a

M[p+1,q] (f7 @) < M[p,q} (A87 SD) :
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Preuve. D’aprés (4.0.0)), on sait que les poles de f peuvent se produire sur les poles de

Ag, oy Apoy. Diaprs o < expyq {blog, @ (1)} (0 < 1y, (As, ), o

N(r.f)
N (r, f) < exp,q {blogg o (r)} N (r, f) < exp,,q {blog 0 (r)} Y N (r,A;)
=0
n—1
< exp,; {blog, ¢ (r)} Z T (r, Aj), (4.0.15)
=0
alors d’apres (L.0.I5) , on a
n—1
T(r, f) <m(r, f) +exp,,, {blogq © (r)} Z T (r,Aj) (4.0.16)
=0

D’aprés le Lemme 4.0.7, il existe un ensemble F3 de mesure logarithmique infinie tel que pour

tout € > 0 et un r € Fj5 suffisamment large, on a

T (r,As) < exp, {(,u[p’q] (As,0) +¢)log, o (r)} (4.0.17)

Comme max {4 (4;,¢) 1 j # s} < Lip,q (As; @), pour le méme € > 0 et un r suffisamment
large, on a
T (r, Aj) < exp, { (ppq (A, ) +€) log, 0 (1)}, j # s (4.0.18)

D’apres (L.0.17) , (A0.I8)) et le Lemme 4.0.1, il existe un ensemble £, de mesure logarithmique

finie tel que pour un r € E3\ E, suffisamment large

m (r, f) < exp {ET(T, A;) | (logr)log (Z_:T(T, Aj)) }

S epr+1 {(:u[p,q] (AS> 90> + 25) logq 2 (T)} (4019>

D’apres (4.0.16) et (4.0.19), on obtient

. logp+1 T (Ta f) . . 1ngJrl T (’I", f)
lim inf ———= lim inf ———
r—oo  log, () reEs\Eo  log, o (1)

r—00

IN

§ :u[p,q] (Asa 90) + 3e.

Comme € > 0 est arbitraire, on a puy, 1 o (f, ) < 4 (As; ) -
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Lemme 4.0.24 Soient p, q des entiers tels quep > g > 1 oup > q =1 et soient Ag, ..., Ap_1
des fonctions méromorphes. Supposons que Ajp g (Alo, (p) < Hipql (Ao, p) et que

max {op,q (4;,¢) 15 =1,.. n—l}g,u[p’q}(Ao,go):,u,0<u<oo, et

max {7, q (A7, ) : Oppg (4), ) = Lipg (Ao, 0) ] # 0} < Tipg (Ao, ) =7, 0 <7 <00, avec

2 (7’ ) vérifie seulement lim log, plar)

Tog, 2(7) = 1 pour un certain o > 1. Si f (# 0) est une solution

méromorphe de ([{.0.1)) , alors on a

:u[p—l-l,q] <f7 ()0> > :u’[p,q] (A07 90) :

Preuve. Supposons que f(# 0) est une solution méromorphe de (L0.0)). D’apres (4.0.0)) ,
on obtient

(n) (n—1) !
—Aozf—+z4n—1f + . +A1f

/ / /
D’aprés Ap, g ( ,cp) < fip,g (Ao, ), on a N (r, Ag) = o (T (r, Ag)) ,7 — oco. Alors d’aprés

(A0:20) , on trouve

(4.0.20)

T (r,Ag) =m(r,Ag) + N (r, Ap) < Z )+ nim (r, %) + o (T (r,Ag)). (4.0.21)

Donc, on a d’aprés (£L.0.21)) et le Lemme 4.0.3

T (r,Ap) <O (im (r, Aj) + log (rT (r, f))) , (4.0.22)

j=1
pour un r — 00,1 ¢ Es, avec Fs est un ensemble de mesure linéaire finie.

Posons b = max {0y, 4 (Aj,¢) : 0pg (Aj,¢) < B (Ao, o) =, j=1,...,n— 1}.

Si oppq (Aj, ) < i (Ao, p) = i, alors pour tout € (0 < 2 < p — b) et pour tout r — oo,

on a

m(r,A;) < T (r,A;) < exp, {(b +¢)log, ¢ (7")}

< exp, {(n—¢)log, ¢ (r)} =exp, , {(1ogq_1 @ (T))“_S} (4.0.23)

Posons 71 = max {Tpq (A;, ) : Opg (A, ) = Lip,q (Ao, ), 5 # 0}, alors 71 < 7.
Si Oppg (A, 0) = Hpg (Ao, 0), Ty (Aj, ) < 71 < 7, alors pour 7 — oo et pour tout

e(0<2e<7—71),0n8

m (r, A;) < T (r, A;) < exp,_y {(11+¢) (log,_, ¢ (r))"}. (4.0.24)
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D’apreés la définition du type [p, ¢| — ¢ inférieur, pour r — oo, on a

T (r, Ag) > exp,_1 {(1 —¢) (log,_1 ¢ ()"}, r — 0. (4.0.25)
Quand p >¢g¢>1loup>gqg=1, onapourr — o0
exp,_y { (11 +¢) (log,_; ¢ (r))“} =0 (exp,_1 { (T —¢) (log,_; ¢ (r))”}) :
En substituant (@0.23) — @&0.25) dans [@01.22) , on obtient
exp,_; { (7 —2¢) (log, 1 ¢ (r)"} <O (og (rT (r, [))), 7 ¢ Ea, 7 — 0. (4.0.26)

Alors d’apreés (L.0.26) et le Lemme 4.0.2, on trouve i, 1, (f, %) > iy, q (Ao, @) -

Lemme 4.0.25 Soient p,q des entiers tels que ¢ > q > 1 et soit f une fonction méromorphe

avec 0 < o, q (f, @) < 00, avec ¢ (r) vérifie seulement lim gy elon) pour o > 1. Alors

r—oo 1084 ¢(r)

pour tout € > 0, il existe un ensemble E5 C (1,00) de mesure logarithmique infinie tel que

logpfl T (/’n7 f)
Tp,ql (Fp)

T ="Tpg (f,p) = lim

r7—00

reks (logq—l ¥ (T))
Preuve. D’aprés la définition du type [p, ¢] — ¢, il existe une suite {r,} -, qui tend vers co

vérifiant (1 + %) Tn < Tpit, €t

1ng—l T (7"”7 f)
Tp,ql (f5)
log,_; ¢ (ry)) "

T = Tlpgl (f,¢) = lim

Ty, —00 (

Alors pour £ > 0 donné, il existe n; tel que pour n > n; et pour tout r € [rn, (1 + %) rn] ,

on a

T[p,q (f:)
logy T (ra: /) ( log, 1 ¢ (1) ) 07 log T )
(10g, 1 ¢ (ra)) ") \Jog,_y o [(1+ 7) 7] = (log, 1 ¢ (r)) P

Iqufl Tn

—a— = 1. r, — 00. Posons
logq_l(lJr%)rn o

b U (1)

Quand ¢ > 1, on a
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alors, on a

log, ,T'(r, f) log, T (rn, f)

lim . > lim p = Tlp,q] (f ),
o (logq,l o (7")) o (F9) = 1y oo (logq,l o (Tn)) p.al ()
o] (1+%)r" 00
et [L£=% [ L= % log(l+1)=o00. Donc, il est évident que
Es n=ni Tn n=ni
log, T (r, log, T (r,
TILIEO gp 1 (”[pf;;?(fﬁﬂ) S lim sup gp 1 <U[p{?(f"p) = Tledl (f7 QD) ’
r€E; (logq—l ¥ (T)) ’ T — 00 (logq—l ¥ (7’)) ’
re E5

on obtient
logp—l T (717 f)
Tlp,q (Fp)

Tipq (fr) = lim

r—00

reis (log,_y ¢ (1))

La preuve du Lemme suivant est essentiellement la méme que d’habitude. Pour plus de détails,

voir le Chapitre 2 du livre de Goldberg-Ostrovski [33].

Lemme 4.0.26 Soient p > q > 1 des entiers, et soient f et g des fonctions méromorphes

d’ordre [p, q] — p.Alors, on a

Opa (f +9,0) <max {opq (f.90), 0pg (9.9)}

et

g (f9,9) S max{opq (f,0), 0pq (9,9)} -
En outre, si op,q (f,0) > 0pq (9,¢), alors on obtient

g (f +9:0) =0pq (f,0) =0pg (fg,0)-
Preuves des Théorémes

Preuve du Théoréme 4.0.1

D’apres le Lemme 4.0.1 et (£0.16)) , on a

T (r, f) < exppyq {(0ppg (Ao, ) + 3¢) log, @ (1)},

pour tout € > 0 et r ¢ Ey,  — 00, avec Fy est un ensemble de mesure logarithmique finie.

D’aprés le Lemme 4.0.2, on trouve ojpi1,4 (f,©) < 0ppq (Ao, @) -
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Posons d = max{a[pyq} (Aj, ) : Tlpal (Aj, @) < Tipal (Ao, ), j=1,....mn— 1} . Siopg (Aj,0) <

Hip.q] (Ao, ) < Tp.q) (Ao, ) ou Olp,q] (Aj, @) < Hipq] (Ao, @) < Olp,ql (Ao, ), alors pour tout
e (0 < 26 < o g (Ao, ) — d) et un r suffisamment large, on a

T (r,A;) < exp, {(d+e)log, ¢ (r)} = exp, ; {(logqfl ® (r))dJrs} . (4.0.27)
Posons 71 = max {T[p,q} (Aj,0)  opg (A ) = g (Ao, ), 5 # O} . Si

O-[pvfﬂ (AJ7 QO) - /‘L[p,q] (AOa 90) = O-[p,q] (A07 90) )

alors on a 71 < 7 < Tpp g (Ao, ) . Donc

o1y q1 (Ao,
T(r, 4;) < exp,y { (11 + £) (log, 0 (r) 77} (4.0.28)

pour tout 7 — oo et pour € (0 < 2& < 7,4 (Ao, ¢) — 71) . D’apreés la définition du type [p, ¢] —
@ et le Lemme 4.0.10, et suffisament large r € FEs, avec Fs est un ensemble de mesure

logarithmique infinie, on a
o Ao,
T (r,Ag) > exp, {(T[p,q] (Ao, p) — ) (log,_1 ¢ (1)) ipa (A0 ¢)} . (4.0.29)

Alors d’apres (L0.22)) et (£0.27) — (40.29), et pour r suffisamment large, r € E5\ E; et le

méme ¢, on obtient

EXPp_1 {(T[pvq] (Ao, ) — 25) (logqfl ® (T))U[p’Q](AOM)} <O(logT (r,f)), (4.0.30)

avec Fy est un ensemble de mesure linéaire finie. Alors, on a

Oipr1,q ([, 9) = Oppg (Ao, ) -

Donc, on trouve opi14 (f,9) = 0pg (Ao, ). D’aprés les Lemmes 4.0.8 et 4.0.9, on a
Lps1,q (fr0) = g (Ao, ) - Maintenant, on a besoin de montrer Apitg (f — ¥, 0) = Hips1,q (f5#)
et Mpi1,q) (f =¥, 9) = 0ppi1,q (f, ) - Posons g = f — 1, comme 0414 (1, 9) < 0ppq (Ao, ) 4
alors d’aprés le Lemme 4.0.11 on a 0(p41,4 (9, 9) = Opr1.q (f; ) = g (Ao, 0) €t pppin g (9, 9) =

Hipr1q (Fs0) = tipg (A0, ©) s Apitg (9:90) = Apr1g) (F,90) et Apiag (9,90) =Apr1q (f, ) - En
substituant f =g+, f =g +1, ..., f® = g™ + ™ dans @OI), on obtient

9"+ An1g™ Y + L+ Agg = — [zb(”) + A Aow] . (4.0.31)
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Si FF =™ 4+ A, 1"V 4 4+ Ayp =0, alors d’apres le Lemme 4.0.9, on a Bpr1.q (05 0) >

Hip,q (Ao, ¢) , ce qui est une contradiction. Donc F'(z) # 0.Comme F'(2) # 0 et

Op+1,q) (F, 90) < Olptiq) (% 90) < Hpp,g] (Ao, 80)

Pipi1,g (J50) = Hipia,q) (9,0) < 0pr1,q (9:9) = Tpprrg (f50)

d’apres le Lemme 4.0.7 et (Z0.31)), on obtient Api1,4 (9, ©) = Apt1.g (9 9) = Tpi1,g (0, 0) =
Op,q] (AO> (10) , Le. S\[p+1,q} (f -, 90) = >\[p+1,q} (f -, 90) = O[p+1,q] (fa SD) = Op,q (A07 90) . D’apres
le Lemme 4.0.6 et (03T, on a Apr14 (9, 9) = fipi1q (9,9) , e

sz—i-l,q] (f—v,0) = Hip+1,q] (fip) = Hip.ql (Ao, ).

Donc

Z[p+1,q} (f=v,9) = Hp+1,q] (f, ) = Hip,q] (Ao, ¢)

S Op,qg] <A07 90) = O[p+1,q] (f7 90) = /_\[p+17q] (f - wu SO) = /\[p-f—l,q] (f - wa 90) .

D’ou la démonstration du théoréme.

Preuve du Théoréme 4.0.2
D’aprés la premiére partie de la preuve du Théoreme 4.0.1, on peut obtenir o114 (f, @) <

Olp.q (Ao, ) . En utilisant

n—1
, m(r, A;)
1 g — L <1 4.0.32
lﬁrlsofp :1m(r,A0)< ’ (4.0:32)
on a pour r — oo
n—1
m(r, A;) < om(r, Ag), (4.0.33)
=1

avec § € (0,1). D’apres Ap, (ALO’ gp) < Hppq (Ao, 0), ona N (1, Ag) = o (T (r, Ag)) , 7 — 0.
D’apres (L0.27)) et (£0.33)), pour r — oo, 1 ¢ Fy, on obtient

T (r,Ag) = m(r,Ag) + N (r, Ag) < T (r, Ag) + O (logrT (r, f)) + o (T (1, Ag)), (4.0.34)

avec E est un ensemble de mesure linéaire finie. D’aprés le Lemme 4.0.2 et (£.0.34)) , on obtient

Olpr1g (fs ) = Opg (Ao, ) . Alors, on a o114 () = o) (Ao, ) - D’apres (@039 et le



Croissance et oscillation des équations différentielles linéaires a coefficients
méromorphes d’ordre [p,q] — ¢ 133

Lemme 4.0.2, on a fi,.1 5 (f,0) > pyp.q (Ao, ) . D’apres le Lemme 4.0.8, on a pi, 4 ) (f, ) <

Hip.,q] (Ao, ¢) , alors on trouve Hp+1,q) (f, )= Hip.q] (Ao, »)-

En utilisant la méme méthode que la preuve du Théoréme 4.0.1, on obtient

ZLp—i—l,q] (f - ¢7 90) = :u[erl,q] (f> SO) = /’L[p,q] (AOa 90) S Olp,q] (A0> 90)
Tpi1g) (> 0) = Aprrg (f = 00) = Aparg (f — 9, 9) -

D’ou la preuve compléte.

Preuve du Théoréme 4.0.3
Supposons que f est une solution rationnelle de ({.0.1]) . Si f est aussi une fonction ration-

nelle avec un poéle de multiplicité n > 1 en 2o ou polynomiale de degré deg (f) > s, alors

f®(2) #£0. Simax {op,q (4;,9), j#s} < fpg (As, ©) = p, alors on a
Bip.q (0, 0) = fi (f(n) + Ap 1 f7Y 4L+ Aof, ¢) = Lip,q (As; ) = >0,
ce qui est une contradiction. Posons
71 = max {T[M] (Aj ) 1 oppg (Aj ) = Hip,q] (As,0), 7 # 3} .

Si 0pg (A),0) = Bpg (Ass P) s Tipg) (Aj,0) < 71 < 7, alors on peut choisir des constantes 4y,

09 telles que 71 < 01 < 09 < 7. Alors pour r suffisamment large, on a
m (r, A;) < T (r, A;) < exp,_; {01 (log,_1 ¢ (r))"} . (4.0.35)

Siop.q (Aj,¢) < by g (As, ) , alors pour r suffisamment large et € (0<2e < Lip,q (Ass ) — g (A, ©)),

on obtient
m (r, A;) < T (r, A;) < exp, { (0pq (Aj, ) + ) log, o (r)} . (4.0.36)

Sous la supposition que Ap, g <A%, gp) < Hipq) (As, @), pour r suffisamment large, on trouve
N (r,As) =o(T (r,Ay)) . (4.0.37)
D’apres la définition du type [p, ¢] — ¢ inférieur, pour r suffisamment large, on a

T (r, As) > exp, 4 {52 (logq_1 © (7’))“} ) (4.0.38)



Croissance et oscillation des équations différentielles linéaires a coefficients
méromorphes d’ordre [p,q] — ¢ 134

D’apres (4.0.]) , on obtient
T (r,As) < N (r, Ag) + Zm (r,A;) + O (log ), (4.0.39)
i
pour r suffisamment large. Donc, en substituant ({0.36]), ([L0.37) et (£0.3]) dans (Z.0.39)
on obtient la contradiction. Donc, si f est une solution méromorphe non-transcendante, alors
elle doit étre polynomiale de degré deg (f) < s — 1. Maintenant, on assume que f est une

solution méromorphe transcendante de ({.0.I]) . D’apres (£.0.31)), on obtient

f [f™ f+D) fls=1)
_ SZW |: 7 +...+As+1T+AS_1 7 + ...+ A . (4040)
Notons que
m (7“, f{s)) <T(rf)+T <r, %) =T(r, f)+T (r,f(s)) +0(1).
<T(rf)+(s+1)T(r,f)+0(1). (4.0.41)

D’aprés le Lemme 4.0.3, (£.0.40) et (£.0.41]), on obtient

T(r,As) = m(r,As)+ N (r, Ay) (4.0.42)
< N(rA)+Y m(rA)+(s+3)T(r f), (4.0.43)
J#s

pour r ¢ E suffisamment large, avec Es est un ensemble de mesure linéaire finie. Alors d’apres

(A.0.35) — ({.0.38) , (A.0.42) et le Lemme 4.0.2, on peut obtenir py, ; (f, ) > py,.q (As, ) and
Ol (f,¢) = 0ppg (As, @) . D’apres le Lemme 4.0.1 et (4.0.37) , on a

T (r, f) < exppiq { (0pg (As, ©) +3¢) log, o (1) } (4.0.44)

pour tout € > 0, et r ¢ Fy, r — 00, avec Fy est un ensemble de mesure logarithmique finie.
Alors d’apres (4.0.44) et le Lemme 4.0.2, on a 0p11,q (f, ) < 0pp g (As, @) -
D’apres le Lemme 4.0.8, on obtient s, 1 4 (f,©) < fi 4 (As, ) - Alors on trouve o414 (f, 9) <

U[pvd (AS7 80) S U[p,q} (f, 80) et

Hipi1,g (s 9) < g (Ass ) < g (f,0)



Chapitre 5

Sur les équations p—adiques

Dans ce chapitre, on donnera aprés un bref historique sur les équations aux différences
et on terminera par énoncer et démontrer nos résultats pricipaux concernant les équations

aux g—différences.

5.1 Historique

Il est connu que si une fonction méromorphe f, dans tout C,, vérifie une équation diffé-

rentielle & coefficients polynomes de Q [z], alors f est une fraction rationnelle.

Théoréme 5.1.1 Soit s > 1, Py, k=0, ...,s des polynémes a coefficients dans Q, avec P,

non nul. Soit f une solution méromorphe dans C, de ’équation différentielle
P, (z)y® (z) + ...+ Py () y (z) = 0.

Alors f est une fraction rationnelle.

Par contre si 'on n’impose plus la condition sur les coefficients de ’équation différentielle

d’appartenir & Q[z], alors il existe des telles fonctions transcendantes.

Théoréme 5.1.2 [l existe des solutions entiéres transcendantes d’équations différentielles

linéaires p—adiques & coefficients polyndémes.
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La question est de voir sous quelle condition, toute solution méromorphe de I’équation

Qs()y ) (z) + ... + Qo(z)y(x) = 0, avec Q;(z) € K(x) et Qq(x) # 0 (Es)

est rationnelle. Il est clai de le voir si s = 1. Pour s > 2, le probléme est plus difficile.

D’ailleurs, dans [10], Boutabaa a démontré le résultat suivant.

Théoréme 5.1.3 Supposons que ’équation (E,) est telle que Qo(z), ..., Qs(x) € Q(z) et soit
y(x) € M(C,) une solution de (Ey). Alors y(z) € C,(x).

Remarque 5.1.1 Si les coefficients ne sont pas tous dans Q(z) alors la conclusion du théo-

réme n’est pas vraie comme le montre la proposition suivante qui répond a la question posée

par P. C. Hu and C. C. Yang [7§].

Proposition 5.1.1 ([18]) On considére l’équation différentielle linéaire
A(z)y (z) + B(x)y(z) = 0, avec A(x), B(z) € K(z) et A(x) # 0. (Ey)

Soit y(z) € M (k) une solution de (Ey). Alors y(z) € k(z).

Et comme exemple d’application, il a démontré le résultat suivant.

On considére f : N — N définie par f (0) = 0 et f (n + 1) = p/™** pour n € N. Donc
f(n+1)

on a <7t = p" pour n € N.
Soit a = — >" p/@) et b = — 3 p/@*. On remarque que a,b € Z, et on peut facilement
j=1 j=1

vérifier que a et b sont des nombres de Liouville p—adique. Donc a et b sont transcendants.

Soit ¢ € C, tel que v (¢) < p_le Considerons la fonction hyper-géometrique

o(w) = Fla,b.cia) = 3 (M())

n!
n>0
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Théoréme 5.1.4 ([18]) Sous les conditions ci-dessus, on a
1. p(x) € A(C,).
2. ¢ (x) est une solution de l’équation différentielle

—(a+b+1)x ab d
pry+ <=l Dy—- 2 = D=2,
yr (1 — 1) Y (1 — x)y 0, avee dx

On peut voir les équations aux g—différences comme des «équations différentielles discréti-
sées», ou alternativement on peut voir les équations différentielles comme «équations aux
g—différences dont la limite de la différence tend vers zéro". Cela montre que les deux sujets

sont trés étroitement liés.

5.2 Résultats

Soit ¢ un élément de k (ou bien C,) différent de la racine de 'unité. Dans ce qui suit, on
introduit les opérateurs aux g¢-différences D, et o, pour des fonctions définies dans k ou bien
C,. On donne aussi la notion du ¢g—Wronskien généralisé pour une famille finie de fonctions.
On démontre tout d’abord quelques inégalités liant la croissance de chaque g-Wronskien
généralisé d’une famille finie de fonctions avec la croissance du ¢g-Wronskien ordinaire pour
la méme famille de fonctions.

Il s’en suit que si le ¢g—Wronskien d’une famille finie de fonctions entiéres dans k est un
polyndéme, alors tous les éléments de cette famille sont des polyndmes.

On continue avec I'étude des équations aux g¢-différences a coefficients dans k [x] ou bien
dans C, [z]. On démontre que si une équation d’ordre ”s” a ”s” méromorphes solutions,
linéairement indépendantes, alors cette équation a s solutions rationnelles linéairement indé-
pendantes.

Finalement, pour des équations aux g-différence avec coefficients dans Q [x], on démontre
que : s’il existe une infinité des nombres premiers p tel que’une équation au ¢-différences
d’ordre s admet, pour tout p, s solutions ¥ ,, ..., ys, méromoprhes dans un disque d (0, pp)
de C, d'un rayon p, > 1 et sont lin¢airment indépendantes dans tout C,. Alors cette équation
au ¢g-différences admet s solutions qui sont des fonctions rationnelles avec coefficients dans Q

et linéairement indépendantes dans tout Q.
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Tous ces résultats sont analogues des résultats obtenus récemment par Jean-Paul Bézivin [6]

et dans [§].

5.2.1 Opérateurs aux ¢—différences et ¢— Wronskiens

On note par k[[z]] 'espace des séries formelles f (x) = > a,2™ & coefficients dans k. Soit ¢
un élément non nul de k (ou C,) different de la racine de 'unité.

Pour tout n € N*, on pose [n] = % et [n]! = 1131 2] . On a toujours [0]! = 1.

[n]!

Pour tout k,n € N tel que k <n,on a [}] = T

Lemme 5.2.1 ([15]) Pour tout n, k € N* tels que k < n, on a

(] =[] +d B

Définition 5.2.1 On définit dans k [[z]] Uopérateur o, par

oq (f) (x) = f (q2) .

C’est un automorphisme de la k-algebre k [[z]] et on a 0" =01

Pour k € N*, on note a’; (f) Uapplication k fois de l'opérateur o, a la série formelle f. On a

toujours o) = Id, avec Id est Uopérateur identité dans k [[z]] .

Définition 5.2.2 On définit, dans Uespace k [[z]], 'opérateur aux q—différences D, par

flgz) = f(x) _ (04— Id)(f) (2)
Da(£) )= G-z  (¢-Dz

pour tout k € N*, on note D’; (f) Vapplication k fois de lopérateur D, a la série formelle f.

On a toujours DY = Id.

On a le lemme suivant.
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Lemme 5.2.2 ([15])

(i) oy =(¢—1)xD,+ Id,
(i) Dyo0,=qo,0 Dy,
(ili) D} ool =q¢"ol oD VE, I €N.
(iv) Dyx —xD, = o,
(v) Dyxr —qxD, = Id.
(vi) D, é 100y,
Preuve.

(i) La relation (i) est évidente.

(ii) On a:

(Dgoog) (f)(x) = Dylog(f) (@)
= Dy((¢—1)zDyf (z) + [ (2))
= D, ((¢—1) xD, f (z)) + Dyf (z).

D’oil on obtient

Dy (04 (f)) (x) = Dy((q — 1) x) 04Dy f (z) + (g — 1) 2D} f (z) + Dy f ()
= (¢ —1)0yDyf (x) + (¢ — 1) 2D}f () + Dy f (2)

= (¢ —1) 04Dy f () + 04Dy f (x)

= qo Dy f ().

D’ou le résultat. Ainsi par réccurence on obtient (iii) .

Lemme 5.2.3 (Les formules de dérivation) ([15))

1) D, est un endomorphisme de I’espace vertoriel k [[z]] ,
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2) Pour deux éléments f, g de k|[[z]], on a

Dy (fg) = (Dyf)(049) + f(Deg)
= (¢—1=x (qu) (Dyg) + f (Dqg) +9(Dyf),

3) Pour deux éléments f, g de k[[z]], on a

()24 fos

)

4) Pour tout fi,..., fs € k[[z]], (s >1),0na
(IIﬁ)}j (g—1)ab >, (IIDyﬁ>,
k=0 At AAs=k+1 \i=1

et pour tout 1 <i < s, \; =0ou 1.

Preuve.

1) 1 est facile & démontrer la primeére proposition.

2) On a

D, (fg) (z) = 9 )((q

) —
_ [lgx)g(gx
(¢—1)

En ajoutant et retranchant le terme f (z) g (¢x) du numérateur, on trouve

Dy (f9)(z) = Vw@_fwﬂﬂgiﬁg@w“@—gwn
= D,(f)(x)g(qx)+ f(z)D,(g9) ()

= Dy (f) (@) oqg (x) + [ () Dy (9) ()

9) (z)

(
D
4) ~ [ (2)g (@)

Par réccurence on obtient 4).

3) On a
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et d’apres la propriété 2), on obtient

p,(D) @ =0,n@e (3) @+ r0n, () @. *)

g 9 g

Calculons tout d’abord D, (é) . Par définition, on a

n (e - (5) @ - ()@ _ -

g (g— 1Dz IUESY:
_ 9@ —glgr) —Ee
(¢g—1VDxg(gr)g(r) glgr)g(z)
Ny = - D9 @)
Py <g) @) = @@
D’apreés cela et (), on obtient
I\ = 1 o) f () DPal9) (@)
D(5)@ = s @@ ST

Lemme 5.2.4 (La formule de Leibniez) ([15]) Pour tout f, g € k|[x]] et pour tout n €

N, on a
n

Dy (fg)(z) => [} DE(f)otDr (g) (x).

k=0
Preuve.
On démontre le Lemme par réccurence. La relation est triviale pour n = 0. Supposons que

cette relation est vraie pour n > 0.

On a
Dy (fg) (z) = Dy (D (fg) (2)) ,

et donc

DZ]“(fQ)(CU)IDq( [Z]Dﬁ(f)U’JD?k(g)(x)>= k] Dg (FiGy) (2) ,

k=0

avec [y = DY (f) et G, = kDI 7% (g).
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En appliquant le Lemme 5.3.3, on obtient

n

Dyt (fg) (@) = ) [I((DyFr) (0,Gi) + Fi (D,G)) ()

= D DS (o™ Dy (9) ()
+>_[1D; (f) Dy (0,057 (9)) (2)

n+1

= D[] Dy (N oy Dy (9) ()

+ 1105 (f) Dy (04057 (9)) ()

B
I
o

DI (fg) (@) = S [] DE(F) oE DI (g) (x)

D’ou le résultat.

Remarque 5.2.1 On peut réduire notre étude dans le cas ou |q| < 1. En effet, pour f €
k[[z]], d’aprés le Lemme 5.2.2, on a D, (f) = D% (9) avec g (z) = %(O'q () (z) = @.
Et en travaillant avec é et g, on peut supposer que |q| < 1. On doit noter que si le rayon de
convergence de la série f est égal a R, alors celui de la série g est égal a %. Dans ce chapitre,

on considére seulement le cas ou |q| = 1. Sinon le cas |q| # 1 est plus difficile et sera traité

plus tard.
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Donc dans tout ce qui suit, on assume que ¢ est un élément de k différent de la racine de

l'unité et tel que |g| = 1.

Proposition 5.2.1 ([75]) Soit R > 0 et soit f une série formelle & coefficients dans k

convegeante dans le disque d (0, R™). Pour tout p €]0, R[ et pour s € N, on a

1) og (51 (p) = 111 (p),
2) [D; ()1 (p) < 2.
3) La formule 1) et I'inégalité 2) sont simples a généaliser pour des fonctions méromorphes

dans le disque d (0, R™).

Preuve.

Supposons que la série formelle f est définie par f (z) = > apz™.
n>0

1) Onaojf(z) =} a,q¢™a". En utilisant le fait que |[¢| = 1, on a

n>0

o2 (f) () = max|ang™| p" = max |an| p* = | ] (p) -

2) D,f (z) = Y [n]a,z™* et donc |D,f|(p) = m3{<|[n]| la,| p"~t. Mais comme |q| = 1,
n>1 nz
on a |[n]| <1,Vn € N*. Alors

1
< n71<< - n
[Daf1(p) < max|an| 0" < p nax [ay | p".

C’est a dire | D, (f) | (p) Lf1(p)

— p .

En itérant I'inégalité ci-dessus on compléte la preuve de 2).

3) La généralisation de 1) est triviale. En effet, si f est une fonction méromorphe dans le

disque d (0, R™) , on va I’écrire sous la forme £, avec g et h sont des fonctions analytiques

110) ot

dans d (0, R™) . Alors, on applique le Lemme 5.3.3 pour trouver |D, (f)|(p) < 5

on termine par itérer cette inégalité pour prouver l'extension de 2) pour les fonctions

méromorphes.
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Définition 5.2.3 Soient s > 1, f1,..., fs des s séries formelles a coefficients dans k. On
appelle q— Wronskien (ou bien g— Wronskien ordinaire) de f= (fi, ..., fs) et notant W, (I) le

déterminant de la matrice (Dg ( fz))

S0 U/ >

i o Dyt(h)

for o DTS2
o= = '

foooe DI

Définition 5.2.4 Soient s > 1, f1,...,fs des s séries formelles a coefficients dans k et
ki, ..., ks des éléments de N. On appelle g— Wronskien généralisé de f= (f1, ..., fs) en relation

avec k= (ki, ..., k) et notant W, (f, k) le déterminant de la matrice (ng (fz)>

1<i<s,1<j<s—1

Dirfy .. Dp(f)

Dyfa .. D (f2)
W, (f? ]—C) - .

DEf. . Db (f)

1. Le ¢g—Wronskien ordinaire de f= (fi,..., fs) est égal au g—Wronskien généralisé de

f=(f1,..., fs) en relation avec k= (0,1,...,s — 1).

2. Il pourrait étre intéressant de considérer une autre version du ¢g—Wronskien, en utilisant
l'opérateur o, au lieu de I'opérateur D,. En effet, o, est significativement plus simple
que D,. Cependant, on devrait noter que I'opérateur D, est plus prés d'une dérivation
que o,, parce qu'une fois I’appliqué & un polynoéme, il diminue son degré comme une

dérivation ordinaire, qui ne fait pas I'opérateur o,.

5.2.2 Lecas s =2

Soient f1, fo de k[[z]], on pose

[= (f17f2)7k2:(0>1)’k1: (072) et ]—COZ (172)'

Wy (f) = Wy (£ k) = /1Dy (f2) = faDy (f1) -
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Le lemme suivant nous permet d’exprimer la dérivée du ¢g—Wronskien ordinaire de f;, fs en

fonction des g—wronksiens généralisés W, (f ko) et W, (f k) -

Lemme 5.2.5 ([14]) On a la relation

Dy (W, (£k)) = (a = 1) aW, (f ko) + Wy (£ k) -

Preuve.

Premiére méthode (Par un calcul direct)

On a
Vo) = | Dl | = A= Dl
Wo(k) = | T DI | = AP - DI
Woltk) = | Dt DA | = DehiDif = DD
Donc

(=D aWy (fik) + W, (f k) = [fiDifo— foDif1] + (¢ — 1)@ [Dyf1D2fy — Dy foD2 f1]
= 0,f1.D2fs — 04f2.D2f1.

D’autre part

Dy (Wq (fv ]—‘32)) = D, (leqf2 - fZqul)
= Dy (fiDyf2) — Dy (faDyf1),

d’aprés Lemme 5.2.3 2), on obtient

Dy (W, (fiky)) = Dgfi.0qDyfs+ f1D7fo — Dyfa.04Dyfr — f2D2f1
= Dyfr. [(q—1)zD:fs+ Dof2] + D2 fo
—Dyfs. [(q—1)2D2f1 + Dof1] — 2D} f1
= 0,f1.D2fs — 0yf2.D2f1.
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Deuxiéme méthode

Pour simplifier I’écriture, on pose 0, = 0, D, = D and W, = W.

Les lignes de W, (f k) sont Ly = [fi, Dfi] et Ly = [fa, Df]. Alors les lignes de oW, (f: k)
sont oLy = [of1, oDfi] et oLy = [0 fa, 0Dfs].

En utilisant I'identité o = Id + (¢ — 1) D, on obtient

oL; = [fl +(q—1)aDf;,Df;+ (¢ — 1)1’D2fi] , pour i=1,2.
En tenant compte que le déterminant est une forme bilinéaire et en développant, on obtient

oLi = [fi, Dfi]+ [fi, (=1 aD?f;] + [(¢—1)xDfi, (q—1)zDf;]
= [fi, Dfij]+(¢—1)x [fn DZfi] +[(¢g—1) 33]2 [Dfi, Din] , pour i =1,2.
D’ou
oW, (fv l—“?) =W, (fu 152) + (¢ —1)zW, (f: /_{:1) +[(g—1) x]QWq (fv I—CO) .
Alors, on obtient

UWq (fa lf2) - Wq (f7 1“2)
(¢—1)z

=W, (f k) + (g—1)aW, (fi k) -

Ce qui compléte la preuve du Lemme 5.2.5.

Supposons maintenant que les séries formelles f; et fs sont linéairement indépendantes
dans tout k et analytiques dans un disque d (0, R) avec R > 0. Alors obtient les majorations

suivantes.

Lemme 5.2.6 ([15]) Pour tout p €]0, R[, on a

< (ﬁplzz) [ (p)

Wy (£4) | ()

)

et
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Preuve.

D’apres le Lemme 5.2.5, on a la relation

Dy (W, (£ k) = (a— 1) aW, (£ ko) + W, (£ 1) (5.2.1)

Maintenant, on écrit ’équation aux g¢-différences satisfaite par f; et fs :

y Dy(y) Dj(y)
fi Dq(fl) Dz (fy) | =0.
2 Dq(f2) D (fz)

2
q
2
q

c’est a dire
W, (ﬁl@) Dg (y) =W, (f;]ﬁl) D, (y) + W, (ﬁ]—fo)y = 0.

On peut clairement assumer que f; # 0, et on déduit que

L%@%Fﬂ%@hy%%ﬁ—WAM@D%m, (5.2.2)

alors, par (5.21)) et (5.22) , on obtient
D, (W, (fk)) = |1+ (¢ - m% W, (f k) = (q—1)aW, (f k) Dsflfl). (5.2.3)
D’aprés le Lemme 5.2.2, on a 1+ (g — 1) 22402 = 20 alors d'apres (523), on en déduit
”@Mkﬂﬂéél:degmgﬂ+wq—mxw;@@)Dafx (5.2.4)

Comme |¢| = 1, on remarque que pour tout p €]0, R[, on a |o, (f1)|(p) = |fi| (p). Donc,
d’apres (5.2.4) on trouve

Wy (f; &
Wy (£ik1) [(p) < | <-sz> ) (5.2.5)
En utilisant (5.2.2) et (5.2.5]) , on obtient 'inégalité
Wy (f; &
Wy (£iko) [ (p) < LAt ]ZQ) ) (5.2.6)

p

Définition 5.2.5 Soit y = y(x) une série formelle analytique dans le disque d (0, R). On
définit deux suites A, = Ani (y) (k=0 ou k = 1), de fonctions méromorphes dans le disque

d (0, R) de la maniére suivante :

AI,O = 07 AO,O - 17 Al,l = 17 AO,l = OJ
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et Dyy(z) = A1n (2) Dy (z) + Ao (2) y (2) -

On définit Ay et Ay par

D2y (z) = Ay (z) Dgy (z) + Ao (2) y (x) .

q

On note que si on suppose que les séries formelles f; et f, soient linéairement indépen-
dantes dans tout k et on écrit ’équation aux g—différences satisfaite par f; et fo dans la

forme ci-dessus, alors on obtient

Lemme 5.2.7 ([15]) On a les relations de recurrence suivantes pour tout n > 0 :

(1) Al,n—i—l - Alqul,n + UqAO,n + Dqu,n;

(11) A07n+1 = AOUqu,n + DqAO,n-

Preuve.

Ay (z) 04 (Aro) () + 94 (Aoo) (2) + Dy (Aro) (2) = A1 (x) 04 (0) (2) + 04 (1) () + Dy (0) ()
= 1= A171 ([E) s

et

Ao () 04 (Ar0) () + Dy (Aoo) (z) = Ai(2)0q(0) (x) + Dy (1) (z)
= 0= AO,l (IE) .
Donc les formules (i) et (ii) sont vraies pour n = 0.

Supposons que les formules sont vraies pour n > 0. Alors, en prenant la dérivée des deux

membres de l'identité

Dgy (x) = Ay (2) Dgy (x) + Ao (1) y (2)
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on trouve

At ni1 (7) Dgy () + Ao (2) y () =

= 04410 (7) DYy (7) + DyAy, (z) Dyy ()

¥ (z) +y () DgAon (2)

= 04A1 (7) [A1 (z) Dgy (2) + Ao () y ()]

+D,A1n () Dyy (x) + 04A0n () Dyy () +y (x) DyAon (x)
= [0,A10 (2) Ay (2) + 04400 + DyA1n ()] Dyy ()

+[Ao () 04 A1n () + DyAon ()] y ().

2
+0,A0, () D

En en déduit que les formules sont aussi vraies jusqu’au rang n + 1, et donc elles sont vraies

Vn.

Maintenant, on a I'inégalité qui est notre but.

Proposition 5.2.2 ([15]) Soient f, et fo deux fonctions analytiques dans le disque d (0, R)
de k. Soient I= (0,1) et k= (ki, ko) des entiers positifs. On a alors, pour tout p €]0, R,

l'inégalité
Wy (£ [(p)  [Wo(J) [ (p)
|Wq (f; ]j) | (p) S ;k(1+k2)1 - pZ1(J;f/)€21 )

Preuve.

On va tout d’abord majorer les fonctions A, et Ay,,n > 0, par rapport I’équation aux

q—différences satisfaite par f; et fo, plus précisément, on va démontrer que pour tout n > 0,

et pour tout p €]0, R[, on a |A4;,|(p) < pnl,l et |[Aon| (p) < pin. En effet, elles sont vraies

pour n = 0etn =1car A;op =0, Aoo =1, A11 = 1, et Apy = 0. En utilisant Lemme
Wq(fiﬁ)

5.2.6, on remarque qu’elles sont aussi vraies pour n = 2 car on a Ags = Ay = W (fiks) et
g\, b2
Wq(fiko)
Ao = A = 572,
12 AT

Alors les formules du Lemme 5.2.7 et une récurrence immédiate montre que ces inégalités

sont vraies, pour tout n > 0.
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Apres avoir fait tout cela, on écrit

< D (f1) DF(f1) ) _ ( fi D, (f1) ) < Aog, Ao, )
Dtlzﬁ (f2> DSQ (f2) fa Dq (f2) Al,kl Al,kg )

Prenons le déterminant des deux membres, on exprime W, (f; ) comme une fonction de A,, ;

et W, (f) , et on en déduit le résultat.

Théoréme 5.2.1 ([15]) Soient f1, fo deuz fonctions entiéres dans tout k. Supposons que le

q— Wronskien de f; et fo est un polynome non nul. Alors fi et fo sont des polynomes.

Preuve.
D’apres les hypotheses, W, ( fi 14:2) est égal & un polynéme non nul P (z). On considére tout

d’abord le cas ou P (x) est une constante C. Alors, d’aprés le Lemme 5.2.6, on a

W, (£ 1) | (p) < '—f' et (W, (f:h) | () < %

Les fonctions f; et f, sont entieres, cela implique que W, ( fi /_co) =W, ( fi ]_{Zl) = 0. L’équation
aux q—différences satisfaite par f; et fo est alors réduite a C’Dg (y) = 0, ce qui implique que
f1 et fs sont des polyndémes.

On procéde maintenant par recurrence sur le degré du polynéme non nul P (z).

Linégalité W, (£ k) | (p) < 'W(fpﬂ
strictement inférieur a celui de P ().

Si W, (f: ko) est non nul, W, (f; k) est le g—Wronskien de D, (f1) et Dy (f2) . Alors I'hypothése

montre que W, (f, ko) est un polynome de degré

de réccurence implique que f; et fy sont des polyndmes.
Sil, (f, ko) est nul, il s’ensuit que, D, (f2) = AD, (f1) avec une constante A et fo = Afi + p
avec 1 # 0 puisque f; et fo sont linéairement indépendantes. Donc on déduit que P =

—uDy (f1). Alors D, (f1) est un polynome; et donc aussi fi et fo.

Remarque 5.2.2 Le fait que |q| est égal o 1 est utilisé quand on mentione |o, (f1)|(p) =
|f1] (p) , ce qui n'est pas vrai si |q| # 1. Mais c’est, peut-étre, la preuve qui devrait étre changée

pour obtenir ce cas.
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5.2.3 Cas général (s> 1)

Soit s > 1 et soient fi,..., fs des séries formelles a coefficients dans k. On note par
f=(f, o fs), et k;=(0,....,7,...,5) = (0,....,; — 1,7+ 1,...;5), pour 0 < j < s. On rappelle

que W, ( fi [{:j) est le g—Wronskien généralisé de f par rapport de ;.

Le résultat suivant est la généralisation du Lemme 5.2.5.

Lemme 5.2.8 ([15]) Avec les notations ci-dessus, on a

S—

D W, (Fk) = [l =Dl W, (£1)

=
Preuve.

On procede comme dans la démonstration du Lemme 5.2.5. Pour simplifier les formules, on
pose 0, =0,D, =D and W, = W.

Les lignes de W, (f, ]_fs) sont L; = [fi,..., D*7'f;] pour i = 1,....s. Alors les lignes de
oW, (f, lcs) sont oL; = [0 fi,..., oD f;] pour i = 1,.... s.

En utilisant I'identité o = Id + (¢ — 1) xD, on obtient pour i =1, ..., s :

oLi = [fi+(a—1)aDf, ... D fi+ (¢ — 1) aD*f}] .

En tenant compte que le déterminant est une forme multilinéaire, on développe oW, ( 5 /_<:S) =
Ly

comme suit

L
Premier choix. Pour tout j € {0,...,s — 1}, on selectione la colonne d’indice j le terme

Di (f;) et on définit W, (f £,) .

Deuxiéme choix. Pour tout j € {0,...,s — 1}, on selectione la colonne d’indice j le terme

(¢ — 1) xDIT(f;), et on définit un déterminant dont ces lignes sont

[(q— 1) aDf;,...(q—1)xzD*f;] pouri=1,...s.
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Donc ce déterminant est égal [(¢ — 1) z]° W, (f k) -

Troisiéme choix. Pour tout j € {0,...,s — 1}, et pour tout [ € {0,...,j — 1}, on selec-
tione dans la colonne d’indice [ le terme D' (f;). Alors, dans la colonne d’indice j on choi-
sit (¢ — 1) xD7T(f;). Quarrive t-il & la colonne d’indice j + 1?7 On ne peut pas choisir le
terme D! (f;), ce qui donne un déterminant nul. On est alors amené & prendre le terme
(g — 1) D72 (f;), et ainsi de suite (dés que nous avons choisi un tel terme, les autres choix

sont déterminés). et on définit un déterminant dont ces lignes sont
[fi, ey DTN (=D xDPTf L (g —1) xDsfi] pouri=1,...,s.
Dans d’autre terme, on trouve un déterminant dont ces lignes sont
[(q—1)a]* [fisew DP7Nf5, DPPf L, DO ;] pouri=1,..,s.

Donc ce déterminant est égal a [(q — 1) z]*~7 W, (f ;) - De cela on obtient

s

oW, (£k) =S [la— D a7 W, (£ 1)

Alors, on obtient

oW, (ﬁ(lzs)_—l)fq (ﬁ —s) _ Sz_i [(q—1)a]" W, (f, Zﬁ) .

Ce qui compléete la preuve du lemme.

Le lemme suivant donne une expression de la g—dérivation du Wronskien mieux adap-
tée & la comparaison de la croissance des g—wronskien généralisés avec la croissance du
g—wronskien ordinaire.

Soit s > 2 et soient fi,..., fs des s séries formelles de k[[z]], linéairement indépendantes
dans tout k. Supposons que f= (fi,...,fs), et kj; = (0,...,J,...,s5) pour 0 < j < s. Soient
9= (f1,-, fs=1), b =(0,...,%,...,s = 1) pour 0 < i < s—1, lj5-1)=(0,...,%....,5 — 2, 5) pour
0 < i < s —2. On rappelle que W, ( fi l_{:j) est le g—Wronskien généralisé de f par rapport a
}

k; pour 0 < j < s. De la méme maniere, W, (g; _Z-) est le g—Wronskien généralisé de g par
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rapport a §; pour 0 < ¢ < s — 1. Finalement, W, (g; 71(2-7571)) est le g—Wronskien généralisé de

g par rapport a f; 1) pour 0 <i < s — 2.

Lemme 5.2.9 ([15]) Avec les notations ci-dessus, on pour s > 3 :

Wa(fly) _ Walgh) Wa(fbe-n) — Waloilye-1) VO < i< s—9:
0 Fo00) = Walotor) Walih)~ Walsle ) 0SS5 %
Wq f?k(s—n) _ Wq(éi?l(s—l)) Dqu<f%lfs) =2 1 s—1—1 Wq(991(i,.s—1))
<11) Wq(ﬁks) Uqu(QLl(s—l)) Wq(ﬁlﬁs) + Z:ZO [(q )ZL’] UGIW‘I(Q?—Z(S—U) )
Preuve.

(i) D’une part, d’aprés le Lemme 5.2.8, on a

s—1
Dy (W, (£K)) => llg—1)a] "W, (£ k). (5.2.7)
i=0
D’autre part, ’équation aux g—différences vérifiée par fi, ..., fs est
> (=1)'W, (£k) Diy = 0. (E)
i=0

En écrivant les séries formelles f, ..., fs_1 vérifiant 'équation (£), on obtient

S S

Ey =) (=1)'W, (£k) Difs =0,.... By =Y _(=1)'W, (£ k) Difoer = 0.

=0 1=0

Alors on obtient, pour tout j € {0, ...,s — 2}

E; fl Z?éfl DZ_Qfl
FEs f2 Défg D272f2
. . . . . . o,
Esy for .. ﬁéfs_l DZ_2fs—1
avec " D” veut dire que la colonne est supprimée.
11 s’ensuit que, pour tout j € {0,...,s — 2}, on a
f1 D2_2f1 fl l?gfl Dg_lfl

fQ D2_2f2 fz Dgfg D;ilfg
v =wke)|

foor oo DI fsor o Difoy .. DiUfo

q
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i ?éfl D272f1 D; f
fo . Dify .. Di%fy Dif
fsfl Dgfsfl D2_2f371 Dgfs

On termine la preuve de (i) en remarquant que les déterminant dans I’équation ci-dessus sont

égaux a W, (g; l(s,l)) W, (g; lj) et W, ( L s 1)) respectivement.

(ii) Subsitituons les valeurs en (i), on a successivement

D, (W, (1)) = £ = 1a ™ | 8w, () - el (gn) 4+

=0 WQ(Q;—l(sfl)) Wa(gils—1)
q (ﬁ ]—{;(5—1)) )
donc
W ’ s—2 S .
D, (W, (£k,)) = WZ (gz ) Z (q— 1) a7 W, (g:1)
I H(s— i=0
Wy (£ k)

T (1 [(q - 1) ]S - Wq (Qa—l(i,s—l)) + Wq (fa ]—‘;(5—1)) )

D, (W, (55)) = b= {g = )0 S [ = 0l W, (1) + W, (60 }

1=0
Wq(fé/ﬁs) =2 5s—2—1
—(¢—1) AT ;) [(q—1) 2] W (ga—l(z',s—l)) )

Wy (£ ks—1))

D, (W, (fk)) = W (9 4ey)

{(q —1)zD, (Wq (Q;fl(sfl)» + W, <_95fl(sfl))}

%% (f; ]—fs) s—2 L
(=) e B S (g = 1)l W ()
W, (g; l(sfl)> P q (7 ( 1))

alors on a

Wq g’ —l s—

. (i . x]s—l—i Wy (g;l(i,s—l)) ) W, (f, /_gs) .

=0 oWy (93 l(sfl))

Ce qui compléete la preuve de 2).

Théoréme 5.2.2 ([15]) Soient fi,...,fs,(s > 1) des fonctions analytiques dans le disque
d(0,R) de k. Soient k= (ki,...,ks) des entiers positifs et ks = (0,...,s —1). On a alors,
pour tout p €]0, R[, les inégalités
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(1) |Wq (ﬁ E) | (P) < ‘Wq(f;ksN(P)

pk1+k2+m+k5—&z_—l) )

~

particulierement, pour k; = (0, ..., J,...,s),j =0, ..., s, on obtient

() W, (1) | (p) < M),

P

Preuve.

Pour démontrer les inégalités (i) et (ii) , on proceéde par réccurence. Ces inégalités sont vraies
pour s = 1(Proposition 5.2.1) et s = 2 (Proposition 5.2.2). Supposons que ces inégalités sont
vraies jusqu’au rang s > 2.

Maintenant, soient fi, ..., fs, fs+1 des s + 1 séries formelles de k [[x]], linéairement indépen-
dantes dans tout k et convergent dans le disque d (0, R) de k. Soient f=(fi,..., fs, fo+1) €t
ki =1(0,....,0,...,s +1) pour 0 < j < s+ 1. Supposons que g= (f1,..., fs), & = (0,...,7,...,5)
pour 0 <i <s,etl;s =(0,...,%...,5s = 1,5+ 1) pour 0 < i < s—1. On rappelle que W, (f, /_4;]-)
est le g—Wronskien généralisé de f par rapport a k; pour 0 < j < s+ 1. De la méme maniére,
W, (g; li) est le g—Wronskien généralisé de g par rapport a [; pour 0 < 7 < s. Finalement,
W, (g; —l(i,s)) est le g—Wronskien généralisé de g par rapport a [; ) pour 0 <4 < s — 1.

D’apres le Lemme 5.2.9, on a

Wa (£ 5) W(g;lj) Wo(£h) — Walglss)

_ — Yo < < s—1; 5.2.8

Wy Ghry) o (60) Wy (hory)  Wylgd) 0 =757 (528)
Wo (k) Walgl) Do (F ko) ( W, <g;_z@8>>>

_ + -1 — ] 5.2.9

Wy (Ehon) ol (5] Wy () \2 @D Oy |- 029

Pour tout p €]0, R[, on a

W, (g;1 )l(ﬂ)
oW, (g, s) |

et
|Dqu (fv E(s—&-l)) | (P) 1

W, (ﬁ ]—f(sﬂ)) | (p) —p
D’apres les hypotheses, on a pour tout 0 <1 < s—1

(Wo (95 Lis)) | (p) - po 1

o Wo (gL) 1(p) — pstei-i=sg p

d’apres le Lemme 1.6.

| (p)

(= 1)a]"
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9 N
Donc d’apres (5.2.9) , on a

W ) ks ]_
Wi (51 () 1 5210
Wy (£ ki) [ () ~ P
D’apres les hypotheéses, on a aussi pour tout 0 < j <s—1

Wolg i) 1) _ 1 Wy (gidy) () g1
W (g ) 1) = p77  ogW, (L) | (p) — pgrii—tgh — poti=

Alors, d’apres (5.2.8)) et (5.2.10) , on a pour tout 0 < j <s—1
On remarque d’apres (52.10) et (?77), que l'inégalité (ii) est vraie pour le rang s + 1 et est

donc vraie pour s > 1. Ce qui compléte la preuve de I'inégalité (ii) .
Maintenant, I’équation aux g-différences vérifiée par les fonctions f1, ..., fs11 est

s+1

S (<1 W, (£ k) Diy =o.

j=0

Ecrivons cette équation de la forme

Dit'y =Y A;Dly, (5.2.11)
§=0
. s—j  Wa(fk)) -
avec A; = (—1)"7 ——"2<. Généralement, pour tout n > 0, supposons
J Wq (f?k(s+1))
Dyy =Y A;j.Dly, (5.2.12)
§=0

avec les A;, sont des fonctions méromorphes dans le disque d (0, R) de k vérifiant les relations

suivantes
Aip = { ? :i? 7_£ Z , pour 0 <n <s; (5.2.13)
Ajs1=A4;, pour 0 <j <s; (5.2.14)

{ Aonr = Ao0gAsn + DgAon ,pour 1 < j<s+1. (5.2.15)

Ajnir = AjoqAsn + 0gAj 10+ DgArn
Maintenant, on veut démontrer que pour tout j € {0,...,s + 1} et pour tout p €]0, R[, on a

1
- Vn > 0. (5.2.16)

450l () < 5
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L’inégalité (5.2.16]) est triviale pour 0 < n < s d’apres la formule (5.2.13)) .

En utilisant (5:2.14) et (??), on remarque que l'inégalité (5.2.10) est vraie pour n = s + 1.
En utilisant (5.2.15]) et la Proposition 5.2.1, on compléte la preuve de I'inégalité (5.2.10) par
réccurence Sur n.

Maintenant, on a la formule

D’;l f1 D§S+1f1 f1 DZfl AO,kl A07ks+1
D§1f5+1 D§S+1fs+1 f5+1 DZfS_H As,kl As,ks+1
Prenons les déterminants de chaque membre de 'indentité ci-dessus, on obtient W, ( f; ]_{;) =
s+1

AO,kl AO,I{:
AW, (f k,) , avec A est le déterminant de la matrice

Ay .. A

S7ks+l
On compléte la preuve de (i) en montrant que |A[(p) < — o 1 —ory comme dans le
pk1 2+ thsp1——5—

Théoréme 2.1 dans [4].

Corollaire 5.2.1 ([1]]) Soient fi,..., fs, (s > 1) des fonctions méromorphes dans le disque
d(0,R) de k. Soient f=(f1,..., fs), k= (k1,...,ks) des entiers positifs et ks = (0,...,s — 1) .
On a alors, pour tout p €]0, R|

Wa (£ ) | (p)

R

|Wq (ﬁ ]55) | (P) <
P

Preuve.
Soient p €]0, R[ et r €]p, R|. Alors, il existe un polynéme non nul tel que g3 = Pf,...,
gs = Pfs sont des fonctions analytiques dans le disque d (0, R) .

I1 o3P
j=0

On peut facilement démontrer que W, ( fi ]_CS) = ﬁWq ( g; ]_CS) , et alors

LA
Wy (£5) 1) = By

En utilisant le Lemme 5.2.4, on obtient pour tout i, j € {1,..., s}

k;

. kj ke (]
Dpsi= 3 [6] Dhacko™ ()

1;=0
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Alors de cette identité, on trouve

avec I=(1,....1;), 0 <[; < k.

Comme |¢| =1, on a |[] [ZJH <1

7j=1
D’apres la Proposition 5.2.1, on a

g 1
[[oz05" (ﬁ)
j=1
Comme les g; sont analytiques dans d (0,r), on obtient d’aprés le Theoréme 5.2.2

_ W (g k) 1)

Tttt St

(p) < L 1 |
(|P| (p))° pthrthatoths)=(htlat...+Ls)

Donc
S

oot (e

=1

L Walgk) ()
(IP[(p)” plathat o=

(p) <

De cela et la propriété de I'inégalité ultramétrique, on obtient

W (g5 | () 1 _ W (£E) ()
[PI*(p)  phathatth==C70 kot b, — 2070

Le résultat suivant donne une propriété algébrique du ¢g—Wronskien des fonctions poly-

nomiales ou rationnelles. Rappelons que si P () et @) (z) sont des polynémes, alors le degré

de la fonction rationnelle R (x) = ggig est deg R = deg P — deg Q).

Corollaire 5.2.2 ([15]) Soit L un champ et soit ¢ un élément non nul de L différent de la
racine de l'unité. Soient QQ1,...,Qs,s > 1, des fonctions rationnelles a coefficients dans L
et linéairement indépendantes sur tout L. Soient Q=(Q1,...,Qs), k= (k1,...,ks) des entiers
positifs et ks = (0, ...,s — 1). Notons par dy, ds les degrés des fonctions rationnelles W, (Q, l_cs)
et W, (Q, l_<;) respectivement. Alors on a

(s = 1)
2

dy < dj + > —(ky ko Ry
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Preuve.

On peut supposer que L est un champ algébriquement clos muni de la valeur absolue triviale
| |o définie par [0]g =0 et |z]p = 1 si z # 0.

Alors il est clair que L est un champ ultramétrique complet avec cette valeur absolue.
D’ailleurs, les fonctions entiéres (resp. les fonctions méromorphes) sur L sont simplement
des polynémes (resp. des fonctions rationnelles) sur L.

D’une part, pour tout p > 1, on a

(W, (@ k)| (p) = p™ et |W, (@ E)| (p) = p™. (5.2.17)

D’autre part, d’aprés le Corollaire 5.2.1, on obtient

< }Wq (Qv ]—{78)| (p)

Wy (@:8)| () < peTeT—Tg (5.2.18)
Il s’ensuit de (B.2.17) et (5.2.I8) que
1< pdl—dz+@—(kl+k2+..,+ks). (5.2.19)

L’inégalité demandée s’ensuit immédiatement.

Théoréme 5.2.3 ([15]) Soient f1, ..., fs, (s > 1) des fonctions entiéres dansk, f=(f1, ..., fs)
ks =(0,...,s — 1). Supposons que le g— Wronskien W, (f, l{:s) est un polynome non nul. Alors

fi, ..., fs sont des polynomes.

Preuve.

Le résultat est trivial pour s = 1 et le cas s = 2 a été traité dans le Théoréme 5.2.1. Donc,
on va supposer que s > 2 est tel que le résultat soit vrai pour s — 1. Alors on procéde comme
dans la preuve du Theoréme 5.2.1. D’apres les hypotheses, W, ( fi ks) est un polynéme non
nul P (z).

Commengons tout d’abord par considérer le cas ou P (x) est une constante C. Alors, d’aprés

le Lemme 5.2.2, on a

W, (k) () IC

ps=I ps=I’

W, (f:/_fj) [ (p) < pour j =0,...,s — 1.



5.2 Résultats 160

Les fonctions considérées sont entiéres, ce qui implique
W, (£ k) =0, pour j =0,....,s — 1.

L’¢quation aux g—différences vérifiée par fi, ..., fs est donc réduit a C'Djy = 0, ce qui implique
simplement que fi, ..., fs sont des polyndémes.

On procede par réccurence sur le degré du polynéme non nul P (z) . Supposons que le résultat
est vrai si P (z) est de degré < n et considérons le cas ou P (x) est de degré n + 1. D’apres

le Lemme 5.2.2, on obtient

W, (£ k) | () < 'P/')Y’).

Donc, d’aprés le théoréme de Liouville ultramétrique, on remarque que W, (ﬁ 1550) est un
polynome de degré < n-+1—s < n. Si ce polyndéme est non nul, alors D, fi, ..., D, fs sont des
polynémes d’apres I’hypothése de recurrence et donc fi, ..., fs sont polynémes.

Si le polynome W, (f, ko) est nul, alors le systéme D, fi,..., D,fs est de rang r < s — 1.
On peut assumer que D, f1,..., D,f, sont linéairement indépendantes. Alors tout D, f; est
une combinaison linéaire de D, fi, ..., D, f,, et donc tout f; est une combinaisin linéaire de
fi, .-, [ et la constante 1. Donc le sous-espace k—vectoriel généré par les fonctions fi, ..., fs
(de dimension s) est inclu dans le sous-espace k—vectoriel généré par les fonctions fi, ..., f,, 1
(de dimension < r + 1), et donc s < r + 1. Il s’ensuit que, finalement, que r = s — 1.

Alors on peut supposer que les fonctions D, fi, ..., D, fs—1 sont linéairement indépendants et

que D, fs est une combinaison linéaire de D f1, ..., D, fs—1 & coeflicients dans k :
qus = aqufl + ...+ as—qufs—l-

On en déduit que f; = a1 f1 + ... + as_1fs—1 + b avec b une constante non nulle. On re-
marque facilement que le g—Wronskien de fi, ..., fs est égal (& un signe pres) a b multiplié
par le g—Wronskien de D, fi, ..., D,fs—1. Donc, ce ¢—Wronskien est un polynoéme non nul,
et ’hypothese de réccurence sur s montre que D, f1, ..., Dy fs—1 sont des polynomes et donc
f1, .-, fs—1 le sont aussi. La formule f; = a; fi1+...+as_1 fs—1 +b alors montre que f; est aussi

un polynomes. D’ou le résultat.
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Remarque 5.2.3 Le résultat précédent ne peut pas étre appliquer aux fonctions méromorphes
dans tout k. En effet, soit g une fonction entiére non polynomiale et soit h une fonction entiére
telles que D,h = gogg. Soit f1 = .?11’ et fo = %. On remarque que fi et fy sont des fonctions

méromorphes non rationnelles alors que le q— Wronskien de f; et fo est égal a 1.

Théoréme 5.2.4 ([15]) Soient Py, ..., Ps,s > 1, des polynémes a coefficients dans k tels que
P, est non nul.

Supposons que ’équation aux q— différences
PSD;’y—i—...—i-Pquy—l—Poy:O, (E)

a un systéme complet de solutions qui sont entiéres dans k. Alors toute solution entiére de

(E) est un polynome.

Preuve.

Soient fi, ..., fs des fonctions entieéres dans k, formant une base de ’espace k—vectoriel de
solutions de ’équation (£). Alors le g—Wronskien W = W, ( f; A:S) de f1, ..., fs est une fonction
entieére non nulle.

Un calcul immédiat donne

s—1

POV, (£k) + (z (1 g) - a) (k) =0 (G220)

i=0
s—1 .
Si S [(1—q)z] ' " P, =0, alors W, (f k,) est une constante non nulle. D’aprés le Théoréme
i=0
5.2.6, on obtient que fi, ..., fs sont des polynomes.
s—1 .
On peut donc assumer dans ce qui suit 3 [(1 —¢)z]* "' ™" P, # 0. Soit R > 0 tel que les zéros
i=0
s—1 .
des polynomes P et 3 [(1 — ¢)z]* """ P, sont contenus dans le disque d (0, R). Supposons
i=0
que la fonction W, (f k,) admet un zéro a tel que || = p > R. Alors, d’aprés (5.2.20), on a
DW, (f k,) (a) = 0. En utilisant la formule o,W, (f k,) = (¢ — 1) DWW, (f k) + W, (£ k) ,
on remarque que W, (fk,) (qo) = o,W, (fk,) (@) = 0. Comme |q| = 1, une recurrence

immédiate alors montre que la fonction W, ( f; /_{:S) a un nombre infini de zéros dans le disque
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d (0, p), contradiction. Alors W, (f;k,) a tous ses zéros dans le disque d (0, R). Ce qui veut
dire que W, ( fi ]_fs) a un nombre fini de zéros et est donc un polynéme. Théoreme 5.2.6 alors

montre que fi, ..., fs sont des polynomes.

Théoréme 5.2.5 ([15]) Soient Py, ..., Ps,s > 1, des polynémes a coefficients dans k tels que
P, est non nul.

Supposons que l’équation aux q-différences
PDyy+ ...+ PLDyy + By = 0, (E)

a un systéme complet de solutions qui sont méromorphes dans k. Alors toute solution de (F)

est une fonction rationnelle.

Preuve.
Soient f1, ..., fs des fonctions méromorphes dans tout k, formant une base de ’espace k—vectoriel
de solutions de ’équation (F)) .

En utilisant la formule o,y = (¢ — 1) 2D,y + y on déduit que 'équation (E) est équivalente a
Qs0y + ... + Qrogy + Py =0, (E)

avec Qo, ..., Qs sont des éléments de k [z] tels que Qs = Ps;. On peut assumer, sans perte de
généralité que Qg # 0. Soit y une solution méromorphe de (E') dans k, et soit w un pole de
y, qui n’est pas un zéro de Q. Il s’ensuit que il existe /; tel que ¢"'w est un pole de y. On ne
peut pas continuer ce processus indéfiniment. Donc il existe un entier [, > 0 tel que pour tout
j > 1, ¢"*w n’est pas un pole pour y. D’aprés I'équation (E/), la fonction Qg (qlwaz) Y (qlwx)
n’a pas w comme poéle. Dailleurs, ¢'“w est un zéro de Qq (z). Soit R > 0 est tel que tous
les zéros du polynéme @y () sont contenus dans le disque d (0, R). Par conséquent, y a
seulement un nombre fini de pole. Appliquons cela a f, ..., fs, on remarque qu’il existe une
fonction H (x) non polynomiale, telle que ¢; (x) = H () f1 (z), ..., 95 (x) = H (z) fs (x) sont
des fonctions entieres dans k. Il est clair que ¢y, ..., gs sont linéairement indépendantes et
vérifient 1’équation aux g—différences d’ordre s avec des coefficients polynomials. On conclut

en utilisant le Théoréme 5.2.5.
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CONCLUSION

La présente thése "unicité des fonctions entiéres et équations différentielles”, n’est en
quelque sorte qu'une capitalisation de mon parcours académique dirigé par Pr. Belaidi Ben-

harrat.

Au début de la recherche, notre étude allait dans le sens de la théorie d’unicité des fonc-
tions entiéres. Cette théorie a été initié en 1929 par Nevanlinna en tant que deux théorémes
essentiels, connus comme le Théoréme des cinq valeurs et le Théoréeme des quatre valeurs,
autre contributions ont été donné par Gundersen, Mues, et autres auteurs. Le résultat le
plus répandu est la Conjecture de Briick, qui affirme qu'une fonction entiére f partage une
valeur a avec sa dérivée alors on a f~ —a = ¢(f —a). On a pu étendre et améliorer cette
conjecture pour les polynomes, ainsi les polynomes différentiels, les fonctions & petite crois-
sance, les équations non linéaires, tout en utilisant ’aproche de Nevanlinna et la théorie de

Wiman-Valiron.

Ensuite, on a démontré quelques résultats concernant ces solutions et d’autres pour le cas
ou les équations différentielles sont homogeénes. Aprés, on s’est intéressé a la croissance des
solutions méromorphes des équations différentielles linéaires homogeénes d’ordre supérieur a
coefficients fonctions méromorphes en donnant des estimations précises sur 1'hyper-ordre,
Pordre itératif et 'ordre [p, q] — ¢ de ces solutions. On remarque que ces équations sont peu
étudiées car toutes leurs solutions ne sont pas toujours des fonctions méromorphes. Ce qui

rend leur étude plus difficile.

Mon stage a l'université de Blaise-Pascal, dirigé par Mc. Boutabaa Abdelbaki m’a permis
d’enrichir mes connaissances tout en visitant 'univers p—adique. En adoptant les définitions
du g—Wronskien et la g—dérivation. On a pu obtenir des résultats remarquables sur les

équations aux g—différences dont on a achevé par des applications sur la théorie des nombres.
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Il est effictivement illusoire de croire que tout est fini 1a. Voici quelsques questions que nous

jugeons intéressantes :

1. Peut-on étendre ces résultats du Chapitre 5 pour les opérateurs différentiels 7

2. Peut-on démontrer les résultats analogues du Chapitre 5 dans un corps ultramétrique ?
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ANNEXES

Rolf Nevanlinna, décédé le 28 mai 1980 a ’age de 84 ans, avait été élu correspondant de
I’Académie dans la Section de Géométrie en 1967. Né en Finlande en 1895, fils d’un professeur
de mathématiques au lycée d’Helsinki, il était devenu célebre des 1925 par sa découverte de
la « fonction de croissance » attachée & une fonction méromorphe d’une variation complexe.

Cette notion nouvelle le conduisit & de remarquables extensions du fameux théoréme de

Picard.

Devenu membre de I’Académie de Finlande lors de la fondation de celle-cien 1948, il avait
acquis une autorité internationale qui fut consacrée par sa désignation comme Président
de I’Union Mathématique Internationale de 1959 & 1962,puis comme Président du Congrés
International des Mathématiciens & Stockholmen 1962.

C’est aussi en raison de son prestige scientifiqueque la ville d’Helsinki fut choisie pour tenir

le Congres international des mathématiciens en 1978.

La carriére universitaire de Rolf Nevanlinna s’est déroulée a I’Université d’Helsinki : il y avait
débuté comme Docent en 1922, a I’dge de 27 ans, puis était devenu professeur quatre ans
plus tard. En 1929,il déclina l'offre qui lui était faite de succéder & Hermann Weyl dans sa

chaire de IEcole Polytechnique Fédérale de Ziirich.

Recteur de ’Université d’Helsinki de 1941 a 1945, il fut ensuite nommé professeur & 1’Uni-
versité de Ziirich et, jusqu’a sa retraite, partagea son activité entre les Universités de Ziirich

et d’Helsinki.

Enfin, de 1965 a 1970, il remplit les fonctions de Chancelier de I’Université de Turku.

Nevanlinna maniait la langue francaise et la langue allemande aussi bien que sa propre langue.
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1l avait des attaches avecl’Ecole mathématique francaise de « théorie des fonctions », comme
ondisait alors. Cette branche des mathématiques avait été illustrée par Emile Picard, Jacques
Hadamard, Emile Borel ; puis la théorie des fonctions entiéres ou méromorphes d’une variable
complexe avait été affinée par Gaston Julia, Georges Valiron. Les recherches de Nevanlinna
qui le rendirent célebre ont été publiées aux Comptes rendus de notre Académie, entre 1922

et 1925, dans une série de Notes présentées par Emile Borel.

Rolf Nevanlinna fit ensuite deux séjours prolongés a Paris, en 1926 et en 1929. Lorsque la
théorie de Nevanlinna eut pris sa forme définitive, il écrivit a la demande d’Emile Borel un
exposé d’ensemble pour un volume de la fameuse Collection de monographies sur la théorie
des fonctions. Le livre de Nevanlinna parut en 1929sous le titre : « Le théoréme de Picard-
Borel et la théorie des fonctions méromorphes ». Cet ouvrage fait date dans I’histoire de la

théorie des fonctions méromorphes ; épuisé, il fut réedité 45 ans plus tard aux Etats-Unis.

Deux autres monographies, écrites plus tard en langue allemande et contenant d’autres ré-
sultats originaux, resteront aussi d’indispensables outils de travail pour ceux qui veulent
approfondir les problémes fondamentaux de la théorie des fonctions en relation avec la théo-
rie du potentiel. Elles ont paru dans la Collection des « Grundlehren » chez Springer : «
Findeutige analytische Funktionen » en 1936,« Uniformisierung » en 1953.

Dans ce dernier ouvrage, Nevanlinna développe notamment la théorie des intégrales abé-
liennes sur les surfaces de Rieman ouvertes.

Cette Notice sur Rolf Nevanlinna serait incompléte si 'on omettait d’y parler de son frére
Frithiof Nevanlinna, son ainé d’un an. Certains des premiers travaux de Rolf ont été signés
avec son frére. Frithiof enseigna aussi a I’'Université d’Helsinki. Il mourut en 1977.

Il ne serait pas non plus concevable de ne pas nommer ici un éléve illustre de Rolf Nevanlinna :
le Finlandais Lars Ahlfors se révéla en 1929 pour avoir prouvé, a I’dge de 22 ans, la fameuse
conjecture de Denjoy, selon laquelle toute fonction méromorphe d’ordre p > % possede au
plus 2 « valeurs asymptotiques ». La premiére des Médailles Fields fut attribuée & Ahlfors
en 1936. Plus tard, lorsque Ahlfors quitta sa chaire a 1’Université de Zurich en 1946 pour

aller enseigner a Harvard, c’est son maitre Nevanlinna qui lui succéda !
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Toute sa vie, Nevanlinna fit preuve d’une activité considérable. Le catalogue de ses publica-
tions compte plus de 200numéros. Tous ceux qui ’ont connu ne pouvaient manquer d’étre
frappés par sa forte personnalité : c¢’était un homme de caractére dont I’autorités’imposait.
On l’a bien vu lorsque, présidant le comité international chargé d’établir le programme des
conférences au Congrés international de Moscou en 1966, il tint téte a ses collegues sovié-
tiques.

Rolf Nevanlinna était un homme qui inspirait le respect. Notre Académie s’honore de I’avoir

compté en son sein.
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