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Etude Analytique des Equations Différtentielles

Fractionnaires et Applications

Résumé

La théorie des équations différentielles fractionnaires joue un role important dans la mo-
délisation de nombreux processus physiques, technologiques et biologiques. Depuis quelques
années, une attention particuliére a été focalisée a I’étude de 'existence et 1'unicité de so-
lutions des équations différentielles fractionnaires. De plus, une attention considérable a été
accordée récemment a 1’étude de la stabilité au sens de Ulam-Hyers pour telles équations
différentielles fractionnaires.

L’objectif principal de cette thése est de compléter le contenu des autres travaux du
calcul fractionnaire en ces deux axes de recherches. Les résultats obtenus sont basés sur les
techniques du point fixe.

Tout d’abord, on a présenté des résultats qui consistent a étudier I’existence et 'unicité de
solutions pour un systéme non linéaire aux dérivées d’ordres fractionnaires. D’autres résultats
assurant I'existence d’une solution au moins du probléme fractionnaire traité sont construits.
On a présenté aussi quelques exemples qui sont construits pour illustrer les résultats.

Pour les systémes fractionnaires multiples de dimension n, on a introduit une nouvelle
classe selon 'approche de Caputo. Apres avoir établit des conditions assurant 1’existence
et 'unicité de solutions pour tels problémes fractionnaires, on a démontré des résultats
d’existence et d’unicité. On a présenté aussi d’autres résultats assurant l’existence d’une
solution au moins du probléme fractionnaire considéré. Pour illustrer les résultats obtenus,
on a donné quelques exemples démonstratifs.

De plus, les résultats proposés pour les problémes fractionnaires ont été étendus au cas
ou ces problemes fractionnaires sont singuliers. On a présenté aussi une étude originale sur
la stabilité au sens de Ulam-Hyers pour telle classe de probléme fractionnaire.

Mots-clés : Dérivé au sens de Caputo, point fixe, équations différentielles fractionnaires,
existence, unicité, stabilité au sens d’Ulam-Hyers, stabilité au sens d’Ulam-Hyers généralisé.

MSC (2010) : 34A34, 34B10, 30C45, 39B72, 39B82.



Analytical Study of Fractional Differential

Equations and Applications

Abstract

The theory of fractional differential equations plays an important role in the modeling
of many processes physical, technological and biological. In recent years, a great attention
has been focused on the study of the existence and uniqueness of solutions for the fractional
differential equations. In addition, considerable attention has recently been given for the
study of the Ulam type stabilities for such fractional differential equations.

The main objective of this thesis is to complete the content of other fractional calculus
works in these two areas of research, we obtain several results on the existence, unique-
ness and Ulam-Hyers stability and the generalized Ulam-Hyers stability for the fractional
nonlinear equations. The results obtained are based on the techniques of fixed point.

First, we presented a new existence and uniqueness results of solutions for a nonlinear
fractional system. Thus, other results ensuring the existence of a solution at least for the
dealt fractional problem are constructed. Some examples are built to illustrate the results.

For the multiple fractional systems of dimension n, we introduced a new class using the
approach of Caputo. After establishing the conditions for the existence and uniqueness of
solutions for such fractional problems, some new results of the existence and uniqueness have
proven. Also, other results ensuring the existence of a solution at least for the considered
fractional problem are presented. To illustrate the main results, some illustrative examples
were given.

In addition, the proposed results for fractional problems have been extended in the case
where the fractional problems are singular. Some original studies on the Ulam-Hyers stability
for such fractional problem class are also presented.

Keywords : Caputo derivative, fixed point, fractional differential equation, existence,
uniqueness, Ulam-Hyers stability, generalized Ulam-Hyers stability.

Mathematics Subject Classification (2010) : 34A34, 34B10, 30C45, 39B72, 39B82.
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Introduction Générale

La théorie du calcul fractionnaire remonte & plusieurs siécles, elle est peut étre considérée
aussi bien ancienne que nouvelle. Partant de quelques spéculations de G.W. Leibniz [59]
et L’Hopital ou a la fin de année 1695 a été débitées. De nombreux mathématiciens ont
contribué au développement du calcul fractionnaire, dont on peut citer [34] : Euler (1730),
P.S. Laplace (1812). Ensuite en 1819, [56] la premiére mention d’une dérivée d’ordre arbitraire
apparait dans un texte ol le mathématicien francais S.F. Lacroix a publié un texte sur le
calcul différentiel dans lequel il a consacré quelques pages au calcul fractionnaire, et J.B.J.
Fourier (1822). Entre 1832 et 1837, une grande étude du calcul fractionnaire a été faite par J.
Liouville. Ensuite, B. Riemann (1847) propose une approche pour la dérivation fractionnaire.
Plus tard d’autres approches ont fait leurs apparitions comme celles d’A.K. Griinwald (1867-
1872), d’A.V. Letnikov (1868-1872), de H. Laurent (1884), de Weyl (1917). et celle de M.
Caputo [16] en 1967. (Pour plus de détails, voir [28]).

Toutefois, seulement depuis les années soixante-dix, le calcul fractionnaire a fait I'objet
de conférences. Pour la premiére conférence de 1a, le mérite est due & B. Ross qui peu de
temps apres son doctorat sur le calcul fractionnaire, a organisé la premiére conférence sur
le calcul fractionnaire et ses applications a I’Université de New Haven en Juin 1974 et édité
ses travaux. Pour la premiére monographie, le mérite est attribué a K.B. Oldham et J.
Spanier qui aprés une collaboration commencée en 1968, ont publié un livre consacré au
calcul fractionnaire en 1974 [83].

En 1987, le livre de S. Samko, A. Kilbas et O. Marichev, considéré maintenant comme
encyclopédie " du calcul fractionnaire, apparu d’abord en russe, et plus tard avec une
édition anglaise en 1993 [79]. Aujourd’hui, la série de livres, de revues et de textes consacrés
au calcul fractionnaire et ses applications comprennent plusieurs dizaines de titres et cette
liste devrait grandir encore plus dans les années prochaines.

"

Le calcul fractionnaire, en permettant a des intégrales et des dérivées de tout ordre, il
représente un outil puissant en mathématiques appliquées pour étudier une myriade de pro-
blémes de différents domaines de la science et de I'ingénierie avec de nombreux résultats trou-
vés en physique mathématique, finance, hydrologie, biophysique, thermodynamique, théorie
du controle, statistique, astrophysique, cosmologie et en bio-ingénierie (voir, [39, 76, 89]).

D’autre part, la stabilité des équations fonctionnelles a été soulevée par Ulam en 1940
dans un discours prononcé a 1’Université du Wisconsin, (pour plus de détails, voir [90]). La
premiére réponse au probléme posé par Ulam a été donnée par Hyers en 1941 dans [43].
Par la suite, ce type de stabilité est appelée la stabilité au sens d’Ulam-Hyers. En 1978,
Rassias [77] a fourni une généralisation remarquable de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers.
Une attention considérable a été accordée a ’étude de la stabilité au sens d’Ulam-Hyers et
au sens d’Ulam-Hyers-Rassias d’équations différentielles, on peut voir les monographies de
[44, 51].

En outre, il existe peu de travaux sur la stabilité au sens d’Ulam d’équations différen-



tielles fractionnaires. D’abord la stabilité au sens d’Ulam pour les équations différentielles
fractionnaires avec dérivée de Caputo est proposée par J. Wang et al. [91, 94|, tandis que
avec la dérivée de Riemann-Liouville par R. Ibrahim [45]. Plus de détails des développements
récents de telles stabilités sont rapportés dans [30, 47, 48, 63].

Organisation de la These

Dans cette thése, on traite deux axes de recherches principaux développés de 2000 a
notre jour autour de la théorie des équations différentielles fractionnaires. On s’intéresse a
la question d’existence et d’unicité de solutions de quelques systémes fractionnaires pour
exposer ensuite la stabilité au sens d’Ulam d’une nouvelle classe des équations différentielles
fractionnaires singuliéres. L’objectif principal de cette thése est de compléter le contenu des
autres travaux du calcul fractionnaire.

Cette thése est structurée comme suit :
Chapitre 1 : Préliminaires

Ce premier chapitre fournit une base théorique du calcul fractionnaire nécessaire pour la
bonne compréhension et le développement des chapitres qui suivent. Les concepts de base et
les principales propriétés des opérateurs d’ordre fractionnaire y sont répertoriés. De plus, on
cite quelques exemples des applications des systémes fractionnaires dans certains domaines.

Chapitre 2 : Etude des Systémes Non Linéaires d’Ordre Fractionnaire

Ce chapitre est consacré a I’étude des systémes non linéaires aux dérivées d’ordres frac-
tionnaires. L’accent est mis sur la spécificité de ces systémes qui permet de prendre en compte
une grande classe de non linéarités. On présente donc nos résultats obtenus dans [86] qui
consistent & étudier I’existence et I'unicité de solution pour un systéme non linéaire aux déri-
vées d’ordres fractionnaires. Dans ce méme chapitre, on présente d’autres résultats assurant
I’existence d’une solution au moins du probléme fractionnaire traité. La démonstration des
nouveaux résultats est basée sur le Théoréme du point fixe de Banach et le Théoréme du
point fixe de Schaefer. Quelques exemples sont aussi construits pour illustrer nos résultats.

Chapitre 3 : Problémes d’Ordres Fractionnaires Multiples

Ce chapitre est 'objet des principaux résultats de notre contribution [25] qui porte sur
I’étude d’une nouvelle classe de systémes fractionnaires multiples de dimension n. On établit
des conditions suffisantes assurant 1’existence et 'unicité de solution du probléme fraction-
naire. On présente aussi d’autres résultats sur l'existence d’une solution au moins du pro-
bléme considéré. Ainsi, on donne quelques exemples démonstratifs pour illustrer les résultats
obtenus.

Chapitre 4 : Stabilité des Equations Différentielles Fractionnaires

Ce chapitre est dédié aux nos résultats obtenus dans [87] ol on s’intéressera aux problémes
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non linéaires singuliers fractionnaires selon I’approche de Caputo. Aprés avoir présenté et
démontré la représentation intégrale du probléme singulier, on utilise les techniques du point
fixe pour démontrer I’existence et I'unicité de solution du probléme fractionnaire. On présente
aussi d’autres résultats sur I'existence d’une solution au moins du probléme considéré. De
plus, la stabilité au sens d’Ulam sera abordée, en partant de ses définitions aux quelques
sens permettant sa caractérisation & telle classe de problémes fractionnaires.

Conclusion et Perspectives

Cette partie est dédiée aux rappels de différentes contributions apportées dans cette thése
ainsi que les perspectives considérées.

A la fin de cette these, pour la commodité des lecteurs intéressés par une autre investi-
gation sur ces et d’autres sujets étroitement liés, on inclut une grande Bibliographie.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, on présente quelques concepts et connaissances sur la théorie du calcul
fractionnaire. Ensuite, on cite quelques applications de la théorie du calcul fractionnaire dans
certains domaines. On conclut le chapitre par une section réservée aux différents théorémes
des points fixes.

1.1 Outils Mathématiques de Base

Dans cette section, on présente la fonction Gamma et la fonction Beta qui sont les plus
importants outils dans la théorie du calcul fractionnaire. Pour plus de détails voir [67, 79, 83].

1.1.1 Fonction Gamma

L’une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma Euler I" (.) qui
prolonge le factoriel aux valeurs non entiéres. En effet, la fonction Gamma est la généralisa-
tion aux nombres réels de la fonction factorielle définie pour les nombres entiers positifs.

Elle est donnée par I'intégrale suivante :

+oo
I'x) = /e_ttx_ldt, x>0,

0

(1.1)

avec I' (1) = 1, I' (04) = 400, pour 0 < z < 1, z + I' (z) est une fonction monotone et
strictement décroissante. La fonction Gamma I' posséde une propriété importante donnée
par la relation de récurrence suivante :
Mx+1) = zl(x).
(1.2)

11
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On peut démontrer (1.2) par une intégration par parties

—+00 —+o00

MNz+1) = / e 't dt = [—e't"] ;roo +x / e "t dt = o (z).
0 0
(1.3)
La fonction Gamma d’Euler généralise la fonction factorielle car
I'(n+1) = nl, VneN~.
(1.4)

La relation de réccurence (1.2) permet de définir x — I' (x) pour les valeurs négatives de
x, tel que pour : —1 <z < 0, on aura : 0 < x+1 < 1. Alors, I'(z + 1) est bien définie par la
formule (1.1), mais pas I' (z) . On peut définir I' (z) par la relation :

r 1
D(z) = e+l
x
(1.5)
Ainsi pour : — (n+1) <z < —n, n € N* on aura :
I (2) I'z+n+1) '
z(x+1)..(x+n)
(1.6)
1.1.2 Fonction Beta
La fonction Beta est définie par 'intégrale suivante :
1
B(z,y) = /(1 — )" e,y € R
0
(1.7)

La relation entre les fonctions Gamma et Beta est donnée par ’expression :

B(ZL’,y) = TN B(y,iE)
(1.8)
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1.2 Intégration Fractionnaire

L’intégration d’ordre fractionnaire est une généralisation de la notion de l'intégration
d’ordre entiére. La définition de I'intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville se
base sur la formule de cauchy qui calcule n fois l'intégrale répétée d’une fonction causale

t— f(1),

! |/(t—3)"_1f(s)ds, n € N*.

I"f(t) = =1

(1.9)

1.2.1 Intégrale Fractionnaire de Riemann-Liouville

La généralisation de la formule de cauchy (1.9) & un ordre « réel positif, implique le
remplacement de la fonction factorielle par la fonction Gamma comme suit :

Définition 1.1. [67, 79, 83] L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
a > 0, pour une fonction f continue sur [a,b) est donnée par :

¢
ft—sal (s)ds, a >0,
I3f(@) = e

f(t), a=0,
(1.10)

out>0,etI'(a):= [ ez ldr.

Proposition 1.2. Soit f € C ([a,b)). Pour a >0 et >0, on a:
(a) : I f = I3 F.

(b) : ISI7f (8) = IDIZf (1)

Démonstration. Soient o >0, 5 >0, et f € C([a,])).

Pour (a), la démonstration s’obtient par calcul direct en utilisant la fonction Beta. En
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effet,
N0 = g [ 0= ) s
= ;/t(t—s)a_l (/8(3—7)5_1f(7)d7') ds
I'(a)T(8) Jo 0
1 t t o1 .
= Farm ) 0 (/ (t—s)""(s—7) ds) dr.
(1.11)
En posant :
T t:T’
(1.12)
on obtient :
/ (t—s) " (s—7)rds = (t—7)*! /0 (1—a2)* 2 Yz
= (=" B0, )
_ atp—1 L' (@) T (B)
L vy
(1.13)
En remplagant (1.13) dans (1.11), on aura :
BENG = Faag ) 0T @dr =10,
(1.14)

d’otl le résultat.

Maintenant pour démonterer (b), en utilisant la propriété précédente (a). Alors,

LIZF®) = IPf@)=17"f(t) = IJITf (1)
(1.15)

Lemme 1.3. Soient f € C ([a,b]) et a > 0. Alors,
limI$ f(t) = 0.
>

t=a

(1.16)
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Démonstration. On a :

o) < ﬁ/(t—sflrf(sws
e [* 0y ot g
< r<a>/a (=) d
1l .
< m(t—a) .

(1.17)

Il est clair que le second membre de I'inégalité précédente tend vers 0 lorsque ¢ tend vers
a. On peut donc déduire que lim/& f (t) = 0.
>

t—=a

1.2.2 Exemples

On considére les fonctions suivantes :

filty = t°, BER, fr(t)=¢"

Alors, I'intégrale fractionnaire de Riemann Liouville [ f; s’écrit :

I8P

Pour évaluer cette intégrale, on effectue le changement de variable :

Donc,

188

(1.18)
L t — ) Bdr
= F(a)/o (t—1) dr.
(1.19)
T = tux.
(1.20)

I U R,

_ F(a)/o(t 1) (t)° td

_ e 1 — ) 2P

- T ) Goo
totB

= FBles ).

(1.21)
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En utilisant Pexpression donnée par (1.8), on obtient :

= 1 (F(a)P(BH))

() \T(a+p+1)
_ I (5 + 1) ta—i—ﬁ
I'(a+B8+1) '
(1.22)
Pour a =1 et 3 = 3, la relation (1.22) devient :
L(;+1 .
Ve (2 - ) 1+
r (1 +3+ 1)
0N
2T (3)
_ 3G s
i (1
531 (3)
_ 2
= 3t
(1.23)
On considere f, : t — €', et par application de I§', on obtient :
t
I = 1 / (t—7)* " eTdr
’ I (o)
0
(1.24)
En posant x =t — 7, on peut écrire :
,
(0% € a— —XT
Iget = () /:1: le~"dx.
0
(1.25)

Maintenant, en utilisant 'intégrale par partie plusieurs fois, on peut avoir :

toe—l—k:

- Zr(a+k+1)'

k>0

[{j‘et

(1.26)
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1.3 Dérivation Fractionnaire

La différentiation d’ordre fractionnaire est une généralisation des concepts de la diffé-
rentiation d’ordre entiére. Il existe plusieurs définitions mathématiques pour la dérivation
d’ordre fractionnaire. On va présenter trois approches : de Laurent, de Riemann-Liouville et
celle de Caputo.

1.3.1 Approche de Laurent

Définition 1.4. [28, 67, 79] Pour m e N*: m =v+p, 0 < p <1, la dérivée d’ordre
v au sens de Laurent d’une fonction f € C (Ja,+00),R), est donnée par :

t

am 1
LD”t:——/t— p-l d
S0 = G -0 @
(1.27)
Exemple 1.5. On reprend la fonction f; : ¢t — %, t > 0. Alors,
am 1 t
L v — L v\ 48 o p—1_p
Dyt = (o)1= 5 [—rytear
0
(1.28)
On pose : 7 = tz, on aura :
1 dam !
Lpntf = ———— (/ t—tx)’! txﬁtdw>
G T AU
1 dm !
= — tpw/ l—a:p_lxﬁda:>
T (p)dt™ ( 0 ( )
1 dm
_ T arcy s
p,B3+1
(p) d ( ( ))
_ P( ) d" ( p+ﬁ) )
I'(p+p+1)dtm
(1.29)

En utilisant la relation de dérivation classique :

d:n t—a)P = 6(6—=1)..(6—m+1)(t—a) ™
r'G+1) i
TG _mipt "

(1.30)
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on obtient :

L v @+ [fdm
("pi) ¢ = F@+6+U(thw)

_ PB4+ Te+B+1
F'(p+B8+1)T(p+8+1—m)

F (5 + 1) thr,Bfm
F(p+B+1—m) ‘

(1.31)
Si on prend : 5 = 3, I/:%,onaurait:m:2etp:%.Etdonc:
(LD§> B 1F(3+ 1) ;3432
(3+3+1-2)
3! 3
— —tQ
ERSY
3! 3
= 31y e
530 (3)
8 3
et t2
NZa
(1.32)

1.3.2 Approche de Riemann-Liouville

Définition 1.6. [67, 79, 83] Pour m € N*| et a € R, la dérivée d’ordre o au sens de
Riemann-Liouville d’une fonction f € C ([a,+00),R), est donnée par :

t
DI f () = 4% (F(mla)f (t—7)"" " f(7) dT) ., m—1<a<m,
REDef(t) = a

L0, a=m

(1.33)

Exemple 1.7. On considére la fonction suivante :

fit—(t—a)’, t>a
(1.34)



19

Alors,

RLpe(t —a)’ = D™I™(t —a)’

m F(ﬁ—{_l) —a B+m—a
b (F(ﬁ+1+m—a)(t ) )

(1.35)

En utilisant I’expression de la dérivation classique donnée par (1.30), on aura :

RL N« _ I (6 + 1) F(ﬁ +m—-a+ 1) +m—a—m
Da@_wﬁ__Fw+l+wrﬂw(Hﬁ+m—a+1—w0@_®ﬂ >'

(1.36)
Ce qui permet d’avoir
rp+1) _
RLDa t— 8 — t— B8 @
(1.37)
On pose a = % et = % Alors,
1 L(2+1
RLDZ (t — )2 = %(t—a}gé
F(3+1-3)
3Sr(:+1
— 2 (2 + ) (t _ a)
I'(2)
3T
= t-a)
(1.38)
Et pour a > 0 et =0, on aura le résultat suivant :
L) e —a)t
RLDa t— o _ _ -\ t— a
A e LI et
(1.39)

c’est-a-dire que la dérivée de Riemann-Liouville d'une constante n’est plus nulle.

Proposition 1.8. Soient f € C ([a,b)), et m — 1 < a <m, m € N*. Alors, l'opérateur
de dérivation de Riemann-Liouville ** D% posséde les propriétés suivantes :
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(a) : L DY est un opérateur linéaire.
(b) = (*4D2) (I2f) (1) = £ (1)

(c): Si (BEDgf) (t) =0, alors f(t) = mijl cjr(r(j—ﬂ) (t—ay ™™™ (¢;)._y eR.
7=0

jta+l—m) 7=0,...,m—1

Démonstration. Soient f € C ([a,b)) et m —1 < a < m, m € N*. Pour la linéariteé,
c’est une simple vérification.

(b) : En se basant sur la propriété classique :

D) @) = f(t),

(1.40)
on obtient :
(D) (I3 ) (t) = D™ (I7*) (I7f) (#)
= () ()
= D™(I"f) (1),
= f(1).
(1.41)
D’ou le résultat annoncé.
(c) : Comme [ appartient au noyau de (*#D¢) , alors par définition, on a :
("EDY) f(t) = D™(I*f) (t) = 0.
(1.42)

C’est-a-dire que la dérivée d’ordre m de (I"~f) est nulle. Donc, on peut écrire :

([;”_af) (t) = Z Cj (t — a)j ; (Cj)j:() ..... m—1 € R.

(1.43)
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L’application de I¢ aux deux membres de I'identité obtenue (1.43), donne :

(L= f) @) = (Lf) ()

_ (mzt_>

m—1

::;:q<—7%¥$a>@—@ﬂW

Ensuite, on applique D™ a (1.44) , on obtient :

D™ (13" f) ()

Donc,

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d’ordre a € |m
par une application de 1"~ suivie d'une dérivation classique d’ordre m. Tandis que la dérivée
de Caputo est le résultat de la permutation de ces deux opérations.

;_n

mzﬁ o (RGP

m—

<.
;_n

.
;_n

m—

L'G+1)

t—a)ytem,
CJF]—Fa—I-l— )( 2

=0

.

m—

Z ] + 1) (t . a)jJrafm .

— T(+at+l-—m)

1.3.3 Approche de Caputo

> (Gtive) (Fasiom ™)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

— 1, m] s’obtient

Définition 1.9. [67, 79, 83] Pour m —1 <a <m, m € N* et f € C" ([a,+0)), la

“Dif(t) =

s fo (t— )" T L f (s) ds = I D™ (1),

dérivée fractionnaire de Caputo d’ordre o de f est définie par :

ds™

i ! (1),

m—1<a<m,

(1.47)
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Exemple 1.10. On reprend la fonction f : t — (t —a)”

CD(%f (t). Alors,

Nt

CD:(t—a)t = (Iﬁ_%> (C?—;(t—a)g)

5 5 _ 3 rG+1) §-2
CDE(t—a)? = <Ia (P—IQ)(t—a) )

G+1-
~ () ((3) 53; (3 (t_a);>
15

Dans I’exemple précédent, on remarque que pour 3 = 0, on aura :

CDz (t—a)° = (Lf’%) (5%(1))

Il
=

C’est-a-dire que la dérivée de Caputo d’une fonction constante est nulle.

avec [ = g, et on calcule

(1.48)

(1.49)

(1.50)
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1.3.4 Lien Entre Riemann-Liouville et Caputo

Pourm—1<a<m,meN aeR, et feC™([a,+0)), la relation reliant la dérivée
au sens de Riemann-Liouville & celle de Caputo est donnée par :

m—1

RL o _ C a (t —a)’ FO)
("*Dg) f(t) = (“Dg) +Z a+1 (a).
(1.51)
Cette derniére relation peut aussi s’écrire :
m—1 j
t—a) ..
©D2) £ = (*Dp) (f(t) -y f(”(a)> -
J=0 '
(1.52)

A partir de (1.51) et (1.52), on déduit que la dérivée fractionnaire d’ordre o de f au sens
de Riemann-Liouville coincide avec celle de Caputo si a est un point zéro d’ordre m de f.
Plus précisément, on a :

(f9a)=0,j=0,1,...m—1) = ((*ED2) f(t) = (“D2) f(1)).
(1.53)

Démonstration. On part de 'hypothése que f est de classe C™, alors on peut écrire :

(t —a)

m—1

_ ) m ym
fO) = X =P+ LD (1)
§=0
(1.54)
Et donc, par application de I;"™“ a cette identité, on obtient :
m—1 m—a+j
_ (t—a) : _
Jma ¢ — ) +[2m apm ).
S () ;P(m_aﬂﬂ)f (a) + 1 f(t)
(1.55)

Ensuite on applique D™ a la formule obtenue, on aura :

m—1 ;
mrm—ao - f(])<a> m m—ao+j m r2m—o ;ym
DI f (1) = me_aﬂH)D (t —a)™ T 4 DI D™ f (t)

F'm—-a+j+1 F'm—-—a+j+1-—m)

= mz: f(])<a> ) (F (m -« _'_j + 1) (t — a)m—a+3—m> + ijm];n—aDmf (t)
=0

= (- o T
- —F(]_a+1)f<<> +IODM ().

(1.56)
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En utilisant le fait que :

(RLDgc) — Dm[(;n—a’ (C’Dg) — [;n—aDm’

on obtient :

m—1 t—
(D) f (1) = (D) S +]§_;F]_‘;+ f9a).

(1.57)

Proposition 1.11. Pour m —1 < a <m, m € N* et f € C™ ([a,b)), lopérateur de

dérivation de Caputo (CD(‘;) a les propriétés suivantes :
(a) : (“D2) est un opérateur linéaire.

(b) : (“D2) I2f) (1) = f (t).

m—1

(d): I2(“Def) (t) = f(t) + 2 ¢ (t—a), (¢));zg, 1 € R

—_

Démonstration. Soient m —1 < a <m, m € N* et f € C"™ (|a,b)). Pour l'item (a),
on peut aisément obtenir la linéarité.

(b) : La relation (1.52) permet d’obtenir le résultat suivant :

(D) (I2f) (1) = (PrD2) (mf 5 ‘ ((j; (I“‘f)) (a)))

J=0

f<t>—< T mZ - )((ijmf))(a))

o (B ().

Et comme j < m — 1< «a, pour j =0,...,m — 1, alors, les dérivées <§% (Ig‘f)) (a) =

Ce qui donne :

“M

(1.58)

(“Dg) (IgH () = f(2).
(1.59)
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(c) : Soit (“D2f) (t) = 0. Alors, on a :

e (1) = 0.

(1.60)
On applique (CD;"_O‘) a cette formule, on aura :
(CDpe)y 1) = 0.
(1.61)
D’apreés la propriété précédente (b), il en résulte que :
(“DF=) (L) [ () = () =0,
(1.62)
Alors, f peut s’écrire sous la forme :
m—1
f) = ¢ (t—a)
§=0
(1.63)

onc; €R,j7=0,1,...,m— 1.

1.4 Quelques Exemples d’Applications

Les opérateurs de dérivation et d’intégration fractionnaires sont utilisés pour la descrip-
tion des propriétés de plusieurs matériaux comme les polymeéres. La dérivation fractionnaire
sert & décrire des comportements intermédiaires entre les dérivées classiques. Plus d’intéréts
a été récemment prété a la dérivation fractionnaire dans les différents champs de recherche.
En effet, on rencontre des applications du calcul fractionnaire en acoustique [37], en bio-
médecine [31], en économie [35], en géophysique [17], en rhéologie [9, 55] et en traitement
d’image [66]. En outre, plusieurs applications utilisent le calcul fractionnaire comme un outil
de modélisation.

1.4.1 Econophysique :

Econophysique est un nouveau domaine interdisciplinaire dans lequel les concepts et les
techniques d’analyse sont couramment utilisés pour la description des systémes physiques
qui sont appliqués pour vérifier des problémes financiers et économiques. La dynamique des
marchés global exige & plein temps modélisation compléte et trés précise. Bien que de nom-
breuses études sur les marchés financiers ont été publiées [8, 36]. Certaines investigations
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dans la finance en utilisant les équations différentielles fractionnaires ont été faites par E.

Scalas et al [80]. S.A. David [27] a proposé un modele trés simple concernant le carré de laf-

flux des capitaux investis, désigné comme (%)2 , qui peut étre proportionnelle & la perception
du risque, dénotée par : (y — yo) -

Mathématiquement, peut s’écrit comme :

(L) = ~w-w
(1.64)

Une augmentation de la perception des risques stimule une réduction en injection de
capital. C’est le sens du signal moins ci-dessus.

Donc,
d\ 1 1
w - “ (vo —y)2.
(1.65)
Et
d\
A g
(yo —y)?
(1.66)
L’intégration des deux cotés de cette équation donne :
T Yo
1
Ve[ = [-var
0 0
(1.67)
Donc,
Yo
1
K = [w-via
0
(1.68)
ou K = /cT.

Ici A = F (y), ou A est la quantité de retour sur le capital et y représente la perception
du risque. En gardant a l'esprit cette réalité, on peut noter que : d\ = F' (y) dy.
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Si on pose :
Yo = xvy:taF:fa
(1.69)
on aurait :
’ 1
K = /(m _0h f)dr.
0
(1.70)

Ce probléeme consiste a déterminer la fonction f. Ceci peut étre fait en multipliant la
derniére équation par ﬁ afin d’obtenir :
2

T

K 1 / _1 1
— [0t = B f ().
YORON °
(1.71)
Ensuite, par application de (LDO%> a cette formule obtenue, on aura :
L s _ (tpz) (2 _
o (B6) = (000) (1 @) = @),
(1.72)

Par conséquent,

'DiIK = Vaf(x).
(1.73)
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D’autre part, on a :

IDIK = /(x—t)%Kdt

sPG)\ M3 +1-1
K (%F(%) 21)
= x
213\ TGE)
B Krz
=
(1.74)
1
ou “DZ est la dérivée d’ordre % au sens de Laurent avec : (U =p= %, m = 1) .
En combinant les formules (1.73) et (1.74), on obtient :
K
(1.75)

Ce modele concernant le risque et le rendement du capital est basé sur les concepts de
la dérivée d’ordre fractionnaire est simple & mettre en ceuvre et offre un moyen alternative
intéressant pour l'investigation et éventuellement pour les prédictions dans les financiers
marchés.

1.4.2 Automatique

En automatique, la dérivation fractionnaire peut apparaitre dans les lois de commande
voir, [15, 75]. A. Oustaloup [73] a introduit I’approche CRONE, (Commande Robuste d’Ordre
Non Entier), qui peut étre appliquée a de nombreux systémes industriels : Suspension de
voitures, robot-cueilleur, charrue éléctro-hydrolique, batterie pour voitures, etc.

1.5 Autour des Points Fixes

Les théorémes de points fixes sont des outils trés utiles dans la résolution des équations
différentielles. En effet, ces théorémes fournissent des conditions suffisantes pour lesquelles
une fonction donnée admet un point fixe, aussi nous assurent l’existence de la solution
d’un probléme donné en le transformant en un probléme du point fixe, et on détermine
éventuellement ces points fixes qui sont les solutions du probléme posé.
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1.5.1 Concepts Essentiels

Le principe de contraction de Banach [53, 81] est le résultat le plus élémentaire qui assure
I'unicité d’un point fixe. Ce théoréme est essentiellement basé sur les définitions suivantes :

Définition 1.12. Soient S un espace vectoriel normé, de norme ||.|s et (uy), , n € N,
une suite de S. On dit que (u,), est une suite de Cauchy si
Ve > 0, AN>0,Vn> N, Vp> N, |luny, —unllg <e.
(1.76)

Définition 1.13. On dit que l’espace vectoriel normé S est complet pour la norme
|.llg si toute suite de Cauchy (pour cette norme) est convergente (pour cette norme). Un tel
espace est aussi appelé espace de Banach.

Définition 1.14. Soient B un espace de Banach muni de la norme |.| 5z et T une
application de B dans B. On appelle point fixe de T tout point u tel que :

Tu = u.
(1.77)

Définition 1.15. Soit S un espace vectoriel normé, de norme |.||s. Une application f
de S dans S est dite Lipschitzienne de constante L > 0 si elle vérifie :

Vu,o € S |If(u) = f)llg < Lfu—vls.
(1.78)

Définition 1.16. L’application Lipschitzienne f est dite une contraction si L € ]0,1].

1.5.2 Principe de Contraction de Banach
Théoréme 1.17. [53, 81] Soit (E,d) un espace métrique complet et soit f : E — E

une contraction. Alors, f admet un point fize unique.

Définition 1.18. Soient By et By deux espaces de Banach. L’opérateur continu T :
By — By est complétement continu s’il transforme tout borné de By en une partie relative-
ment compacte dans Bs.

1.5.3 Théoréme du Point Fixe de Schaefer

Notre deuxiéme résultat du point fixe est le Théoréme du point fixe de Schaefer.

Théoréme 1.19. [53, 81] Soient B un espace de Banach et T : B — B un opérateur
complétement continu. Si l’ensemble :
Q : ={ueB:u=pTu, pel0,1[},
(1.79)
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est borné, alors T posséde au moins un point fixe.

1.5.4 Théoréme du point fixe de Schauder

Notre troixiéme résultat du point fixe est le Théoréme du point fixe de Schauder :

Théoréme 1.20. [81, 53] Soient B un espace de Banach, U un fermé, borné, conveze
et non vide de B et T : U — U une application telle que l'ensemble {Tu: uw € U} est
relativement compact dans B. Alors, T posséde au moins un point fixe dans U.

1.5.5 Théoréme de Arzela-Ascoli

Théoréme 1.21 [18] Soit F' C C ([a,b]), supposons que ’ensemble F' est équipé de
norme ||.|| .. Alors, F' est relativement compact dans C' ([a, b]) si F' est equicontinu (c’est-a-
dire pour tout € > 0 il existe § > 0 tel que pour tout f € F et pour tous xy, x5 € [a,b] avec
|zy — x| < dona:|f(xy)— f(x2)] <€) et uniformément borné (c’est-a-dire il existe une
constante C' > 0 telle que | f||,, < C, pour tout f € F ).



Chapitre 2

Etude des Systémes Non Linéaires
d’Ordre Fractionnaire

2.1 Introduction

Les lois physiques de la dynamique ne sont pas toujours décrites par des équations
différentielles d’ordre ordinaires. Dans certains cas, leur comportement est régi par des
équations différentielles d’ordre fractionnaires, voir [54, 67, 78, 83]. Les dérivées fraction-
naires ont joué un role central dans la science de I'ingénierie et mathématiques appliquées
[39, 65, 69, 74, 78, 82]. En effet, une attention particuliére a été focalisée récemment sur
I’étude des équations différentielles fractionnaires, ces résultats peuvent étre consultés dans
les références [1, 2, 7, 13, 21, 22, 23, 24, 41, 45, 61, 70, 95].

En 2010, R.P. Agarwal, D. O’'Regan et S. Stanék [4] ont considéré le probléme fraction-
naire de la forme suivante :

Du (t) + f (t,u(t),D*u(t)) =0, 0 <t <1,
u(0) =u(l)=0.

Ce probléme a été étudié pour la question de 'existence des solutions pour 1 < a < 2,
0 <p<a—1. 0Ou D* désigne la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, f est
une fonction de Carathéodory sur [0, 1] x ]0, +oo[ x R.

En 2011, S. Stanék [85] a étudié 'existence des solutions pour le probléme fractionnaire
suivant :

Dou(t)+ f (t,u(t),u (), Dru(t)) =0,

Ici2 <a<3,0<pu<1, D*dénote la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
d’ordre a, f:[0,1] x D — Ry; (D CR3), et f(t,z,y, 2) est singuliére & la valeur 0 de ses
arguments z, vy, z.

31
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En 2013, dans [40], M. Houas et Z. Dahmani ont établit I’existence et 1'unicité des solu-
tions pour le probléme suivant :

Doz (t) = f (t,z (t), D’z (t)), t € J,

"

Mz’ () = Aoz () = 0, Asa” (€) + Az (€) =0,

avec a € 13,4], B < a—1, n,& €]0,1[, D*, DP sont les dérivées fractionnaires au
sens de Caputo, J = [0,1], A\;, i = 1,2, 3,4, sont des constantes réelles avec A\gA3 + A1 A\q +
M3 (€ —n) #0et f est une fonction continue sur [0,1] x R?.

Dans ce chapitre, on étudie un systéme d’équations différentielles fractionnaires avec
multi termes non linéaires [86]. On établit de nouveaux résultats d’existence et d’unicité en
utilisant le principe de la contraction de Banach. Ensuite, d’autres résultas de 1’existence
d’une solution au moins sont prouvés en utilisant le Théoréme du point fixe de Schaefer. On
traite aussi quelques exemples illustratifs.

2.2 Systéme Fractionnaire de Type Caputo

On note que les papiers cités ci-dessus ont traité des problémes avec un seul terme non
linéaire en fonction de quelques fonctions inconnues. Les autres cas, ou on a plus d’une
non-linéarité en fonction de certaines fonctions inconnues, sont plus complexes et ne sont
pas discutés dans les travaux cité ci-dessus. Dans ce contexte, on apporte notre contribution
[86] au développement de ’étude des systémes d’équations différentielles fractionnaires non
linéaires en abordant la question d’existence et d’unicité de solutions d’un systéme de la
forme suivante :

(

Du(t) + 3 f; (£, u(t), v(t), Dyu(t), Dfu(t) =0, t € J, m € N,

DEv(t) + > i (t,u(t),v(t), Dyu(t), Dfv(t)) =0, t € J, m € N*,

=1

(2.1)
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Pour ce probléme, on prend «, 5 € |3,4[, v,p €]0,3[, 7,5 €0, 1]. Les dérivées Dg, DE,
Dy, D7 sont prises au sens de Caputo et Ij, I sont les intégrales fractionnaires au sens de
Riemann-Liouville. On prend également J := [0, 1], ug,v§ € R. Pour tout i = 1,...,m, les
fonctions f; et g; : J x R* — R seront précisées plus tard.

2.2.1 Lemmes Auxiliaires

Lemme 2.1. [53, 57, 76] Pour o > 0, la solution générale de I’équation différentielle
fractionnaire D§u(t) = 0, est donnée par :

ouc; €eR, j=0,1,....,n—1, n=a]+1, avec [a] désigne la partie entiére de c.

Lemme 2.2. [53, 57, 76] Soit o > 0. Alors,

n—1
IS Diu(t) = u(t) + Z cit!,
j=0

ovc; €R,j=0,1,....,n—1, n=][a|+1, avec [o] désigne la partie entiére de a.

Lemme 2.3. [53, 57, 76] Soient p, q > 0, et f € L' ([a,b]). Alors, IPI1f(t) = IPT9f(¢),
DRIEF(t) = (1), t € [a, ]

Lemme 2.4. [58, 57, 76] Soient ¢ > p > 0, et f € L'([a,b]). Alors, DPIIf(t) =
157 (0), t € o).

2.2.2 Solution Intégrale
On prouve le lemme auxiliaire suivant qui est important pour donner la solution intégrale

de (2.1) :

Lemme 2.5. [86] On suppose que (F;),_, C C([0,1],R), et on consideére le pro-

bléme :

(2.2)

avec les conditions initiales :

" "

w(0) = uyeR, W' (0)=u (0)=0, u (0)=Iu(r), r >0, 7€]0,1][.
(2.3)
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Alors, la solution de (2.2) & (2.3) est donnée par :

Ir+4)t° T—Sa+r1 ugT”
> Fy(s)ds — oo — |
BT (r+4) /Fa+r (5)ds T(r+1)
=17

(2.4)

ou T AT (r+4).

Démonstration. Pour démontrer le Lemme 2.5, on considére le probléme (2.2). En
appliquant le Lemme 2.2, on obtient 1’équation intégrale suivante :

-1

t
m t— le%

—;/%E (5)ds — co — c1t — cot? — cst?,
=t

(2.5)

ouc; €R,57=0,1,23.

D’autre part, par application du Lemme 2.3, on aura :

Lu(r) = — Z IS8T E (1) — Ijco — a1 IjT — ey 7* — sl m®
_ Z/ a+r 1 A (S) ge 007_7" B 017_7"—&-1 B 2627_7'+2 B 6037_r+3
a+r ‘ r(l+r) T'2+r) T'B+r) Td+r)

(2.6)

L’application du Lemme 2.4 & ’équation (2.5) donne

u(0) = —co, ©(0) = —c1, u (0) = —2co, u (0) = —6c3.

(2.7)

Maintenant, en combinant (2.3) et (2.7), aboutit a
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o = —ugy ¢ =c=0.
(2.8)
En remplagant (2.8) dans (2.6), on déduit que
_Z/ T_$a+r 1 i(s)d8+ USTT B 6037_7"4-3 .
I'(a+r) Frl+r) T'(4d+r)
(2.9)
La condition aux limites «" (0) = Iju(r) implique que
I'(r+4) UOT / R
s 6(rm3 —I(r+4)) Z 04—1—7“ Fi(s)ds
(2.10)

Finalement, on remplace ¢, ¢1, cq, et c3 dans (2.5), on trouve (2.4) .

D’ou le Lemme 2.5 est ainsi prouvé.
On introduit 'espace de Banach suivant :

B :={(u,v) :u,v € C([0,1],R), DJu € C([0,1],R), Dbv e C([0,1],R) }, munidela

norme :

[(w,0)[p = max ([Jully, V]l 1D5ull » D5Vl o) 5
(2.11)

ou
[ulloo = sup [u(®)], [v]loe = sup [v(t)], [| Djullo = sup [Dgu(t)], [ Dgvll,, = sup [Dgu(t)] .
teJ teJ teJ teJ
2.3 Quelques Résultats Principaux

Dans le but d’établir des résultats d’existence pour le systéme (2.1), on impose les hy-
potheéses suivantes :
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(Hy) : Pour tout ¢ = 1,2,...,m, les fonctions f; et g; : [0,1] x R* — R sont continues.

(H,) : Tl existe des fonctions non négatives w;'», 77;'» e C([0,1),5=1,2,3,4,i=1,...,m, telles
que pour tout ¢ € [0, 1] et toutes (u1, usg, us, uq) , (v1,v2,v3,v4) € R* on a :

4
| fi (wn, ug, us, ua) — fi (801,02, 03,04)] < ZW; (t) [u; — v
j=1
(2.12)
et
4
|9 (t, w1, U2, us, ug) — gi (t,v1,v2,v3,04)] < 277; () Juj — v,
j=1
(2.13)
avec
0; = supw(t), i=1,..m, j=1234,
teJ
(2.14)
et
Nj o= supn (1), i=1,..,m, j=1,2,3,4.
ted
(2.15)

(Hj) : 11 existe des fonctions continues non négatives (I; ()),_; ,, et (ki (t));—; _,, , telles
que :

|fl (tau17u27u37u4)| S l’l (t), |gZ (t,ul,u2,u3,U4)| S kl (t)7
(2.16)

pour tout ¢ € J et toute (uy, us, us, uy) € R,

avec :



37

L; = supli(t), K; =supk;(t),i=1,2,...,m.
tes teJ

On introduit aussi les quantités suivantes :

PR S T (r+4) 7ot

YT D(a+1) 6B —T(r+4)|T(a+r+1)
1 r 4) Pty

A (p+4)s

TTBTD) 6l T (p+ )T (Brp+1)

A - — 1 n [ (r+4)7>
P T T(a—v+1) BT +4)|T(A-y)T(a+r+1)
A - 1 n [ (¢ +4)¢Pte
POTT(B -t BT+ TE-p)T(B+e+1)
Sioi o= (BiHO+0+00), =Y (N A+ N+ A,

i=1 i=1

C(r+4)|uy|m
|73 — T (r+4)|T(r+1)

Wy :|u(’§|+6

['(p +4) gl <”

WZ:U*+ )
2 =l s T T o )T e D

C(r+4)|uy|m
T —T(r+4)|T4—yT(r+1)

ngz

[ +4)|vgl<”

W4 = §@+3_F(¢+4)\F(4—P)F(S@+1)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)
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2.3.1 Premier Résultat : Existence et Unicité

Notre premier résultat principal est basé sur le principe de contraction de Banach. On

Théoréme 2.6. [86] Pour 71" #£T (r+4), P £T (p+4), on suppose que I’hypo-
thése (Hs) est vérifiée. Si inégalité

max (AlSl, AQSQ, AgSl, A4SQ) < 1
(2.25)

est valide, alors le probléme (2.1) a une solution unique (u,v) (t),t € [0,1].

Démonstration. On définit 'opérateur ¥ : B — B par :

U (u,v) (t) := (¥ (u,v) (t), Uy (u,v) (1), t € J,

m

Uy (u,v) (t) = Z/ t;s )~ (s,u(s),v(s), Dyu(s), D§v(s)) ds
L(r+4)8

Tt G T (r 1)

Z/ ) f; (s,u(s),v(s), Dyu(s), Dfv (5)) ds — _upt" ’

I (« —|— ) C(r+1)
(2.26)
et
mo Lo G)f1
Uy (u,v) (t) = —42/%9z (s u(s), v(s),Dgu(s),DSU(s)) ds
o L(p+4)t

ST SE Tt D)
m ,3+Lp 1 , ) UE;C(’D
Z/ T 5 + ) (s,u(s), v(s), Dyu(s), D0U<S)) ds — m

=1 0
(2.27)
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On va maintenant montrer que ¥ posséde un point fixe unique. Pour cela, on va prouver
que V¥ est un opérateur contractif :

Soient (u1,v1), (u2,v2) € B. Alors, pour tout ¢t € J, on a :

Wy (ug,v1) (8) — Wy (ug,va) ()]

— I'(r+4)t3
HCGEE= )

iof( F(;‘: ! (s ul(s),vl(s),DSu(s),ng(s)) ds
} -
;{ O::; ' (3 UQ(S),UQ(S>,DSU(S),DS?J(S)) ds
On a donc
Wy (u1,v1) — Wy (ug, v2)]
/t (t — S)aqd m fi (s,ul(s), v1(8), Dyu(s), D{)’U(s))
< ~—~_ds | sup
o I (@) s&T =1 | —f; (s, uz(s), va(s), Dyu(s), ng(s))
C(r+4)8

673 —T (r +4)]

(r ds | sup

] _ gyt m | fi (s,u1(s), vi(s), Dyu(s), Dju(s))
>< A —
T(a+r) S€T5i=1 | = f; (s,ua(s), va(s), Dyu(s), Dhv(s))

En calculant les intégrales du second membre, on obtient 'inégalité suivante :
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| Wy (ug,v1) — WUy (ug, va)|

sa m | fi (s,u1(s), va(s), Dyu(s), Dgv(s))

- sup
T (04 + ].) seJ T _fz (8, UQ(S), 1)2(8), D8U(S), D5U<S))

T (r +4) fProtr

P T4 T (atr+1)

m | fi (s,ui(s), vi(s), Dyu(s), Djv(s))
Xsup Z :
S€T5=1 | = fi (s,ua(s), va(s), Dyu(s), Dhv(s))
(2.28)

qui peut étre réécrite en utilisant (Hs) comme suit :

[Py (w1, v1) — Uy (U2, v2) |l o

1 L (r+4)r>t
(r(a+1)+6|Tr+3—r(r+4)|r(a+r+1))

3=t () s () = (3)] 32 (5) o (5) = w2 9)]
| m
3 (5) 1D () = D (5)| + 25 4 (5) Do (5) = D ()

1 F(7"+4) Totr m ) ) . .

< 9 0 o' o
< (F(a—l—l)+6|TT+3_F(T+4)|F(O‘+T+1));_1(1+ o+ 03+ 4)
x max ([lur — us| o, [|[v1 — vall o 5 | Dgur — Dgusl| o , [|Dgvr — Dgwally) -

Par conséquent,

[Py (ur,01) = Uy (ug, v0)|l, < ArSt|[(ur — ug, 01 —v2)|| -
(2.29)
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D’une manieére similaire, on peut montrer que :

H‘I’z (Ul,vl) — ¥y (u2, Uz)Hoo < A5, H(Ul — U2,V — Uz)HB .
(2.30)

D’autre part, on a :

| Dg W1 (u,v1) () — Dg Wy (uz, v2) ()]

EEE fi (s, ua(s), 1 (), Diua(s), Dfon(s)) ds

m t a—vy—1
=3 R (s, ua(s), va(s), Dy (s), Dho(s)) ds
i=10

_ D (r+4)t3—7
R G y erwryy gy

m T T—s a+r—1
Zb[%ﬁ (s,u1(s), v1(s), Dgua(s), Dgui(s)) ds

m. T —38 a+r—1
=3 [ CEE i (s, ua(s), va(s), Djua(s), Dyvi(s)) ds
] 0

En calculant les intégrales du second membre, on obtient :

|Dg Wy (u,v1) (t) — Dy ¥y (ugz,v2) (1)]

o= m fl (s,ul(s),vl(s),Dgul(s),ngl(s))
< ———sup
Tla=v+ D ser S| 1 (s, us(s), va(s), Dlua(s), Dlvs(s))

N [ (r+4)t37ratr
773 =T (r4+4)|IT(4—79) T (a+r+1)

m | fi(s,u1(s),v1(s), Dyua(s), Dgvi(s))
X sup
€1 iz _fi (87u2(8)av2(8)aDgul(s)7D(€U1(s))
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En utilisant 'hypothése (Hs), on obtient :

| Dg Wy (u1,v1) — D Wy (ug,v2)]|

1 C(r+4)r>t
= (F(a—v—i—l) + |TT+3—F(7’+4)|F(4—’7)F(O&+T+1)>
m wi () [ur (s) = ug (s)] +wh (5) 1 (s) = v (5)]
X sup
<7 5\ wh () DG (5) — Dus (3)] + i (5) DG (5) — D ()|
<

( 1 N [ (r+4)7> )
Fla—y+1) 7B -T@Fr+4)|TA-—yT(a+r+1)

XY (05 + 05 + 05 + 63)

i=1
xmax ([lur — vzl , [[or = v2llo s [[Dgua — Dguzll , [| Dgor — Diva|l) -
Il en résulte que :

||Dg‘1’1 (ul,vl) - ng’l (u27v2)Hoo < A3 H(Ul — U2,V1 — Uz)HB-
(2.31)

Raisonnant de la méme maniére, on obtient :

| DG (u1,v1) — DgWs (ug, va)|lo, < AgSa||(ur — ug, v1 — v2) || -
(2.32)

En utilisant (2.29), (2.30),(2.31) et (2.32) et le fait que :
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Wy (u1,v1) — Wy (g, v2) ||

[ Dg Wy (u1,v1) — Dg Wy (u2,v2)]|o
[ (w1, v1) — W (ug,v2)]| 5 = max :
Wy (u1,v1) — Wa (ug, v2) ||

[ DgW2 (ur,v1) — DgWs (uz, v2) |l
on conclut que :
[P (u1,01) — W (ug, v2) 5

< max (A157, A2Ss, A3S1, AsSs) |[(ur — ug, v1 — v2)] 5 -
(2.33)

Il s’ensuit de la condition (2.25) que 'opérateur ¥ : B — B est contractif. Donc ¥
posséde un point fixe unique qui est une solution unique du probléme (2.1). Ceci complete
ainsi la preuve du Théoreme 2.6.

2.3.2 Deuxiéme Résultat : Existence d’une Solution au Moins

Le théoréme suivant établit 'existence d’une solution au moins du probléme (2.1). Ce
résultat est basé sur le Théoréme du point fixe de Schaefer.

Théoréme 2.7. [86] On supposons que 7" # T (r+4) et P2 £ T (o +4). Si les
hypothéses (Hy) et (Hs) sont satisfaites, alors le probléme (2.1) admet au moins une solution
(u,0) (t), t € [0,1].

Démonstration. Afin d’établir I’existence des solutions, on va montrer que ¥ admet
un point fixe. Pour ce faire, on utilise le théoréme du point fixe de Schaefer.

D’abord, on montre que 'opérateur ¥ est complétement continu. En effet, on montre que

l'opérateur W envoie tout ensemble borné de B en un ensemble relativement compact dans
B.

D’aprés 'hypothese (Hy) , opérateur ¥ est continu.

(A) : Maintenant, on prend 6 > 0, (u,v) € Ay := {(u,v) € B; |[(u,v)||zp <6} et T :=
{U (u,v); (u,v) € As}. Alors, pour toute (u,v) € As et pour tout ¢ € J, on a :
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-1 Y * T 3
i (s,u(s), v(s), Dyu(s), Dhols)) ds +u + 5bGr

=1
[Ty (u,0) (1)) =
(if CR fi (s, uls),v(s), Diu(s), Dfv(s)) ds — ”z,;ﬂ)
S T (0000 D) D) + i
[ (r+4)t* e+

TS T 4T (atrtl)

. C(r+4)8|ug|
; D Df 0 .
Xi‘éS’Z'f sl o(8): Pouls). D) |+ s o g m i )

En tenant compte de (Hj), on peut écrire

" 1 [ (r+4)7r>
v < L;
01 (u,0)]l o < Z (F(a+1)+6]TT+3—F(T—I—4)|F(@+T—|—1)>

C(r+4)|uy|m
673 —T(r+4)|T(r+1)

Ce qui est équivalent &

101 (w,0)llg < A1D Li+ Wi

(2.34)

D’une maniére analogue, on a :

192 (w o)l < A2 K+ W
=1

(2.35)

D’autre part, on a :
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T(r+4)t3—7
TS =T (r+4))T'(4—7)

DTy (u,v) (1) -

m T Fog)atr—1 . o
X (;Of ( F((l—i—r) Ji (s,u(s),v(s),Dou(s), ng(s)) ds — e

e I [ (r+4)t3rotr )
Tla—7+D) " [T+ AT E- )T (atr 1)

xsug) g {fi (S,U(S),U(S)ypgu(s)aDSU(S)H
5€S =1
L (r+4) 8 Jug| 7

B T4 ) T AT +1)

Ainsi, a partir de ’hypothése (H3), on a :

D5 % (u, )], <
1 F +4 a+r m
* PESTERAT >t
Tla—y+1)  [PB-Tr+4TA-NT(a+r+1)) 5

N L'(r+4)ug| ™
7B —T(r+4)|T4—7)T(r+1)

Et donc,

ID3¥s (u0)lle < As) Li+ Wi

)

i=1
(2.36)
Avec les mémes arguments que précédemment, on obtient :
105, (u,0) . < AsY Kot W
i=1
(2.37)

Des inégalités (2.34), (2.35), (2.36) et (2.37), il en résulte que
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1@ (u,0)llp <

max <A12L2+W1, A2ZKi+W27 AgZLi—FWg, A4ZK,L+W4> .

i=1 =1 =1 =1

Alors,

IV (u,0)]p < oo
(2.38)

D’otl T est uniformément borné.
(B) : On va établir I’équicontinuité de T :

Soit (u,v) € As. Alors pour 0 < t; <ty < 1,ona:

Wy (u,v) (t2) — Wy (u,v) (t)]

3 [ o e (5,0(s),v(s), Dju(s), Do) ds

=1

_ i Of (tlgfgjflfi (s,u(s),v(s), Dyu(s), Djuv(s)) ds

et comme t; < t5, on peut aussi écrire les intégrales de second membre sous la forme :
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+2

Wy (u,v) (t2) — Wy (u,v) (t)]

>

1=1

1 f; (S, u(s), U(S), DSU<S), DS’U(S)) ds

—~
~
¥

m t2

Ul f; (s,u(s), v(s), Dyu(s), Dju(s)) ds

i=1t

_ Zf (tlr(s;a 1f2 (s,u(s),v(s), Dyu(s), Dhv(s)) ds

i=1

T'(r+4) 3 3
ooy (2 — )

a+'r 1

Ce qui permet d’obtenir 'inégalité suivante :

IA

m tl
Z
=10

.y

=10

Wy (u,v) (t2) — Wy (u,v) (t1)|

(S u(s), (s),Dgu(s),ng(s)) ds

Ml i (s, u(s), v(s), Dyu(s), Dfu(s)) ds

-1

m tzu ) Y )
;/ T (a) fi (s,u(s),v(s), Dyu(s), Dhv(s)) ds

T'(r+4)
6(77T3_T(r+4)) (tg - t?)

X (Zi blt %f (s,u(s),v(s), Dyu(s), Dv(s)) ds —

=1

x(ij e ﬂ@%)()DuUJW@D@—%%O

* T
’lLOT

I'(r+1)

)
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En calculant les intégrales du second membre, on obtient :

W1 (u,v) (t2) — Wy (u,v) (t)]

< Wit ng]ﬂsu (), Dyu(s), Dgo(s))|

pZ|fz s,u(s), v(s), Dyu(s), Dgv(s))|

a+1 SGJ

[ (r+4) 7o (3 — t3)
6[(773 =T (r+4)|T(a+r+1)

5 C(r+4)7" ug| (5 —3)
Z D DP oltr2 = 1)
XSSE}?ZV s u(s),vls), Douls): Dvis) |+ g1 T 4T (r 4 1)

Compte tenu de ’hypotheése (H3), on aura :

[y (u,v) (t2) — ¥y (u,v) (t1)]]

s“f“+Q%lez )wQ}@

r (O‘ teJ a + 1) teJ

T 4 a+r t3—t3
(r+4) 7™ (& sule
6|7 —T (r+4)|D(a+r+1)ies

U (r+4) 7" [up| (5 — t3)
6773 —T(r+4)|T(r+1)

Par conséquent,
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[ (u,v) (t2) — ¥y (v, v) (t1)]]

Zm: (ty —19) + 2 (ty — 1) L (r+4) 707 (83 — t3)
— ['(a+1) 6773 —T(r+4)|T(a+r+1)
r 4
n (r+4) 7" [ugl (£ —£).
6773 =T (r+4)|T(r+1)
(2.39)
De la méme maniére, on montre que :
W5 (u, v) (t2) = W2 (u, v) (t1)]|
< YK (55— #) 2t - )" L (p+4)*+ (8 - )
i +
I re+1) 6|t =T (p+4)[T(B+¢+1)
['(p+4) < |vg] 3
(2 — 1)
63 —T (p+4)|T(p+1)
(2.40)

D’autre part, on a :

|DS\IJI (u,v) (t2) — D3y (u,v) (tl)‘

il:f (ta—s)* 7~ lfz (S u( ) (S),DSU(S),D8U<S)) ds

1=

IN

m 11 a'yl

_ Z f (t1 L, (s,u(s),v(s), Dyu(s), D§v(s)) ds

+ Z/ t2—s yart fi (s,u(s),v(s), Dyu(s), Djuv(s)) ds

I(r+4) 3— 3—
(T3 =T(r+4))T'(4—) (&7 =17")

a+'r 1

(ibf F(a+r fi (s,u(s),v(s), Dyu(s), Dv(s)) ds — Fl(‘;}rl))

=1

Le calcul des intégrales du second membre donne
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‘Dgllll (u,v) (t2) — Dy (u,v) (tl)‘

(tg*” — t‘f‘”) + (ty — tl)

= [(a—7+1) i‘é?z}fl o u(e), vle), Dou(s), ()]
L R wsu Z\f s, u(s),v(s), Dyu(s), Dgu(s))|
[a—v+1) seIJ) ' 0
[ (r+4) 7ot (377 — 377) )
7T+ T (A=) T (atr+ 1) séfz‘ﬂ = u(s),v(s), Douls), Di(s))|

L (r+4)7" |ujl (tg’_7 — ti"”)
|77+3 — T (r+4)|T(4—~)T(r+1)

11 suffit donc d’appliquer I'hypothése (Hs) , pour avoir I'expression suivante :

D3 %1 (u,v) (t2) = Dg¥a (u,v) (1)l <

ty =ty )+ 2(tk—t) T (r 4+ 4) 704 (537 _ 3 m
EU o
F(a—vy+1) |73 —T(r+4)|F'4—~y)F'(a+7r+1) — ’

N T (r+4)7" |ujl (152_7 — tf‘”)
|77+3 — T (r+4)|T4—y)T(r+1)

(2.41)
Finalement, d’une maniére analogue on peut obtenir :
1DGW2 (u,v) (t2) — Dg¥2 (u,v) (t1)[|, <
—p — B—p
(tg — t? p> + 2 (tg — tl) T (90 + 4) gﬂJrsO (tgfp . t3 p zm:
FB-p+1) [ =T (p+4)[T(4-p)T (ﬁ+90+

=1
L(o+4)¢% vl (857 —t377)
[# =T (e+4)F(A-pTe+1)

(2.42)
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On note que les termes des seconds membres des inégalités (2.39), (2.40), (2.41) et (2.42)
sont indépendants des variables u, v, et |V (u,v) (t2) — ¥ (u,v) (t1)|| 5 tend vers zéro quand
t; tend vers t5. Ce qui implique que I'’ensemble T est équicontinu.

En combinant (A) et (B), et en vertu du Théoréme de Arzela-Ascoli, on conclut que Y est
un ensemble relativement compact de B. Il en résulte que ¥ est un opérateur complétement
continu.

(C) : On prouve que pour un certain 0 < p < 1, ensemble

Q:={(u,v) € B, (u,v) =p¥(u,v) }

est borné.

En effet, soit (u,v) € Q, alors (u,v) = p¥ (u,v), pour 0 < p < 1. Donc, pour tout t € J,
on a:

w(t) = (u,0) (£), 0 (t) = ps (u,0) (1)

Ensuite, on aura :

1 o ; ) .
; lu(t)] < F( X supz !fl s, u(s),v(s), Dou(s),Dov(s))| + |ug|

sedJ

[ (r+4)t3rotr
X i
G738 —T (r+4)|T (a+r+1) i‘é}?z‘f s uls

+

v(s), Dou(s), Dgu(s))]

L (r+4)t3|ug| "
673 =T (r+4)|T(r+1)

En se servant de I'hypothése (Hjs), on peut écrire :

1 = 1 [ (r+4)r>
ﬁ]u(t)| = ZLi(F(a—kl) +6|TT+3—F(7’+4)|F(04+7‘+1))

i=1
L'(r+4)|uy "

+|“°|+6|Tr+3—r(r+4)|r(r+1)'

Par conséquent,
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lul < 1 (AlzLi +w1> |

i=1

De méme, on a :

lolle < /J(A2ZK2‘+W2>-

=1

D’autre part, on a :

1
o 1Pou @]
<T@ 7+1881€11;Z‘f15u v(s), Dyu(s), Djv(s))|
[ (r+4) 3 7rotr
PR T O)Td-—Nl(atril) SEI}ZM s uls

C(r+4)t377 luj| 7"
|77+3 — T (r+4)|T(4—~)T(r+1)

+

En utilisant ’hypothése (Hj3) , on obtient :

[1DGullo < M<A32Li+ws>-

=1

De maniére analogue, on peut montrer que :

1Dl < u (A@m T w4> |

i=1

(2.43)

(2.44)

v(s), Dyu(s), Dgv(s))]

(2.45)

(2.46)



93

Il résulte de (2.43), (2.44), (2.45) et (2.46) que :

1w, 0)|[p <

M max (AliLi‘l_Wh AgiKi—i—Wg, AgiKi—i‘Wg, A4§:KZ—|—W4> .

i=1 i=1 =1 =1

(2.47)

Donc,

1w, o)l < oo

Ce qui prouve que ) est borné.

On conclut par le Théoréme du point fixe de Schaefer que 'opérateur ¥ admet au moins

un point fixe qui est la solution du probléme (2.1). Ce qui achéve la démonstration.

Corollaire 2.8. [86] Soient 71" £ T'(r +4), et % #£ T'(p+4). On suppose que

Uhypothése (Hy) est satisfaite. Si les fonctions f;, g; sont bornées sur J x R i =1,2,...,m,
alors le probléme (2.1) admet au moins une solution (u,v) (t),t € J.

2.4 Applications

On présente deux exemples pour illustrer les résultats principaux.

2.4.1 Exemple 1

On considére le probléme fractionnaire suivant [86] :
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5 3
Dgu(t)’Jr’Do%(t)‘

DO%v(t)D

[u(®)|+v(®)]+

10
D u(t) +

(4t2+4-25) (e—2t+\u(t)|+|v(t)\+ DO% u(t)|+

5 3
5y (sinu (t) +sin Dgu (t) + cosv () + cos Div (t) + In (1 + t)) =0,

t E [07 1] )
15 @l o)l #|pduo) il
15 1 w(t v(t
D¢t o (t) + 2@ | THu@] T T T

) * en

w2 (1+

2 3 3
4+ (sinu (t) +sinv (t) + g sin (27rD§u (t)) + Lsin (27TD02U (t))) =0,

16e—t2

DO%v(t)D

tel0,1],

u(0) =7, v(0) =2,

\ u/// (O) _ ].03 (%)7 U”/ (O) _ ]_04 (g)
(2.48)
Pour cet exemple,ona:a=2 =2 1v=3 p=23r=2% p=17=1 ¢=2
J =[0,1]. Ainsi, il est facile de voir que 7% £ T'(r +4), "t AT (0 +4).

D’autre part,

[ur| + |ug| + |us| + |ud
482 + 25) (et + |ug| + |ua| + |us| + |u4])’

fl (t7u17u27u’37u4) — (

fo (t, ur, ug, us, ug) = (sinwuy + sinug + cosug + cosuyg + In (1 4 ¢)) .

Sm2 +t

Donc, pour tout t € [0,1] et toutes (uy, ug, us, ug), (v1,v2,v3,v4) € R*, on a :

|f1 (8, ur, ug, uz, ug) — f1(t, 01,02, v3,04)] <

1
42 + 25 fua = val

1
Jus = vs| + 555

1
[u2 = w2 + 5 op

1
o =il + s



et

| fo (t,u1, ug, us, ug) — fo (t,01,02,v3,04)] <

1 1 1
sr e Tl g e T el g e el g s .
On peut prendre :
L) = wh (1) = wh () = b (1) = =
Wil =@ ) =@ ) =Wl = 4p oy
2 2 2 2 1
wi (t) = wy (t) = w3 (t) = wy (t) = 57r2—+t’
91_91:91:91:i
1 2 3 1= 950
02:92:92:92:L
1 2 3 41T

On a aussi :

g1 (ta Uy, U2, us, U4)
1

_ |ua n |uz| n 2 us] n t [ua]
32(12+1) \1+|ur|  1+ug| 721+ |us|]) 71+ |ugl))’

et

92 (ta Uy, Uz, us, U4)
_ . : 2 t
= Tgo—7 \sinu + sinuy + g2 Sin (2mus) + —sin (2muy) | .
Pour t € [0,1], et (uy, us, us, ug), (vi, v, vs,v4) € R on peut écrire

‘gl (t>u17 Uz, U3,U4) — 0 (tv U1, V2, V3, ’U4)’ <

1 1 2 t
pe syt gy e el gy e — vl gy el
g2 (t, u, ug, us, ug) — go (t,v1,v2,v3,v4)| <
1 1 2
W|U1—Ul|+—|u2—02|+

t
T6c7 T T

Alors, on peut avoir
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1 12 t
771() 772() 32(t2+1)7 773() 327T2(t2+1)7 774() 327T(t2—|—1)’
1 12 t
771 ( ) 772 ( ) 16€7t27 773 ( ) 1287‘(2677&2’ T]4 ( ) 167_[_67t27
et donc,
1 1 1

M=M=, =, Ay = o
L7277 397 787 39427 T4 3977
N=X2=S o2 e ©
! 27167 7 128727 T4 16w

D’autre part, en calculant A;, Ay, Az et Ay, on aura

max (Alsl, AQSQ, AgSl, A452) < 1.

En conclusion, toutes les hypothéses du Théoreme 2.6 sont vérifiées, donc le probléme
(2.48) admet une solution unique (u,v) (¢), t € [0,1].

2.4.2 Exemple 2

On considere le systéme fractionnaire suivant [86] :

7 ot
( D&U(t) + et _ . i e 2isn;(u(t)+v(§)) _ O,
16+sin(u(t)+v(t))+cos(Dolu(t)-l—ng(t)) 16+cos(D01u(t)+D§v(t)>
tel0,1],
7 3 7 3
% sin (u(t)—&—v(t)—&-Dé( u(t)+D§ v(t)) cos (u(t)-f—v(t)—i—DéI u(t)+D¢ v(t))
Dgo (t) + 1841412 + 16+1+12 =0,
tel0,1],
u (0) = 3v/2, v(0) = /5,
u (0) =u" (0) =" (0) =2" (0) =0,
" g n
\ a0 =15 (1), 00 = I (2)
(2.49)
Iciona:a=0=%2vy=2 p=3r==2 =3 7=14¢=2J=1[01], et
TN E T (r4+4), FET (p+4).
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On a aussi :

6t

16 + sin (ug + ug) + cos (ug + uy)’

fl (t7 uy, Uz, uUs, U4) =

e 2t sin (u1 + ug)
16 + cos (uz + ug)’

f2 (t7 Uy, U2, U3, U4) —

sin (u1 + U2 +U3+U4)
18+t+1t2

g1 (t,ul,u2,u3,u4) = )

cos (ug + ug + us + uy)
16 + ¢ + t2

gz (t7 Uy, Uz, U3, U4) -

Pour tout t € J et toute (u, up, us, us) € R* on a :

e
t < —
|f1( ,Ul,'LLQ,U3,U4)‘ ~ 147
672t
t < —
|f2( 7u17u27u37u4)| =~ 15 )
1
t < —_—
|91( 7u17u27u37u4)| =~ 18+t+t27
1
t < -
|92( 7u17u27u37u4)| -~ 16+t+t2

Donc, les hypothéses (H;) et (Hs) sont satisfaites, d’ou le systéme (2.49) admet au moins
une solution (u,v) (t), t € [0,1].



Chapitre 3

Problémes d’Ordres Fractionnaires
Multiples

3.1 Introduction

La théorie des équations différentielles fractionnaire joue un réle important dans la mo-
délisation de nombreux processus physiques, technologiques et biologiques. Pour plus de
détails, on renvoie le lecteur aux monographies de Hilfer [39], Kilbas et al. [53], Lakshmikan-
tham [58], Miller [67] et les papiers cités dans [5, 10, 14, 33, 52, 54, 72, 78, 84]. Au cours des
dernieres décennies, de nombreux articles traitant 1’existence et 1'unicité des solutions ont
été publiés, le lecteur intéressé peut se référer aux [6, 11, 12, 13, 19, 20, 22, 32, 42, 49, 64, 71|
pour plus de détails.

L’objectif de ce chapitre est ’étude d’une nouvelle classe de problémes fractionnaires
d’ordres multiples. On établit des conditions suffisantes pour prouver nouveaux résultats
d’existence et d’unicité et d’autres résultats assurant ’existence d’une solution au moins. En

outre, quelques exemples sont discutés pour illustrer les principaux résultats.

On introduit maintenant des résultats ayant inspiré notre travail. On commence par [61],
ou M. Li et Y. Liu ont étudié 'existence et 1'unicité de solutions pour le systéme suivant :

( “Diu(t) = fi (tu(t),v(t) . Diu(t), Do),
teJ=1[0,T],

“Doyv () = fo (t,u(t),v(t) Dy u(t),c Di,o(t)),
teJ=1[0,T],

u(0) + Au' (0) =0, u (1) + A3Dh,u(l) =0,

L 0(0) + A (0) =0, v(1) +A3D5,v (1) =0,

ici °Dg, dénote la dérivée fractionnaire de Caputo pour v > 0,1 < o, < 2,0 < p,q <1,

58



29

et fi,f2€C([0,7] xR x RLR,).

Récemment dans [92], G.T. Wang, B. Ahmad et L. Zhang ont considéré m—points condi-
tions aux limites pour un systéme d’équations différentielles fractionnaires non linéaires de

la forme suivante :

( DPu(t) + f (t,v(t)) =0, t € J,

D (t) + g (tu(t) =0, t € J,

w(0) = (0) =0, D' Mu(toc) = 3 Bu (&),

0 (0) = o (0) = 0, D1 (+00) = mz v (€).

2 <p,q<3,

\

avect € J =[0,400), f,g € C(JXRR),0<& <& < ... <&,_o < +00, D7 dénote
la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0.

Tres récemment dans [97], C. X. Zhu, X. Zhang et Z.Q. Wu ont discuté un probléme avec
des conditions intégrales :

(“Dg,u(t)=f(t,v(t),*Dh,v(t), 0<t<1,
CDOJFU( )=g(tu(t) " Diu(t), 0<t<l,
(0 +u 771 fo d=5‘7
w(ny) + bu' ( fo )) ds,
v (0) 4+ v (&) = fo ) ds,
\ v (&) + dv' ( fo ds.

cil<a,pf<2,0<pg<l,a—p—12>0,6—-—qg—12>0,0<mn <n <1,
o, p,p € LH0,1], f,g € C((0,1) x RER) et Dy, dénote la dérivée fractionnaire au

sense de Caputo d’ordre v > 0.
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3.2 Problémes Fractionnaires Multidimensionnels

On est essentiellement intéressé par ’étude de ’existence et 1'unicité de solutions et I’exis-
tence d’une solution au moins correspondant au probléme d’ordres fractionnaires multiples
suivant [25] :

E=n, o™ 0) ="V 0)= .. = P 0) = «F V(1) =0,
(3.1)

onk—1<ar<k, k=12,..,nneN J:=]0,1], Dy* sont les dérivées fractionnaires
au sens de Caputo.

Les fonctions fF: J x R® — R, pour k = 1,2,....n, et i = 1,....,m, n, m € N*, seront
précisées plus tard.

3.2.1 Solution Intégrale

On prouve maintenant le résultat auxiliaire qui suit :

Lemme 3.1. [25] On suppose que k — 1 < oy < k, k = 1,2,...,n, et on consi-
dere (Gf) L CC(LR), aveci=1,...m, k=1,...,n, m,n &N Alors, le probleme

i
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¢

Dgtui(t) = 32 Gi(t), t € J,
i=1

DSPus(t) = 30 G2(1), te J,
=1

Dg™un(t) = > Gi(t), t € J,
i=1

\

(3.2)
associé aux conditions initiales :
( k=1, vV (0) =0,
k=2 v 0)= """ 1) =0,
k=3, 07 (0)= w7 (0) = u " (1) =0,
| k=mn, u,(f ™ (0) = u,(ck_(n_l)) 0)=...= u,(f_Q) (0) = u,(ck_l) (1) =0,
(3.3)
posséde une solution (uq,us, ..., uy,) (t), telle que pour tout t € J, on a :
( Nt (t—s) 1
Zlfo F(m) G (s)ds, k=1,
up(t) = 9 Zfo “ Sa: GY (s)ds
k-1 UL | ap—k
_(k_l)!rt(ak_(k_l)) ; fO (1 - S) g Gf (8) dS, k= 27 37 ces T
(3.4)

Démonstration. Afin de démontrer le Lemme 3.1, on va appliquer le Lemme 2.2 pour
réduire le probléme (3.2) aux équations intégrales suivantes :
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ou

m t
) M n n n n o 4n— n o 4n—
un(t) = ;{%GZ (s)ds — ¢y — it — cht? — ..ct ot — L
(3.5)
& 0 0 ... 0
2 2 0 0 0
a 3t 3 0 0 -
. . S .
: 0 0
gt ot ot Ly 0
<o cr cy Chg Cno1
(3.6)

=0, ¢ = zf“ LG (s) ds,

(a2—1)
c=ci= g: fol (21F 2:32; G (s)ds,
n—-1_ n—-1_ _ on—1 __ n—1 __ Nl (1—s)*n—1—7"1 n—1
=T = =03=0, 5= i:zlfo ey O (s)ds,
=== ,=0 " fo = 11,F8ajn Z sG7 (s) ds.
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En substituant (3.7) dans (3.5), on constate que :

I'(a1)

( ; f; (tfs)al_lG} (s)ds, k=1,

I'(a) ?

> Jy Y GE (s) ds
1=1

k—1 Al ar—k
(k*l)!l—‘t(akf(kfl)) ;f(] (1 - S) g Gf (S> dS, k= 27 37 ceey NN

La preuve du Lemme 3.1 est ainsi atteinte.

On introduit l'espace de Banach B := {(uy,ug,...,u,) :ur € C(J,R), k=1,2,...,n},

muni de la norme :

| (w1, ug, ..., un) || g = Jnax lurll o s Nunlly = sttg}) lu(t)], k=1,2,...n.

3.3 Quelques Résultats Principaux
On considére les hypothéses suivantes :

7,k=1,..n
(Hy) : 1l existe des constantes non négatives ((,uf) j)
i=1,.m
v,) € R" on a:

, telles que pour tout t € J et

toutes (uy, Ug, ..., Up ), (V1, Vg, ...,
n

|7 (g, g, ey tn) = FF (801,02, 00)| 3 (i) g — vy
j=1

(Hs,) : Les fonctions fF : J x R® — R sont continues pour tout i = 1,2,...,m, et tout

k=1,2,...n, m,n € N*.

(Hj3) : 11 existe des constantes non négatives K¥, telles que :

|fE(tug,us, o un) | S KF i=1,.m, k=1,2,...,n,

pour tout t € J et toute (u1,us,...,u,) € R? o K = max{KF,i = 1,...m, k =

1,2,...,n}.

Pour plus de simplicité, on introduit les notations suivantes :
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Srooo= D (), (), 4t (),)
i=1
Fr= ! + ! , k=1,2,....n,
Flap+1) (=DM (axg +2—k)
1
M1 : =§Zlf_1, Mk; = Ek Fk:, ]{32273,...,71.

3.3.1 Conditions Suffisantes pour I’Existence et 1’Unicité

Maintenant, on est prét a présenter le premier résultat principal. On a :

Théoréme 3.2. [25] On suppose que l’hypothése (Hy) et la l'inégalité

max (M, My, ..., M,) < 1

(3.8)
sont satisfaites.
Alors le systéme (3.1) admet une solution unique (uq,us, ..., u,) (t), t € [0.1].
Démonstration. On définit 'opérateur T : B — B par
T (uy, ugy ooy ty) (t) :=
(T (w1, ugy ooy tiy) (8), Yo (ug, usy ooy y) (), ooey Lo (Ur, ug, .oy un) (), t € J,
tel que :
m t a1—1
(t=s)"" 4
T ) (0 = 30 [T s ()2 (9) o ) ds,
=17 (a1)
(3.9)

et pour tout k = 2,...n,
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Ty (ug, ug, ..., u

z/“““

tk*l

Tl = DI (ap — (k= 1))

xé/ol(l

s

On va montrer que YT est un opérateur contractif

Soient (w1, usg, ..., Uy) , (V1,02 ...,

|T1 (Ul, Ug, ...

yun) () =

Tl (017?}27 ..

o) (1)]

m 1 —_s)® —1
T A (5 ()12 (9) e () ds
m t (t—S)a171 L
_21‘[ T(a1) 74 (Savl (3)’1)2 (5)7 » Un (S»ds
=10
En calculant 'intégrale du second membre, on obtient :
HTI (ul, Ua, ,Un) — Tl (/Ul, Vg, ""Un>Hoo

o o

< ——=sup
Tlon 4D ser S pk (5,00 (5), 02 (5) o

D’autre part, ’hypothése (H;) donne :

||T1 (Ul, Ua, ,Un) — Tl (’Ul, V2, ,Un)HOO

o i(

i—1 SEJ

1 _ seJ
T+ 2 (0 e

=1

IN

(o + A (1)) max ([lur — vil],

S(s,up (8),ug(s), ...

7HU2 —UzHoo

v,) € B. Alors, pour k=1, et t € J on a:

sup |ug — vr] 4 (), sup [ug — va| + ... + (uz) sup |, — vy

sed

yeees ||,

L Up (8)) ds.

(3.10)

)
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Par conséquent,

111 (ur, ug,s oy un) — Yo (1, 02, 0 00) |l < M ||(ug — v1, 00 — v, oy Uy — U0) || 5 -

(3.11)

Maintenant pour k =2,....,nett € J, on a :

| Tk (ug, ug, ..oy up) (t) — g (v1, e, ..., vy) (1)]

m

(t_rs(f:; fE (s, un () uz (s) .y un (s)) ds

o

i=1

k-1 m

iy 3 (1= 97 A (s, (5) s (5) e (5) ds

k—1 mooa —k
~ T T 2 Jo (=)™ (5,01 (), 02.(5) v (5)) ds

Ce qui implique

1Tk (w1, ug, ooy un) — T (01,02, .0, Un) || o

m | fF(s,u1 (8),uz (), .yt (8)) /t (t S)akild
sup ——————ds
seJ _fl.’f (s,v1(8),v2(8),...;vn(s)) |9 I (ax)

tk*l

IN

TS = DIT (ax — (k= 1))
m fzk (Svul (S)>u2 (8)7'~-7un (S>> 1
Xsupz (1—s)™ *ds.
I

seJ i _fl.k (5,1}1 (8) , Ug (5) y ooy Un (5)

En calculant les intégrales du second membre, on obtient :

1Tk (wr, ug, ooy un) — T (01,02, .0, V) || o
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< tor 1
= (F(ak+1) TR DT (an = (k= 1)+1))

xsupz ‘fzk (5,01 (8) g (), .oyt () — fF (5,01 (5),02(8), ..., v (s))’ :

seJ i—1

En utilisant 'hypothése (H7), on aboutit &

1Tk (wr, ug, ooy un) — T (01,02, 0, Un) || o

1 1 - k k k
= <F(ak+ 1) + (k— DT (ap +2 — k)) Do (), + (), + o+ (u),)

i=1
xmax ([Jur = vl s lug = vallog s -y lun = onll o) -

(3.12)

Donc, pour tout £k = 2,....,n, on a

1 Th (ur, ug, ... un) — Ti (U1, 02, o, v0) |l o < My |[(ur — v1,up — v, ooy un — 0y) || 5 -

(3.13)
Ensuite, les inégalités (3.11) et (3.12) donnent :
1T (uq,ug, oy un) — X (1, 02, ..., 00) || g
S max (Ml, Mg, ey Mn) H(U1 — V1, Uy — V2, .c.y Uy — UTL)HB .
(3.14)

La condition (3.8) montre que T est un opérateur contractif, et partant le principe de

contraction de Banach assure que T a un point fixe unique qui est solution unique du systéme
(3.1).

3.3.2 Conditions Suffisantes Pour I’Existence d’une Solution au
Moins

Théoréme 3.3. [25] Si les hypothéses (Hs) et (Hs) sont satisfaites, alors le systéme
(3.1) admet au moins une solution (uy,us,...,u,) (t), t € [0,1].

Démonstration. On va démontrer 'existence d’une solution au moins en deux étapes :
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Etape 1 : On montre que Popérateur T est complétement continu :

La continuité des fonctions fF donnée dans I’hypothése (H,) implique que I'opérateur Y
est continu.

Pour p > 0, on définit ensemble Q, := {(uy, ug, ..., un) € B 1 ||(u1, uz, ..., u,)|| 5 < p}, et
on pose A :={Y (uy, ug, .., uy) : (1, Uz, ..., up) € Q,}. Solent (uy,ug,...,u,) € Q, et t € J.

Alors, compte tenu de 'hypothése (H3), on a :

1T (1, 1z, o )| o

m t

= sup Z/%f} (s,u1(s),us(s), ..., un(s))ds

sed i—1 )
< ™ X supzm:’fil (s, u1(s), uz(s), ..., un(s))|
- T (051 + 1) sed i1
< ; i[(l
- T (Oél + 1) —1 !
1
< §F1mK

(3.15)

Et pour £ =2,3,...n, on a

1Tk (ur, ug, .oy wn) || o

m ap—1
3 [ UG (5.0 (9 0 5) ot ()

=1

tk—1

= Sub T DT (ar— (1)

seJ

X Z fol (]‘ - S)Qk_k fzk (87 Uy (S> , U2 (8) y ey Un (S>> ds
i=1
En calculant les intégrales du second membre, il résulte que :

1Tk (wr, ug, ooy un) || o
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o

Mot 1) i‘;l;Z\fk 5 11(5), 12 (5), oy n(5)|

tkfl

T DT (ar + 1 (k- 1) S;Q?Z’fksul s (s), - Un(s)) |-

Compte tenu de ’hypothése (Hj3), on aura :

1Tk (wr, ug, ooy un) || o

1 1 -
= <r(@k+1) * (k—1)!r(ak+2—k));[(f

(3.16)

Par conséquent,

1
1T (wq,ug, ..., upn)|| g < mK max <§

F17F27---,Fn> < 0.
(3.17)

De l'inégalité (3.17), on déduit que A est uniformément borné.

Soient 0 < t; <ty <1, et (ug,us,...,u,) € Q,. Alors,

111 (ur, ug, .oy tn) (B2) — Ty (ur, ug,y oy ) (t1)]

m t2 ap—1
[ () 2 (5) s () ds
=10
m t1 ap—1
- 216[ (tlgio)q) le (S7u1 (S) , U2 (S) y ooy Up (S)) ds
O O
;bf 21“(041) fi(syua (s) ,u2 (8) ot (3)) ds
m 12 '
S R o (), (5) e () ds
- 1=11¢; )
m t1 (t1—s5)211
—;({ o i (sun(s) ua(s) .y un (5)) ds




70

ce qui peut s’écrire

|T1 (Ul, U9, ) (tz) — Tl (Ul, Usa, ;un) (t1)|
ilbf (tzg(sc):)l 1fZ (s,u1 (8),u2 (8), .oy tiy (8)) ds
. -
= 3 R (o 9) i (5) e (5)
SR
+ ;/ I (o) fi (s,u1 (s),uz (), ...,un (s))ds

Le calcul des intégrales du second membre donne :

T (ur, ua, oy tn) (t2) — T (ur, uz, ooy ) (E1))]

< T o 0l

+¥2<CY_1—ZI‘) XS;;?Z“H S, ul UZ(S)V‘WUTL(S))}'

A partir de I’hypothése (Hs), on obtient :

tal tal +2 t _t ap m
03 ) () = s ) (1), < R 2K
- (fg' =) +2(t =)™
F(Oé1+1>

(3.18)

D’autre part, on a :

‘Tk (ul,u2, ,un) (tg) — Tk (Ul, U, ..., Un) (tl)’



71

m t1 _yar—1
;of (tQF(ikl)c FF(s,u1(s) ua (), ..o un () ds
m tl ap—1
- ;Lof (tlgakl)c FF(s,u1 (), uz (), .oy up () ds
+ 231 J Ty /i (s,u1 (), u2(8), ..., u, (5)) ds
i=1t;
() B ek
T =D T (ar—(k-1) ; Jo (1—=5) IE(s,u1 (8) ,u2(8) ...y up (8)) ds

ce qui implique que

<
B fjlif (tII:(LgO)‘CI:])C 1fik (8’ u1 (S) y U2 (S) y ooy Up (5)) ds
i Z/ : P_(Z)m — 7 (5 ()02 ) o (5)) s

N (t2 — 17 _1 Z/ Oék*kfik: (s,ul (3),u2 (5),,,,,un(8))d8 .

En calculant la valeur des intégrales du second membre, on obtient :

’Tk (ul,ug, ceey Un) (tg) — Tk (Ul,UQ, ,Un) (tl)l

< (EoDirtar, o) )

I' (o + 1) (k=D (o, +2 — k)

Y

XSupZ}fk S, u1(8), ug(8), ..., un(s))

sedJ

(3.19)
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avec k =2,3,...,n.
En se servant de ’hypothése (Hj3), on aura

HTk (ulau2> 7un) <t2) - Ty (ub U2, .-, un) (tl)Hoo

[} o « k—1 k—1 m
<(t2k—t1k)+2(t2—t1) i . G >ZK;€
=1

- F(Ozk+1) (k—l)!F(ak+2—k)
(3~ ) +2 (- t)™ (B - )
= < T (g + 1) (k;—l)!l“(ak+2—k)> mk.

(3.20)

Les seconds membres des inégalités (3.18) et (3.20) sont indépendants de (uq,us, ..., uy)
et tendent vers zéro quand t; — to, d’ou I’équicontinuité de A.

D’apres le Théoréeme de YT, on conclut que A est un ensemble relativement compact de
B. Donc, T est un opérateur complétement continu.

Etape 2 : On consideére 'ensemble suivant :
A= {(uy,ug, ..., u,) € B, (ug, Uz, ...;up) = AT (ug, ug, ..ytt), 0 <A< 1},

et on montre qu’il est borné.
Pour toute (u1,us,...,u,) € A et tout t € J, on a :

(g, Ugy ooy tp) (£) = AT (g, ug, ...y ) (t) .

En effet,

up (t) = MY (ug,ug,...,up) (), k=1,2,... n.
(3.21)

Correspondant aux (3.15) et (3.16), on obtient :

A
llle < Srimk,
(3.22)
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luell, < AFemK, k=2,3,...,n.

(3.23)
Les inégalités (3.22) et (3.23) donnent :
1
[(ur, uz, s un)llp < AmK max <§F1, FaFs, ..., Fn) ;
< o0,
(3.24)

ce qui implique que A est borné.
Donc, par le théoréeme du point fixe de Schaefer, on déduit que l'opérateur T admet

au moins un point fixe (uy,ug,...,u,) (t), t € [0,1], qui est la solution du systeme (3.1).
Théoreme 3.3 est ainsi prouvé.

3.4 Applications

Dans cette section, on présente deux exemples pour illustrer les résultats obtenus dans
la section précédente.

3.4.1 Exemplel

Afin de valider le premier résultat, on consideére le probléme fractionnaire suivant [25] :

1
1 @ tw®ru)l
Dé Uy (t) - 8772(1~1H1.L1(t)%FUQ(t)i’uS(t)D

3272e

b pptey (S i (1 (1)) , ¢ € [0,1],

5
5 - [uz (t)+ua(t)+us(t)|
Dgusz (t) = 5520 i ras ) Fs @)

12 sin(uq(t))+cos(uz(t))+cos(us(t))
+167r2€t2+1 (1+|Sin(ul(t))JrCOS(Uz(t))+c0s(u3(t))\) , te [07 1] )

9
Dé Us (t) _ cos(u1(t))-&-coz(:j?(t))_ycc,s(%(t))

S SR (P lua () +us (t)]
T Ton(e2+0) (Sm (ur (1)) + 3w3(1i|u2(t)3+ue,(t)|)> , t€10,1],

!’

[ 01 (0) = 0, uy (0) = (1) = 0, w5 (0) = u (0) = (1) = 0.
(3.25)
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Ona:n=3,m=2 0, =1 =3

ag—z,@gzgetjz[o,l].

'S

Alors, pour tout ¢ € [0, 1] et toutes (uy,uz, u3), (vi,ve,v3) € R, on obtient :

‘fll (t U1,U2,U3) — [, 017U2;U3>| <

1
|1—1|+ |U2— 2|+ |U3 v,

| f3 (t,u1,uz, us) — f3 (£, 01, 09,03)| <
1

1 1
6471'262‘ 1’+64 22‘”2_1}2’—{—%‘“3_7)37
‘le (t7u17u27u3) - f12 (tavlav2>v3)| <
1
87r362| U1|+832| U2|+832|3—U3|,

| /3 (t,u1, ug, ug) — f3 (£, 01,09, 03)| <

1 1
Torze 1"~ 1 Tgag 12 w2l + g s — sl

’ff’ (taulau%u?)) - ff (t,Ul,Ug,U3)| S

1 |
4me? dmez "2 T 30
|3 (8, ur, u, ug) — f3 (£, 01,02, v3)] <
1
1o 11— il + ggra luz = vl + g Jus — vl
Donc, on peut prendre :
1 1 1
(), = (m)y = (m)y = g5 (m2)y = (2)y = 5550 (12)y= 352,
1 1
(i), = (1), = ()5 = gzr (W), = (12), = (1) = 152,
1 1 1
(1), = (0)y = (11)y = 5 (2), = 75— (H2)y = (2)s = 5=

Par conséquent,

Y1 = 0.0396, X = 0.0086, X3 = 0.0526.
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1 =22065, F2=1.9859, F3=0.9439.

1
521F1 - 00437, ZQFQ — 00171, 23F3 — 00496
Dong, la condition (3.8) peut étre donnée par :

max( My, Mo, Mg) <1

est satisfaite. Alors, le Théoréme 3.2 1'on permet d’affirmer que le systéme (3.25) a une
solution unique (w1, ug, ..., u,) (t), t € [0,1].

3.4.2 Exemple 2

Pour illustrer le second résultat, on considére le probléme de la forme suivante [25] :

4 1
5 o et cos(u(t))
D02 U1 (t) T w2(t+1)+sin(ug (¢))+sin(uz(t))+sin(us(t)) + 5et+cos(u2(t§) cos(uz(t))”’
tel0,1],
3
3 _ (t41) sin(u (t)+ua (t)+us(t)) 3t2 cos(ua(t)+us(t))
Dguz (t) = 5 costn @ rus®rus®) T Pt —cosun (1)
tel0,1],
5 sin(u,
Dius (t) = 5ra cosgufgglruz(t)) + cos (uq (t)) cos (uz (t) + us (t)),

t€[0,1],

uy (0) =0, uy (0) = uy (1) =0, us (0) = uy (0) = uy (1) = 0.
(3.26)

Pourcetexemple,ona:n:3,m:2,a1:%,a2:%,a3:§etJ:[O,l].

Et pour tout t € J, les fonctions ( 1k

; )1:1727 k1,23, Sont continues, d’on I'hypothese (H2) .

D’autre part, on doit vérifier si I'hypothése (Hj) est bien satisfaite. Alors, pour tout t € J
et toute (u,us,uz) € R? on a:

et

w2 (t + 1) 4 sinuy + sinug + sin ug

‘f11 (t7u17U2,U3)| =

e

w2 —3’

IN
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COS Uq
‘ f21 (t,ul,U27U3){ -

Het + cos uy cos us

1

47

IA

(t + 1) sin (ug + ug + u3)
27 + cos (uy + ug + ug)

| [T (t,u, u,u3)| = ‘

2
< —7
- 2m—1
3t% cos (ug + u3)
2 _
’ f2 (taulau27u3)| - ‘ et2+1 — cosuy
3
< Y
— e—1
3 sin usg
t
‘fl ( ,ul,ug,u3)| 27 + et cos (ug + usg)
1
< )
- 2m—e
| /3 (t,u1, uz, uz)| = |cosug cos (up + ug)]
<1

Par conséquent, toutes les hypothéses du Théoréme 3.3 sont satisfaites. Donc, le probléme
(3.26) admet au moins une solution (uy, ug, ..., u,) (t), t € [0,1].



Chapitre 4

Stabilité des Equations Différentielles
Fractionnaires

4.1 Introduction

Au cours des derniéres années, les propriétés de stabilité de toutes sortes d’équations
ont attiré 'attention de beaucoup de mathématiciens. En particulier, la stabilité au sens
d’Ulam-Hyers a été abordée par certain nombre de mathématiciens et I’étude de ce domaine
a été développée pour devenir I'un des sujets centraux dans le domaine de I’analyse mathé-
matique. Pour plus d’informations, voir [44, 50]. Certains résultats concernant cette stabilité
fractionnaire ont été obtenus dans [21, 26, 88, 29, 46, 47, 48, 91, 93].

En outre, on note qu’il existe des articles importants, traitant les problémes singuliers
d’ordre fractionnaire, pour plus de détails, voir [3, 4, 60, 62, 96].

Dans ce chapitre, on introduit une nouvelle classe d’équations fractionnaires non linéaires
singuliéres [87]. On est intéressé par I’étude de la singularité de telles équations.

4.2 Problémes Proches du Cas Classique

Dans le cas d’équation d’ordre entier, la stabilité est un domaine de recherche important
et bien connu, et elle est généralement étudiée pour des équations différentielles du premier
ordre. Dans cette partie, on présente quelques problémes fractionnaires.

Un résultat récent [91] paru en 2011 sur la stabilité au sens d’Ulam des équations frac-
tionnaires non linéaires a été proposé par J. Wang :

CDeu(t) = f(t,u(t)), t € [a, +o00),

u(a) =wv(a),

o 0 < a< 1, feC(a+x)x B,B), B est un espace de Banach et ©“D* désigne la
dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre .

7
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Récemment en 2013, dans [48] R. Ibrahim a discuté la stabilité au sens d’Ulam aux
différents types pour I’équation différentielle fractionnaire suivante :

Diu(z) = f(zu(z)), z€ U,

z

ol 0 < a<1,u:U — B est une fonction analytique pour tout z dans le disque unité
U:={z:]z| <1} et f:U x B — B est une fonction analytique en z € U. Ici B est ’espace
de toutes les fonctions analytiques et bornées sur le disque unité.

Tandis que dans [47], R. Ibrahim a imposé la stabilité uniquement au sens d’Ulam-Hyers
pour I’équation de Lane-Emden suivante :

DP(D* + %) u(t) + f (t,u(t) =g (t),
u(0) =p, u(l) =v,
0<a,B<1,0<t<1, a>0,

ou p et v sont des constantes, f est une fionction continue & valeurs réelles, g € C ([0, 1])
et D7 dénote la dérivée fractionnaire au sens de Caputo pour v > 0.

Tres récemment, en 2015, dans [68], P. Muniyappan et S. Rajanles ont prouvé la sta-

bilité au sens d’Ulam-Hyers et au sens d’Ulam-Hyers-Rassias pour I’équation différentielle
fractionnaire suivante :

Doy (t) = F(t,y(t)),
ay (0) + by (T) = ¢,
O<a<l, tel0,T],

ou F' e C(]0,T] x R,R), et D* dénote la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre
a>0.

4.3 Extension aux Cas d’Ordre Fractionnaire Supé-
rieur

Dans cette partie, on va s’intéresser & une nouvelle classe d’équations fractionnaires sin-
gulieres d’ordre supérieur [87].

4.3.1 Nouvelle Classe de Problémes Fractionnaires

Soit donc I’équation différentielle fractionnaire donnée par :
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( D§u (t) + f (t,u(t), Dgtu (t), Dy?u(t), ..., Dy"‘u (t)) = 0,
0<t<,

k—l<ap<k k=1,2,..n,

\ ul) (0) =, j=0,1,...,n—2, Diu(1) = pi,_4, n—2<d<n-—1,
(4.1)

avec n € N*—{1}. La fonction f : ]0,1] x R" — R continue, singuliére a t = 0, lim+f (t) =
t—0

oo. Dy* désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d’ordre ay.

4.3.2 Lemme Auxiliaire

Lemme 4.1. [53] Pour a,3 >0, et n—1 < a <n, on a les relations suivantes :

I'(5)

oyff—1 __
UL v ey

tﬁfo"l, £ >n,

et

D§tF =0,k =0,1,...,n— 1.

4.3.3 Représentation Intégrale

Dans le but d’établir la solution intégrante de (4.1), on démontre le lemme suivant :

Lemme 4.2. [87] Pour n—1<a, <n,ne€ N*—{1} et Q € C([0,1],R), la solution
du probléme suivant :

Dimu(t)+Q(t) =0, 0 <t <1,
w9 (0) = py, j=0,1,...,n—2,
Diu(1) =i, 1, n—2<d<n—1,

(4.2)

est donnée par :
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2

ut) = —/0 %Q()dzs 3 by

j=0

['(n—9) P n-1
o) (“"‘1+/o I'(an —9) Q(S)ds>t ‘

(4.3)
Démonstration. En utilisant le Lemme 2.2, on a :
Lt —s)™! S
7=0
(4.4)
En appliquant les conditions initiales (4.2), on observe que :
ud) (0) = —jle; = ty, 3 =0,1,...,n—2,
san 5—1 n
fo (1— I Q (3) ds — F{é,)(;)cn—l = lhy_q-
(4.5)
On obtient donc,
Cj = — jlv j_oa]-a"'a 2a
I'(n—4¢ (1—s)@n—0—1
Cpog = — (F(n)) ( Ly 1+f0 W@(s)ds).
(4.6)

En substituant (4.6) dans (4.4) , on obtient (4.3) . Ceci termine la preuve du Lemme 4.2.

Maintenant, on introduit ’espace de Banach suivant :

Bi={u:ueC(01],R), D*ueC([0,1],R), k=1,2...,n—1},

1 . I (675
muni de la norme : Jull ; = max (Jull. | Df*ul.).
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4.4 Sensibilité au Singularité

On va étudier la continuité de la solution du probléme (4.1) ainsi que la continuité de ses
dérivées en tenant compte de la singularité.

On définit 'opérateur T : B — B comme suit :

Tu(t) = /0 (t ;(So)zn; @ (s)ds + i 'l;f t/

(4.7)
pour tout t € [0,1], tel que
p(s) = f(s,u(s),Dg'u(s), Dg*u(s), ... Dy u(s)).
(4.8)
4.4.1 Continuité de la Solution
Lemme 4.3. [87] Soient n—1 < a, <m, 0 < p < 1. On suppose que ¢ :10,1] — R est
continue, et lir(gr ¢ (t) = 00. On suppose aussi que tPp (t) est continue sur [0,1]. Alors,
t—
(t— 3)% ' H
ty = — s)d t7
) = - [ a4 Z '
T (n—6) L1 =)ot .
A\ SV ds | +*
_'_(n_l)‘ <:un—1+/0 I’(ozn—é) ()0(5) S )
(4.9)

est continue sur [0,1].

Démonstration. Par la continuité de ¢y (1) et le fait que

u(t) = _/twspsp (s)d8+nz2ﬁt]
o T (o) i j!

Jj=0

T'(n— ) Y-t -
MO (“n—l+/o T(an—0) S*O(S)d8>t ’

(4.10)
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on a u (0) = p,.
Maintenant, on procede la preuve aux trois cas.

Cas 1 : Pour tg = 0 et Vt € (0,1], par la continuité de t?p (t),3L > 0 : |[tPp (1) < L,
Vt € [0,1]. Alors,

t (f_g)on—1 _ n—-2
—fO (¢ F()an) s7PsPp (s) ds—i-j;%t]

Socné

n—ao _ .
+?7(1—1)!) < 1t fg ﬁs PPy (s) ds)t b — g

L /t ) \u —§) ¢!
< —8)" s Pds + J
I (an) Jo (t ; (n—1)!

X (\un_1|+ﬁ> /01 (1—s)* "t srds.

(4.11)
Afin d’évaluer l'intégrale suivante :
t
/ (t —s)* s Pds,
0
(4.12)
on effectue le changement de variable :
s = ix
(4.13)

On a donc

¢ 1
/ (t — s)an_1 s Pds = / (t — ta:)o‘"_l (tz) P tdx
0 0

1
= t"‘"_p/ (1—a2)* 'z "da.
0
(4.14)
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Ensuite, en substituant (4.14) dans (4.11), on obtient :

Lton—r 1 ) }u —9)
t) — < 1—x)™ "2 ’d J
u) =) < fo [ 1-a o 3 Bl 4 T
7=1
x (| |+ L /1 (1—s)* "t srds
:unfl F (an o 5) 0 .
(4.15)
L’utilisation de la définition de la fonction Beta d’Euler aboutit a
LB an,l— ) o= - 2 u
I'(n—9) LB(ozn—(S,l—p) 1
t
(n—1)! (‘:un—ll—i_ T (a, — 0) — 0,
quand t — 0.
(4.16)

Cas 2 : Pour t5 € (0,1) et Vt € (tp,1],on a:

)~ ulty) < ‘— [ wyas e [ g as
+§}’j—{| (t — 1)
F(T(Ln—_1fv> n_1+/01 <1F_(O‘2a_ ;) 13 PP (s)ds| ("1 — a7
< F(Zn) /Ot(t—s)“n s Pds—/oto(to—s)a" YsPds nz%(tﬂ'—t’)

I'(n—9) LB (o, —6,1—
i (bl :

(4.17)

Donc,
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uO) -] < FEEEE e ) 1 Y ’;‘_ﬂ (v - 1)
I'(n—9) LB (a, —6,1—p) nel o1y
- (n —1)! (”u”_ll TTTr (an — 0) ) (t ;') =0,

quand t — tp.
(4.18)

Cas 3 : Pour ¢y (0,1] et V¢ € [0,%] : La preuve est similaire au cas 2. Ce qui établit le
résultat.

4.4.2 Continuité des Dérivées

Lemme 4.4. [87] Soient n —1 < a,, <m, n € N* = {1}, 0 < p < 1. On suppose que
f:]0,1] x R* — R est continue et lim f (t,...) = oco. On suppose aussi que tf(t,...) est

t—0t
continue sur [0,1] x R™. Alors,

t (t . S)Oén_ak_l

Dg*Tu(t) = —/0 f(s,u(s),Dg*u(s), ..., D" u(s))ds

[ (a, — ag)
n—2
’u] J—og F(n_(s)
+;F(j+1—ak)t +F(n—ak)

(4.19)
ouw k=1,2,...n— 2,
et
t ap—op—1—1
a1 (t—S)n " Qupy— F(n—&)
D " T _ Dal D n—1
0 U(t) /0 T (Oén _ Oénfl) f (Sa U (S) y o U (S) ’ » =0 (S)) d T (n _ Olnfl)

sont continues sur [0,1] x R™.
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Démonstration. Soit u € B, alors v € C([0,1],R), Di*u € C([0,1],R), k =
1,2,...,n — 1. Par conséquent, il existe n positives constantes Gy telles que Vt € [0,1],
lu(t)] < Go et |Dy*u (t)] < Gy, k =1,2,...,n—1. En outre, puisque t” f (¢, ...) est continue sur
0,1] x R™, il existe donc M > 0: M = ||[t* f (t,u, D§*u, ..., Dy"'u)|| ., , pour —Go < u < Gy
et —Gy < Dg*u < Gy. Alors,

Iy s (5, (), D u(s) o D5 (5)) ds

n—2
« a P(n—0) 4n—a;—1
DG Tu(t) ~ + 3 ot U Rt

% (Haos + Jy S5 f (5,0 (5), DM (5) o D (s)) s

n—2

M t 1 |M :
< ———— [ (t—9)" T s Pds + ! U
- F(an—ak)/o( ) ZF j"—l—Oék)

RO (e W e g s

M

(4.21)
En utilisant la fonction Beta, on obtient :
MB (o, — g, 1 — 2 |;L 3
D Tu(t < n ! ta" Qp—p J ik
| u(®)] < T (v, — ag) +Z F(GG+1—ag)
'(n—29 MB(a, —0,1— o
1 (n ) ‘ . 1|+ ( p) fn—o 1’
'(n— ag) ['(a, —9)
(4.22)

ot k=12 ..n-2

De facon analogue que précédemment pour k =n — 1, on a :

MB (o — 1,1 —
(o — ap1)

I (n— o) MB (= 6,1=p)\ 1
AR — (‘“n L )t |

|D04n71Tu<t)| S p) tan_anfl_p

(4.23)
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A partir de (4.22) et (4.23), on peut voir que tOn kP =% r=ok—l pan—an-1-p et
t"—en=1=1 sont continues sur [0,1]. En utilisant la méme méthode que dans le Lemme 4.3,
on peut montrer que Dy*Tu, k = 1,2,...,n — 1, sont continues sur [0, 1] .

4.5 Quelques Résultats Principaux

4.5.1 Propriétés de I’Opérateur Non Linéaire

Pour établir les résultats d’existence d’une solution au moins du probléme (4.1), on
prouve le lemme suivant :

Lemme 4.5. [87] Soient n —1<a, <n,neN"—{1}, 0<p<1, f:]0,1] xR*—=R
est continue, et lim+f (t,...) = oo. On suppose que t°f (t,...) est continue sur [0,1] x R™
t—0

Alors, Uopérateur T : B — B est complétement continu.
Démonstration. On va prouver ce lemme en trois étapes :
D’abord, pour v € B, on a :

Tu(t) = —/0 %f{s,u(s),Dg‘lu(s),Dg‘zu(s),...,Dg”‘lu(s))ds

n—2

Hj J F(?’L—&) n—1

+Zﬁt T
=0

1 _ s anp—06—1
X (Mn1 + /0 %]ﬁ (s,u(s), Dy*u(s), D§?u(s), ..., Dy" u(s)) ds) )

(4.24)
Le Lemme 4.3 et le Lemme 4.4 impliquent que 7' : B — B.
Etape 1 : On montrera que 'opérateur T : B — B est continu.
Soit ug € B avec ||ug|lp = ao, et soit u € B : |[ju — ul|z < 1, alors, |lul|z < 1+ ap = a.

Compte tenu de la continuité de t*f (t,u, Dy*u, ..., D" 'u), on a t”f (t,u, Dg'u, ..., Dg" ")
est uniformément continue sur [0,1] x [—a, a]”. Donc, Vt € [0,1], Ve > 0,30 >0 (v < 1) :

tof (tu(t), Dgtu(s), Dg*u(s) , ... Dg""u(s))

—tP f (t,uo (1), D§ ug (1), ..., Dy ug (1))
(4.25)
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avec u € B, et ||lu —ugllz < v.

Alors,

|Tu (t) — Tug (t)|

sPf(s,u(s), D5 u(s), Dy?u(s), ..., Dg" "u(s))

) s
< ds
/0 I (an) —sf (s,u0 (s) . Dg o () ..., Dy" "o (5))
[(n—4§)¢tt
B

sPf (s,u(s), D5 u(s), Dg?u(s), ..., Dg" "u(s))

L1 —s)n 0 g
. (/0 I (an - 5)

—s”f (s,u0 (s), Dg*uo (8) , -.; D" g (5))

ds) |

(4.26)
En utilisant (4.25), on obtient :
Tu(t) - Tug ()] < = <;n) /O L= ) s
i ), 0
= <B (O‘"’Fl(;:g) T _((2—353%2027 1—;)p) tnl)
< (P e e )
(4.27)
On pose :
f o Blanl=p) T-0)Ban-d1-p)

I (o) (n—1DIT (o, — 9)

Par conséquent,

|Tu —Tugll,, < €Fo.
(4.28)
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D’autre part, pour tout £k =1,2,...,n— 1, on a :

| Do Tu(t) — Dy* Tuo(t)]

Lt — g)onmorl g sPf (s,u(s), Dg'u(s), ..., Dy" u(s))
< ds
0

Pl =) [ g (5,0 (5), Do (5) o DG (5)
I (n B 6) n—ay—1
T (n— ak)t
) /1 (1 — )1 g0 sPf (s,u(s),Dg*u(s),....,Dy" u(s)) N
o Tl =0 s (s, (5), DR (), Do ()
(4.29)
En utilisant (4.25), on obtient :
| D Tu(t) — D*Tug(t)|
t _ \an—ag—1l —p _ n—ak—1
< 6/ (t—s) S s 4 el (n — §) "~
0 [ (e, — ag) I'(n—oag) (o, —9)
1
X / (1—s)* "t s7rds
0
- B(a, —ap, 1 —p)to»==* T (n—0)B(a, — 9,1 —p)tr——!
= € T (ay, — o) T (n—ap) T (an —0)
B(a, —ag,1—p) T(n—=90)B(a,—0,1—p)
= N7 Tlom—aw) T (n—ap) T (an —9)
(4.30)

On pose aussi

B(an—ak,l—p)_I_F(n—é)B(an—(S,l—p)
[ (o — ) I'(n—oap)l(a, —09)

Fr:=
ouk=12,...n—1.

Donc,

|D§*Tu — Dy Tu||, < €F gy k=1,2,...,n— 1.
(4.31)
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De (4.28) et (4.31), on déduit que :

Tu—T < .
| T upllg < Elgrilgaic_l(FOaFk)

(4.32)

D'ot, ||Tu — Twl|z — 0 quand ||u —ug||z — 0. Donc, T : B — B est un opérateur
continu.

Etape 2 : On va prouver que T envoie tout ensemble borné de B en un ensemble
uniformément borné dans B. Soit £ C B un ensemble borné, alors 30 > 0 : |Jul|z < o,
Yu € E.

Puisque ¢ f (t,u (t), Dg*u (t), ..., Dy" *u (t)) est continue sur [0,1] x [—c,0]", il existe
donc une constante positive C' :

1t7f (t,u(t), Dy*u(t),....Dy" 'u(t))] < C, Vtel0,1], Yu € E.
(4.33)

Par conséquent, on a :

Tu(t)] < /O%s‘ﬂs”]‘ﬁ(s,u(s),Dg‘lu(t),...,Dg"‘lu(t))|ds

n—2
‘uj} T'(n—=90) 4
+ — ) —t"
jz:; J! (n—1)!

X (‘un_ﬂ +/0 %3” |s”f (s,u(s), Dg*u(t), ...,Dg"lu(t))|ds> :

En utilisant (4.33), on aura
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A

C ' 1 |M
T _ an —p J
Pul < fag o [ =9 ds+2 .

teJ

. (‘“n*'*ﬁ/f (1)

B(an,1 —p)t*»=* T'(n—90)B(a, —9,1—p)
= C( T () (n— DI (a, — 0) )
n2 i TC'(n—29) |1,
+ZO|I;'!| + (n—l‘l)u' |
< CF +nz_2}”j| +P(n_5)‘”"‘1|.

J! (n—1)!
(4.34)

D’autre part, on a :

t(t_ S)an—ak—l
D*Tu(t) < / sP|sPf (s,u(s), DS u(t),...,Dg"u(t))| ds
|Dg*Tu(t)] < A —— |s°f (s,u(s), Dgtu(t) o u(t))]

n—2

+

‘MJ| tj_ak+ F(n_5>
F'(j+1—ag) I'(n — ag)

tn—ak—l

<.
Il
E

1 — 3 an—0—1
X ({,un_l} +/0 %s‘p 1s”f (s,u(s), D5 u(t), ..., Dy™ u (t))] ds) :
(4.35)

De (4.33), on obtient :
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C ' —ag-1 — 1]
DakTU - t—s An Tk s Pds -+ —]
ID§Tul, < s [ (=) W

r
C(B(an—ak,l—p)tan_ak_p +F(n—5)B(an—5,1—p))

A

<
- I (ay — ag) I'(n—oag)'(a, —9)
n—2
FZTO+1—a) I'(n — o)
n—2 |
N'! I'(n—9) }anl
< C J
- F+j:ZkF( +1—ay) L'(n—oa)
(4.36)
ouk=12,...n—2.
Raisonnant de la méme maniére que précedement, on a :
I['(n—9) }/i —1‘
Dy T < CF,— ol
H 0 uHoo = Fo1+ F(n _ Ozn,l)
(4.37)
En combinant (4.34), (4.36) et (4.37), on trouve
n—ao 1
Cro +—Z|’“| dumlie
Jj=
< ILLJ F(nfts) Hp—1
ITully < max | cp,+ z bl eol]
L(n—08)| |
CFn—l + F(nfan_l)
(4.38)

Donc, T (F) est uniformément borné.

Etape 3 : On va établir I'équicontinuité de T (E). En effet, pour tout u € E, et
Vi1, te € 0,1] ity < ty,on a:
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. fotz %spf (S,U(S) ,Dglu(s) s eens D(‘;‘n—lu(s)) ds
Tu(tz) = Tu(t)] <
+f %Spf(&u(s),Dglu(s),...,Dgn_lu(s))ds

i t’ I'(n—o0)(ty ' —t7 "
Z W n (n(_ . )

1 — 3 an—0—1 5P
XOM1J+A “F&%_ﬁ WV@W@%D?MﬁwwD?“MQN%>-
Donc,

CB (an,1—p) (t5" " —t7"77")

2 1 |f‘] t] )
T (o) Z

I'(n—0) (' =77 CB(an—6,1—p)
* (n—1) ("”‘”IH T (an — 0) )

[T (t2) = Tu (1)l <

(4.39)
Et pour £ =1,2,...,n — 2, on obtient :

|Dg*Tu (ta) — Do*Tu (t1)]

— Js () " s o f (s,u(s), DG u(s) .., D™ u(s)) ds

P(an*ak)

IN

N fotl (tr?{if;;s‘”sp f(s,u(s), Dg'u(s), ..., Dg" " u(s)) ds

J ap t{*ak) T (n o 5) (tg—ak—l . trlz—ak—l)
]+1_04k) F(n—ak)

Mw

n

1 _ g an—06—1 5P
x<mwm+l Or&y_@ WT@W@%D?MﬁwwD?IM$M%>-

(4.40)

En calculant les intégrales du second membre, on aura :

1D Tu (t2) = Do Tu (t1) o
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CB (Oén — O!k,l — p) (t;n*ak*l) _ t?n*ak P }/’LJ tj ag tjl‘_ak)
<
N F(Oén—Oék) +Z ]+1—Oék>
T -4 tn ap—1 tn ap—1 OB n—5’1_
L9 ) s | + (« N
I'(n— ) T (a, — )

(4.41)

Avec le méme raisonnement, pour £k = n — 1, on a ’estimation suivante :

CB (o — ay_1,1 —p) (t(;”*“"—lfp _ t?nfan_lfp)

DY 1T (t,) — DY 1T (t <
|| 0 U( 2) 0 U( 1)”00 — F(Oln_a/n—l)

T (n — 4) (t’;““"*l b grmanois 1)
I'(n—anu-1)

< (mal+ P2

+

(4.42)
En appliquant (4.39), (4.41) and (4.42), on conclut que :
[T (t2) — Tu (th)l 5 <
CB(an,1— an—p __4Qn—p n—2 . J_4J
( 1 PIZEZZ) 121 )+ ZO |UJ|(;? tl)
iz
L(n=9) CB(an—96,1—p) n—1 n—1
AT (| + Pl (57 -7,
CB(an—ay,1— P)(a"_ ag=P t‘f‘”*ak*ﬂ> +nX—:2 |ij<t; kgl ak)
< max [(an—ag) TG+l
T 1<k<n—2 I(n_s) oB( 5.1-p) J= . .
n— Oén n—op— n—og—
T (=) (‘Nn |+ T(cn—0) ) (3 — 1t )
CB(an—an_1,1— p)<tan Qp—1—P t;*n*an—lfp)
F(Oén Qn— 1)
I'(n CB(an—6,1—p) n—op,_1—1 n—aop_1—1
+F(n ak) <|N/n 1‘ + T(S)p) <t 1= —t 1— )
(4.43)

Le second membre de (4.43) est indépendant de u et tend vers zéro quand ¢; — to, d’ott
I'équicontinuité de T (E) . En vertu du Théoréme d’Arzela-Ascoli, on conclut que T (E) est
un ensemble relativement compact dans B. Donc, 'opérateur T est complétement continu.
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4.5.2 A propos du Principe de Contraction

Le premier résultat principal de cette section est donné par le théoréme suivant :
Théoréme 4.6. [87] Sous les hypothéses :

(Hy) : Il existe des constantes non négatives (wi);_, o telles que :

..... n’
n

1 f (tug, ugy ooy t) — f (£, 01,02, 0y 0| < Zwi lu; — vy,
i=1

pour tout t € [0, 1] et toutes (uy,us, ..., up), (v1,vq,...,0,) € R™.
(Hy): A= max > w;(Fo, F) <1,

le probléeme (4.1) a une solution unique wu (t),t € [0,1].
Démonstration. On va montrer que 'opérateur 71" est contractif sur B :

Soient u, v € Bette[0,1],ona:

/t (t S)Q,L—1 - f(s,u(s),Dg*u(s),.... Dg" "u(s))

P ds
I (o) —f(s,v(s),Dy*v (s), ..., Dg" v (s))

|Tu—Tv|, < sup
t€[0,1]

sup —
t€[0,1] (n - 1)!

gyl g f(s,u(s),Dg*u(s), ..., Dg" "u(s))

1 (1
y o ds
/ Plan=0) | _p(s,0(5), Do (5) s D0 (5))
(4.44)

En utilisant (H7), on obtient I'inégalité suivante :

1Tu =Tl < (Willu=vly+w2 IDG (v =)l + -+ wn [D5" (u = 0)ll)

Lt —s) s D(n—26) [L(1—s5) ™" sr
X (/0 Tl T o /0 T (an — 0) ds)

Zwi max ([lu — vl , [1D5" (u =)o s 105" (u = 0)l|,)
B(ay,1 —p)t»=? TI'(n—96)B(a, —9,1—p)
X( T () (n—IT (2, — 0) )

IN

(4.45)
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Ce qui est équivalent &

n
ITu=Tvllo < Fo) willu—lp.
i=1

(4.46)

D’autre part, pour tout £k =1,2,...,n— 1, on a :

| Dg*Tw — Dg*Tv||,, < sup
te[0,1]

/t (t — 5)2n1 g f(s,u(s), Dy u(s),.... Dg" tu(s)) ]
s S
0 T (o — o) —f(s,v(s),Dg* v (s),....Dy" v (s))
['(n—9)
+———<ssup

tnfakfl
['(n — ag) e

/1 (1— S)an—é—l . I (s,u(s),Dgru(s),.... Dg" tu(s))
X i i

& ds
(an = 9) —f (5,0(5), D§ "0 (s) ..., DG 0 (s))

(4.47)
En appliquant (H;), I'inégalité (4.47) peut s’écrire sous la forme :
|1D5*Tu — Dg*Tvl| o < (willu = vllo + w2 [ DG (= )]l + o+ wa [Dg" " (u = 0)l )
. ( /t (t—s) s L T(n—0) ( /1 (1—s) 0 gr ds))
0 I (e — ag) C'(n—oar) \Jo [(a, —90)

< S wimax (ffu— vl D5 (=0 [ DF (=)L)

=1

B(a, — ag, 1 —p)ten=%=r  T'(n—190)B(a, — 3,1 —p)
X( T (0 — ap) T —an) T (=) )
(4.48)

L’inégalité (4.48) peut également s’écrire comme suit :

n
ID§*Tu — Dg*Tolly, < ) wil s llu—vlls,
=1

(4.49)
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otk=1,2..n—1.

A partir des inégalités (4.46) et (4.49), on aura :

1<k<n—1

n
|Tu—Tv|z < max w;i (Fo, Fi)llu—2lp-
i=1

L’hypothése (Hy) montre bien que I'opérateur 1" est contractif. Par conséquent, le pro-
bléeme (4.1) a une solution unique u (t), ¢ € [0,1]. Ceci compléte ainsi la preuve de ce
théoreme.

4.5.3 Exemple 1

On considére le probléme suivant :

11 sin(t) ‘u(t)+D§:{ u(t)+D0% u(t)JrDO% u(t)‘
D¢ u (t) +

=0,0<t<1,

3 4 5
87rx/?%(1+ u(t)+Dg u(t)+DF u(t)+Dg u(t) D

w(0) = —2v/3, u (0) = v2, v" (0) = v/5, Dgu (1) = 3v2.
(4.50)

11

aVecn:4,Oé4:370412%,062:%,0432375:%!10:—2\/3#1:\/5’#2:\/37,U3

=3V2.
On doit vérifier si les hypotheéses (H;) et (Hz) sont bien satisfaites :
Soient t € [0,1] et (uy, ua,us, uy), (v1,v2,v3,v4) € R, alors,

3
t5 | f (t,ur, ug, ug, ug ) — f (¢, 01,02, v3,04)|

t1 sin (t) t10 sin (t) £10 sin (t) £10 sin (t)
< [y — 1| + ——— |ug — vo| + ——— |ug — v3| + ——— |ug — vy,
8m 8m 8m 8m
oup=32.

Ils existent donc des réels positifs w;, 1 = 1,2, 3, 4, tels que :

De plus, on a :

Fo=0.7119, F1 = 2.9455, [ = 2.5661, F 5 = 3.6696.
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Alors,

4 4 4 4
D wiFo=01133, Y wiF1=04688, > wif, =04084, Y w;F3=0.5840.

i=1 i=1 i=1 i=1

Les conditions du Théoreéme 4.6 sont satisfaites. On conclut donc que le probléme (4.50)
admet une solution unique u (t), t € [0,1].

4.5.4 Conditions Suffisantes pour I’Existence d’une Solution au
Moins

Maintenant, on est prét & énoncer et démontrer le résultat suivant :

Théoréme 4.7. [87] On suppose que n — 1 < a,, < n, n € N* = {1}, 0 < p < 1,
f:]0,1] x R" — R est continue, lim f( L) =00, et tPf(t,...) est continue sur [0,1] x R™.

t—0t+

Alors, le probléme non linéaire (4.1) admet au moins une solution u (t), t € [0,1].

Démonstration. Soient Cy = sup | f (¢, u(t), D5 u(t), ..., Dy"‘u(t))|,
te(0,1]

I'(n—0 _
Coro+'5 Iyl + 2l

— H F(n_é) oy —
" 15?73{2 Col r + Z FJ|+1]|0%) + F(nJak) 1|’ ’
T(n—0) |y, —
COanl + F(n—o[s_l)l‘

(4.51)

et X:={ue€ B:|ull[zg <r}. On montre que T:¥ — X. Pour u € ¥ et t € [0,1], on a:

Co / - 2 |l
Tu < su —8)" sPds + Hi o gupt!
ITullee < Ty 5o f) ¢ Z i
[ (n—9) 1 Co /1 an—6-1
—Zsupt” —_— 1—5)"" Pd
HCEDS (‘“”1|+r(an_5) | (Lms) s s
< COFO+Z|MJ ‘Mn 1|‘

(n—1)!
(4.52)
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D’autre part, pour tout £k =1,2,...,n — 2, on a :

IDETul < e [ Z Eee
e (el gy [ )
< OOFk+nZ2 jl“f_ak) + F(gé?fgl',
(4.53)
on a aussi :
1D Tl < Cof oy + ngn__é)a':‘ _”1;‘
(4.54)
Grace a (4.52),(4.53) et (4.54) , on a :
CoFo+ ;j ] | DDl
Tulls < max | oy 5 ll s+ el
CoF n-1+ e

Tenant compte de (4.51), on déduit que ||Tu| ; < r. En outre, le lemme 4.3 implique que
Tu e C([0,1],R) et pour k = 1,2,...,n—1, le lemme 4.4 implique que Dg*T'u € C ([0,1] ,R).

Par conséquent, 7' : ¥ — . De plus du lemme 4.5, T" est complétement continu, donc X est
relativement compact. On conclut par le théoréme du point fixe de Schauder que 'opérateur

T admet au moins un point fixe qui est la solution du probléme (4.1) . Le Théoréeme 4.7 est

ainsi prouvé.

4.5.5 Exemple 2

On considére le probléme suivant :
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9 B 2
Dgu(t) + c fesu®@Pul) 0 0<t<1,
t3 (27r—sin D¢ u(t) sin D§ u(t)+cos D u(t))

w(0) =v2, u' (0) = 3v3, v’ (0) = 1, u" (0) = 1, Dyu(l) =1.
(4.55)

Ici,n:5,a5:g,a1:§,a2:%,(ng:g,a4:5,5:%,,%:\/5,#1:3\/5,#2:—1,
py = g fg = 1.
Pour toute (uy, us, us, ug, us) € R® et t € [0,1], on a :

et cosvyvy

[ (t,v1,v2,v3,04,05) = — . . .
t3 (27 — sinvg sin vy + cos vy)

2

Alors, f :]0,1] x R® — R est continue, lim+f(t7...) = oco. Pour p = 2, on obtient
t—0

t3f(t,....) est continue sur [0, 1] x R5. Donc, le Théoréme 4.7 assure Pexistence de la solution
du probléme (4.55) .
4.6 Stabilité au sens de Ulam-Hyers

En considérant le probleme (4.1), on va définir et étudier la stabilité au sens d’Ulam-
Hyers.

4.6.1 Définitions

Définition 4.8. [87] L’équation (4.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers s’ il existe un
nombre réel A > 0 tel que pour tout ¢ > 0 et pour toute solution uw € B de l’inégalité
suivante :

1D u () + f (tu(t), Dg'u(t), ... Dg" " u ()] < € 0<t<1,
(4.56)

il existe une solution v € B de (4.1) satisfaite :

Dy (t) + f (v (t), Dy*v (t),...,Dg" v (t)) = 0, 0<t<1,
(4.57)

v (0) =p;, j=0,1,...;n =2, Djv (1) =p, 4y, n—2<6<n—1,
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avec

lv—ullz < Ae
(4.58)

Définition 4.9. [87] L’équation (4.1) est stable au sens d’Ulam-Hyers généralisée s’il
existe T € C (Ry,Ry), T(0) = 0 telle que pour tout € > 0 et pour toute solution u € B
de Uinégalité (4.56), il existe une solution v € B de (4.57) vérifiant v (0) = p;, j =
0,1,...n =2, Div(1)=p, ;,n—1<0<ap,

avec

lo—ully, < T(),0<t<1.
(4.59)

4.6.2 Etude de la Stabilité
Afin d’étudier la stabilité de (4.1), on considére (4.56) et (4.57) .
Théoréme 4.10. [87] Sous les hypothéses du Théoréme 4.6, on suppose que n — 1 <
ap, <n,nmeN—{1}, 0<p<1, f:]0,1] x R" = R est continue et 1im+f(t,...) = 00, on
t—0

suppose aussi que t*f (t,...) est continue sur [0,1] x R™. Alors, le probléme (4.1) est stable
au sens d’Ulam-Hyers dans B pourvu que :

n=21, '(n—9) |, —
CoFo+ > |l;—f| + #’
=0
n—2
p M > Wi T(n—08)|p,_
117 DG vl = r2X | CoF i+ Z% r(j|+1]f|a,g) + r(nJak)1|’ ’
=
T(n—6)|
CoF n-1+ %
(4.60)
S <
i=1
(4.61)

Démonstration. On suppose que (4.60) est satisfaite. Soit u € B une solution de
'inégalité (4.56) . On note par v € B la solution du probléme (4.57) . Alors, on a les inégalités
suivantes :
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t (t _ S)omfl g P o o 1
ol < s [ SRS 1S (0 (6) D ), D0 (5] ds
se|0, 0 n

— |1 I'(n—90)
+y “sup t/ + ——— L sup "}
jz() 7' o (n—1)! vepy

]

1 o Nan—6=1 _—p
XOMJ+A(1&;—® fﬁ@w@iﬁﬂ@wﬁﬁ”MWM%

< J
= Cofot Z (n— 1). ’
(4.62)
n—2 ‘
m T (n—06) |, |
Do < C j Ck=1,2,..,n—2,
1Dg"* 0]l oFk—i-Z J+1—Oék)+ T (n— ap) n
(4.63)
et
['(n—0) |N 1‘
DOén_l < C e n

|| 0 UHoo — OF 1+ F(n—an_l)

(4.64)
En utilisant (4.62), (4.63) et (4.64), on déduit que :
J (n_é) n—
CoF o+ Z ’ﬂ | (n+)[1’7
< M F(n_é) By —
ol < 1§I£§§—2 CoF 1 + Z F]J—l ‘ak) T(n—ar) 1’7
F(n76)|:u‘n—1|
OOFn—l + T(n—an_1)

(4.65)

Donc, de (4.60) et (4.65), on obtient :

lollp < [I#Dg vl
(4.66)
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A partir de (4.66) , on peut écrire :

I =)l < "Dy (v —u)ll,

t? (D§"v + f (s,v, D§*v, ..., Di" "))

S —tp (DS‘"U + f (S7U,D31U, ”"Dgln—lu))
T <f (S7u’ Dglu’ Y Dgnilu) - f (87U7D31U7 ey Dgnilv)) )
(4.67)
Donc,
10l || Dgo+ f (5.0, Dgto, ... D§™ ) ||
1]l | = (D + f (5,0, D", e, DG ) ||
(v =w)llp <
f (s,u, D§*u, ..., Dy™ 'u)
+ ||t
—f (s,v, Dg*v, ...,Dg"flv) .
(4.68)

D’une part, en vérifiant bien que v est une solution de 1’équation (4.57), on en déduit :

1t } Dy u+ f (s,u, Dy'u, ..., Dg™ " u) Hoo

[(v=w)llp < f(s,u,Dg"u, ..., Dy"'u)
+ ||t?
—f(s,v,D§", ..., Dg" v) -

(4.69)

D’autre part, en utilisant ’hypothése (H;) du Théoréme 4.6, et l'inégalité (4.56), on
obtient :

lo—wly < e+ > wimax (o —ullg 1D (v = W)l IDF (0 = w)ll)

=1

e+ will(v=ulg,
i=1

IA

(4.70)
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ce qui implique que :
€ 1
lv—u)lp £ ——F— =4 A= ———.
=1 =1
(4.71)
A partir de (4.61), on déduit que A > 0. Part conséquent, ’équation fractionnaire (4.1)

est stable au sens d’Ulam-Hyers. Prenant Y (¢) = Ae, implique que (4.1) est stable au sens
d’Ulam-Hyers généralisée. Ceci compléte ainsi la preuve de ce théoréme.
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Conclusion Générale

A la fin de cette these, on pense que les résultats présentés contribueront au dévelop-
pement de I'étude des équations différentielles fractionnaires. Cette étude s’inscrit dans la
démarche de I'application des outils d’analyse aux systémes d’équations différentielles frac-
tionnaires.

Le premier chapitre nous a permis de nous familiariser avec l'outil fractionnaire et a
fourni quelques résultats élémentaires qui sont utiles pour notre étude ainsi que quelques
applications de la théorie du calcul fractionnaire dans certains domaines.

Ensuite, le deuxiéme et le troisiéme chapitre de cette thése sont consacrés aux systémes
fractionnaires et au rappel des principaux résultats concernant tels systémes. Nos contribu-
tions apparaissent dans ces deux chapitres peuvent se décomposer en trois grandes étapes :

e Proposer des multi termes non linéaires dans chaque équation différentielle fractionnaire
pour un systéme fractionnaire.

e Développer une nouvelle classe de problémes différentiels fractionnaires multiples rela-
tifs a la dérivée de Caputo.

e Appliquer les techniques de points fixes pour établir des résultats d’existence et d’unicité
des problémes proposés dans des espaces de Banach.

Des syntheses de ces résultats ont fait I’'objet des publications dans des revues de renom-
mées établies [25, 86].

Enfin, dans le quatriéme chapitre, on a introduit une nouvelle classe d’équations fraction-
naires non linéaires singuliéres. En effet, dans un premier temps, on a établit des conditions
suffisantes pour 'existence et 'unicité de solutions. On a présenté également une étude ori-
ginale pour la stabilité au sens d’Ulam de telles équations.

La stabilité au sens d’Ulam des solutions a été basée sur deux définitions. En considérant
ces deux approches, des conditions suffisantes sont proposées pour assurer la stabilité des
solutions pour cette classe d’équation fractionnaire non linéaire singuliére.

Ces résultats sont accépté pour publication [87].

Quant aux perspectives qui peuvent étre lancées a la suite de ce travail :

On a l'intention d’étudier différents systémes fractionnaires non linéaires singuliers, de
plus ’étude de la stabilité au sens d’Ulam de ces systémes.

En outre, ’établissement de conditions nécessaires et suffisantes assurant ’existence,
I'unicité et la stabilité au sens d’Ulam pour quelques classes d’équations différentielles frac-
tionnaires soumises a des conditions qui peuvent étre de type intégral, dérivé ou multipoints.
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Par ailleurs, le développement d’éventuels modéles des systémes correspondant aux équa-
tions fractionnaires est dans I'ordre de nos perspectives.
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