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Étude Analytique des Équations Di¤értentielles

Fractionnaires et Applications

Résumé

La théorie des équations di¤érentielles fractionnaires joue un rôle important dans la mo-
délisation de nombreux processus physiques, technologiques et biologiques. Depuis quelques
années, une attention particulière a été focalisée à l�étude de l�existence et l�unicité de so-
lutions des équations di¤érentielles fractionnaires. De plus, une attention considérable a été
accordée récemment à l�étude de la stabilité au sens de Ulam-Hyers pour telles équations
di¤érentielles fractionnaires.

L�objectif principal de cette thèse est de compléter le contenu des autres travaux du
calcul fractionnaire en ces deux axes de recherches. Les résultats obtenus sont basés sur les
techniques du point �xe.

Tout d�abord, on a présenté des résultats qui consistent à étudier l�existence et l�unicité de
solutions pour un système non linéaire aux dérivées d�ordres fractionnaires. D�autres résultats
assurant l�existence d�une solution au moins du problème fractionnaire traité sont construits.
On a présenté aussi quelques exemples qui sont construits pour illustrer les résultats.

Pour les systèmes fractionnaires multiples de dimension n, on a introduit une nouvelle
classe selon l�approche de Caputo. Après avoir établit des conditions assurant l�existence
et l�unicité de solutions pour tels problèmes fractionnaires, on a démontré des résultats
d�existence et d�unicité. On a présenté aussi d�autres résultats assurant l�existence d�une
solution au moins du problème fractionnaire considéré. Pour illustrer les résultats obtenus,
on a donné quelques exemples démonstratifs.

De plus, les résultats proposés pour les problèmes fractionnaires ont été étendus au cas
où ces problèmes fractionnaires sont singuliers. On a présenté aussi une étude originale sur
la stabilité au sens de Ulam-Hyers pour telle classe de problème fractionnaire.

Mots-clés : Dérivé au sens de Caputo, point �xe, équations di¤érentielles fractionnaires,
existence, unicité, stabilité au sens d�Ulam-Hyers, stabilité au sens d�Ulam-Hyers généralisé.

MSC (2010) : 34A34, 34B10, 30C45, 39B72, 39B82.
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Analytical Study of Fractional Di¤erential

Equations and Applications

Abstract

The theory of fractional di¤erential equations plays an important role in the modeling
of many processes physical, technological and biological. In recent years, a great attention
has been focused on the study of the existence and uniqueness of solutions for the fractional
di¤erential equations. In addition, considerable attention has recently been given for the
study of the Ulam type stabilities for such fractional di¤erential equations.

The main objective of this thesis is to complete the content of other fractional calculus
works in these two areas of research, we obtain several results on the existence, unique-
ness and Ulam-Hyers stability and the generalized Ulam-Hyers stability for the fractional
nonlinear equations. The results obtained are based on the techniques of �xed point.

First, we presented a new existence and uniqueness results of solutions for a nonlinear
fractional system. Thus, other results ensuring the existence of a solution at least for the
dealt fractional problem are constructed. Some examples are built to illustrate the results.

For the multiple fractional systems of dimension n, we introduced a new class using the
approach of Caputo. After establishing the conditions for the existence and uniqueness of
solutions for such fractional problems, some new results of the existence and uniqueness have
proven. Also, other results ensuring the existence of a solution at least for the considered
fractional problem are presented. To illustrate the main results, some illustrative examples
were given.

In addition, the proposed results for fractional problems have been extended in the case
where the fractional problems are singular. Some original studies on the Ulam-Hyers stability
for such fractional problem class are also presented.

Keywords : Caputo derivative, �xed point, fractional di¤erential equation, existence,
uniqueness, Ulam-Hyers stability, generalized Ulam-Hyers stability.

Mathematics Subject Classi�cation (2010) : 34A34, 34B10, 30C45, 39B72, 39B82.
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Introduction Générale

La théorie du calcul fractionnaire remonte à plusieurs siècles, elle est peut être considérée
aussi bien ancienne que nouvelle. Partant de quelques spéculations de G.W. Leibniz [59]
et L�Hôpital où à la �n de l�année 1695 a été débitées. De nombreux mathématiciens ont
contribué au développement du calcul fractionnaire, dont on peut citer [34] : Euler (1730),
P.S. Laplace (1812). Ensuite en 1819, [56] la première mention d�une dérivée d�ordre arbitraire
apparaît dans un texte où le mathématicien français S.F. Lacroix a publié un texte sur le
calcul di¤érentiel dans lequel il a consacré quelques pages au calcul fractionnaire, et J.B.J.
Fourier (1822). Entre 1832 et 1837, une grande étude du calcul fractionnaire a été faite par J.
Liouville. Ensuite, B. Riemann (1847) propose une approche pour la dérivation fractionnaire.
Plus tard d�autres approches ont fait leurs apparitions comme celles d�A.K. Grünwald (1867-
1872), d�A.V. Letnikov (1868-1872), de H. Laurent (1884), de Weyl (1917). et celle de M.
Caputo [16] en 1967. (Pour plus de détails, voir [28]).

Toutefois, seulement depuis les années soixante-dix, le calcul fractionnaire a fait l�objet
de conférences. Pour la première conférence de là, le mérite est due à B. Ross qui peu de
temps après son doctorat sur le calcul fractionnaire, a organisé la première conférence sur
le calcul fractionnaire et ses applications à l�Université de New Haven en Juin 1974 et édité
ses travaux. Pour la première monographie, le mérite est attribué à K.B. Oldham et J.
Spanier qui après une collaboration commencée en 1968, ont publié un livre consacré au
calcul fractionnaire en 1974 [83].

En 1987, le livre de S. Samko, A. Kilbas et O. Marichev, considéré maintenant comme
" encyclopédie " du calcul fractionnaire, apparu d�abord en russe, et plus tard avec une
édition anglaise en 1993 [79]. Aujourd�hui, la série de livres, de revues et de textes consacrés
au calcul fractionnaire et ses applications comprennent plusieurs dizaines de titres et cette
liste devrait grandir encore plus dans les années prochaines.

Le calcul fractionnaire, en permettant à des intégrales et des dérivées de tout ordre, il
représente un outil puissant en mathématiques appliquées pour étudier une myriade de pro-
blèmes de di¤érents domaines de la science et de l�ingénierie avec de nombreux résultats trou-
vés en physique mathématique, �nance, hydrologie, biophysique, thermodynamique, théorie
du contrôle, statistique, astrophysique, cosmologie et en bio-ingénierie (voir, [39, 76, 89]).

D�autre part, la stabilité des équations fonctionnelles a été soulevée par Ulam en 1940
dans un discours prononcé à l�Université du Wisconsin, (pour plus de détails, voir [90]). La
première réponse au problème posé par Ulam a été donnée par Hyers en 1941 dans [43].
Par la suite, ce type de stabilité est appelée la stabilité au sens d�Ulam-Hyers. En 1978,
Rassias [77] a fourni une généralisation remarquable de la stabilité au sens d�Ulam-Hyers.
Une attention considérable a été accordée à l�étude de la stabilité au sens d�Ulam-Hyers et
au sens d�Ulam-Hyers-Rassias d�équations di¤érentielles, on peut voir les monographies de
[44, 51].

En outre, il existe peu de travaux sur la stabilité au sens d�Ulam d�équations di¤éren-
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tielles fractionnaires. D�abord la stabilité au sens d�Ulam pour les équations di¤érentielles
fractionnaires avec dérivée de Caputo est proposée par J. Wang et al. [91, 94], tandis que
avec la dérivée de Riemann-Liouville par R. Ibrahim [45]. Plus de détails des développements
récents de telles stabilités sont rapportés dans [30, 47, 48, 63].

Organisation de la Thèse

Dans cette thèse, on traite deux axes de recherches principaux développés de 2000 à
notre jour autour de la théorie des équations di¤érentielles fractionnaires. On s�intéresse à
la question d�existence et d�unicité de solutions de quelques systèmes fractionnaires pour
exposer ensuite la stabilité au sens d�Ulam d�une nouvelle classe des équations di¤érentielles
fractionnaires singulières. L�objectif principal de cette thèse est de compléter le contenu des
autres travaux du calcul fractionnaire.

Cette thèse est structurée comme suit :

Chapitre 1 : Préliminaires

Ce premier chapitre fournit une base théorique du calcul fractionnaire nécessaire pour la
bonne compréhension et le développement des chapitres qui suivent. Les concepts de base et
les principales propriétés des opérateurs d�ordre fractionnaire y sont répertoriés. De plus, on
cite quelques exemples des applications des systèmes fractionnaires dans certains domaines.

Chapitre 2 : Étude des Systèmes Non Linéaires d�Ordre Fractionnaire

Ce chapitre est consacré à l�étude des systèmes non linéaires aux dérivées d�ordres frac-
tionnaires. L�accent est mis sur la spéci�cité de ces systèmes qui permet de prendre en compte
une grande classe de non linéarités. On présente donc nos résultats obtenus dans [86] qui
consistent à étudier l�existence et l�unicité de solution pour un système non linéaire aux déri-
vées d�ordres fractionnaires. Dans ce même chapitre, on présente d�autres résultats assurant
l�existence d�une solution au moins du problème fractionnaire traité. La démonstration des
nouveaux résultats est basée sur le Théorème du point �xe de Banach et le Théorème du
point �xe de Schaefer. Quelques exemples sont aussi construits pour illustrer nos résultats.

Chapitre 3 : Problèmes d�Ordres Fractionnaires Multiples

Ce chapitre est l�objet des principaux résultats de notre contribution [25] qui porte sur
l�étude d�une nouvelle classe de systèmes fractionnaires multiples de dimension n: On établit
des conditions su¢ santes assurant l�existence et l�unicité de solution du problème fraction-
naire. On présente aussi d�autres résultats sur l�existence d�une solution au moins du pro-
blème considéré. Ainsi, on donne quelques exemples démonstratifs pour illustrer les résultats
obtenus.

Chapitre 4 : Stabilité des Équations Di¤érentielles Fractionnaires

Ce chapitre est dédié aux nos résultats obtenus dans [87] où on s�intéressera aux problèmes
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non linéaires singuliers fractionnaires selon l�approche de Caputo. Après avoir présenté et
démontré la représentation intégrale du problème singulier, on utilise les techniques du point
�xe pour démontrer l�existence et l�unicité de solution du problème fractionnaire. On présente
aussi d�autres résultats sur l�existence d�une solution au moins du problème considéré. De
plus, la stabilité au sens d�Ulam sera abordée, en partant de ses dé�nitions aux quelques
sens permettant sa caractérisation à telle classe de problèmes fractionnaires.

Conclusion et Perspectives

Cette partie est dédiée aux rappels de di¤érentes contributions apportées dans cette thèse
ainsi que les perspectives considérées.

À la �n de cette thèse, pour la commodité des lecteurs intéressés par une autre investi-
gation sur ces et d�autres sujets étroitement liés, on inclut une grande Bibliographie.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on présente quelques concepts et connaissances sur la théorie du calcul
fractionnaire. Ensuite, on cite quelques applications de la théorie du calcul fractionnaire dans
certains domaines. On conclut le chapitre par une section réservée aux di¤érents théorèmes
des points �xes.

1.1 Outils Mathématiques de Base

Dans cette section, on présente la fonction Gamma et la fonction Beta qui sont les plus
importants outils dans la théorie du calcul fractionnaire. Pour plus de détails voir [67, 79, 83].

1.1.1 Fonction Gamma

L�une des fonctions de base du calcul fractionnaire est la fonction Gamma Euler � (:) qui
prolonge le factoriel aux valeurs non entières. En e¤et, la fonction Gamma est la généralisa-
tion aux nombres réels de la fonction factorielle dé�nie pour les nombres entiers positifs.
Elle est donnée par l�intégrale suivante :

� (x) =

+1Z
0

e�ttx�1dt; x > 0;

(1.1)

avec � (1) = 1; � (0+) = +1; pour 0 < x � 1; x 7! � (x) est une fonction monotone et
strictement décroissante. La fonction Gamma � possède une propriété importante donnée
par la relation de récurrence suivante :

�(x+ 1) = x�(x):

(1.2)

11
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On peut démontrer (1:2) par une intégration par parties

�(x+ 1) =

+1Z
0

e�ttxdt =
�
�e�ttx

�+1
0

+ x

+1Z
0

e�ttx�1dt = x�(x):

(1.3)

La fonction Gamma d�Euler généralise la fonction factorielle car

�(n+ 1) = n!; 8n 2 N�:
(1.4)

La relation de réccurence (1:2) permet de dé�nir x 7! � (x) pour les valeurs négatives de
x; tel que pour : �1 < x < 0; on aura : 0 < x+1 < 1: Alors, �(x+1) est bien dé�nie par la
formule (1:1) ; mais pas � (x) : On peut dé�nir � (x) par la relation :

� (x) =
�(x+ 1)

x
:

(1.5)

Ainsi pour : � (n+ 1) < x < �n; n 2 N�; on aura :

� (x) =
�(x+ n+ 1)

x (x+ 1) ::: (x+ n)
:

(1.6)

1.1.2 Fonction Beta

La fonction Beta est dé�nie par l�intégrale suivante :

B (x; y) =

1Z
0

(1� t)x�1 ty�1dt; x; y 2 R�+:

(1.7)

La relation entre les fonctions Gamma et Beta est donnée par l�expression :

B (x; y) =
�(x)�(y)

�(x+ y)
= B (y; x) :

(1.8)
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1.2 Intégration Fractionnaire

L�intégration d�ordre fractionnaire est une généralisation de la notion de l�intégration
d�ordre entière. La dé�nition de l�intégration fractionnaire au sens de Riemann-Liouville se
base sur la formule de cauchy qui calcule n fois l�intégrale répétée d�une fonction causale
t 7�! f (t) ;

Inf (t) =
1

(n� 1)!

tZ
0

(t� s)n�1 f (s) ds; n 2 N�:

(1.9)

1.2.1 Intégrale Fractionnaire de Riemann-Liouville

La généralisation de la formule de cauchy (1:9) à un ordre � réel positif, implique le
remplacement de la fonction factorielle par la fonction Gamma comme suit :

Dé�nition 1.1. [67, 79, 83] L�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d�ordre
� > 0; pour une fonction f continue sur [a; b) est donnée par :

I�a f(t) =

8>><>>:
1

�(�)

tR
a

(t� s)��1 f (s) ds; � > 0;

f(t); � = 0;

(1.10)

où t � 0; et � (�) :=
R +1
0

e�xx��1dx:

Proposition 1.2. Soit f 2 C ([a; b)) : Pour � > 0 et � > 0; on a :

(a) : I�a I
�
a f = I�+�a f:

(b) : I�a I
�
a f (t) = I�a I

�
a f (t) :

Démonstration. Soient � > 0; � > 0; et f 2 C ([a; b)) :

Pour (a) ; la démonstration s�obtient par calcul direct en utilisant la fonction Beta. En
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e¤et,

I�a
�
I�a f
�
(t) =

1

� (�)

Z t

0

(t� s)��1
�
I�a f
�
(s) ds

=
1

� (�) � (�)

Z t

0

(t� s)��1
�Z s

0

(s� �)��1 f (�) d�

�
ds

=
1

� (�) � (�)

Z t

0

f (�)

�Z t

�

(t� s)��1 (s� �)��1 ds

�
d� :

(1.11)

En posant :

x =
s� �

t� �
;

(1.12)

on obtient :Z t

�

(t� s)��1 (s� �)��1 ds = (t� �)�+��1
Z 1

0

(1� x)��1 x��1dx

= (t� �)�+��1B (�; �)

= (t� �)�+��1
� (�) � (�)

� (�+ �)
:

(1.13)

En remplaçant (1:13) dans (1:11) ; on aura :

I�a
�
I�a f
�
(t) =

1

� (�+ �)

Z t

0

(t� �)�+��1 f (�) d� = I�+�a f (t) ;

(1.14)

d�où le résultat.

Maintenant pour démonterer (b) ; en utilisant la propriété précédente (a) : Alors,

I�a I
�
a f (t) = I�+�a f (t) = I�+�a f (t) = I�a I

�
a f (t) :

(1.15)

Lemme 1.3. Soient f 2 C ([a; b]) et � > 0: Alors,

lim
t
>!a
I�a f (t) = 0:

(1.16)
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Démonstration. On a :

jI�a f (t)j �
1

� (�)

Z t

a

(t� s)��1 j f (s)j ds

� kfk1
� (�)

Z t

a

(t� s)��1 ds

� kfk1
� (�+ 1)

(t� a)� :

(1.17)

Il est clair que le second membre de l�inégalité précédente tend vers 0 lorsque t tend vers
a: On peut donc déduire que lim

t
>!a
I�a f (t) = 0:

1.2.2 Exemples

On considère les fonctions suivantes :

f1 (t) = t�; � 2 R; f2 (t) = et:

(1.18)

Alors, l�intégrale fractionnaire de Riemann Liouville I�0 f1 s�écrit :

I�0 t
� =

1

� (�)

Z t

0

(t� �)��1 ��d� :

(1.19)

Pour évaluer cette intégrale, on e¤ectue le changement de variable :

� = tx:

(1.20)

Donc,

I�0 t
� =

1

� (�)

Z 1

0

(t� tx)��1 (tx)� tdx

=
t�+�

� (�)

Z 1

0

(1� x)��1 x�dx

=
t�+�

� (�)
B (�; � + 1) :

(1.21)
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En utilisant l�expression donnée par (1:8) ; on obtient :

I�0 t
� =

t�+�

� (�)

�
� (�) � (� + 1)

� (�+ � + 1)

�
=

� (� + 1)

� (�+ � + 1)
t�+�:

(1.22)

Pour � = 1 et � = 1
2
; la relation (1:22) devient :

I10
p
t =

�
�
1
2
+ 1
�

�
�
1 + 1

2
+ 1
�t1+ 1

2

=
1
2
�
�
1
2

�
3
2
�
�
3
2

�t 32
=

1
2
�
�
1
2

�
3
2
1
2
�
�
1
2

�t 32
=

2

3
t
3
2 :

(1.23)

On considère f2 : t 7�! et; et par application de I�0 ; on obtient :

I�0 e
t =

1

� (�)

tZ
0

(t� �)��1 e�d�

(1.24)

En posant x = t� � ; on peut écrire :

I�0 e
t =

et

� (�)

tZ
0

x��1e�xdx:

(1.25)

Maintenant, en utilisant l�intégrale par partie plusieurs fois, on peut avoir :

I�0 e
t =

X
k�0

t�+k

� (�+ k + 1)
:

(1.26)
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1.3 Dérivation Fractionnaire

La di¤érentiation d�ordre fractionnaire est une généralisation des concepts de la di¤é-
rentiation d�ordre entière. Il existe plusieurs dé�nitions mathématiques pour la dérivation
d�ordre fractionnaire. On va présenter trois approches : de Laurent, de Riemann-Liouville et
celle de Caputo.

1.3.1 Approche de Laurent

Dé�nition 1.4. [28, 67, 79] Pour m 2 N� : m = � + �; 0 < � � 1; la dérivée d�ordre
� au sens de Laurent d�une fonction f 2 C ([a;+1) ;R) ; est donnée par :

LD�
af(t) =

dm

dtm

0@ 1

� (�)

tZ
a

(t� �)��1 f (�) d�

1A :

(1.27)

Exemple 1.5. On reprend la fonction f1 : t 7�! t�; t > 0: Alors,

LD�
0f(t) =

�
LD�

0

�
t� =

dm

dtm

0@ 1

� (�)

tZ
0

(t� �)��1 ��d�

1A :

(1.28)

On pose : � = tx; on aura :�
LD�

0

�
t� =

1

� (�)

dm

dtm

�Z 1

0

(t� tx)��1 (tx)� tdx

�

=
1

� (�)

dm

dtm

�
t�+�

Z 1

0

(1� x)��1 x�dx

�
=

1

� (�)

dm

dtm
�
t�+�B (�; � + 1)

�
=

� (� + 1)

� (�+ � + 1)

dm

dtm
�
t�+�

�
:

(1.29)

En utilisant la relation de dérivation classique :

dm

dtm
(t� a)� = � (� � 1) ::: (� �m+ 1) (t� a)��m

=
�(� + 1)

�(� �m+ 1)
(t� a)��m;

(1.30)
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on obtient : �
LD�

a

�
t� =

� (� + 1)

� (�+ � + 1)

�
dm

dtm
t�+�

�
=

� (� + 1)

� (�+ � + 1)

�(�+ � + 1)

�(�+ � + 1�m)
t�+��m

=
� (� + 1)

�(�+ � + 1�m)
t�+��m:

(1.31)

Si on prend : � = 3; � = 3
2
; on aurait : m = 2 et � = 1

2
: Et donc :�

LD
3
2
0

�
t3 =

� (3 + 1)

�
�
1
2
+ 3 + 1� 2

�t 12+3�2
=

3!

�
�
3
2
+ 1
�t 32

=
3!

3
2
1
2
�
�
1
2

�t 32
=

8p
�
t
3
2 :

(1.32)

1.3.2 Approche de Riemann-Liouville

Dé�nition 1.6. [67, 79, 83] Pour m 2 N�; et a 2 R; la dérivée d�ordre � au sens de
Riemann-Liouville d�une fonction f 2 C ([a;+1) ;R) ; est donnée par :

RLD�
a f(t) =

8>><>>:
DmIm��a f (t) = dm

dtm

�
1

�(m��)

tR
a

(t� �)m���1 f (�) d�

�
; m� 1 < � < m;

dm

dtm
f(t); � = m:

(1.33)

Exemple 1.7. On considère la fonction suivante :

f : t 7�! (t� a)� ; t > a:

(1.34)
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Alors,

RLD�
a (t� a)� = DmIm��a (t� a)�

= Dm

�
� (� + 1)

� (� + 1 +m� �)
(t� a)�+m��

�
:

(1.35)

En utilisant l�expression de la dérivation classique donnée par (1:30) ; on aura :

RLD�
a (t� a)� =

� (� + 1)

� (� + 1 +m� �)

�
�(� +m� �+ 1)

�(� +m� �+ 1�m)
(t� a)�+m���m

�
:

(1.36)

Ce qui permet d�avoir

RLD�
a (t� a)� =

� (� + 1)

� (� + 1� �)
(t� a)��� :

(1.37)

On pose � = 1
2
et � = 3

2
: Alors,

RLD
1
2
a (t� a)

3
2 =

�
�
3
2
+ 1
�

�
�
3
2
+ 1� 1

2

� (t� a)
3
2
� 1
2

=
3
2
�
�
1
2
+ 1
�

� (2)
(t� a)

=
3
p
�

4
(t� a) :

(1.38)

Et pour � > 0 et � = 0; on aura le résultat suivant :

RLD�
a (t� a)0 =

� (1)

� (1� �)
(t� a)�� =

(t� a)��

� (1� �)
;

(1.39)

c�est-à-dire que la dérivée de Riemann-Liouville d�une constante n�est plus nulle.

Proposition 1.8. Soient f 2 C ([a; b)) ; et m� 1 < � < m; m 2 N�: Alors, l�opérateur
de dérivation de Riemann-Liouville RLD�

a possède les propriétés suivantes :
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(a) : RLD�
a est un opérateur linéaire.

(b) :
�
RLD�

a

�
(I�a f) (t) = f (t) :

(c) : Si
�
RLD�

a f
�
(t) = 0; alors f(t) =

m�1P
j=0

cj
�(j+1)

�(j+�+1�m) (t� a)j+��m ; (cj)j=0;:::;m�1 2 R:

Démonstration. Soient f 2 C ([a; b)) et m � 1 < � < m; m 2 N�: Pour la linéarité,
c�est une simple véri�cation.

(b) : En se basant sur la propriété classique :

Dm (Ima f) (t) = f (t) ;

(1.40)

on obtient : �
RLD�

a

�
(I�a f) (t) = Dm

�
Im��a

�
(I�a f) (t)

= Dm
�
Im��+�a f

�
(t)

= Dm (Ima f) (t) ;

= f (t) :

(1.41)

D�où le résultat annoncé.

(c) : Comme f appartient au noyau de
�
RLD�

a

�
; alors par dé�nition, on a :�

RLD�
a

�
f (t) = Dm

�
Im��a f

�
(t) = 0:

(1.42)

C�est-à-dire que la dérivée d�ordre m de (Im��a f) est nulle. Donc, on peut écrire :

�
Im��a f

�
(t) =

m�1X
j=0

cj (t� a)j ; (cj)j=0;:::;m�1 2 R:

(1.43)



21

L�application de I�a aux deux membres de l�identité obtenue (1:43) ; donne :�
Im��+�a f

�
(t) = (Ima f) (t)

= I�a

 
m�1X
j=0

cj (t� a)j
!

=
m�1X
j=0

cj

�
� (j + 1)

� (j + 1 + �)

�
(t� a)j+� :

(1.44)

Ensuite, on applique Dm à (1:44) ; on obtient :

Dm (Ima f) (t) =
m�1X
j=0

cj

�
� (j + 1)

� (j + 1 + �)

�
Dm (t� a)j+�

=

m�1X
j=0

cj

�
� (j + 1)

� (j + 1 + �)

��
� (j + �+ 1)

� (j + �+ 1�m)
(t� a)j+��m

�

=
m�1X
j=0

cj
� (j + 1)

� (j + �+ 1�m)
(t� a)j+��m :

(1.45)

Donc,

f (t) =
m�1X
j=0

cj
� (j + 1)

� (j + �+ 1�m)
(t� a)j+��m :

(1.46)

1.3.3 Approche de Caputo

La dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville d�ordre � 2 ]m� 1;m] s�obtient
par une application de Im��a suivie d�une dérivation classique d�ordrem: Tandis que la dérivée
de Caputo est le résultat de la permutation de ces deux opérations.

Dé�nition 1.9. [67, 79, 83] Pour m� 1 < � � m; m 2 N�; et f 2 Cm ([a;+1)) ; la
dérivée fractionnaire de Caputo d�ordre � de f est dé�nie par :

CD�
a f(t) =

8<:
1

�(m��)
R t
a
(t� s)m���1 dm

dsm
f (s) ds = Im��a Dmf(t); m� 1 < � < m;

dm

dtm
f(t); � = m:

(1.47)
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Exemple 1.10. On reprend la fonction f : t 7! (t� a)� avec � = 5
2
; et on calcule

CD
3
2
a f (t) : Alors,

CD
3
2
a (t� a)

5
2 =

�
I
2� 3

2
a

�� d2

dt2
(t� a)

5
2

�

=
�
I
1
2
a

�� d2

dt2
(t� a)

5
2

�
:

(1.48)

En tenant compte de la relation (1:30) ; on aura :

CD
3
2
a (t� a)

5
2 =

�
I
1
2
a

� �
�
5
2
+ 1
�

�
�
5
2
+ 1� 2

� (t� a)
5
2
�2

!

=
�
I
1
2
a

� �5
2

� �
3
2

�
�
�
3
2

�
�
�
3
2

� (t� a)
1
2

!

=
15

4

�
I
1
2
a

�
(t� a)

1
2

=
15

4

 
�
�
1
2
+ 1
�

�
�
1
2
+ 1 + 1

2

� (t� a)
1
2
+ 1
2

!

=
15
p
�

8

(t� a) :

(1.49)

Dans l�exemple précédent, on remarque que pour � = 0; on aura :

CD
3
2
a (t� a)0 =

�
I
2� 3

2
a

�� d2

dt2
(1)

�
=

�
I
1
2
a

�
(0)

= 0:

(1.50)

C�est-à-dire que la dérivée de Caputo d�une fonction constante est nulle.
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1.3.4 Lien Entre Riemann-Liouville et Caputo

Pour m� 1 < � < m; m 2 N�; a 2 R; et f 2 Cm ([a;+1)) ; la relation reliant la dérivée
au sens de Riemann-Liouville à celle de Caputo est donnée par :�

RLD�
a

�
f(t) =

�
CD�

a

�
f(t) +

m�1X
j=0

(t� a)j��

�(j � �+ 1)
f (j)(a):

(1.51)

Cette dernière relation peut aussi s�écrire :�
CD�

a

�
f(t) =

�
RLD�

a

� 
f(t)�

m�1X
j=0

(t� a)j

j!
f (j)(a)

!
:

(1.52)

A partir de (1:51) et (1:52) ; on déduit que la dérivée fractionnaire d�ordre � de f au sens
de Riemann-Liouville coïncide avec celle de Caputo si a est un point zéro d�ordre m de f:
Plus précisément, on a :�

f (j)(a) = 0; j = 0; 1; :::;m� 1
�
=)

��
RLD�

a

�
f(t) =

�
CD�

a

�
f(t)

�
:

(1.53)

Démonstration. On part de l�hypothèse que f est de classe Cm; alors on peut écrire :

f (t) =
m�1X
j=0

(t� a)j

j!
f (j)(a) + Ima D

mf (t) :

(1.54)

Et donc, par application de Im��a à cette identité, on obtient :

Im��a f (t) =

m�1X
j=0

(t� a)m��+j

� (m� �+ j + 1)
f (j)(a) + I2m��a Dmf (t) :

(1.55)

Ensuite on applique Dm à la formule obtenue, on aura :

DmIm��a f (t) =

m�1X
j=0

f (j)(a)

� (m� �+ j + 1)
Dm (t� a)m��+j +DmI2m��a Dmf (t)

=

m�1X
j=0

f (j)(a)

� (m� �+ j + 1)

 
� (m� �+ j + 1) (t� a)m��+j�m

� (m� �+ j + 1�m)

!
+DmImIm��a Dmf (t)

=

m�1X
j=0

(t� a)j��

� (j � �+ 1)
f (j)(a) + Im��a Dmf (t) :

(1.56)
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En utilisant le fait que :�
RLD�

a

�
= DmIm��a ;

�
CD�

a

�
= Im��a Dm;

on obtient :

�
RLD�

a

�
f (t) =

�
CD�

a

�
f (t) +

m�1X
j=0

(t� a)j��

� (j � �+ 1)
f (j)(a):

(1.57)

Proposition 1.11. Pour m � 1 < � < m; m 2 N�; et f 2 Cm ([a; b)) ; l�opérateur de
dérivation de Caputo

�
CD�

a

�
a les propriétés suivantes :

(a) :
�
CD�

a

�
est un opérateur linéaire.

(b) :
�
CD�

a

�
(I�a f) (t) = f (t) :

(c) : Si
�
CD�

a f
�
(t) = 0; alors f(t) =

m�1P
j=0

cj (t� a)j ; (cj)j=0;:::;m�1 2 R:

(d) : I�a
�
CD�

a f
�
(t) = f(t) +

m�1P
j=0

cj (t� a)j ; (cj)j=0;:::;m�1 2 R:

Démonstration. Soient m� 1 < � < m; m 2 N�; et f 2 Cm ([a; b)) : Pour l�item (a) ;
on peut aisément obtenir la linéarité.

(b) : La relation (1:52) permet d�obtenir le résultat suivant :

�
CD�

a

�
(I�a f) (t) =

�
RLD�

a

� 
I�a f (t)�

m�1X
j=0

(t� a)j

j!

��
dj

dtj
(I�a f)

�
(a)

�!

= f (t)�
 

� (j + 1)

� (j + 1� �)

m�1X
j=0

(t� a)j��

j!

!��
dj

dtj
(I�a f)

�
(a)

�

= f (t)�
 
m�1X
j=0

(t� a)j��

� (j + 1� �)

!��
dj

dtj
(I�a f)

�
(a)

�
:

(1.58)

Et comme j � m � 1 < �; pour j = 0; :::;m � 1; alors, les dérivées
�
dj

dtj
(I�a f)

�
(a) = 0:

Ce qui donne : �
CD�

a

�
(I�a f) (t) = f (t) :

(1.59)
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(c) : Soit
�
CD�

a f
�
(t) = 0: Alors, on a :

Im��a f (m) (t) = 0:

(1.60)

On applique
�
CDm��

a

�
à cette formule, on aura :�

CDm��
a

�
Im��a f (m) (t) = 0:

(1.61)

D�après la propriété précédente (b) ; il en résulte que :�
CDm��

a

� �
Im��a

�
f (m) (t) = f (m) (t) = 0;

(1.62)

Alors, f peut s�écrire sous la forme :

f(t) =
m�1X
j=0

cj (t� a)j :

(1.63)

où cj 2 R; j = 0; 1; :::;m� 1:

1.4 Quelques Exemples d�Applications

Les opérateurs de dérivation et d�intégration fractionnaires sont utilisés pour la descrip-
tion des propriétés de plusieurs matériaux comme les polymères. La dérivation fractionnaire
sert à décrire des comportements intermédiaires entre les dérivées classiques. Plus d�intérêts
a été récemment prêté à la dérivation fractionnaire dans les di¤érents champs de recherche.
En e¤et, on rencontre des applications du calcul fractionnaire en acoustique [37], en bio-
médecine [31], en économie [35], en géophysique [17], en rhéologie [9, 55] et en traitement
d�image [66]. En outre, plusieurs applications utilisent le calcul fractionnaire comme un outil
de modélisation.

1.4.1 Éconophysique :

Éconophysique est un nouveau domaine interdisciplinaire dans lequel les concepts et les
techniques d�analyse sont couramment utilisés pour la description des systèmes physiques
qui sont appliqués pour véri�er des problèmes �nanciers et économiques. La dynamique des
marchés global exige à plein temps modélisation complète et très précise. Bien que de nom-
breuses études sur les marchés �nanciers ont été publiées [8, 36]. Certaines investigations
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dans la �nance en utilisant les équations di¤érentielles fractionnaires ont été faites par E.
Scalas et al [80]. S.A. David [27] a proposé un modèle très simple concernant le carré de l�af-
�ux des capitaux investis, désigné comme

�
d�
dt

�2
; qui peut être proportionnelle à la perception

du risque, dénotée par : (y � y0) :
Mathématiquement, peut s�écrit comme :�

d�

dt

�2
= �c (y � y0) :

(1.64)

Une augmentation de la perception des risques stimule une réduction en injection de
capital. C�est le sens du signal moins ci-dessus.

Donc,

d�

dt
= c

1
2 (y0 � y)

1
2 :

(1.65)

Et

d�

(y0 � y)
1
2

= c
1
2dt:

(1.66)

L�intégration des deux côtés de cette équation donne :

p
c

TZ
0

dt =

y0Z
0

(y0 � y)�
1
2 d�:

(1.67)

Donc,

K =

y0Z
0

(y0 � y)�
1
2 d�;

(1.68)

où K =
p
cT:

Ici � = F (y) ; où � est la quantité de retour sur le capital et y représente la perception
du risque. En gardant à l�esprit cette réalité, on peut noter que : d� = F

0
(y) dy:
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Si on pose :

y0 = x; y = t; F
0
= f;

(1.69)

on aurait :

K =

xZ
0

(x� t)�
1
2 f (t) dt:

(1.70)

Ce problème consiste à déterminer la fonction f: Ceci peut être fait en multipliant la
dernière équation par 1

�( 1
2
)
a�n d�obtenir :

K

�(1
2
)
=

1

�(1
2
)

xZ
0

(x� t)�
1
2 f (t) dt = I

1
2
0 f (x) :

(1.71)

Ensuite, par application de
�
LD

1
2
0

�
à cette formule obtenue, on aura :

1

�(1
2
)

�
LD

1
2
0

�
K =

�
LD

1
2
0

��
I
1
2
0 f (x)

�
= f (x) :

(1.72)

Par conséquent,

LD
1
2
0K =

p
�f (x) :

(1.73)
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D�autre part, on a :

LD
1
2
0K =

d

dx

0@ 1

�(1
2
)

xZ
0

(x� t)�
1
2 Kdt

1A
= K

d

dx

 
x
1
2

1
2
�(1

2
)

!

= K
1

1
2
�(1

2
)

�
�(1

2
+ 1)

�(1
2
+ 1� 1)

x
1
2
�1
�

=
K

1
2
�(1

2
)

� 1
2
�(1

2
)

�(1
2
)
x
�1
2

�

=
Kx

�1
2

p
�
;

(1.74)

où LD
1
2
0 est la dérivée d�ordre

1
2
au sens de Laurent avec :

�
� = � = 1

2
; m = 1

�
:

En combinant les formules (1:73) et (1:74) ; on obtient :

f (x) =
K

�
p
x
:

(1.75)

Ce modèle concernant le risque et le rendement du capital est basé sur les concepts de
la dérivée d�ordre fractionnaire est simple à mettre en �uvre et o¤re un moyen alternative
intéressant pour l�investigation et éventuellement pour les prédictions dans les �nanciers
marchés.

1.4.2 Automatique

En automatique, la dérivation fractionnaire peut apparaître dans les lois de commande
voir, [15, 75]. A. Oustaloup [73] a introduit l�approche CRONE, (Commande Robuste d�Ordre
Non Entier), qui peut être appliquée à de nombreux systèmes industriels : Suspension de
voitures, robot-cueilleur, charrue éléctro-hydrolique, batterie pour voitures, etc.

1.5 Autour des Points Fixes

Les théorèmes de points �xes sont des outils très utiles dans la résolution des équations
di¤érentielles. En e¤et, ces théorèmes fournissent des conditions su¢ santes pour lesquelles
une fonction donnée admet un point �xe, aussi nous assurent l�existence de la solution
d�un problème donné en le transformant en un problème du point �xe, et on détermine
éventuellement ces points �xes qui sont les solutions du problème posé.
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1.5.1 Concepts Essentiels

Le principe de contraction de Banach [53, 81] est le résultat le plus élémentaire qui assure
l�unicité d�un point �xe. Ce théorème est essentiellement basé sur les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 1.12. Soient S un espace vectoriel normé, de norme k:kS et (un)n ; n 2 N;
une suite de S: On dit que (un)n est une suite de Cauchy si

8" > 0; 9N � 0;8n � N; 8p � N; kuN+p � unkS � ":

(1.76)

Dé�nition 1.13. On dit que l�espace vectoriel normé S est complet pour la norme
k:kS si toute suite de Cauchy (pour cette norme) est convergente (pour cette norme). Un tel
espace est aussi appelé espace de Banach.

Dé�nition 1.14. Soient B un espace de Banach muni de la norme k:kB et T une
application de B dans B: On appelle point �xe de T tout point u tel que :

Tu = u:

(1.77)

Dé�nition 1.15. Soit S un espace vectoriel normé, de norme k:kS : Une application f
de S dans S est dite Lipschitzienne de constante L � 0 si elle véri�e :

8u; v 2 S; kf (u)� f (v)kS � L ku� vkS :
(1.78)

Dé�nition 1.16. L�application Lipschitzienne f est dite une contraction si L 2 ]0; 1[ :

1.5.2 Principe de Contraction de Banach

Théorème 1.17. [53, 81] Soit (E; d) un espace métrique complet et soit f : E ! E
une contraction. Alors, f admet un point �xe unique.

Dé�nition 1.18. Soient B1 et B2 deux espaces de Banach. L�opérateur continu T :
B1 ! B2 est complètement continu s�il transforme tout borné de B1 en une partie relative-
ment compacte dans B2:

1.5.3 Théorème du Point Fixe de Schaefer

Notre deuxième résultat du point �xe est le Théorème du point �xe de Schaefer.

Théorème 1.19. [53, 81] Soient B un espace de Banach et T : B ! B un opérateur
complètement continu. Si l�ensemble :


 : = fu 2 B : u = �Tu; � 2 ]0; 1[g ;
(1.79)
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est borné, alors T possède au moins un point �xe.

1.5.4 Théorème du point �xe de Schauder

Notre troixième résultat du point �xe est le Théorème du point �xe de Schauder :

Théorème 1.20. [81, 53] Soient B un espace de Banach, U un fermé, borné, convexe
et non vide de B et T : U ! U une application telle que l�ensemble fTu : u 2 Ug est
relativement compact dans B: Alors, T possède au moins un point �xe dans U:

1.5.5 Théorème de Arzela-Ascoli

Théorème 1.21 [18] Soit F � C ([a; b]) ; supposons que l�ensemble F est équipé de
norme k:k1. Alors, F est relativement compact dans C ([a; b]) si F est equicontinu (c�est-à-
dire pour tout � > 0 il existe � > 0 tel que pour tout f 2 F et pour tous x1; x2 2 [a; b] avec
jx1 � x2j < � on a : jf (x1)� f (x2)j < �) et uniformément borné (c�est-à-dire il existe une
constante C > 0 telle que kfk1 � C; pour tout f 2 F ).



Chapitre 2

Étude des Systèmes Non Linéaires
d�Ordre Fractionnaire

2.1 Introduction

Les lois physiques de la dynamique ne sont pas toujours décrites par des équations
di¤érentielles d�ordre ordinaires. Dans certains cas, leur comportement est régi par des
équations di¤érentielles d�ordre fractionnaires, voir [54, 67, 78, 83]. Les dérivées fraction-
naires ont joué un rôle central dans la science de l�ingénierie et mathématiques appliquées
[39, 65, 69, 74, 78, 82]. En e¤et, une attention particulière a été focalisée récemment sur
l�étude des équations di¤érentielles fractionnaires, ces résultats peuvent être consultés dans
les références [1, 2, 7, 13, 21, 22, 23, 24, 41, 45, 61, 70, 95].

En 2010, R.P. Agarwal, D. O�Regan et S. Stanµek [4] ont considéré le problème fraction-
naire de la forme suivante :8<:

D�u (t) + f (t; u (t) ; D�u (t)) = 0; 0 < t < 1;

u (0) = u (1) = 0:

Ce problème a été étudié pour la question de l�existence des solutions pour 1 < � < 2;
0 < � < � � 1: Où D� désigne la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville, f est
une fonction de Carathéodory sur [0; 1]� ]0;+1[� R:

En 2011, S. Stanµek [85] a étudié l�existence des solutions pour le problème fractionnaire
suivant : 8<:

D�u (t) + f
�
t; u (t) ; u

0
(t) ; D�u (t)

�
= 0;

u (0) = 0; u
0
(0) = u (1) = 0:

Ici 2 < � < 3; 0 < � < 1; D� dénote la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
d�ordre �; f : [0; 1] � D ! R+; (D � R3) ; et f(t; x; y; z) est singulière à la valeur 0 de ses
arguments x; y; z:
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En 2013, dans [40], M. Houas et Z. Dahmani ont établit l�existence et l�unicité des solu-
tions pour le problème suivant :8>>>><>>>>:

D�x (t) = f
�
t; x (t) ; D�x (t)

�
; t 2 J;

x (0) = x (1) = 0;

�1x
00
(�)� �2x

000
(�) = 0; �3x

00
(�) + �4x

000
(�) = 0;

avec � 2 ]3; 4] ; � � � � 1; �; � 2 ]0; 1[ ; D�; D� sont les dérivées fractionnaires au
sens de Caputo, J = [0; 1] ; �i; i = 1; 2; 3; 4; sont des constantes réelles avec �2�3 + �1�4 +
�1�3 (� � �) 6= 0 et f est une fonction continue sur [0; 1]� R2:

Dans ce chapitre, on étudie un système d�équations di¤érentielles fractionnaires avec
multi termes non linéaires [86]. On établit de nouveaux résultats d�existence et d�unicité en
utilisant le principe de la contraction de Banach. Ensuite, d�autres résultas de l�existence
d�une solution au moins sont prouvés en utilisant le Théorème du point �xe de Schaefer. On
traite aussi quelques exemples illustratifs.

2.2 Système Fractionnaire de Type Caputo

On note que les papiers cités ci-dessus ont traité des problèmes avec un seul terme non
linéaire en fonction de quelques fonctions inconnues. Les autres cas, où on a plus d�une
non-linéarité en fonction de certaines fonctions inconnues, sont plus complexes et ne sont
pas discutés dans les travaux cité ci-dessus. Dans ce contexte, on apporte notre contribution
[86] au développement de l�étude des systèmes d�équations di¤érentielles fractionnaires non
linéaires en abordant la question d�existence et d�unicité de solutions d�un système de la
forme suivante :

8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

D�
0 u(t) +

mP
i=1

fi
�
t; u(t); v(t); D




0u(t); D
�
0v(t)

�
= 0; t 2 J; m 2 N�;

D�
0 v(t) +

mP
i=1

gi
�
t; u(t); v(t); D




0u(t); D
�
0v(t)

�
= 0; t 2 J; m 2 N�;

u (0) = u�0; v (0) = v�0;

u
0
(0) = u

00
(0) = v

0
(0) = v

00
(0) = 0;

u
000
(0) = Ir0u(�); v

000
(0) = I'0 v(&); r > 0; ' > 0:

(2.1)
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Pour ce problème, on prend �; � 2 ]3; 4[ ; 
; � 2]0; 3[; � ; & 2]0; 1[: Les dérivées D�
0 ; D

�
0;

D�
0 ; D



0 sont prises au sens de Caputo et I

r
0 ; I

'
0 sont les intégrales fractionnaires au sens de

Riemann-Liouville. On prend également J := [0; 1]; u�0; v
�
0 2 R: Pour tout i = 1; :::;m; les

fonctions fi et gi : J � R4 ! R seront précisées plus tard.

2.2.1 Lemmes Auxiliaires

Lemme 2.1. [53, 57, 76] Pour � > 0; la solution générale de l�équation di¤érentielle
fractionnaire D�

0 u(t) = 0; est donnée par :

u(t) =

n�1X
j=0

cjt
j;

où cj 2 R; j = 0; 1; :::; n� 1; n = [�] + 1; avec [�] désigne la partie entière de �:

Lemme 2.2. [53, 57, 76] Soit � > 0: Alors,

I�0D
�
0 u(t) = u(t) +

n�1X
j=0

cjt
j;

où cj 2 R; j = 0; 1; :::; n� 1; n = [�] + 1; avec [�] désigne la partie entière de �:

Lemme 2.3. [53, 57, 76] Soient p; q > 0; et f 2 L1 ([a; b]) : Alors, IpaIqaf(t) = Ip+qa f(t);
Dp
aI
p
af(t) = f(t); t 2 [a; b] :

Lemme 2.4. [53, 57, 76] Soient q > p > 0; et f 2 L1 ([a; b]) : Alors, Dp
aI
q
af(t) =

Iq�pa f(t); t 2 [a; b] :

2.2.2 Solution Intégrale

On prouve le lemme auxiliaire suivant qui est important pour donner la solution intégrale
de (2:1) :

Lemme 2.5. [86] On suppose que (Fi)i=1;:::;m � C ([0; 1] ;R) ; et on considère le pro-
blème :

D�
0 u(t) +

mX
i=1

Fi(t) = 0; t 2 J; 3 < � < 4; m 2 N�;

(2.2)

avec les conditions initiales :

u (0) = u�0 2 R; u0(0) = u
00
(0) = 0; u

000
(0) = Ir0u(�); r > 0; � 2 ]0; 1[ :

(2.3)
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Alors, la solution de (2:2)& (2:3) est donnée par :

u(t) = �
mX
i=1

tZ
0

(t� s)��1

� (�)
Fi (s) + u�0

+
� (r + 4) t3

6 (� r+3 � � (r + 4))

0@ mX
i=1

�Z
0

(� � s)�+r�1

� (�+ r)
Fi (s) ds�

u�0�
r

� (r + 1)

1A ;

(2.4)

où � r+3 6= � (r + 4) :

Démonstration. Pour démontrer le Lemme 2.5, on considère le problème (2:2) : En
appliquant le Lemme 2.2, on obtient l�équation intégrale suivante :

u(t) = �
mX
i=1

tZ
0

(t� s)��1

� (�)
Fi (s) ds� c0 � c1t� c2t

2 � c3t
3;

(2.5)

où cj 2 R; j = 0; 1; 2; 3:

D�autre part, par l�application du Lemme 2.3, on aura :

Ir0u(�) = �
mX
i=1

I�+r0 Fi (�)� Ir0c0 � c1I
r
0� � c2I

r
0�
2 � c3I

r
0�
3

= �
mX
i=1

�Z
0

(� � s)�+r�1

� (�+ r)
Fi (s) ds�

c0�
r

� (1 + r)
� c1�

r+1

� (2 + r)
� 2c2�

r+2

� (3 + r)
� 6c3�

r+3

� (4 + r)
:

(2.6)

L�application du Lemme 2.4 à l�équation (2:5) donne :

u(0) = �c0; u0(0) = �c1; u
00
(0) = �2c2; u

000
(0) = �6c3:

(2.7)

Maintenant, en combinant (2:3) et (2:7) ; aboutit à
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c0 = �u�0; c1 = c2 = 0:

(2.8)

En remplaçant (2:8) dans (2:6) ; on déduit que

Ir0u(�) = �
mX
i=1

�Z
0

(� � s)�+r�1

� (�+ r)
Fi (s) ds+

u�0�
r

� (1 + r)
� 6c3�

r+3

� (4 + r)
:

(2.9)

La condition aux limites u
000
(0) = Ir0u(�) implique que

c3 =
� (r + 4)

6 (� r+3 � � (r + 4))

0@ u�0�
r

� (r + 1)
�

mX
i=1

�Z
0

(� � s)�+r�1

� (�+ r)
Fi (s) ds

1A :

(2.10)

Finalement, on remplace c0; c1; c2; et c3 dans (2:5), on trouve (2:4) :

D�où le Lemme 2.5 est ainsi prouvé.

On introduit l�espace de Banach suivant :

B := f(u; v) : u; v 2 C ([0; 1] ;R) ; D

0u 2 C ([0; 1] ;R) ; D

�
0v 2 C ([0; 1] ;R) g ; muni de la

norme :

k(u; v)kB = max (kuk1 ; kvk1 ; kD


0uk1 ; kD

�
0vk1) ;

(2.11)

où

kuk1 = sup
t2J
ju(t)j ; kvk1 = sup

t2J
jv(t)j ; kD


0uk1 = sup
t2J
jD


0u(t)j ; kD
�
0vk1 = sup

t2J
jD�

0v(t)j :

2.3 Quelques Résultats Principaux

Dans le but d�établir des résultats d�existence pour le système (2:1) ; on impose les hy-
pothèses suivantes :
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(H1) : Pour tout i = 1; 2; :::;m; les fonctions fi et gi : [0; 1]� R4 ! R sont continues.

(H2) : Il existe des fonctions non négatives !ij; �
i
j 2 C ([0; 1]) ; j = 1; 2; 3; 4; i = 1; :::;m; telles

que pour tout t 2 [0; 1] et toutes (u1; u2; u3; u4) ; (v1; v2; v3; v4) 2 R4; on a :

jfi (t; u1; u2; u3; u4)� fi (t; v1; v2; v3; v4)j �
4X
j=1

!ij (t) juj � vjj

(2.12)

et

jgi (t; u1; u2; u3; u4)� gi (t; v1; v2; v3; v4)j �
4X
j=1

�ij (t) juj � vjj ;

(2.13)

avec

�ij = sup
t2J

!ij (t) ; i = 1; :::;m; j = 1; 2; 3; 4;

(2.14)

et

�ij = sup
t2J

�ij (t) ; i = 1; :::;m; j = 1; 2; 3; 4:

(2.15)

(H3) : Il existe des fonctions continues non négatives (li (t))i=1;:::;m et (ki (t))i=1;:::;m ; telles
que :

jfi (t; u1; u2; u3; u4)j � li (t) ; jgi (t; u1; u2; u3; u4)j � ki (t) ;

(2.16)

pour tout t 2 J et toute (u1; u2; u3; u4) 2 R4;

avec :
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Li = sup
t2J

li(t); Ki = sup
t2J

ki (t) ; i = 1; 2; :::;m:

(2.17)

On introduit aussi les quantités suivantes :

A1 : =
1

� (�+ 1)
+

� (r + 4) ��+r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)
;

(2.18)

A2 : =
1

� (� + 1)
+

� ('+ 4) &�+'

6 j&'+3 � � ('+ 4)j� (� + '+ 1)
;

(2.19)

A3 : =
1

� (�� 
 + 1)
+

� (r + 4) ��+r

j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (�+ r + 1)
;

(2.20)

A4 : =
1

� (� � �+ 1)
+

� ('+ 4) &�+'

j&'+3 � � ('+ 4)j� (4� �) � (� + '+ 1)
;

(2.21)

S1 : =
mX
i=1

�
�i1 + �i2 + �i3 + �i4

�
; S2 :=

mX
i=1

�
�i1 + �i2 + �i3 + �i4

�
;

(2.22)

W1 : = ju�0j+
� (r + 4) ju�0j � r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (r + 1) ;

W2 : = jv�0j+
� ('+ 4) jv�0j &'

6 j&'+3 � � ('+ 4)j� ('+ 1) ;

(2.23)

W3 : =
� (r + 4) ju�0j � r

j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (r + 1)
;

W4 : =
� ('+ 4) jv�0j &'

j&'+3 � � ('+ 4)j� (4� �) � ('+ 1)
:

(2.24)
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2.3.1 Premier Résultat : Existence et Unicité

Notre premier résultat principal est basé sur le principe de contraction de Banach. On
a :

Théorème 2.6. [86] Pour ��+r 6= � (r + 4) ; &�+' 6= � ('+ 4) ; on suppose que l�hypo-
thèse (H2) est véri�ée. Si l�inégalité

max (A1S1; A2S2; A3S1; A4S2) < 1

(2.25)

est valide, alors le problème (2:1) a une solution unique (u; v) (t) ; t 2 [0; 1] :

Démonstration. On dé�nit l�opérateur 	 : B ! B par :

	(u; v) (t) := (	1 (u; v) (t) ;	2 (u; v) (t)) ; t 2 J;

avec

	1 (u; v) (t) = �
mX
i=1

tZ
0

(t� s)��1

� (�)
fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

+u�0 +
� (r + 4) t3

6 (� r+3 � � (r + 4))

�

0@ mX
i=1

�Z
0

(� � s)�+r�1

� (�+ r)
fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v (s)

�
ds� u�0�

r

� (r + 1)

1A ;

(2.26)

et

	2 (u; v) (t) = �
mX
i=1

tZ
0

(t� s)��1

� (�)
gi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

+v�0 +
� ('+ 4) t3

6 (&'+3 � � ('+ 4))

�

0@ mX
i=1

&Z
0

(& � s)�+'�1

� (� + ')
gi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds� v�0&

'

� ('+ 1)

1A :

(2.27)
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On va maintenant montrer que 	 possède un point �xe unique. Pour cela, on va prouver
que 	 est un opérateur contractif :

Soient (u1; v1) ; (u2; v2) 2 B: Alors, pour tout t 2 J; on a :

j	1 (u1; v1) (t)�	1 (u2; v2) (t)j

=

���������������������������

�

0BBBB@
mP
i=1

tR
0

(t�s)��1
�(�)

fi
�
s; u1(s); v1(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

�
mP
i=1

tR
0

(t�s)��1
�(�)

fi
�
s; u2(s); v2(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

1CCCCA
+ �(r+4)t3

6(�r+3��(r+4))

�

0BBBB@
mP
i=1

�R
0

(��s)�+r�1
�(�+r)

fi
�
s; u1(s); v1(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

�
mP
i=1

�R
0

(��s)�+r�1
�(�+r)

fi
�
s; u2(s); v2(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

1CCCCA

���������������������������

:

On a donc

j	1 (u1; v1)�	1 (u2; v2)j

�

0@ tZ
0

(t� s)��1

� (�)
ds

1A sup
s2J

mX
i=1

������
fi
�
s; u1(s); v1(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
�fi

�
s; u2(s); v2(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
������

+
� (r + 4) t3

6 j� r+3 � � (r + 4)j

�

0@ �Z
0

(� � s)�+r�1

� (�+ r)
ds

1A sup
s2J

mX
i=1

������
fi
�
s; u1(s); v1(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
�fi

�
s; u2(s); v2(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
������ :

En calculant les intégrales du second membre, on obtient l�inégalité suivante :
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j	1 (u1; v1)�	1 (u2; v2)j

� t�

� (�+ 1)
sup
s2J

mX
i=1

������
fi
�
s; u1(s); v1(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
�fi

�
s; u2(s); v2(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
������

+
� (r + 4) t3��+r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)

�sup
s2J

mX
i=1

������
fi
�
s; u1(s); v1(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
�fi

�
s; u2(s); v2(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
������ ;

(2.28)

qui peut être réécrite en utilisant (H2) comme suit :

k	1 (u1; v1)�	1 (u2; v2)k1

�
�

1

� (�+ 1)
+

� (r + 4) ��+r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)

�

�sup
s2J

0BBB@
mP
i=1

!i1 (s) ju1 (s)� u2 (s)j+
mP
i=1

!i2 (s) jv1 (s)� v2 (s)j

mP
i=1

!i3 (s) jD


0u1 (s)�D


0u2 (s)j+
mP
i=1

!i4 (s) jD
�
0v1 (s)�D�

0v2 (s)j

1CCCA

�
�

1

� (�+ 1)
+

� (r + 4) ��+r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)

� mX
i=1

�
�i1 + �i2 + �i3 + �i4

�

�max (ku1 � u2k1 ; kv1 � v2k1 ; kD


0u1 �D


0u2k1 ; kD
�
0v1 �D�

0v2k1) :

Par conséquent,

k	1 (u1; v1)�	1 (u2; v2)k1 � A1S1 k(u1 � u2; v1 � v2)kB :
(2.29)



41

D�une manière similaire, on peut montrer que :

k	2 (u1; v1)�	2 (u2; v2)k1 � A2S2 k(u1 � u2; v1 � v2)kB :
(2.30)

D�autre part, on a :

jD

0	1 (u1; v1) (t)�D


0	1 (u2; v2) (t)j

=

���������������������������

�

0BBBB@
mP
i=1

tR
0

(t�s)��
�1
�(��
) fi (s; u1(s); v1(s); D



0u1(s); D

�
0v1(s)) ds

�
mP
i=1

tR
0

(t�s)��
�1
�(��
) fi (s; u2(s); v2(s); D



0u1(s); D

�
0v1(s)) ds

1CCCCA
+ �(r+4)t3�


(�r+3��(r+4))�(4�
)

�

0BBBB@
mP
i=1

�R
0

(��s)�+r�1
�(�+r)

fi (s; u1(s); v1(s); D


0u1(s); D

�
0v1(s)) ds

�
mP
i=1

�R
0

(��s)�+r�1
�(�+r)

fi (s; u2(s); v2(s); D


0u1(s); D

�
0v1(s)) ds

1CCCCA

���������������������������

:

En calculant les intégrales du second membre, on obtient :

jD

0	1 (u1; v1) (t)�D


0	1 (u2; v2) (t)j

� t��


� (�� 
 + 1)
sup
s2J

mX
i=1

������
fi (s; u1(s); v1(s); D



0u1(s); D

�
0v1(s))

�fi (s; u2(s); v2(s); D

0u1(s); D

�
0v1(s))

������
+

� (r + 4) t3�
��+r

j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (�+ r + 1)

�sup
s2J

mX
i=1

������
fi (s; u1(s); v1(s); D



0u1(s); D

�
0v1(s))

�fi (s; u2(s); v2(s); D

0u1(s); D

�
0v1(s))

������ :
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En utilisant l�hypothèse (H2) ; on obtient :

kD

0	1 (u1; v1)�D


0	1 (u2; v2)k1

�
�

1

� (�� 
 + 1)
+

� (r + 4) ��+r

j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (�+ r + 1)

�

�sup
s2J

mX
i=1

0@ !i1 (s) ju1 (s)� u2 (s)j+ !i2 (s) jv1 (s)� v2 (s)j

!i3 (s) jD


0u1 (s)�D


0u2 (s)j+ !i4 (s) jD
�
0v1 (s)�D�

0v2 (s)j

1A

�
�

1

� (�� 
 + 1)
+

� (r + 4) ��+r

j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (�+ r + 1)

�

�
mX
i=1

�
�i1 + �i2 + �i3 + �i4

�

�max (ku1 � u2k1 ; kv1 � v2k1 ; kD


0u1 �D


0u2k1 ; kD
�
0v1 �D�

0v2k1) :

Il en résulte que :

kD

0	1 (u1; v1)�D


0	1 (u2; v2)k1 � A3S1 k(u1 � u2; v1 � v2)kB :
(2.31)

Raisonnant de la même manière, on obtient :

kD�
0	2 (u1; v1)�D�

0	2 (u2; v2)k1 � A4S2 k(u1 � u2; v1 � v2)kB :
(2.32)

En utilisant (2:29) ; (2:30) ; (2:31) et (2:32) et le fait que :
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k	(u1; v1)�	(u2; v2)kB = max

0BBBBBBBB@

k	1 (u1; v1)�	1 (u2; v2)k1 ;

kD

0	1 (u1; v1)�D


0	1 (u2; v2)k1 ;

k	2 (u1; v1)�	2 (u2; v2)k1 ;

kD�
0	2 (u1; v1)�D�

0	2 (u2; v2)k1

1CCCCCCCCA
;

on conclut que :

k	(u1; v1)�	(u2; v2)kB

� max (A1S1; A2S2; A3S1; A4S2) k(u1 � u2; v1 � v2)kB :
(2.33)

Il s�ensuit de la condition (2:25) que l�opérateur 	 : B ! B est contractif. Donc 	
possède un point �xe unique qui est une solution unique du problème (2:1) : Ceci complète
ainsi la preuve du Théorème 2.6.

2.3.2 Deuxième Résultat : Existence d�une Solution au Moins

Le théorème suivant établit l�existence d�une solution au moins du problème (2:1) : Ce
résultat est basé sur le Théorème du point �xe de Schaefer.

Théorème 2.7. [86] On supposons que ��+r 6= � (r + 4) et &�+' 6= � ('+ 4) : Si les
hypothèses (H1) et (H3) sont satisfaites, alors le problème (2:1) admet au moins une solution
(u; v) (t) ; t 2 [0; 1] :

Démonstration. A�n d�établir l�existence des solutions, on va montrer que 	 admet
un point �xe. Pour ce faire, on utilise le théorème du point �xe de Schaefer.

D�abord, on montre que l�opérateur 	 est complètement continu. En e¤et, on montre que
l�opérateur 	 envoie tout ensemble borné de B en un ensemble relativement compact dans
B:

D�après l�hypothèse (H1) ; l�opérateur 	 est continu.

(A) : Maintenant, on prend � > 0; (u; v) 2 �� := f(u; v) 2 B; k(u; v)kB � �g et � :=
f	(u; v) ; (u; v) 2 ��g : Alors, pour toute (u; v) 2 �� et pour tout t 2 J; on a :
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j	1 (u; v) (t)j =

������������

�
mP
i=1

tR
0

(t�s)��1
�(�)

fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds+ u�0 +

�(r+4)t3

6(�r+3��(r+4))

�
�
mP
i=1

�R
0

(��s)�+r�1
�(�+r)

fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds� u�0�

r

�(r+1)

�

������������
� t�

� (�+ 1)
sup
s2J

mX
i=1

��fi �s; u(s); v(s); D


0u(s); D
�
0v(s)

���+ ju�0j
+

� (r + 4) t3��+r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)

�sup
s2J

mX
i=1

��fi �s; u(s); v(s); D


0u(s); D
�
0v(s)

���+ � (r + 4) t3 ju�0j � r
6 j� r+3 � � (r + 4)j� (r + 1) :

En tenant compte de (H3) ; on peut écrire

k	1 (u; v)k1 �
mX
i=1

Li

�
1

� (�+ 1)
+

� (r + 4) ��+r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)

�

+ ju�0j+
� (r + 4) ju�0j � r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (r + 1) :

Ce qui est équivalent à

k	1 (u; v)k1 � A1

mX
i=1

Li +W1:

(2.34)

D�une manière analogue, on a :

k	2 (u; v)k1 � A2

mX
i=1

Ki +W2:

(2.35)

D�autre part, on a :
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jD

0	1 (u; v) (t)j =

���������������

�
mP
i=1

tR
0

(t�s)��
�1
�(��
) fi

�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

+ �(r+4)t3�


(�r+3��(r+4))�(4�
)

�
�
mP
i=1

�R
0

(��s)�+r�1
�(�+r)

fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds� u�0�

r

�(r+1)

�

���������������
�

�
t��


� (�� 
 + 1)
+

� (r + 4) t3�
��+r

j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (�+ r + 1)

�

�sup
s2J

mX
i=1

��fi �s; u(s); v(s); D


0u(s); D
�
0v(s)

���
+

� (r + 4) t3�
 ju�0j � r
j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (r + 1)

:

Ainsi, à partir de l�hypothèse (H3) ; on a :

kD

0	1 (u; v)k1 ��

1

� (�� 
 + 1)
+

� (r + 4) ��+r

j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (�+ r + 1)

� mX
i=1

Li

+
� (r + 4) ju�0j � r

j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (r + 1)
:

Et donc,

kD

0	1 (u; v)k1 � A3

mX
i=1

Li +W3:

(2.36)

Avec les mêmes arguments que précédemment, on obtient :

kD�
0	2 (u; v)k1 � A4

mX
i=1

Ki +W4:

(2.37)

Des inégalités (2:34) ; (2:35) ; (2:36) et (2:37) ; il en résulte que
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k	(u; v)kB �

max

 
A1

mX
i=1

Li +W1; A2

mX
i=1

Ki +W2; A3

mX
i=1

Li +W3; A4

mX
i=1

Ki +W4

!
:

Alors,

k	(u; v)kB < 1:

(2.38)

D�où � est uniformément borné.

(B) : On va établir l�équicontinuité de � :

Soit (u; v) 2 ��: Alors pour 0 � t1 < t2 � 1; on a :

j	1 (u; v) (t2)�	1 (u; v) (t1)j

=

�������������������������

�

0BBBB@
mP
i=1

t2R
0

(t2�s)��1
�(�)

fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

�
mP
i=1

t1R
0

(t1�s)��1
�(�)

fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

1CCCCA

+ �(r+4)
6(�r+3��(r+4)) (t

3
2 � t31)

�
�
mP
i=1

�R
0

(��s)�+r�1
�(�+r)

fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds� u�0�

r

�(r+1)

�

�������������������������

;

et comme t1 < t2; on peut aussi écrire les intégrales de second membre sous la forme :
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j	1 (u; v) (t2)�	1 (u; v) (t1)j

=

�����������������������������

0BBBB@
mP
i=1

t1R
0

(t2�s)��1
�(�)

fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

+
mP
i=1

t2R
t1

(t2�s)��1
�(�)

fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

1CCCCA

�
mP
i=1

t1R
0

(t1�s)��1
�(�)

fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

+ �(r+4)
6(�r+3��(r+4)) (t

3
2 � t31)

�
�
mP
i=1

�R
0

(��s)�+r�1
�(�+r)

fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds� u�0�

r

�(r+1)

�

�����������������������������

:

Ce qui permet d�obtenir l�inégalité suivante :

j	1 (u; v) (t2)�	1 (u; v) (t1)j

�

����������

mP
i=1

t1R
0

(t2�s)��1
�(�)

fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

�
mP
i=1

t1R
0

(t1�s)��1
�(�)

fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

����������

+

������
mX
i=1

t2Z
t1

(t2 � s)��1

� (�)
fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

������

+

��������
�(r+4)

6(�r+3��(r+4)) (t
3
2 � t31)

�
�
mP
i=1

�R
0

(��s)�+r�1
�(�+r)

fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds� u�0�

r

�(r+1)

�
�������� :
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En calculant les intégrales du second membre, on obtient :

j	1 (u; v) (t2)�	1 (u; v) (t1)j

� (t�2 � t�1 ) + (t2 � t1)
�

� (�+ 1)
sup
s2J

mX
i=1

��fi �s; u(s); v(s); D


0u(s); D
�
0v(s)

���

+
(t2 � t1)

�

� (�+ 1)
sup
s2J

mX
i=1

��fi �s; u(s); v(s); D


0u(s); D
�
0v(s)

���

+
� (r + 4) ��+r (t32 � t31)

6 j(� r+3 � � (r + 4))j� (�+ r + 1)

�sup
s2J

mX
i=1

��fi �s; u(s); v(s); D


0u(s); D
�
0v(s)

���+ � (r + 4) � r ju�0j (t32 � t31)

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (r + 1) :

Compte tenu de l�hypothèse (H3) ; on aura :

k	1 (u; v) (t2)�	1 (u; v) (t1)k1

� (t�2 � t�1 ) + (t2 � t1)
�

� (�+ 1)
sup
t2J

mX
i=1

li(t) +
(t2 � t1)

�

� (�+ 1)
sup
t2J

mX
i=1

li(t)

+
� (r + 4) ��+r (t32 � t31)

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)
sup
t2J

mX
i=1

li(t)

+
� (r + 4) � r ju�0j (t32 � t31)

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (r + 1) :

Par conséquent,
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k	1 (u; v) (t2)�	1 (u; v) (t1)k1

�
mX
i=1

Li

�
(t�2 � t�1 ) + 2 (t2 � t1)

�

� (�+ 1)
+

� (r + 4) ��+r (t32 � t31)

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)

�

+
� (r + 4) � r ju�0j

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (r + 1)
�
t32 � t31

�
:

(2.39)

De la même manière, on montre que :

k	2 (u; v) (t2)�	2 (u; v) (t1)k1

�
mX
i=1

Ki

0@
�
t�2 � t�1

�
+ 2 (t2 � t1)

�

� (� + 1)
+

� ('+ 4) &�+' (t32 � t31)

6 j&'+3 � � ('+ 4)j� (� + '+ 1)

1A
+

� ('+ 4) &' jv�0j
6 j&'+3 � � ('+ 4)j� ('+ 1)

�
t32 � t31

�
:

(2.40)

D�autre part, on a : ��D


0	1 (u; v) (t2)�D

0	1 (u; v) (t1)

��

�

����������

mP
i=1

t1R
0

(t2�s)��
�1
�(��
) fi

�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

�
mP
i=1

t1R
0

(t1�s)��
�1
�(��
) fi

�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

����������
+

������
mX
i=1

t2Z
t1

(t2 � s)��
�1

� (�� 
)
fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds

������
+

��������
�(r+4)

(�r+3��(r+4))�(4�
)
�
t3�
2 � t3�
1

�
�
�
mP
i=1

�R
0

(��s)�+r�1
�(�+r)

fi
�
s; u(s); v(s); D




0u(s); D
�
0v(s)

�
ds� u�0�

r

�(r+1)

�
�������� :

Le calcul des intégrales du second membre donne
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��D


0	1 (u; v) (t2)�D

0	1 (u; v) (t1)

��

�

�
t
��

2 � t��
1

�
+ (t2 � t1)

��


� (�� 
 + 1)
sup
s2J

mX
i=1

��fi �s; u(s); v(s); D


0u(s); D
�
0v(s)

���

+
(t2 � t1)

��


� (�� 
 + 1)
sup
s2J

mX
i=1

��fi �s; u(s); v(s); D


0u(s); D
�
0v(s)

���

+
� (r + 4) ��+r

�
t3�

2

� t3�

1

�
j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (�+ r + 1)

sup
s2J

mX
i=1

��fi �s; u(s); v(s); D


0u(s); D
�
0v(s)

���

+
� (r + 4) � r ju�0j

�
t3�

2

� t3�

1

�
j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (r + 1)

:

Il su¢ t donc d�appliquer l�hypothèse (H3) ; pour avoir l�expression suivante :

kD

0	1 (u; v) (t2)�D


0	1 (u; v) (t1)k1 �

0@
�
t
��

2 � t��
1

�
+ 2 (t2 � t1)

��


� (�� 
 + 1)
+

� (r + 4) ��+r
�
t3�

2

� t3�

1

�
j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (�+ r + 1)

1A mX
i=1

Li

+
� (r + 4) � r ju�0j

�
t3�

2

� t3�

1

�
j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (r + 1)

:

(2.41)

Finalement, d�une manière analogue on peut obtenir :

kD�
0	2 (u; v) (t2)�D�

0	2 (u; v) (t1)k1 �

0@
�
t
���
2 � t���1

�
+ 2 (t2 � t1)

���

� (� � �+ 1)
+

� ('+ 4) &�+'
�
t3��
2

� t3��
1

�
j&r+3 � � ('+ 4)j� (4� �) � (� + '+ 1)

1A mX
i=1

Ki

+
� ('+ 4) &' jv�0j

�
t3��
2

� t3��
1

�
j&' � � ('+ 4)j� (4� �) � ('+ 1)

:

(2.42)
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On note que les termes des seconds membres des inégalités (2:39) ; (2:40) ; (2:41) et (2:42)
sont indépendants des variables u; v; et k	(u; v) (t2)�	(u; v) (t1)kB tend vers zéro quand
t1 tend vers t2: Ce qui implique que l�ensemble � est équicontinu.

En combinant (A) et (B) ; et en vertu du Théorème de Arzela-Ascoli, on conclut que � est
un ensemble relativement compact de B: Il en résulte que 	 est un opérateur complètement
continu.

(C) : On prouve que pour un certain 0 < � < 1; l�ensemble


 := f(u; v) 2 B; (u; v) = �	(u; v) g

est borné.

En e¤et, soit (u; v) 2 
; alors (u; v) = �	(u; v) ; pour 0 < � < 1: Donc, pour tout t 2 J;
on a :

u (t) = �	1 (u; v) (t) ; v (t) = �	2 (u; v) (t) :

Ensuite, on aura :

1

�
ju (t)j � t�

� (�+ 1)
� sup

s2J

mX
i=1

��fi �s; u(s); v(s); D


0u(s); D
�
0v(s)

���+ ju�0j

+
� (r + 4) t3��+r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)
� sup

s2J

mX
i=1

��fi �s; u(s); v(s); D


0u(s); D
�
0v(s)

���

+
� (r + 4) t3 ju�0j � r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (r + 1) :

En se servant de l�hypothèse (H3) ; on peut écrire :

1

�
ju (t)j �

mX
i=1

Li

�
1

� (�+ 1)
+

� (r + 4) ��+r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (�+ r + 1)

�

+ ju�0j+
� (r + 4) ju�0j � r

6 j� r+3 � � (r + 4)j� (r + 1) :

Par conséquent,
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kuk1 � �

 
A1

mX
i=1

Li +W1

!
:

(2.43)

De même, on a :

kvk1 � �

 
A2

mX
i=1

Ki +W2

!
:

(2.44)

D�autre part, on a :

1

�
jD


0u (t)j

� t��


� (�� 
 + 1)
sup
s2J

mX
i=1

��fi �s; u(s); v(s); D


0u(s); D
�
0v(s)

���

+
� (r + 4) t3�
��+r

j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (�+ r + 1)
sup
s2J

mX
i=1

��fi �s; u(s); v(s); D


0u(s); D
�
0v(s)

���

+
� (r + 4) t3�
 ju�0j � r

j� r+3 � � (r + 4)j� (4� 
) � (r + 1)
:

En utilisant l�hypothèse (H3) ; on obtient :

kD

0uk1 � �

 
A3

mX
i=1

Li +W3

!
:

(2.45)

De manière analogue, on peut montrer que :

kD�
0vk1 � �

 
A4

mX
i=1

Ki +W4

!
:

(2.46)
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Il résulte de (2:43) ; (2:44) ; (2:45) et (2:46) que :

k(u; v)kB �

�max

 
A1

mX
i=1

Li +W1; A2

mX
i=1

Ki +W2; A3

mX
i=1

Ki +W3; A4

mX
i=1

Ki +W4

!
:

(2.47)

Donc,

k(u; v)kB < 1:

Ce qui prouve que 
 est borné.

On conclut par le Théorème du point �xe de Schaefer que l�opérateur 	 admet au moins
un point �xe qui est la solution du problème (2:1) : Ce qui achève la démonstration.

Corollaire 2.8. [86] Soient ��+r 6= � (r + 4) ; et &�+' 6= � ('+ 4) : On suppose que
l�hypothèse (H1) est satisfaite. Si les fonctions fi; gi sont bornées sur J �R4; i = 1; 2; :::;m;
alors le problème (2:1) admet au moins une solution (u; v) (t) ; t 2 J:

2.4 Applications

On présente deux exemples pour illustrer les résultats principaux.

2.4.1 Exemple 1

On considère le problème fractionnaire suivant [86] :
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

D
10
3
0 u (t) +

ju(t)j+jv(t)j+
����D 5

2
0 u(t)

����+����D 3
2
0 v(t)

����
(4t2+25)

�
e�2t+ju(t)j+jv(t)j+

����D 5
2
0 u(t)

����+����D 3
2
0 v(t)

�����

+ 1
5�2+t

�
sinu (t) + sinD

5
2
0 u (t) + cos v (t) + cosD

3
2
0 v (t) + ln (1 + t)

�
= 0;

t 2 [0; 1] ;

D
15
4
0 v (t) +

1
32(t2+1)

0@ ju(t)j
1+ju(t)j +

jv(t)j
1+jv(t)j +

t2
����D 5

2
0 u(t)

����
�2
�
1+

����D 5
2
0 u(t)

����� +
t

����D 3
2
0 v(t)

����
�

�
1+

����D 3
2
0 v(t)

�����
1A

+ 1

16e�t2

�
sinu (t) + sin v (t) + t2

8�2
sin
�
2�D

5
2
0 u (t)

�
+ t

�
sin
�
2�D

3
2
0 v (t)

��
= 0;

t 2 [0; 1] ;

u (0) =
p
7; v (0) =

p
2;

u
0
(0) = u

00
(0) = v

0
(0) = v

00
(0) = 0;

u
000
(0) = I

4
3
0

�
1
2

�
; v

000
(0) = I

1
4
0

�
5
7

�
:

(2.48)

Pour cet exemple, on a : � = 10
3
; � = 15

4
; 
 = 5

2
; � = 3

2
; r = 4

3
; ' = 1

4
; � = 1

2
; & = 5

7
;

J = [0; 1] : Ainsi, il est facile de voir que ��+r 6= � (r + 4) ; &�+' 6= � ('+ 4) :

D�autre part,

f1 (t; u1; u2; u3; u4) =
ju1j+ ju2j+ ju3j+ ju4j

(4t2 + 25) (e�2t + ju1j+ ju2j+ ju3j+ ju4j)
;

f2 (t; u1; u2; u3; u4) =
1

5�2 + t
(sinu1 + sinu2 + cosu3 + cosu4 + ln (1 + t)) :

Donc, pour tout t 2 [0; 1] et toutes (u1; u2; u3; u4) ; (v1; v2; v3; v4) 2 R4; on a :

jf1 (t; u1; u2; u3; u4)� f1 (t; v1; v2; v3; v4)j �

1

4t2 + 25
ju1 � v1j+

1

4t2 + 25
ju2 � v2j+

1

4t2 + 25
ju3 � v3j+

1

4t2 + 25
ju4 � v4j ;
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et

jf2 (t; u1; u2; u3; u4)� f2 (t; v1; v2; v3; v4)j �

1

5�2 + t
ju1 � v1j+

1

5�2 + t
ju2 � v2j+

1

5�2 + t
ju3 � v3j+

1

5�2 + t
ju4 � v4j :

On peut prendre :

!11 (t) = !12 (t) = !13 (t) = !14 (t) =
1

4t2 + 25
;

!21 (t) = !22 (t) = !23 (t) = !24 (t) =
1

5�2 + t
;

�11 = �12 = �13 = �14 =
1

25
;

�21 = �22 = �23 = �24 =
1

5�2
:

On a aussi :

g1 (t; u1; u2; u3; u4)

=
1

32 (t2 + 1)

�
ju1j

1 + ju1j
+

ju2j
1 + ju2j

+
t2 ju3j

�2 (1 + ju3j)
+

t ju4j
� (1 + ju4j)

�
;

et

g2 (t; u1; u2; u3; u4)

=
1

16e�t2

�
sinu1 + sinu2 +

t2

8�2
sin (2�u3) +

t

�
sin (2�u4)

�
:

Pour t 2 [0; 1] ; et (u1; u2; u3; u4) ; (v1; v2; v3; v4) 2 R4; on peut écrire

jg1 (t; u1; u2; u3; u4)� g1 (t; v1; v2; v3; v4)j �
1

32 (t2 + 1)
ju1 � v1j+

1

32 (t2 + 1)
ju2 � v2j+

t2

32�2 (t2 + 1)
ju3 � v3j+

t

32� (t2 + 1)
ju4 � v4j ;

jg2 (t; u1; u2; u3; u4)� g2 (t; v1; v2; v3; v4)j �
1

16e�t2
ju1 � v1j+

1

16e�t2
ju2 � v2j+

t2

128�2e�t2
ju3 � v3j+

t

16�e�t2
ju4 � v4j :

Alors, on peut avoir
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�11 (t) = �12 (t) =
1

32 (t2 + 1)
; �13 (t) =

t2

32�2 (t2 + 1)
; �14 (t) =

t

32� (t2 + 1)
;

�21 (t) = �22 (t) =
1

16e�t2
; �23 (t) =

t2

128�2e�t2
; �24 (t) =

t

16�e�t2
;

et donc,

�11 = �12 =
1

32
; �13 =

1

32�2
; �14 =

1

32�
;

�21 = �22 =
e

16
; �23 =

e

128�2
; �24 =

e

16�
:

D�autre part, en calculant A1; A2; A3 et A4; on aura

max (A1S1; A2S2; A3S1; A4S2) < 1:

En conclusion, toutes les hypothèses du Théorème 2.6 sont véri�ées, donc le problème
(2:48) admet une solution unique (u; v) (t) ; t 2 [0; 1] :

2.4.2 Exemple 2

On considère le système fractionnaire suivant [86] :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

D
7
2
0 u (t) +

et

16+sin(u(t)+v(t))+cos

�
D
7
4
0 u(t)+D

3
4
0 v(t)

� + e�2t sin(u(t)+v(t))

16+cos

�
D
7
4
0 u(t)+D

3
4
0 v(t)

� = 0;

t 2 [0; 1] ;

D
7
2
0 v (t) +

sin

�
u(t)+v(t)+D

7
4
0 u(t)+D

3
4
0 v(t)

�
18+t+t2

+
cos

�
u(t)+v(t)+D

7
4
0 u(t)+D

3
4
0 v(t)

�
16+t+t2

= 0;

t 2 [0; 1] ;

u (0) = 3
p
2; v (0) =

p
5;

u
0
(0) = u

00
(0) = v

0
(0) = v

00
(0) = 0;

u
000
(0) = I

2
5
0

�
1
3

�
; v

000
(0) = I

3
2
0

�
2
7

�
:

(2.49)

Ici on a : � = � = 7
2
; 
 = 7

4
; � = 3

4
; r = 2

5
; ' = 3

2
; � = 1

3
; & = 2

7
; J = [0; 1] ; et

��+r 6= � (r + 4) ; &�+' 6= � ('+ 4) :
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On a aussi :

f1 (t; u1; u2; u3; u4) =
et

16 + sin (u1 + u2) + cos (u3 + u4)
;

f2 (t; u1; u2; u3; u4) =
e�2t sin (u1 + u2)

16 + cos (u3 + u4)
;

g1 (t; u1; u2; u3; u4) =
sin (u1 + u2 + u3 + u4)

18 + t+ t2
;

g2 (t; u1; u2; u3; u4) =
cos (u1 + u2 + u3 + u4)

16 + t+ t2
:

Pour tout t 2 J et toute (u1; u2; u3; u4) 2 R4; on a :

jf1 (t; u1; u2; u3; u4)j �
et

14
;

jf2 (t; u1; u2; u3; u4)j �
e�2t

15
;

jg1 (t; u1; u2; u3; u4)j �
1

18 + t+ t2
;

jg2 (t; u1; u2; u3; u4)j �
1

16 + t+ t2
:

Donc, les hypothèses (H1) et (H3) sont satisfaites, d�où le système (2:49) admet au moins
une solution (u; v) (t) ; t 2 [0; 1] :



Chapitre 3

Problèmes d�Ordres Fractionnaires
Multiples

3.1 Introduction

La théorie des équations di¤érentielles fractionnaire joue un rôle important dans la mo-
délisation de nombreux processus physiques, technologiques et biologiques. Pour plus de
détails, on renvoie le lecteur aux monographies de Hilfer [39], Kilbas et al. [53], Lakshmikan-
tham [58], Miller [67] et les papiers cités dans [5, 10, 14, 33, 52, 54, 72, 78, 84]. Au cours des
dernières décennies, de nombreux articles traitant l�existence et l�unicité des solutions ont
été publiés, le lecteur intéressé peut se référer aux [6, 11, 12, 13, 19, 20, 22, 32, 42, 49, 64, 71]
pour plus de détails.

L�objectif de ce chapitre est l�étude d�une nouvelle classe de problèmes fractionnaires
d�ordres multiples. On établit des conditions su¢ santes pour prouver nouveaux résultats
d�existence et d�unicité et d�autres résultats assurant l�existence d�une solution au moins. En
outre, quelques exemples sont discutés pour illustrer les principaux résultats.

On introduit maintenant des résultats ayant inspiré notre travail. On commence par [61],
où M. Li et Y. Liu ont étudié l�existence et l�unicité de solutions pour le système suivant :8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

cD�
0+u (t) = f1

�
t; u (t) ; v (t) ;cDp

0+u (t) ;
cDq

0+v (t)
�
;

t 2 J = [0; T ] ;

cD�
0+v (t) = f2

�
t; u (t) ; v (t) ;cDp

0+u (t) ;
cDq

0+v (t)
�
;

t 2 J = [0; T ] ;

u (0) + �1u
0
(0) = 0; u (1) + �c2D

p
0+u (1) = 0;

v (0) + �1v
0
(0) = 0; v (1) + �c2D

q
0+v (1) = 0;

ici cD

0+ dénote la dérivée fractionnaire de Caputo pour 
 > 0; 1 < �; � � 2; 0 < p; q � 1;

58
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et f1; f2 2 C
�
[0; T ]� R2+ � R2;R+

�
:

Récemment dans [92], G.T. Wang, B. Ahmad et L. Zhang ont considéré m�points condi-
tions aux limites pour un système d�équations di¤érentielles fractionnaires non linéaires de
la forme suivante : 8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

Dpu (t) + f (t; v (t)) = 0; t 2 J;

Dqv (t) + g (t; u (t)) = 0; t 2 J;

u (0) = u
0
(0) = 0; Dp�1u (+1) =

m�2P
i=1

�iu (�i) ;

v (0) = v
0
(0) = 0; Dq�1v (+1) =

m�2P
i=1


iv (�i) ;

2 < p; q < 3;

avec t 2 J = [0;+1) ; f; g 2 C (J � R;R) ; 0 < �1 < �2 < ::: < �m�2 < +1; D� dénote
la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d�ordre � > 0:

Très récemment dans [97], C. X. Zhu, X. Zhang et Z.Q. Wu ont discuté un problème avec
des conditions intégrales :8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:

cD�
0+u (t) = f

�
t; v (t) ;cDp

0+v (t)
�
; 0 < t < 1;

cD�
0+v (t) = g

�
t; u (t) ;cDq

0+u (t)
�
; 0 < t < 1;

au
0
(0) + u (�1) =

R 1
0
� (s; v (s)) ds;

u (�2) + bu
0
(1) =

R 1
0
 (s; v (s)) ds;

cv
0
(0) + v (�1) =

R 1
0
' (s; u (s)) ds;

v (�2) + dv
0
(1) =

R 1
0
� (s; u (s)) ds:

Ici 1 < �; � < 2; 0 < p; q < 1; � � p � 1 � 0; � � q � 1 � 0; 0 � �1 < �2 � 1;
�;  ; '; � 2 L1 [0; 1] ; f; g 2 C ((0; 1)� R2;R) et cD


0+ dénote la dérivée fractionnaire au
sense de Caputo d�ordre 
 > 0:
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3.2 Problèmes Fractionnaires Multidimensionnels

On est essentiellement intéressé par l�étude de l�existence et l�unicité de solutions et l�exis-
tence d�une solution au moins correspondant au problème d�ordres fractionnaires multiples
suivant [25] :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

D�1
0 u1 (t) =

mP
i=1

f 1i (t; u1 (t) ; u2 (t) ; :::; un (t)) ; t 2 J;

D�2
0 u2 (t) =

mP
i=1

f 2i (t; u1 (t) ; u2 (t) ; :::; un (t)) ; t 2 J;

...

D�n
0 un (t) =

mP
i=1

fni (t; u1 (t) ; u2 (t) ; :::; un (t)) ; t 2 J;

k = 1; u
(k�1)
k (0) = 0;

k = 2; u
(k�2)
k (0) = u

(k�1)
k (1) = 0;

k = 3; u
(k�3)
k (0) = u

(k�2)
k (0) = u

(k�1)
k (1) = 0;

...
k = n; u

(k�n)
k (0) = u

(k�(n�1))
k (0) = ::: = u

(k�2)
k (0) = u

(k�1)
k (1) = 0;

(3.1)

où k�1 < �k < k; k = 1; 2; :::; n; n 2 N�; J := [0; 1] ; D�k
0 sont les dérivées fractionnaires

au sens de Caputo.

Les fonctions fki : J � Rn ! R, pour k = 1; 2; :::; n; et i = 1; :::;m; n; m 2 N�; seront
précisées plus tard.

3.2.1 Solution Intégrale

On prouve maintenant le résultat auxiliaire qui suit :

Lemme 3.1. [25] On suppose que k � 1 < �k < k; k = 1; 2; :::; n; et on consi-
dère

�
Gki
�
i;k
� C (J;R) ; avec i = 1; :::;m; k = 1; :::; n; m; n 2 N�: Alors, le problème
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8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

D�1
0 u1(t) =

mP
i=1

G1i (t); t 2 J;

D�2
0 u2(t) =

mP
i=1

G2i (t); t 2 J;

...

D�n
0 un(t) =

mP
i=1

Gni (t); t 2 J;

(3.2)

associé aux conditions initiales :

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

k = 1; u
(k�1)
k (0) = 0;

k = 2; u
(k�2)
k (0) = u

(k�1)
k (1) = 0;

k = 3; u
(k�3)
k (0) = u

(k�2)
k (0) = u

(k�1)
k (1) = 0;

...
k = n; u

(k�n)
k (0) = u

(k�(n�1))
k (0) = ::: = u

(k�2)
k (0) = u

(k�1)
k (1) = 0;

(3.3)

possède une solution (u1; u2; :::; un) (t) ; telle que pour tout t 2 J; on a :

uk(t) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

mP
i=1

R t
0
(t�s)�1�1
�(�1)

G1i (s) ds; k = 1;

mP
i=1

R t
0
(t�s)�k�1
�(�k)

Gki (s) ds

� tk�1

(k�1)!�(�k�(k�1))

mP
i=1

R 1
0
(1� s)�k�kGki (s) ds; k = 2; 3; :::; n:

(3.4)

Démonstration. A�n de démontrer le Lemme 3.1, on va appliquer le Lemme 2.2 pour
réduire le problème (3:2) aux équations intégrales suivantes :
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8>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

u1(t) =
mP
i=1

tR
0

(t�s)�1�1
�(�1)

G1i (s) ds� c10;

u2(t) =
mP
i=1

tR
0

(t�s)�2�1
�(�2)

G2i (s) ds� c20 � c21t;

u3(t) =
mP
i=1

tR
0

(t�s)�3�1
�(�3)

G3i (s) ds� c30 � c31t� c32t
2;

...

un(t) =
mP
i=1

tR
0

(t�s)�n�1
�(�n)

Gni (s) ds� cn0 � cn1 t� cn2 t
2 � :::cnn�2t

n�2 � cnn�1t
n�1;

(3.5)

où

0BBBBBBB@

c10 0 0 : : : : : : 0
c20 c21 0 0 : : : 0
c30 c31t c32 0 : : : 0
...

...
...

. . . 0 0
cn�10 cn�11 cn�12 : : : cn�1n�2 0
cn0 cn1 cn2 : : : cnn�2 cnn�1

1CCCCCCCA
2 Rn�n:

(3.6)

On véri�e maintenant les conditions aux limite (3:3) ; on observe que :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

c10 = 0;

c20 = 0; c
2
1 =

mP
i=1

R 1
0
(1�s)�2�2
�(�2�1) G

2
i (s) ds;

c30 = c31 = 0; c
3
2 =

mP
i=1

R 1
0
(1�s)�3�3
2�(�3�2) G

3
i (s) ds;

...

cn�10 = cn�11 = ::: = cn�1n�3 = 0; c
n�1
n�2 =

mP
i=1

R 1
0

(1�s)�n�1�n�1
(n�2)!�(�n�1�(n�2))G

n�1
i (s) ds;

cn0 = cn1 = ::: = cnn�2 = 0; c
n
n�1 =

mP
i=1

R 1
0

(1�s)�n�n
(n�1)!�(�n�(n�1))G

n
i (s) ds:

(3.7)
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En substituant (3:7) dans (3:5) ; on constate que :

uk(t) =

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

mP
i=1

R t
0
(t�s)�1�1
�(�1)

G1i (s) ds; k = 1;

mP
i=1

R t
0
(t�s)�k�1
�(�k)

Gki (s) ds

� tk�1

(k�1)!�(�k�(k�1))

mP
i=1

R 1
0
(1� s)�k�kGki (s) ds; k = 2; 3; :::; n:

La preuve du Lemme 3.1 est ainsi atteinte.

On introduit l�espace de Banach B := f(u1; u2; :::; un) : uk 2 C (J;R) ; k = 1; 2; :::; ng ;
muni de la norme :

k(u1; u2; :::; un)kB = max
1�k�n

kukk1 ; kukk1 = sup
t2J
juk(t)j ; k = 1; 2; :::; n:

3.3 Quelques Résultats Principaux

On considère les hypothèses suivantes :

(H1) : Il existe des constantes non négatives
�
(�ki )j

�j;k=1;::n
i=1;::m

; telles que pour tout t 2 J et
toutes (u1; u2; :::; un) ; (v1; v2; :::; vn) 2 Rn, on a :

��fki (t; u1; u2; :::; un)� fki (t; v1; v2; :::; vn)
�� � nX

j=1

�
�ki
�
j
juj � vjj :

(H2) : Les fonctions fki : J � Rn ! R sont continues pour tout i = 1; 2; :::;m; et tout
k = 1; 2; :::; n; m; n 2 N�:

(H3) : Il existe des constantes non négatives Kk
i ; telles que :��fki (t; u1; u2; :::; un)�� � Kk

i ; i = 1; :::;m; k = 1; 2; :::; n;

pour tout t 2 J et toute (u1; u2; :::; un) 2 Rn; où K := maxfKk
i ; i = 1; :::;m; k =

1; 2; :::; ng:

Pour plus de simplicité, on introduit les notations suivantes :
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�k : =
mX
i=1

��
�ki
�
1
+
�
�ki
�
2
+ :::+

�
�ki
�
n

�
;

zk :=
1

� (�k + 1)
+

1

(k � 1)!� (�k + 2� k)
; k = 1; 2; :::; n;

M1 : =
1

2
�1z1; Mk := �k zk; k = 2; 3; :::; n:

3.3.1 Conditions Su¢ santes pour l�Existence et l�Unicité

Maintenant, on est prêt à présenter le premier résultat principal. On a :

Théorème 3.2. [25] On suppose que l�hypothèse (H1) et la l�inégalité

max (M1;M2; :::;Mn) < 1

(3.8)

sont satisfaites.

Alors le système (3:1) admet une solution unique (u1; u2; :::; un) (t) ; t 2 [0:1] :

Démonstration. On dé�nit l�opérateur � : B ! B par

�(u1; u2; :::; un) (t) :=

(�1 (u1; u2; :::; un) (t) ;�2 (u1; u2; :::; un) (t) ; :::;�n (u1; u2; :::; un) (t)) ; t 2 J;

tel que :

�1 (u1; u2; :::; un) (t) =

mX
i=1

tZ
0

(t� s)�1�1

� (�1)
f 1i (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds;

(3.9)

et pour tout k = 2; :::n;
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�k (u1; u2; :::; un) (t) =

mX
i=1

tZ
0

(t� s)�k�1

� (�k)
fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

� tk�1

(k � 1)!� (�k � (k � 1))

�
mX
i=1

Z 1

0

(1� s)�k�k fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds:

(3.10)

On va montrer que � est un opérateur contractif

Soient (u1; u2; :::; un) ; (v1; v2; :::; vn) 2 B: Alors, pour k = 1; et t 2 J; on a :

j�1 (u1; u2; :::; un) (t)��1 (v1; v2; :::; vn) (t)j

=

����������

mP
i=1

tR
0

(t�s)�1�1
�(�1)

f 1i (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

�
mP
i=1

tR
0

(t�s)�1�1
�(�1)

f 1i (s; v1 (s) ; v2 (s) ; :::; vn (s)) ds

����������
En calculant l�intégrale du second membre, on obtient :

k�1 (u1; u2; :::; un)��1 (v1; v2; :::; vn)k1

� t�1

� (�1 + 1)
sup
s2J

mX
i=1

������
fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s))

�fki (s; v1 (s) ; v2 (s) ; :::; vn (s))

������ :
D�autre part, l�hypothèse (H1) donne :

k�1 (u1; u2; :::; un)��1 (v1; v2; :::; vn)k1

� 1

� (�1 + 1)

mX
i=1

��
�1i
�
1
sup
s2J

ju1 � v1j+
�
�1i
�
2
sup
s2J

ju2 � v2j+ :::+
�
�1i
�
n
sup
s2J

jun � vnj
�

� 1

� (�1 + 1)

mX
i=1

��
�1i
�
1
+
�
�1i
�
2
+ :::+

�
�1i
�
n

�
max (ku1 � v1k1 ; ku2 � v2k1 ; :::; kun � vnk1) :
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Par conséquent,

k�1 (u1; u2; :::; un)��1 (v1; v2; :::; vn)k1 � M1 k(u1 � v1; u2 � v2; :::; un � vn)kB :
(3.11)

Maintenant pour k = 2; :::; n et t 2 J; on a :

j�k (u1; u2; :::; un) (t)��k (v1; v2; :::; vn) (t)j

=

������������������������

0BBBB@
mP
i=1

tR
0

(t�s)�k�1
�(�k)

fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

� tk�1

(k�1)!�(�k�(k�1))

mP
i=1

R 1
0
(1� s)�k�k fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

1CCCCA

�

0BBBB@
mP
i=1

tR
0

(t�s)�k�1
�(�k)

fki (s; v1 (s) ; v2 (s) ; :::; vn (s)) ds

� tk�1

(k�1)!�(�k�(k�1))

mP
i=1

R 1
0
(1� s)�k�k fki (s; v1 (s) ; v2 (s) ; :::; vn (s)) ds

1CCCCA

������������������������

:

Ce qui implique

k�k (u1; u2; :::; un)��k (v1; v2; :::; vn)k1

� sup
s2J

mX
i=1

������
fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s))

�fki (s; v1 (s) ; v2 (s) ; :::; vn (s))

������
tZ
0

(t� s)�k�1

� (�k)
ds

+sup
t2J

tk�1

(k � 1)!� (�k � (k � 1))

�sup
s2J

mX
i=1

������
fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s))

�fki (s; v1 (s) ; v2 (s) ; :::; vn (s))

������
Z 1

0

(1� s)�k�k ds:

En calculant les intégrales du second membre, on obtient :

k�k (u1; u2; :::; un)��k (v1; v2; :::; vn)k1
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�
�

t�k

� (�k + 1)
+

1

(k � 1)!� (�k � (k � 1) + 1)

�

�sup
s2J

mX
i=1

��fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s))� fki (s; v1 (s) ; v2 (s) ; :::; vn (s))
�� :

En utilisant l�hypothèse (H1) ; on aboutit à

k�k (u1; u2; :::; un)��k (v1; v2; :::; vn)k1

�
�

1

� (�k + 1)
+

1

(k � 1)!� (�k + 2� k)

� mX
i=1

��
�ki
�
1
+
�
�ki
�
2
+ :::+

�
�ki
�
n

�
�max (ku1 � v1k1 ; ku2 � v2k1 ; :::; kun � vnk1) :

(3.12)

Donc, pour tout k = 2; :::; n; on a

k�k (u1; u2; :::; un)��k (v1; v2; :::; vn)k1 � Mk k(u1 � v1; u2 � v2; :::; un � vn)kB :
(3.13)

Ensuite, les inégalités (3:11) et (3:12) donnent :

k�(u1; u2; :::; un)��(v1; v2; :::; vn)kB

� max (M1;M2; :::;Mn) k(u1 � v1; u2 � v2; :::; un � vn)kB :
(3.14)

La condition (3:8) montre que � est un opérateur contractif, et partant le principe de
contraction de Banach assure que � a un point �xe unique qui est solution unique du système
(3:1).

3.3.2 Conditions Su¢ santes Pour l�Existence d�une Solution au
Moins

Théorème 3.3. [25] Si les hypothèses (H2) et (H3) sont satisfaites, alors le système
(3:1) admet au moins une solution (u1; u2; :::; un) (t) ; t 2 [0; 1] :

Démonstration. On va démontrer l�existence d�une solution au moins en deux étapes :
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Étape 1 : On montre que l�opérateur � est complètement continu :

La continuité des fonctions fki donnée dans l�hypothèse (H2) implique que l�opérateur �
est continu.

Pour � > 0; on dé�nit l�ensemble 
� := f(u1; u2; :::; un) 2 B : k(u1; u2; :::; un)kB � �g ; et
on pose � := f�(u1; u2; :::; un) : (u1; u2; :::; un) 2 
�g : Soient (u1; u2; :::; un) 2 
� et t 2 J:

Alors, compte tenu de l�hypothèse (H3) ; on a :

k�1 (u1; u2; :::; un)k1

= sup
s2J

������
mX
i=1

tZ
0

(t� s)�1�1

� (�1)
f 1i (s; u1(s); u2(s); :::; un(s)) ds

������
� t�1

� (�1 + 1)
� sup

s2J

mX
i=1

��f 1i (s; u1(s); u2(s); :::; un(s))��
� 1

� (�1 + 1)

mX
i=1

K1
i

� 1

2
z1mK:

(3.15)

Et pour k = 2; 3; :::n; on a

k�k (u1; u2; :::; un)k1

= sup
s2J

��������������

mP
i=1

tR
0

(t�s)�k�1
�(�k)

fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

� tk�1

(k�1)!�(�k�(k�1))

�
mP
i=1

R 1
0
(1� s)�k�k fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

��������������
:

En calculant les intégrales du second membre, il résulte que :

k�k (u1; u2; :::; un)k1
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� t�k

� (�k + 1)
� sup

s2J

mX
i=1

��fki (s; u1(s); u2(s); :::; un(s))��
+

tk�1

(k � 1)!� (�k + 1� (k � 1))
sup
s2J

mX
i=1

jfki (s; u1(s); u2(s); :::; un(s)) j:

Compte tenu de l�hypothèse (H3) ; on aura :

k�k (u1; u2; :::; un)k1

�
�

1

� (�k + 1)
+

1

(k � 1)!� (�k + 2� k)

� mX
i=1

Kk
i

� zkmK:
(3.16)

Par conséquent,

k�(u1; u2; :::; un)kB � mKmax

�
1

2
z1;z2; :::;zn

�
<1:

(3.17)

De l�inégalité (3:17) ; on déduit que � est uniformément borné.

Soient 0 � t1 < t2 � 1; et (u1; u2; :::; un) 2 
�: Alors,

j�1 (u1; u2; :::; un) (t2)��1 (u1; u2; :::; un) (t1)j

=

����������

mP
i=1

t2R
0

(t2�s)�1�1
�(�1)

f 1i (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

�
mP
i=1

t1R
0

(t1�s)�1�1
�(�1)

f 1i (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

����������

=

�������������������

0BBBB@
mP
i=1

t1R
0

(t2�s)�1�1
�(�1)

f 1i (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

+
mP
i=1

t2R
t1

(t2�s)�1�1
�(�1)

f 1i (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

1CCCCA

�
mP
i=1

t1R
0

(t1�s)�1�1
�(�1)

f 1i (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

�������������������

;
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ce qui peut s�écrire

j�1 (u1; u2; :::; un) (t2)��1 (u1; u2; :::; un) (t1)j

�

����������

mP
i=1

t1R
0

(t2�s)�1�1
�(�1)

f 1i (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

�
mP
i=1

t1R
0

(t1�s)�1�1
�(�1)

f 1i (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

����������

+

������
mX
i=1

t2Z
t1

(t2 � s)�1�1

� (�1)
f 1i (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

������ :
Le calcul des intégrales du second membre donne :

j�1 (u1; u2; :::; un) (t2)��1 (u1; u2; :::; un) (t1)j

� (t�12 � t�11 ) + (t2 � t1)
�1

� (�1 + 1)
� sup

s2J

mX
i=1

��f 1i (s; u1(s); u2(s); :::; un(s))��

+
(t2 � t1)

�1

� (�1 + 1)
� sup

s2J

mX
i=1

��f 1i (s; u1(s); u2(s); :::; un(s))�� :
À partir de l�hypothèse (H3) ; on obtient :

k�1 (u1; :::; un) (t2)��1 (u1; :::; un) (t1)k1 � (t�12 � t�11 ) + 2 (t2 � t1)
�1

� (�1 + 1)

mX
i=1

Kk
i

� (t�12 � t�11 ) + 2 (t2 � t1)
�1

� (�1 + 1)
mK:

(3.18)

D�autre part, on a :

j�k (u1; u2; :::; un) (t2)��k (u1; u2; :::; un) (t1)j
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=

����������������������

0BBBB@
mP
i=1

t1R
0

(t2�s)�k�1
�(�k)

fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

�
mP
i=1

t1R
0

(t1�s)�k�1
�(�k)

fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

1CCCCA
+

mP
i=1

t2R
t1

(t2�s)�k�1
�(�k)

fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

� (tk�12 �tk�11 )
(k�1)!�(�k�(k�1))

mP
i=1

R 1
0
(1� s)�k�k fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

����������������������

;

ce qui implique que

j�k (u1; u2; :::; un) (t2)��k (u1; u2; :::; un) (t1)j

�

����������

mP
i=1

t1R
0

(t2�s)�k�1
�(�k)

fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

�
mP
i=1

t1R
0

(t1�s)�k�1
�(�k)

fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

����������

+

������
mX
i=1

t2Z
t1

(t2 � s)�k�1

� (�k)
fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

������
+

�����
�
tk�12 � tk�11

�
(k � 1)!� (�k � (k � 1))

mX
i=1

Z 1

0

(1� s)�k�k fki (s; u1 (s) ; u2 (s) ; :::; un (s)) ds

����� :
En calculant la valeur des intégrales du second membre, on obtient :

j�k (u1; u2; :::; un) (t2)��k (u1; u2; :::; un) (t1)j

�
 
(t�k2 � t�k1 ) + 2 (t2 � t1)

�k

� (�k + 1)
+

�
tk�12 � tk�11

�
(k � 1)!� (�k + 2� k)

!

�sup
s2J

mX
i=1

��fki (s; u1(s); u2(s); :::; un(s))�� ;
(3.19)
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avec k = 2; 3; :::; n:

En se servant de l�hypothèse (H3) ; on aura

k�k (u1; u2; :::; un) (t2)��k (u1; u2; :::; un) (t1)k1

�
 
(t�k2 � t�k1 ) + 2 (t2 � t1)

�k

� (�k + 1)
+

�
tk�12 � tk�11

�
(k � 1)!� (�k + 2� k)

!
mX
i=1

Kk
i

�
 
(t�k2 � t�k1 ) + 2 (t2 � t1)

�k

� (�k + 1)
+

�
tk�12 � tk�11

�
(k � 1)!� (�k + 2� k)

!
mK:

(3.20)

Les seconds membres des inégalités (3:18) et (3:20) sont indépendants de (u1; u2; :::; un)
et tendent vers zéro quand t1 ! t2; d�où l�équicontinuité de �:

D�après le Théorème de �, on conclut que � est un ensemble relativement compact de
B: Donc, � est un opérateur complètement continu.

Étape 2 : On considère l�ensemble suivant :

� := f(u1; u2; :::; un) 2 B; (u1; u2; :::; un) = ��(u1; u2; :::; un) ; 0 < � < 1 g ;

et on montre qu�il est borné.

Pour toute (u1; u2; :::; un) 2 � et tout t 2 J; on a :

(u1; u2; :::; un) (t) = ��(u1; u2; :::; un) (t) :

En e¤et,

uk (t) = ��k (u1; u2; :::; un) (t) ; k = 1; 2; :::; n:

(3.21)

Correspondant aux (3:15) et (3:16) ; on obtient :

ku1k1 � �

2
z1mK;

(3.22)
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kukk1 � �zkmK; k = 2; 3; :::; n:
(3.23)

Les inégalités (3:22) et (3:23) donnent :

k(u1; u2; :::; un)kB � �mKmax

�
1

2
z1;z2;z3; :::;zn

�
;

< 1;

(3.24)

ce qui implique que � est borné.

Donc, par le théorème du point �xe de Schaefer, on déduit que l�opérateur � admet
au moins un point �xe (u1; u2; :::; un) (t) ; t 2 [0; 1] ; qui est la solution du système (3:1) :
Théorème 3.3 est ainsi prouvé.

3.4 Applications

Dans cette section, on présente deux exemples pour illustrer les résultats obtenus dans
la section précédente.

3.4.1 Exemple1

A�n de valider le premier résultat, on considère le problème fractionnaire suivant [25] :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

D
1
4
0 u1 (t) =

ju1(t)+u2(t)+u3(t)j
8�2(1+ju1(t)+u2(t)+u3(t)j)

+ 1
32�2e

�
sin(u1(t))+sin(u2(t))

2et+1
+ sin (u3 (t))

�
; t 2 [0; 1] ;

D
5
4
0 u2 (t) =

ju1(t)+u2(t)+u3(t)j
8�3e2(1+ju1(t)+u2(t)+u3(t)j)

+ t2

16�2et2+1

�
sin(u1(t))+cos(u2(t))+cos(u3(t))

1+j sin(u1(t))+cos(u2(t))+cos(u3(t))j

�
; t 2 [0; 1] ;

D
9
4
0 u3 (t) =

cos(u1(t))+cos(u2(t))+cos(u3(t))
4�e2

+ 1
16�(t2+4)

�
sin (u1 (t)) +

ju2(t)+u3(t)j
3�3(1+ju2(t)+u3(t)j)

�
; t 2 [0; 1] ;

u1 (0) = 0; u2 (0) = u
0
2 (1) = 0; u3 (0) = u

0
3 (0) = u

00
3 (1) = 0:

(3.25)
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On a : n = 3; m = 2; �1 =
1
4
; �2 =

5
4
; �3 =

9
4
et J = [0; 1] :

Alors, pour tout t 2 [0; 1] et toutes (u1; u2; u3) ; (v1; v2; v3) 2 R3; on obtient :��f 11 (t; u1; u2; u3)� f 11 (t; v1; v2; v3)
�� �

1

8�2
ju1 � v1j+

1

8�2
ju2 � v2j+

1

8�2
ju3 � v3j ;

��f 12 (t; u1; u2; u3)� f 12 (t; v1; v2; v3)
�� �

1

64�2e2
ju1 � v1j+

1

64�2e2
ju2 � v2j+

1

32�2e
ju3 � v3j ;

��f 21 (t; u1; u2; u3)� f 21 (t; v1; v2; v3)
�� �

1

8�3e2
ju1 � v1j+

1

8�3e2
ju2 � v2j+

1

8�3e2
ju3 � v3j ;

��f 22 (t; u1; u2; u3)� f 22 (t; v1; v2; v3)
�� �

1

16�2e
ju1 � v1j+

1

16�2e
ju2 � v2j+

1

16�2e
ju3 � v3j ;

��f 31 (t; u1; u2; u3)� f 31 (t; v1; v2; v3)
�� �

1

4�e2
ju1 � v1j+

1

4�e2
ju2 � v2j+

1

4�e2
ju3 � v3j ;

��f 32 (t; u1; u2; u3)� f 32 (t; v1; v2; v3)
�� �

1

16�
ju1 � v1j+

1

48�4
ju2 � v2j+

1

48�4
ju3 � v3j :

Donc, on peut prendre :�
�11
�
1
=
�
�11
�
2
=
�
�11
�
3
=

1

8�2
;
�
�12
�
1
=
�
�12
�
2
=

1

64�2e2
;
�
�12
�
3
=

1

32�2e
;

�
�21
�
1
=
�
�21
�
2
=
�
�21
�
3
=

1

8�3e2
;
�
�22
�
1
=
�
�22
�
2
=
�
�22
�
3
=

1

16�2e
;

�
�31
�
1
=
�
�31
�
2
=
�
�31
�
3
=

1

4�e2
;
�
�32
�
1
=

1

16�
;
�
�32
�
2
=
�
�32
�
3
=

1

48�4
:

Par conséquent,

�1 = 0:0396; �2 = 0:0086; �3 = 0:0526:
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z1 = 2:2065; z2 = 1:9859; z3 = 0:9439:

1

2
�1z1 = 0:0437; �2z2 = 0:0171; �3z3 = 0:0496:

Donc, la condition (3:8) peut être donnée par :

max ( M1; M2; M3) < 1

est satisfaite. Alors, le Théorème 3.2 l�on permet d�a¢ rmer que le système (3:25) a une
solution unique (u1; u2; :::; un) (t) ; t 2 [0; 1] :

3.4.2 Exemple 2

Pour illustrer le second résultat, on considère le problème de la forme suivante [25] :

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

D
1
2
0 u1 (t) =

et

�2(t+1)+sin(u1(t))+sin(u2(t))+sin(u3(t))
+ cos(u1(t))

5et+cos(u2(t)) cos(u3(t))
;

t 2 [0; 1] ;

D
3
2
0 u2 (t) =

(t+1) sin(u1(t)+u2(t)+u3(t))
2�+cos(u1(t)+u2(t)+u3(t))

+ 3t2 cos(u2(t)+u3(t))

et2+1�cos(u1(t))
;

t 2 [0; 1] ;

D
5
2
0 u3 (t) =

sin(u3(t))
2�+et cos(u1(t)+u2(t))

+ cos (u1 (t)) cos (u2 (t) + u3 (t)) ;

t 2 [0; 1] ;

u1 (0) = 0; u2 (0) = u
0
2 (1) = 0; u3 (0) = u

0
3 (0) = u

00
3 (1) = 0:

(3.26)

Pour cet exemple, on a : n = 3; m = 2; �1 =
1
2
; �2 =

3
2
; �3 =

5
2
et J = [0; 1] :

Et pour tout t 2 J; les fonctions
�
fki
�
i=1;2; k=1;2;3;

sont continues, d�où l�hypothèse (H2) :

D�autre part, on doit véri�er si l�hypothèse (H3) est bien satisfaite. Alors, pour tout t 2 J
et toute (u1; u2; u3) 2 R3; on a :

��f 11 (t; u1; u2; u3)�� =

���� et

�2 (t+ 1) + sin u1 + sinu2 + sinu3

����
� e

�2 � 3 ;
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�� f 12 (t; u1; u2; u3)�� =

���� cosu1
5et + cosu2 cosu3

����
� 1

4
;

��f 21 (t; u1; u2; u3)�� =

����(t+ 1) sin (u1 + u2 + u3)

2� + cos (u1 + u2 + u3)

����
� 2

2� � 1 ;

�� f 22 (t; u1; u2; u3)�� =

����3t2 cos (u2 + u3)

et2+1 � cosu1

����
� 3

e� 1 ;

��f 31 (t; u1; u2; u3)�� =

���� sinu3
2� + et cos (u1 + u2)

����
� 1

2� � e
;

��f 32 (t; u1; u2; u3)�� = jcosu1 cos (u2 + u3)j

� 1:

Par conséquent, toutes les hypothèses du Théorème 3.3 sont satisfaites. Donc, le problème
(3:26) admet au moins une solution (u1; u2; :::; un) (t) ; t 2 [0; 1] :



Chapitre 4

Stabilité des Équations Di¤érentielles
Fractionnaires

4.1 Introduction

Au cours des dernières années, les propriétés de stabilité de toutes sortes d�équations
ont attiré l�attention de beaucoup de mathématiciens. En particulier, la stabilité au sens
d�Ulam-Hyers a été abordée par certain nombre de mathématiciens et l�étude de ce domaine
a été développée pour devenir l�un des sujets centraux dans le domaine de l�analyse mathé-
matique. Pour plus d�informations, voir [44, 50]. Certains résultats concernant cette stabilité
fractionnaire ont été obtenus dans [21, 26, 88, 29, 46, 47, 48, 91, 93].

En outre, on note qu�il existe des articles importants, traitant les problèmes singuliers
d�ordre fractionnaire, pour plus de détails, voir [3, 4, 60, 62, 96].

Dans ce chapitre, on introduit une nouvelle classe d�équations fractionnaires non linéaires
singulières [87]. On est intéressé par l�étude de la singularité de telles équations.

4.2 Problèmes Proches du Cas Classique

Dans le cas d�équation d�ordre entier, la stabilité est un domaine de recherche important
et bien connu, et elle est généralement étudiée pour des équations di¤érentielles du premier
ordre. Dans cette partie, on présente quelques problèmes fractionnaires.

Un résultat récent [91] paru en 2011 sur la stabilité au sens d�Ulam des équations frac-
tionnaires non linéaires a été proposé par J. Wang :8<:

CD�u (t) = f (t; u (t)) ; t 2 [a;+1) ;

u (a) = v (a) ;

où 0 < � < 1; f 2 C ([a;+1)�B;B) ; B est un espace de Banach et CD� désigne la
dérivée fractionnaire au sens de Caputo d�ordre �:

77
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Récemment en 2013, dans [48] R. Ibrahim a discuté la stabilité au sens d�Ulam aux
di¤érents types pour l�équation di¤érentielle fractionnaire suivante :

D�
z u (z) = f (z; u (z)) ; z 2 U;

où 0 < � < 1; u : U ! B est une fonction analytique pour tout z dans le disque unité
U := fz : jzj < 1g et f : U �B ! B est une fonction analytique en z 2 U: Ici B est l�espace
de toutes les fonctions analytiques et bornées sur le disque unité.

Tandis que dans [47], R. Ibrahim a imposé la stabilité uniquement au sens d�Ulam-Hyers
pour l�équation de Lane-Emden suivante :8>>>><>>>>:

D�
�
D� + a

t

�
u (t) + f (t; u (t)) = g (t) ;

u (0) = �; u (1) = �;

0 < �; � � 1; 0 � t � 1; a � 0;

où � et � sont des constantes, f est une �onction continue à valeurs réelles, g 2 C ([0; 1])
et D
 dénote la dérivée fractionnaire au sens de Caputo pour 
 > 0:

Très récemment, en 2015, dans [68], P. Muniyappan et S. Rajanles ont prouvé la sta-
bilité au sens d�Ulam-Hyers et au sens d�Ulam-Hyers-Rassias pour l�équation di¤érentielle
fractionnaire suivante : 8>>>><>>>>:

D�y (t) = F (t; y (t)) ;

ay (0) + by (T ) = c;

0 < � < 1; t 2 [0; T ] ;

où F 2 C ([0; T ]� R;R) ; et D� dénote la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d�ordre
� > 0:

4.3 Extension aux Cas d�Ordre Fractionnaire Supé-
rieur

Dans cette partie, on va s�intéresser à une nouvelle classe d�équations fractionnaires sin-
gulières d�ordre supérieur [87].

4.3.1 Nouvelle Classe de Problèmes Fractionnaires

Soit donc l�équation di¤érentielle fractionnaire donnée par :
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8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D�n
0 u (t) + f (t; u (t) ; D�1

0 u (t) ; D
�2
0 u (t) ; :::; D

�n�1
0 u (t)) = 0;

0 < t � 1;

k � 1 < �k < k; k = 1; 2; :::; n;

u(j) (0) = �j; j = 0; 1; :::; n� 2; D�
0u (1) = �n�1; n� 2 < � < n� 1;

(4.1)

avec n 2 N��f1g : La fonction f : ]0; 1]�Rn ! R continue, singulière à t = 0; lim
t!0+

f (t) =

1: D�k
0 désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo d�ordre �k:

4.3.2 Lemme Auxiliaire

Lemme 4.1. [53] Pour �; � > 0; et n� 1 < � < n; on a les relations suivantes :

D�
0 t
��1 =

� (�)

� (� � �)
t����1; � > n;

et

D�
0 t
k = 0; k = 0; 1; :::; n� 1:

4.3.3 Représentation Intégrale

Dans le but d�établir la solution intégrante de (4:1) ; on démontre le lemme suivant :

Lemme 4.2. [87] Pour n� 1 < �n < n; n 2 N� � f1g et Q 2 C ([0; 1] ;R) ; la solution
du problème suivant :

8>>>><>>>>:
D�n
0 u (t) +Q (t) = 0; 0 < t < 1;

u(j) (0) = �j; j = 0; 1; :::; n� 2;

D�
0u (1) = �n�1; n� 2 < � < n� 1;

(4.2)

est donnée par :
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u(t) = �
Z t

0

(t� s)�n�1

� (�n)
Q (s) ds+

n�2X
j=0

�j
j!
tj

+
� (n� �)

(n� 1)!

 
�n�1 +

Z 1

0

(1� s)�n���1

� (�n � �)
Q (s) ds

!
tn�1:

(4.3)

Démonstration. En utilisant le Lemme 2.2, on a :

u (t) = �
Z t

0

(t� s)�n�1

� (�n)
Q (s) ds�

n�1X
j=0

cjt
j; cj 2 R:

(4.4)

En appliquant les conditions initiales (4:2) ; on observe que :

8><>:
u(j) (0) = �j!cj = �j; j = 0; 1; :::; n� 2;

D�
0u (1) = �

R 1
0
(1�s)�n���1
�(�n��) Q (s) ds� �(n)

�(n��)cn�1 = �n�1:

(4.5)

On obtient donc,

8><>:
cj = �

�j
j!
; j = 0; 1; :::; n� 2;

cn�1 = ��(n��)
�(n)

�
�n�1 +

R 1
0
(1�s)�n���1
�(�n��) Q (s) ds

�
:

(4.6)

En substituant (4:6) dans (4:4) ; on obtient (4:3) : Ceci termine la preuve du Lemme 4.2.

Maintenant, on introduit l�espace de Banach suivant :

B := fu : u 2 C ([0; 1] ;R) ; D�k
0 u 2 C ([0; 1] ;R) ; k = 1; 2; :::; n� 1g ;

muni de la norme : kukB = max
1�k�n�1

(kuk1 ; kD
�k
0 uk1) :
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4.4 Sensibilité au Singularité

On va étudier la continuité de la solution du problème (4:1) ainsi que la continuité de ses
dérivées en tenant compte de la singularité.

On dé�nit l�opérateur T : B ! B comme suit :

Tu(t) : = �
Z t

0

(t� s)�n�1

� (�n)
' (s) ds+

n�2X
j=0

�j
j!
tj

+
� (n� �)

(n� 1)!

 
�n�1 +

Z 1

0

(1� s)�n���1

� (�n � �)
' (s) ds

!
tn�1;

(4.7)

pour tout t 2 [0; 1] ; tel que

' (s) = f (s; u (s) ; D�1
0 u (s) ; D

�2
0 u (s) ; :::; D

�n�1
0 u (s)) :

(4.8)

4.4.1 Continuité de la Solution

Lemme 4.3. [87] Soient n� 1 < �n < n; 0 < � < 1: On suppose que ' : ]0; 1]! R est
continue, et lim

t!0+
' (t) =1: On suppose aussi que t�' (t) est continue sur [0; 1] : Alors,

u(t) = �
Z t

0

(t� s)�n�1

� (�n)
' (s) ds+

n�2X
j=0

�j
j!
tj

+
� (n� �)

(n� 1)!

 
�n�1 +

Z 1

0

(1� s)�n���1

� (�n � �)
' (s) ds

!
tn�1;

(4.9)

est continue sur [0; 1] :

Démonstration. Par la continuité de t�' (t) et le fait que

u(t) = �
Z t

0

(t� s)�n�1

� (�n)
s��s�' (s) ds+

n�2X
j=0

�j
j!
tj

+
� (n� �)

(n� 1)!

 
�n�1 +

Z 1

0

(1� s)�n���1

� (�n � �)
s��s�' (s) ds

!
tn�1;

(4.10)
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on a u (0) = �0:

Maintenant, on procède la preuve aux trois cas.

Cas 1 : Pour t0 = 0 et 8t 2 (0; 1] ; par la continuité de t�' (t) ;9L > 0 : jt�' (t)j � L;
8t 2 [0; 1] : Alors,

ju (t)� u (0)j =

���������
�
R t
0
(t�s)�n�1
�(�n)

s��s�' (s) ds+
n�2P
j=0

�j
j!
tj

+�(n��)
(n�1)!

�
�n�1 +

R 1
0
(1�s)�n���1
�(�n��) s��s�' (s) ds

�
tn�1 � �0

���������
� L

� (�n)

Z t

0

(t� s)�n�1 s��ds+

n�2X
j=1

���j��
j!

tj +
� (n� �) tn�1

(n� 1)!

�
����n�1��+ L

� (�n � �)

�Z 1

0

(1� s)�n���1 s��ds:

(4.11)

A�n d�évaluer l�intégrale suivante :

Z t

0

(t� s)�n�1 s��ds;

(4.12)

on e¤ectue le changement de variable :

s = tx:

(4.13)

On a donc

Z t

0

(t� s)�n�1 s��ds =

Z 1

0

(t� tx)�n�1 (tx)�� tdx

= t�n��
Z 1

0

(1� x)�n�1 x��dx:

(4.14)
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Ensuite, en substituant (4:14) dans (4:11) ; on obtient :

ju (t)� u (0)j � Lt�n��

� (�n)

Z 1

0

(1� x)�n�1 x��dx+

n�2X
j=1

���j��
j!

tj +
� (n� �)

(n� 1)!

�
����n�1��+ L

� (�n � �)

�Z 1

0

(1� s)�n���1 s��ds:

(4.15)

L�utilisation de la dé�nition de la fonction Beta d�Euler aboutit à

ju (t)� u (0)j � LB (�n; 1� �) t�n��

� (�n)
+

n�2X
j=1

���j��
j!

tj

+
� (n� �)

(n� 1)!

����n�1��+ LB (�n � �; 1� �)

� (�n � �)

�
tn�1 ! 0;

quand t ! 0:

(4.16)

Cas 2 : Pour t0 2 (0; 1) et 8t 2 (t0; 1] ; on a :

ju (t)� u (t0)j �
������
Z t

0

(t� s)�n�1

� (�n)
s��s�' (s) ds+

Z t0

0

(t0 � s)�n�1

� (�n)
s��s�' (s) ds

�����
+

n�2X
j=0

���j��
j!

�
tj � tj0

�
+
� (n� �)

(n� 1)!

������n�1 +
Z 1

0

(1� s)�n���1

� (�n � �)
s��s�' (s) ds

����� �tn�1 � tn�10

�
� L

� (�n)

����Z t

0

(t� s)�n�1 s��ds�
Z t0

0

(t0 � s)�n�1 s��ds

����+ n�2X
j=0

���j��
j!

�
tj � tj0

�
+
� (n� �)

(n� 1)!

����n�1��+ LB (�n � �; 1� �)

� (�n � �)

��
tn�1 � tn�10

�
:

(4.17)

Donc,
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ju (t)� u (t0)j � LB (�n; 1� �)

� (�n)

�
t�n�� � t�n��0

�
+

n�2X
j=0

���j��
j!

�
tj � tj0

�
+
� (n� �)

(n� 1)!

����n�1��+ LB (�n � �; 1� �)

� (�n � �)

��
tn�1 � tn�10

�
! 0;

quand t ! t0:

(4.18)

Cas 3 : Pour t0 (0; 1] et 8t 2 [0; t0] : La preuve est similaire au cas 2. Ce qui établit le
résultat.

4.4.2 Continuité des Dérivées

Lemme 4.4. [87] Soient n � 1 < �n < n; n 2 N� � f1g ; 0 < � < 1: On suppose que
f : ]0; 1] � Rn ! R est continue et lim

t!0+
f (t; :::) = 1: On suppose aussi que t�f (t; :::) est

continue sur [0; 1]� Rn: Alors,

D�k
0 Tu(t) = �

Z t

0

(t� s)�n��k�1

� (�n � �k)
f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s)) ds

+
n�2X
j=k

�j
� (j + 1� �k)

tj��k +
� (n� �)

� (n� �k)

�
 
�n�1 +

Z 1

0

(1� s)�n���1

� (�n � �)
f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s)) ds

!
tn��k�1;

(4.19)

où k = 1; 2; :::; n� 2;

et

D
�n�1
0 Tu(t) = �

Z t

0

(t� s)�n��n�1�1

� (�n � �n�1)
f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s)) ds+

� (n� �)

� (n� �n�1)

�
 
�n�1 +

Z 1

0

(1� s)�n���1

� (�n � �)
f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s)) ds

!
tn��n�1�1;

(4.20)

sont continues sur [0; 1]� Rn:
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Démonstration. Soit u 2 B; alors u 2 C ([0; 1] ;R) ; D�k
0 u 2 C ([0; 1] ;R) ; k =

1; 2; :::; n � 1: Par conséquent, il existe n positives constantes Gk telles que 8t 2 [0; 1] ;
ju (t)j � G0 et jD�k

0 u (t)j � Gk; k = 1; 2; :::; n�1: En outre, puisque t�f (t; :::) est continue sur
[0; 1]�Rn; il existe donc M > 0 : M = kt�f (t; u;D�1

0 u; :::; D
�n�1
0 u)k1 ; pour �G0 � u � G0

et �Gk � D�k
0 u � Gk: Alors,

jD�k
0 Tu(t)j =

��������������

�
R t
0
(t�s)�n��k�1
�(�n��k) s��s�f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s)) ds

+
n�2P
j=k

�j
�(j+1��k) t

j��k + �(n��)
�(n��k)t

n��k�1

�
�
�n�1 +

R 1
0
(1�s)�n���1
�(�n��) s��s�f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s)) ds

�

��������������
� M

� (�n � �k)

Z t

0

(t� s)�n��k�1 s��ds+
n�2X
j=k

���j��
� (j + 1� �k)

tj��k

+
� (n� �)

� (n� �k)

����n�1��+ M

� (�n � �)

Z 1

0

(1� s)�n���1 s��ds

�
tn��k�1:

(4.21)

En utilisant la fonction Beta, on obtient :

jD�kTu(t)j � MB (�n � �k; 1� �)

� (�n � �k)
t�n��k�� +

n�2X
j=k

���j��
� (j + 1� �k)

tj��k

+
� (n� �)

� (n� �k)

����n�1��+ MB (�n � �; 1� �)

� (�n � �)

�
tn��k�1;

(4.22)

où k = 1; 2; :::; n� 2:

De façon analogue que précédemment pour k = n� 1; on a :

jD�n�1Tu(t)j � MB (�n � �n�1; 1� �)

� (�n � �n�1)
t�n��n�1��

+
� (n� �)

� (n� �n�1)

����n�1��+ MB (�n � �; 1� �)

� (�n � �)

�
tn��n�1�1:

(4.23)
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À partir de (4:22) et (4:23) ; on peut voir que t�n��k��; tj��k ; tn��k�1; t�n��n�1�� et
tn��n�1�1 sont continues sur [0; 1] : En utilisant la même méthode que dans le Lemme 4.3,
on peut montrer que D�k

0 Tu; k = 1; 2; :::; n� 1; sont continues sur [0; 1] :

4.5 Quelques Résultats Principaux

4.5.1 Propriétés de l�Opérateur Non Linéaire

Pour établir les résultats d�existence d�une solution au moins du problème (4:1) ; on
prouve le lemme suivant :

Lemme 4.5. [87] Soient n� 1 < �n < n; n 2 N� � f1g ; 0 < � < 1; f : ]0; 1]�Rn ! R
est continue, et lim

t!0+
f (t; :::) = 1: On suppose que t�f (t; :::) est continue sur [0; 1] � Rn:

Alors, l�opérateur T : B ! B est complètement continu.

Démonstration. On va prouver ce lemme en trois étapes :

D�abord, pour u 2 B; on a :

Tu(t) = �
Z t

0

(t� s)�n�1

� (�n)
f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; D
�2
0 u (s) ; :::; D

�n�1
0 u (s)) ds

+
n�2X
j=0

�j
j!
tj +

� (n� �)

(n� 1)! t
n�1

�
 
�n�1 +

Z 1

0

(1� s)�n���1

� (�n � �)
f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; D
�2
0 u (s) ; :::; D

�n�1
0 u (s)) ds

!
:

(4.24)

Le Lemme 4.3 et le Lemme 4.4 impliquent que T : B ! B:

Étape 1 : On montrera que l�opérateur T : B ! B est continu.

Soit u0 2 B avec ku0kB = a0; et soit u 2 B : ku� u0kB < 1; alors, kukB < 1 + a0 = a:
Compte tenu de la continuité de t�f (t; u;D�1

0 u; :::; D
�n�1
0 u) ; on a t�f (t; u;D�1

0 u; :::; D
�n�1
0 )

est uniformément continue sur [0; 1]� [�a; a]n : Donc, 8t 2 [0; 1] ; 8� > 0;9� > 0 (� < 1) :

������
t�f (t; u (t) ; D�1

0 u (s) ; D
�2
0 u (s) ; :::; D

�n�1
0 u (s))

�t�f (t; u0 (t) ; D�1
0 u0 (t) ; :::; D

�n�1
0 u0 (t))

������ < �;

(4.25)
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avec u 2 B; et ku� u0kB < �:

Alors,

jTu (t)� Tu0 (t)j

�
Z t

0

(t� s)�n�1 s��

� (�n)

������
s�f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; D
�2
0 u (s) ; :::; D

�n�1
0 u (s))

�s�f (s; u0 (s) ; D�1
0 u0 (s) ; :::; D

�n�1
0 u0 (s))

������ ds
+
� (n� �) tn�1

(n� 1)!

�

0@Z 1

0

(1� s)�n���1 s��

� (�n � �)

������
s�f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; D
�2
0 u (s) ; :::; D

�n�1
0 u (s))

�s�f (s; u0 (s) ; D�1
0 u0 (s) ; :::; D

�n�1
0 u0 (s))

������ ds
1A :

(4.26)

En utilisant (4:25) ; on obtient :

jTu (t)� Tu0 (t)j �
�

� (�n)

Z t

0

(t� s)�n�1 s��ds

+
�� (n� �) tn�1

(n� 1)!� (�n � �)

Z 1

0

(1� s)�n���1 s��ds

� �

�
B (�n; 1� �) t�n��

� (�n)
+
� (n� �)B (�n � �; 1� �) tn�1

(n� 1)!� (�n � �)

�
� �

�
B (�n; 1� �)

� (�n)
+
� (n� �)B (�n � �; 1� �)

(n� 1)!� (�n � �)

�
:

(4.27)

On pose :

z0 :=
B (�n; 1� �)

� (�n)
+
� (n� �)B (�n � �; 1� �)

(n� 1)!� (�n � �)
:

Par conséquent,

kTu� Tu0k1 � �z0:
(4.28)
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D�autre part, pour tout k = 1; 2; :::; n� 1; on a :

jD�k
0 Tu(t)�D�k

0 Tu0(t)j

�
Z t

0

(t� s)�n��k�1 s��

� (�n � �k)

������
s�f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s))

�s�f (s; u0 (s) ; D�1
0 u0 (s) ; :::; D

�n�1
0 u0 (s))

������ ds
+
� (n� �)

� (n� �k)
tn��k�1

�

0@Z 1

0

(1� s)�n���1 s��

� (�n � �)

������
s�f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s))

�s�f (s; u0 (s) ; D�1
0 u0 (s) ; :::; D

�n�1
0 u0 (s))

������ ds
1A :

(4.29)

En utilisant (4:25) ; on obtient :

jD�kTu(t)�D�kTu0(t)j

� �

Z t

0

(t� s)�n��k�1 s��

� (�n � �k)
ds+

�� (n� �) tn��k�1

� (n� �k) � (�n � �)

�
Z 1

0

(1� s)�n���1 s��ds

� �

�
B (�n � �k; 1� �) t�n��k��

� (�n � �k)
+
� (n� �)B (�n � �; 1� �) tn��k�1

� (n� �k) � (�n � �)

�
� �

�
B (�n � �k; 1� �)

� (�n � �k)
+
� (n� �)B (�n � �; 1� �)

� (n� �k) � (�n � �)

�
:

(4.30)

On pose aussi

zk :=
B (�n � �k; 1� �)

� (�n � �k)
+
� (n� �)B (�n � �; 1� �)

� (n� �k) � (�n � �)
;

où k = 1; 2; :::; n� 1:

Donc,

kD�k
0 Tu�D�k

0 Tu0k1 � �zk; k = 1; 2; :::; n� 1:
(4.31)
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De (4:28) et (4:31) ; on déduit que :

kTu� Tu0kB � � max
1�k�n�1

(z0;zk) :

(4.32)

D�où, kTu� Tu0kB ! 0 quand ku� u0kB ! 0: Donc, T : B ! B est un opérateur
continu.

Étape 2 : On va prouver que T envoie tout ensemble borné de B en un ensemble
uniformément borné dans B: Soit E � B un ensemble borné, alors 9� > 0 : kukB � �;
8u 2 E:

Puisque t�f (t; u (t) ; D�1
0 u (t) ; :::; D

�n�1
0 u (t)) est continue sur [0; 1] � [��; �]n ; il existe

donc une constante positive C :

jt�f (t; u (t) ; D�1
0 u (t) ; :::; D

�n�1
0 u (t))j � C; 8t 2 [0; 1] ; 8u 2 E:

(4.33)

Par conséquent, on a :

jTu (t)j �
Z t

0

(t� s)�n�1

� (�n)
s�� js�f (s; u (s) ; D�1

0 u (t) ; :::; D
�n�1
0 u (t))j ds

+
n�2X
j=0

���j��
j!

tj +
� (n� �)

(n� 1)! t
n�1

�
 ���n�1��+ Z 1

0

(1� s)�n���1

� (�n � �)
s�� js�f (s; u (s) ; D�1

0 u (t) ; :::; D
�n�1
0 u (t))j ds

!
:

En utilisant (4:33) ; on aura
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kTuk1 � C

� (�n)
sup
t2J

Z t

0

(t� s)�n�1 s��ds+
n�2X
j=0

���j��
j!

+
� (n� �)

(n� 1)!

����n�1��+ C

� (�n � �)

Z 1

0

(1� s)�n���1 s��ds

�
� C

�
B (�n; 1� �) t�n��

� (�n)
+
� (n� �)B (�n � �; 1� �)

(n� 1)!� (�n � �)

�
+

n�2X
j=0

���j��
j!

+
� (n� �)

���n�1��
(n� 1)!

� Cz0 +
n�2X
j=0

���j��
j!

+
� (n� �)

���n�1��
(n� 1)! :

(4.34)

D�autre part, on a :

jD�k
0 Tu(t)j �

Z t

0

(t� s)�n��k�1

� (�n � �k)
s�� js�f (s; u (s) ; D�1

0 u (t) ; :::; D
�n�1
0 u (t))j ds

+
n�2X
j=k

���j��
� (j + 1� �k)

tj��k +
� (n� �)

� (n� �k)
tn��k�1

�
 ���n�1��+ Z 1

0

(1� s)�n���1

� (�n � �)
s�� js�f (s; u (s) ; D�1

0 u (t) ; :::; D
�n�1
0 u (t))j ds

!
:

(4.35)

De (4:33) ; on obtient :
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kD�k
0 Tuk1 � C

� (�n � �k)

Z t

0

(t� s)�n��k�1 s��ds+
n�2X
j=k

���j��
� (j + 1� �k)

+
� (n� �)

� (n� �k)

����n�1��+ C

� (�n � �)

Z 1

0

(1� s)�n���1 s��ds

�
� C

�
B (�n � �k; 1� �) t�n��k��

� (�n � �k)
+
� (n� �)B (�n � �; 1� �)

� (n� �k) � (�n � �)

�

+
n�2X
j=k

���j��
� (j + 1� �k)

+
� (n� �)

���n�1��
� (n� �k)

� Czk +
n�2X
j=k

���j��
� (j + 1� �k)

+
� (n� �)

���n�1��
� (n� �k)

;

(4.36)

où k = 1; 2; :::; n� 2:

Raisonnant de la même manière que précedement, on a :

kD�n�1
0 Tuk1 � Czn�1 +

� (n� �)
���n�1��

� (n� �n�1)
:

(4.37)

En combinant (4:34) ; (4:36) et (4:37) ; on trouve

kTukB � max
1�k�n�2

0BBBBBBBBB@

Cz0 +
n�2P
j=0

j�jj
j!
+

�(n��)j�n�1j
(n�1)! ;

Czk +
n�2P
j=k

j�jj
�(j+1��k) +

�(n��)j�n�1j
�(n��k) ;

Czn�1 +
�(n��)j�n�1j
�(n��n�1)

1CCCCCCCCCA
:

(4.38)

Donc, T (E) est uniformément borné.

Étape 3 : On va établir l�équicontinuité de T (E) : En e¤et, pour tout u 2 E; et
8t1; t2 2 [0; 1] : t1 < t2; on a :
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jTu (t2)� Tu (t1)j �

�������
�
R t2
0

(t2�s)�n�1s��
�(�n)

s�f (s; u (s) ; D�1
0 u (s) ; :::; D

�n�1
0 u (s)) ds

+
R t1
0

(t1�s)�n�1s��
�(�n)

s�f (s; u (s) ; D�1
0 u (s) ; :::; D

�n�1
0 u (s)) ds

�������
+

n�2X
j=0

���j�� �tj2 � tj1
�

j!
+
� (n� �)

�
tn�12 � tn�11

�
(n� 1)!

�
 ���n�1��+ Z 1

0

(1� s)�n���1 s��

� (�n � �)
js�f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s))j ds

!
:

Donc,

kTu (t2)� Tu (t1)k1 �
CB (�n; 1� �)

�
t�n��2 � t�n��1

�
� (�n)

+
n�2X
j=0

���j�� �tj2 � tj1
�

j!

+
� (n� �)

�
tn�12 � tn�11

�
(n� 1)!

����n�1��+ CB (�n � �; 1� �)

� (�n � �)

�
:

(4.39)

Et pour k = 1; 2; :::; n� 2; on obtient :

jD�k
0 Tu (t2)�D�k

0 Tu (t1)j

�

�������
�
R t2
0

(t2�s)�n��k�1s��
�(�n��k) s�f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s)) ds

+
R t1
0

(t1�s)�n��k�1s��
�(�n��k) s�f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s)) ds

�������
+
n�2X
j=k

���j�� �tj��k2 � tj��k1

�
� (j + 1� �k)

+
� (n� �)

�
tn��k�12 � tn��k�11

�
� (n� �k)

�
 ���n�1��+ Z 1

0

(1� s)�n���1 s��

� (�n � �)
js�f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s))j ds

!
:

(4.40)

En calculant les intégrales du second membre, on aura :

kD�k
0 Tu (t2)�D�k

0 Tu (t1)k1
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�
CB (�n � �k; 1� �)

�
t�n��k��2 � t�n��k��1

�
� (�n � �k)

+

n�2X
j=k

���j�� �tj��k2 � tj��k1

�
� (j + 1� �k)

+
� (n� �)

�
tn��k�12 � tn��k�11

�
� (n� �k)

����n�1��+ CB (�n � �; 1� �)

� (�n � �)

�
;

(4.41)

Avec le même raisonnement, pour k = n� 1; on a l�estimation suivante :

kD�n�1
0 Tu (t2)�D

�n�1
0 Tu (t1)k1 �

CB (�n � �n�1; 1� �)
�
t
�n��n�1��
2 � t

�n��n�1��
1

�
� (�n � �n�1)

+
� (n� �)

�
t
n��n�1�1
2 � t

n��n�1�1
1

�
� (n� �n�1)

�
����n�1��+ CB (�n � �; 1� �)

� (�n � �)

�
:

(4.42)

En appliquant (4:39) ; (4:41) and (4:42) ; on conclut que :

kTu (t2)� Tu (t1)kB �

� max
1�k�n�2

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

CB(�n;1��)(t�n��2 �t�n��1 )
�(�n)

+
n�2P
j=0

j�jj(tj2�tj1)
j!

+�(n��)
(n�1)!

����n�1��+ CB(�n��;1��)
�(�n��)

� �
tn�12 � tn�11

�
;

CB(�n��k;1��)
�
t
�n��k��
2 �t�n��k��1

�
�(�n��k) +

n�2P
j=k

j�jj
�
t
j��k
2 �tj��k1

�
�(j+1��k)

+ �(n��)
�(n��k)

����n�1��+ CB(�n��;1��)
�(�n��)

� �
tn��k�12 � tn��k�11

�
;

CB(�n��n�1;1��)
�
t
�n��n�1��
2 �t�n��n�1��1

�
�(�n��n�1)

+ �(n��)
�(n��k)

����n�1��+ CB(�n��;1��)
�(�n��)

��
t
n��n�1�1
2 � t

n��n�1�1
1

�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

(4.43)

Le second membre de (4:43) est indépendant de u et tend vers zéro quand t1 ! t2; d�où
l�équicontinuité de T (E) : En vertu du Théorème d�Arzela-Ascoli, on conclut que T (E) est
un ensemble relativement compact dans B: Donc, l�opérateur T est complètement continu.
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4.5.2 À propos du Principe de Contraction

Le premier résultat principal de cette section est donné par le théorème suivant :

Théorème 4.6. [87] Sous les hypothèses :

(H1) : Il existe des constantes non négatives (!i)i=1;2;:::;n ; telles que :

t� jf (t; u1; u2; :::; un)� f (t; v1; v2; :::; vn)j �
nX
i=1

!i jui � vij ;

pour tout t 2 [0; 1] et toutes (u1; u2; :::; un) ; (v1; v2; :::; vn) 2 Rn:

(H2) : � := max
1�k�n�1

nP
i=1

!i (z0;zk) < 1;

le problème (4:1) a une solution unique u (t) ; t 2 [0; 1] :

Démonstration. On va montrer que l�opérateur T est contractif sur B :

Soient u; v 2 B et t 2 [0; 1] ; on a :

kTu� Tvk1 � sup
t2[0;1]

Z t

0

(t� s)�n�1 s��

� (�n)
s�

������
f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s))

�f (s; v (s) ; D�1
0 v (s) ; :::; D

�n�1
0 v (s))

������ ds
+ sup
t2[0;1]

� (n� �)

(n� 1)! t
n�1

�

0@Z 1

0

(1� s)�n���1 s��

� (�n � �)
s�

������
f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s))

�f (s; v (s) ; D�1
0 v (s) ; :::; D

�n�1
0 v (s))

������ ds
1A :

(4.44)

En utilisant (H1) ; on obtient l�inégalité suivante :

kTu� Tvk1 � (!1 ku� vk1 + !2 kD�1
0 (u� v)k1 + :::+ !n kD�n�1

0 (u� v)k1)

�
 Z t

0

(t� s)�n�1 s��

� (�n)
ds+

� (n� �)

(n� 1)!

Z 1

0

(1� s)�n���1 s��

� (�n � �)
ds

!

�
nX
i=1

!imax (ku� vk1 ; kD
�1
0 (u� v)k1 ; :::; kD

�n�1
0 (u� v)k1)

�
�
B (�n; 1� �) t�n��

� (�n)
+
� (n� �)B (�n � �; 1� �)

(n� 1)!� (�n � �)

�
:

(4.45)
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Ce qui est équivalent à

kTu� Tvk1 � z0
nX
i=1

!i ku� vkB :

(4.46)

D�autre part, pour tout k = 1; 2; :::; n� 1; on a :

kD�k
0 Tu�D�k

0 Tvk1 � sup
t2[0;1]

Z t

0

(t� s)�n��k�1 s��

� (�n � �k)
s�

������
f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s))

�f (s; v (s) ; D�1
0 v (s) ; :::; D

�n�1
0 v (s))

������ ds
+
� (n� �)

� (n� �k)
sup
t2[0;1]

tn��k�1

�

0@Z 1

0

(1� s)�n���1 s��

� (�n � �)
s�

������
f (s; u (s) ; D�1

0 u (s) ; :::; D
�n�1
0 u (s))

�f (s; v (s) ; D�1
0 v (s) ; :::; D

�n�1
0 v (s))

������ ds
1A :

(4.47)

En appliquant (H1) ; l�inégalité (4:47) peut s�écrire sous la forme :

kD�k
0 Tu�D�k

0 Tvk1 � (!1 ku� vk1 + !2 kD�1
0 (u� v)k1 + :::+ !n kD�n�1

0 (u� v)k1)

�
 Z t

0

(t� s)�n��k�1 s��

� (�n � �k)
ds+

� (n� �)

� (n� �k)

 Z 1

0

(1� s)�n���1 s��

� (�n � �)
ds

!!

�
nX
i=1

!imax (ku� vk1 ; kD
�1
0 (u� v)k1 ; :::; kD

�n�1
0 (u� v)k1)

�
�
B (�n � �k; 1� �) t�n��k��

� (�n � �k)
+
� (n� �)B (�n � �; 1� �)

� (n� �k) � (�n � �)

�
:

(4.48)

L�inégalité (4:48) peut également s�écrire comme suit :

kD�k
0 Tu�D�k

0 Tvk1 �
nX
i=1

!izk ku� vkB ;

(4.49)
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où k = 1; 2; :::; n� 1:

À partir des inégalités (4:46) et (4:49) ; on aura :

kTu� TvkB � max
1�k�n�1

nX
i=1

!i (z0;zk) ku� vkB :

L�hypothèse (H2) montre bien que l�opérateur T est contractif. Par conséquent, le pro-
blème (4:1) a une solution unique u (t) ; t 2 [0; 1] : Ceci complète ainsi la preuve de ce
théorème.

4.5.3 Exemple 1

On considère le problème suivant :

8>>>><>>>>:
D

11
3
0 u (t) +

sin(t)

����u(t)+D 3
4
0 u(t)+D

4
3
0 u(t)+D

5
2
0 u(t)

����
8�
p
t

�
1+

����u(t)+D 3
4
0 u(t)+D

4
3
0 u(t)+D

5
2
0 u(t)

����� = 0; 0 < t � 1;

u (0) = �2
p
3; u

0
(0) =

p
2; v

00
(0) =

p
5; D

8
3
0 u (1) = 3

p
2:

(4.50)

avec n = 4; �4 = 11
3
; �1 =

3
4
; �2 =

4
3
; �3 =

5
2
; � = 8

3
; �0 = �2

p
3; �1 =

p
2; �2 =

p
5; �3

= 3
p
2:

On doit véri�er si les hypothèses (H1) et (H2) sont bien satisfaites :

Soient t 2 [0; 1] et (u1; u2; u3; u4) ; (v1; v2; v3; v4) 2 R4; alors,

t
3
5 jf (t; u1; u2; u3; u4 )� f (t; v1; v2; v3; v4)j

� t
1
10 sin (t)

8�
ju1 � v1j+

t
1
10 sin (t)

8�
ju2 � v2j+

t
1
10 sin (t)

8�
ju3 � v3j+

t
1
10 sin (t)

8�
ju4 � v4j ;

où � = 3
5
:

Ils existent donc des réels positifs !i; i = 1; 2; 3; 4; tels que :

!1 = !2 = !3 = !4 =
1

8�
;

4X
i=1

!i =
1

2�
:

De plus, on a :

z0 = 0:7119; z1 = 2:9455; z2 = 2:5661; z3 = 3:6696:
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Alors,

4X
i=1

!iz0 = 0:1133;
4X
i=1

!iz1 = 0:4688;
4X
i=1

!iz2 = 0:4084;
4X
i=1

!iz3 = 0:5840:

Les conditions du Théorème 4.6 sont satisfaites. On conclut donc que le problème (4:50)
admet une solution unique u (t) ; t 2 [0; 1] :

4.5.4 Conditions Su¢ santes pour l�Existence d�une Solution au
Moins

Maintenant, on est prêt à énoncer et démontrer le résultat suivant :

Théorème 4.7. [87] On suppose que n � 1 < �n < n; n 2 N� � f1g ; 0 < � < 1;
f : ]0; 1]�Rn ! R est continue, lim

t!0+
f (t; :::) =1; et t�f (t; :::) est continue sur [0; 1]�Rn:

Alors, le problème non linéaire (4:1) admet au moins une solution u (t) ; t 2 [0; 1] :

Démonstration. Soient C0 = sup
t2[0;1]

t� jf (t; u(t); D�1
0 u(t); :::; D

�n�1
0 u(t))j ;

r = max
1�k�n�2

0BBBBBBBBB@

C0z0 +
n�2P
j=0

j�jj
j!
+

�(n��)j�n�1j
(n�1)! ;

C0zk +
n�2P
j=k

j�jj
�(j+1��k) +

�(n��)j�n�1j
�(n��k) ;

C0zn�1 +
�(n��)j�n�1j
�(n��n�1)

1CCCCCCCCCA
;

(4.51)

et � := fu 2 B : kukB � rg : On montre que T : �! �: Pour u 2 � et t 2 [0; 1] ; on a :

kTuk1 � C0
� (�n)

sup
t2J

Z t

0

(t� s)�n�1 s��ds+
n�2X
j=0

���j��
j!
sup
t2J

tj

+
� (n� �)

(n� 1)! supt2J
tn�1

����n�1��+ C0
� (�n � �)

Z 1

0

(1� s)�n���1 s��ds

�

� C0z0 +
n�2X
j=0

���j��
j!

+
� (n� �)

���n�1��
(n� 1)! :

(4.52)
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D�autre part, pour tout k = 1; 2; :::; n� 2; on a :

kD�k
0 Tuk1 � C0

� (�n � �k)
sup
t2J

Z t

0

(t� s)�n��k�1 s��ds+

n�2X
j=k

���j��
� (j + 1� �k)

sup
t2J

tj��k

+
� (n� �)

� (n� �k)
sup
t2J

tn�1��k
����n�1��+ C0

� (�n � �)

Z 1

0

(1� s)�n���1 s��ds

�

� C0zk +
n�2X
j=k

���j��
� (j + 1� �k)

+
� (n� �)

���n�1��
� (n� �k)

;

(4.53)

on a aussi :

kD�n�1
0 Tuk1 � C0zn�1 +

� (n� �)
���n�1��

� (n� �n�1)
:

(4.54)

Grâce à (4:52) ; (4:53) et (4:54) ; on a :

kTukB � max
1�k�n�2

0BBBBBBBBB@

C0z0 +
n�2P
j=0

j�jj
j!
+

�(n��)j�n�1j
(n�1)! ;

C0zk +
n�2P
j=k

j�jj
�(j+1��k) +

�(n��)j�n�1j
�(n��k) ;

C0zn�1 +
�(n��)j�n�1j
�(n��n�1)

1CCCCCCCCCA
:

Tenant compte de (4:51) ; on déduit que kTukB � r: En outre, le lemme 4.3 implique que
Tu 2 C ([0; 1] ;R) et pour k = 1; 2; :::; n�1; le lemme 4.4 implique queD�k

0 Tu 2 C ([0; 1] ;R) :
Par conséquent, T : �! �: De plus du lemme 4.5, T est complètement continu, donc � est
relativement compact. On conclut par le théorème du point �xe de Schauder que l�opérateur
T admet au moins un point �xe qui est la solution du problème (4:1) : Le Théorème 4.7 est
ainsi prouvé.

4.5.5 Exemple 2

On considère le problème suivant :
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8>>><>>>:
D

9
2
0 u (t) +

e�t cosu(t)D
2
3
0 u(t)

t
1
3

�
2��sinD

5
4
0 u(t) sinD

8
3
0 u(t)+cosD

7
2
0 u(t)

� = 0; 0 < t � 1;

u (0) =
p
2; u

0
(0) = 3

p
3; u

00
(0) = �1; u000 (0) = 1

4
; D

13
4
0 u (1) = 1:

(4.55)

Ici, n = 5; �5 = 9
2
; �1 =

2
3
; �2 =

5
4
; �3 =

8
3
; �4 =

7
2
; � = 13

4
; �0 =

p
2; �1 = 3

p
3; �2 = �1;

�3 =
1
4
; �4 = 1:

Pour toute (u1; u2; u3; u4; u5) 2 R5; et t 2 [0; 1] ; on a :

f (t; v1; v2; v3; v4; v5) =
e�t cos v1v2

t
1
3 (2� � sin v3 sin v4 + cos v5)

:

Alors, f : ]0; 1] � R5 ! R est continue, lim
t!0+

f (t; :::) = 1: Pour � = 2
3
; on obtient

t
2
3f (t; ::::) est continue sur [0; 1]�R5: Donc, le Théorème 4.7 assure l�existence de la solution
du problème (4:55) :

4.6 Stabilité au sens de Ulam-Hyers

En considérant le problème (4:1) ; on va dé�nir et étudier la stabilité au sens d�Ulam-
Hyers.

4.6.1 Dé�nitions

Dé�nition 4.8. [87] L�équation (4:1) est stable au sens d�Ulam-Hyers s� il existe un
nombre réel A > 0 tel que pour tout � > 0 et pour toute solution u 2 B de l�inégalité
suivante :

jD�n
0 u (t) + f (t; u (t) ; D�1

0 u (t) ; :::; D
�n�1
0 u (t))j < �; 0 < t � 1;

(4.56)

il existe une solution v 2 B de (4:1) satisfaite :

D�n
0 v (t) + f (t; v (t) ; D�1

0 v (t) ; :::; D
�n�1
0 v (t)) = 0; 0 < t � 1;

(4.57)

v(j) (0) = �j; j = 0; 1; :::; n� 2; D�
0v (1) = �n�1; n� 2 < � < n� 1;
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avec

kv � ukB < A�:

(4.58)

Dé�nition 4.9. [87] L�équation (4:1) est stable au sens d�Ulam-Hyers généralisée s�il
existe � 2 C (R+;R+) ; �(0) = 0 telle que pour tout � > 0 et pour toute solution u 2 B
de l�inégalité (4:56) ; il existe une solution v 2 B de (4:57) véri�ant v(j) (0) = �j; j =
0; 1; :::; n� 2; D�

0v (1) = �n�1; n� 1 < � < �n;

avec

kv � ukB < �(�) ; 0 < t � 1:
(4.59)

4.6.2 Étude de la Stabilité

A�n d�étudier la stabilité de (4:1) ; on considère (4:56) et (4:57) :

Théorème 4.10. [87] Sous les hypothèses du Théorème 4.6, on suppose que n � 1 <
�n < n; n 2 N� � f1g ; 0 < � < 1; f : ]0; 1]� Rn ! R est continue et lim

t!0+
f (t; :::) =1; on

suppose aussi que t�f (t; :::) est continue sur [0; 1] � Rn: Alors, le problème (4:1) est stable
au sens d�Ulam-Hyers dans B pourvu que :

kt�D�n
0 vk1 � max

1�k�n�2

0BBBBBBBBB@

C0z0 +
n�2P
j=0

j�jj
j!
+

�(n��)j�n�1j
(n�1)! ;

C0zk +
n�2P
j=k

j�jj
�(j+1��k) +

�(n��)j�n�1j
�(n��k) ;

C0zn�1 +
�(n��)j�n�1j
�(n��n�1)

1CCCCCCCCCA
;

(4.60)
nX
i=1

!i < 1:

(4.61)

Démonstration. On suppose que (4:60) est satisfaite. Soit u 2 B une solution de
l�inégalité (4:56) : On note par v 2 B la solution du problème (4:57) : Alors, on a les inégalités
suivantes :
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kvk1 � sup
s2[0;1]

Z t

0

(t� s)�n�1 s��

� (�n)
s� jf (s; v (s) ; D�1

0 v (s) ; :::; D
�n�1
0 v (s))j ds

+
n�2X
j=0

���j��
j!

sup
t2[0;1]

tj +
� (n� �)

(n� 1)! supt2[0;1]
tn�1

�
 ���n�1��+ Z 1

0

(1� s)�n���1 s��

� (�n � �)
s� jf (s; v (s) ; D�1

0 v (s) ; :::; D
�n�1
0 v (s))j ds

!

� C0z0 +
n�2X
j=0

���j��
j!

+
� (n� �)

���n�1��
(n� 1)! ;

(4.62)

kD�k
0 vk1 � C0zk +

n�2X
j=k

���j��
� (j + 1� �k)

+
� (n� �)

���n�1��
� (n� �k)

; k = 1; 2; :::; n� 2;

(4.63)

et

kD�n�1
0 vk1 � C0zn�1 +

� (n� �)
���n�1��

� (n� �n�1)
:

(4.64)

En utilisant (4:62) ; (4:63) et (4:64) ; on déduit que :

kvkB � max
1�k�n�2

0BBBBBBBBB@

C0z0 +
n�2P
j=0

j�jj
j!
+

�(n��)j�n�1j
(n�1)! ;

C0zk +
n�2P
j=k

j�jj
�(j+1��k) +

�(n��)j�n�1j
�(n��k) ;

C0zn�1 +
�(n��)j�n�1j
�(n��n�1)

1CCCCCCCCCA
:

(4.65)

Donc, de (4:60) et (4:65) ; on obtient :

kvkB � kt�D�n
0 vk1 :

(4.66)
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À partir de (4:66) ; on peut écrire :

k(v � u)kB � kt�D�n
0 (v � u)k1

�












t� (D�n

0 v + f (s; v;D�1
0 v; :::; D

�n�1
0 v))

�t� (D�n
0 u+ f (s; u;D�1

0 u; :::; D
�n�1
0 u))

+t� (f (s; u;D�1
0 u; :::; D

�n�1
0 u)� f (s; v;D�1

0 v; :::; D
�n�1
0 v))












1

:

(4.67)

Donc,

k(v � u)kB �

0BBBBBBBB@

kt�k1


 D�n

0 v + f (s; v;D�1
0 v; :::; D

�n�1
0 v)




1

+ kt�k1


 � (D�nu+ f (s; u;D�1

0 u; :::; D
�n�1
0 u))




1

+







t�
0@ f (s; u;D�1

0 u; :::; D
�n�1
0 u)

�f (s; v;D�1
0 v; :::; D

�n�1
0 v)

1A






1

1CCCCCCCCA
:

(4.68)

D�une part, en véri�ant bien que v est une solution de l�équation (4:57) ; on en déduit :

k(v � u)kB �

0BBBB@
kt�k1



 D�n
0 u+ f (s; u;D�1

0 u; :::; D
�n�1
0 u)




1

+







t�
0@ f (s; u;D�1

0 u; :::; D
�n�1
0 u)

�f (s; v;D�1
0 v; :::; D

�n�1
0 v)

1A






1

1CCCCA :

(4.69)

D�autre part, en utilisant l�hypothèse (H1) du Théorème 4.6, et l�inégalité (4:56) ; on
obtient :

k(v � u)kB � �+

nX
i=1

!imax (kv � uk1 ; kD
�1
0 (v � u)k1 ; :::; kD

�n�1
0 (v � u)k1)

� �+

nX
i=1

!i k(v � u)kB ;

(4.70)
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ce qui implique que :

k(v � u)kB � �

1�
nP
i=1

!i

:= A�; A :=
1

1�
nP
i=1

!i

:

(4.71)

À partir de (4:61) ; on déduit que A > 0: Part conséquent, l�équation fractionnaire (4:1)
est stable au sens d�Ulam-Hyers. Prenant �(�) = A�; implique que (4:1) est stable au sens
d�Ulam-Hyers généralisée. Ceci complète ainsi la preuve de ce théorème.
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Conclusion Générale

À la �n de cette thèse, on pense que les résultats présentés contribueront au dévelop-
pement de l�étude des équations di¤érentielles fractionnaires. Cette étude s�inscrit dans la
démarche de l�application des outils d�analyse aux systèmes d�équations di¤érentielles frac-
tionnaires.

Le premier chapitre nous a permis de nous familiariser avec l�outil fractionnaire et a
fourni quelques résultats élémentaires qui sont utiles pour notre étude ainsi que quelques
applications de la théorie du calcul fractionnaire dans certains domaines.

Ensuite, le deuxième et le troisième chapitre de cette thèse sont consacrés aux systèmes
fractionnaires et au rappel des principaux résultats concernant tels systèmes. Nos contribu-
tions apparaissent dans ces deux chapitres peuvent se décomposer en trois grandes étapes :

� Proposer des multi termes non linéaires dans chaque équation di¤érentielle fractionnaire
pour un système fractionnaire.

� Développer une nouvelle classe de problèmes di¤érentiels fractionnaires multiples rela-
tifs à la dérivée de Caputo.

� Appliquer les techniques de points �xes pour établir des résultats d�existence et d�unicité
des problèmes proposés dans des espaces de Banach.

Des synthèses de ces résultats ont fait l�objet des publications dans des revues de renom-
mées établies [25, 86].

En�n, dans le quatrième chapitre, on a introduit une nouvelle classe d�équations fraction-
naires non linéaires singulières. En e¤et, dans un premier temps, on a établit des conditions
su¢ santes pour l�existence et l�unicité de solutions. On a présenté également une étude ori-
ginale pour la stabilité au sens d�Ulam de telles équations.

La stabilité au sens d�Ulam des solutions a été basée sur deux dé�nitions. En considérant
ces deux approches, des conditions su¢ santes sont proposées pour assurer la stabilité des
solutions pour cette classe d�équation fractionnaire non linéaire singulière.

Ces résultats sont accépté pour publication [87].

Quant aux perspectives qui peuvent être lancées à la suite de ce travail :

On a l�intention d�étudier di¤érents systèmes fractionnaires non linéaires singuliers, de
plus l�étude de la stabilité au sens d�Ulam de ces systèmes.

En outre, l�établissement de conditions nécessaires et su¢ santes assurant l�existence,
l�unicité et la stabilité au sens d�Ulam pour quelques classes d�équations di¤érentielles frac-
tionnaires soumises à des conditions qui peuvent être de type intégral, dérivé ou multipoints.



105

Par ailleurs, le développement d�éventuels modèles des systèmes correspondant aux équa-
tions fractionnaires est dans l�ordre de nos perspectives.
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