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Résumé

Le travail de cette these porte sur ’application des inégalités intégrales aux problémes
aux limites d’ordre arbitraire.

Les inégalités intégrales jouent un roéle important en théorie des équations différentielles
et en sciences appliquées. De plus, les inégalités de type fractionnaire sont également assez
importante dont les applications sont trés nombreuses, notamment en théorie des équations
différentielles fractionnaires, en théorie des approximations, en probabilités et statistique.

Dans cette thése, on présentra des résultats d’ordre non entier sur les estimations des
moments fractionnaires d’ordres (r, ) en utilisant la théorie des intégrales fractionnaires
de Riemann-Liouville. Aussi en appliquant I'intégrale k—fractionnaire de Riemann-Liouville
on donnera des résultats sur les estimations des espérances k—fractionnaire, des variances
k—fractionnaire. En suite, on s’intéresse a ’applications des inégalités intégrales fraction-
naires pour étudier un probléme aux limites d’ordre arbitraire dans un espace de Banach.
Finalement, on traitera la question d’existence et d’unicité de solutions d’un systéme d’équa-
tions différentielles fractionnaire.



Abstract

The work of this thesis focuses on the application of integral inequalities to boundary
value problems of arbitrary order.

Integral inequalities play an important role in the theory of differential equations and
applied sciences. Moreover, the fractional type inequalities are also quite important that the
applications are numerous, including fractional theory of differential equations, theoretical
approximations in probability and statistics.

In this thesis, we present some results of fractional order on estimates of (r, o) —fractional
moments using the Riemann-Liouville fractional integral theory. Also by applying the k—fractionall
Riemann-Liouville integral we give some results on estimates of k—fractional dispersion and
k—fractional variance. Next, we are interested at the applications of fractional integral in-
equalities to study a boundary value problem of arbitrary order in a Banach space. Finally,
we treat the question of existence and uniqueness of the solution of a system of fractional
differential equations.
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Introduction

"Peut-on étendre 'ordre entier de la dérivation et de l'intégration & un ordre non en-
tier, voire fractionnaire 7" Plus précisément qu’est ce qu’il pourrait représenter une dérivée
d’ordre %? Cette intérrogation a fait I'objet d’une lettre de G. Leibniz adressée en 1695 &
G. L’Hopital. C’était la naissance du calcul fractionnaire. On doit donc attendre la fin du
17¢™m¢ siécle, pour voir les premiéres contributions au développement de la théorie du cal-
cul fractionnaire, comme : P.S. Laplace (1812), J.B. J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823),
J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V. Letnikov
(1868-1872), H. Weyl (1917) et M. Riesz (1949). 1l est extrémement important de signaler
qu’il y a plusieurs approches d’intégration et de dérivation fractionnaires au point ou il sont
parfois incompatible, chose qui a permis a de nombreux mathématiciens de remettre en cause
I’existence d’une telle théorie.

Les premiéres applications ont vu le jour dans la fin du 20°™¢ siécle, en particulier dans
la théorie du controle et de la géométrie fractale. Les ingénieurs 'ont trouvé parfaitement
adéquate quant a la description de phénoménes physiques, c’est un outil puissant qui permet
la proposition de modeéles qui décrivent de facon précise certains problémes physiques, comme
dans la biologie, la chimie, la mécanique, 1’électricité, automatique ete [53, 55, 62].

La théorie des équations différentielles fractionnaires est I'un des plus important champs
d’applications de la théorie du calcul fractionnaire, en effet de nombreux phénomeénes se
modélisent par des équations différentielles fractionnaires [34, 65] et I’étude de ces dernieres
permet certainement une meilleure interprétation des phénoménes physiques. Les inégalités
intégrales est un outil éxtrément important qui intervient dans I’étude des équations diffé-
rentielles fractionnaires [4, 8, 21,22, 27,28, 39, 40,41, 58, 77] et permet d’établir des résultats
d’existences et d’unicités, il constitue en lui méme une branche de mathématiques en pleinne

évolution [1, 8,13, 20, 26, 32,47, 49,52, 63,69, 70, 74] .
Ce manuscrit s’organise en quatre chapitres.

Le premier chapitre contient les principales définitions et notations nécessaires a la compré-
hension du contenu de cette thése. On rappelera les définitions et les propriétés essentielles
correspondantes a la notion de l'intégration et la dérivation fractionnaire. Quelques théo-
rémes du point fixe seront présentés a la fin de ce chapitre.

Dans le deuxiéme chapitre, on présentera des résultats sur les estimations des moments frac-
tionnaires d’ordres (r, o) en appliquant la théorie des intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville. En utilisant l'intégrale £k—Riemann-Liouville fractionnaire, on présentera égale-



ment des résultats sur les estimations des espérances k—fractionnaire et variances k—fractionnaire.|

Dans le chapitre 171, on donnera des résultats d’éxistence et d’unicité des solutions pour les
problémes aux limites d’ordre fractionnaire avec conditions non locales. En se basant sur les
théoréemes de point fixe, on prouvera l’existence et 'unicité de la solution du probléme. On
fera appel, en particulier, a la théorie des inégalités fractionnaires, qui sera appliquée dans
les démonstrations de nos résultats.

Le chapitre I'V est consacré a I’étude du systéme d’équations différentielles fractionnaires avec
une dérivée fractionnaire au sens de Caputo. En effet, aprés avoir donné la solution générale
du systéme, on utilisera les théorémes de point fixe du Banach, Schaefer et Krasnoselskii
pour démontrer I’existence et ['unicité de la solution du systéme fractionnaire.

Cette thése s’achéve par une conclusion et quelques perspectives.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit les éléments nécessaires dont on aura besoin pour nos
resultats principaux.

La premiére et la deuxiéme section rassemblent les définitions et les propriétés essentielles
correspondantes a la notion de l'intégration et la dérivation fractionnaire. Ces définitions
et propriétés peuvent étre retrouvées avec plus de détails dans les références suivantes :
[43, 46,54, 56,60, 64, 66]. La derniére section est consacrée a la présentations de quelques
théorémes classiques de ponit fixe.

1.1 Intégration d’Ordre Arbitraire

1.1.1 Fonctions d’Euler

Le présent paragraphe sera dédie aux fonctions d’Euler qui sont le noyau dur du calcul
fractionnaire, il s’agit de la fonction Gamma et de la fonction Béta.

Fonction Gamma
La fonction Gamma est simplement la généralisation de la fonction factorielle. Elle est

donneé par la définition suivante :

Définition 1.1 On appelle la fonction Gamma notée I, la fonction définie par l'intégale
sutvante :

['(a) = foﬂo e “u*"tdu, Re(a) >0 . (1.1)

Propriétés Pour tout « € R\ {0, —1, —2,..}etne N, ona:



I'a+1)=al(a), (1.2)

(i7)
Fla+n)=a(a+1)...(a+n—-1)TI(a) , (1.3)

(i)
I'n+1)=n!. (1.4)

Fonction Béta

Définition 1.2 La fonction Béta est donnée par :

B(e, ) = [y (1 —uw)* 'uf'du, Re(a) >0, Re(3) >0 . (1.5)

Proposition 1.1 Les fonctions Gamma et Béta sont reliées par la relation suivante :

B (o, ) = %, Va, ; Re(a) >0, Re(B) >0 . (1.6)

1.1.2 Intégration-Riemann-Liouville

L’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville s’appuie sur la formule de Cauchy pour le
calcul de 'intégrale répétée n fois qui est donnée par :

I"[f (1) = gy Ju (6 =7)" " f(r)dr, n €N (1.7)

En généralisant la formule (1.7) & un ordre « réel positif et en remplagant la fonction
factorielle par la fonction Gamma, on aura la définition suivante :

Définition 1.3 L’opérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre o > 0, pour
une fonction continue f : a,b] — R est défini par :

f )] =g o (=77 f(7)dr; t>a, a>0,

a

(1.8)
LIf®]=f@).
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Exemple 1.1 Calculons l'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonc-
tion suivante :

fA)=@t—a)’, g>-1. (1.9)

En utilisant la définition (1.8), on obtient :

1

ﬁ[ﬁ—aﬁ]:iiaqut—qu(T—awdr (1.10)

En effectuant le changement de variable 7 = a + z (¢t — a) et en utilisant la fonction Béta
il résulte que :

mﬂpww}:ﬁaﬁ@—a—x@—wwﬂmu—@f@—amx

= L (t—q)’™ fol (1—2)* ' 2Pdz

I'(«)
(1.11)
_ 1 B+a _ 1 B+a L(a)T(B+1)
=t (t =) B(a,f+1) = 555 (t—a)"" Ty
— I+ Bto
= farsrn (= @),
donc
@ r 1 @
15 (= a)'] = s (1 — a)™” (1.12)
Par exemple, pour a = 1 et § = 1, on utilise la formule (1.12), on obtient :
Ht—a] =3 (t—a)’=3(t—a)?. (1.13)
Etpouroz:%,ona:
1
3 (4 _ N8| — LB+ _ N\Bts — LB+ 4 B
e [(t 2 ] — r(ps1) (E=a)™ = r(5+3) (t=a) (114)

Lemme 1.1 [43,46] Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Alors pour tout o > 0, >0
on a :

I IZIf @] = L2 [f ()] (1.15)
et
I f®) =1 I [f @) - (1.16)

Preuve. On démontre 'identité (1.15)
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En effet,
O] = w5 Jo (@ =7V IPf (7)) dr

— v o @ =D T =07 f ()t dr
(L17)

@t Ja (@ = 1) dr [T (r =) f(t) dt
= e @t [ (@ =1 (=) ar,

En effectuant le changement de variable 7 = ¢t + (x — t) p et en utilisant la fonction Béta,
on obtient :

I 171 1]
= e f Ot fy @@=t —(@—=1)p)* " (x—1) )" (w = 1) dp
= war Jo £ () (@ =0 e [ (1= p) P Ndp (1.18)
= gty Ju @ =" (D) dt

- T(a)r(B)

= rae Ji (0= 0T (@) de= [ ()]

Exemple 1.2 Si on prend f (z) =t —a et « = = 5, on trouve :

D=

21O =12 (121 - )] = 12 [y (- )| = 1t = a)” . (1.19)
D’autre part, on a :
L@ =Lt —a) = [7(t—a)dt =5 (t—a)* . (1.20)

1.2 Dérivation Non Entiére

Dans la littérature, il ya plusieurs appproches de la dérivée fractionnaire parmi celles-
ci on cite : dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et celle de Caputo qui sont les plus
utilisées.
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1.2.1 Dérivée-Riemann-Liouville

Définition 1.4 On définit la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann-
Liouwille d’une fonction f : [a,b] — R par :
LD [f (0)] = g (L= [f (1))

—F(nl_a)jt—l fat (t — T)”fa*l f(n)dr, n—1<a<n, neN* (1.21)

i—l (t), a=n.

Exemple 1.3 Calculons la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de

la. fonction f (t) = (t — a)’ avec B > —1, alors

RLDO‘|: }:%( t—T) (T—a)ﬁdr)
=g (e fo-)) = ( KO (1 - 0y 12)
= O (- o)

Par exemple, pour o = %, on utilise la formule (1.22), on obtient :

mLpg [t —a)’] = 4 <ﬁ [Ht=7) (r—a) dT)

- (1 fo-or]) -8 (R e-o™) o

_ (B+3)rs+y g1
G

Poura=35,et 8 =1, 0na:

(1.24)

Remarque 1.1 La dérivée fractionnaire d’une fonction constante au sens de Riemann-

Liouwille n’est pas nulle.
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En effet, on a :

=G (L) =4 (m (t— a)l—“) (1.25)
- F(lc—a) (t—a)™
Pour c=1,ona:
MDY = g -0 (1.26)

On présente maintenant quelques propriétés de 'opérateur de dérivation au sens de
Riemann-Liouville.

Proposition 1.2 [43,46,47]
(1). Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville
existent. Alors pour tous \, u € R, BLD [\ f + ug| existe, et l'on a :

REDG N (8) + ng (8)] = XDg [f (O] + 1Dy g (1)] - (1.27)

(2). En général, on a

MDY [FEDTLf ()] # MDY If (1) (1.28)

(3). On a aussi

feDg DI F )] # *DF [ Dg [f (0)]] - (1.29)

Lemme 1.2 [43,46,47] Soit f une fonction définie sur [a,b] vérifiant BED[f (t)] = 0,
a€ln—1,n[, n e N* Alors

) =0 et — ) = o] + 1, (1.30)

i T(a—n+i+1)

ou les by, 1 =10,...,n — 1 sont des constantes arbitraires.
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1.2.2 Dérivée-Caputo

La définition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est donnée par :

Définition 1.5 Soit f € C" ([a,b]), n € N*. On définit la dérivée fractionnaire au sens de
Caputo d’ordre a > 0 de la fonction f comme suit :

D [f 0] = 1372 [f™ ()]

LS =) T M (r)dr, n—1<a<n, neN, (1.31)

I'(n—a

Lf@), a=n.

Exemple 1.4 Soit f(t) = (t—a)’, > —1. Pour a >0, on a :
Delf @) =1 [ (1) = tommy [ =) fO (r) dr (1.32)

Et comme

FO(t) = i (t—a)”™" (1.33)

alors

Dz [ (0] = 137 [y (¢ = @)™

(1.34)

o F(n—agf(ﬁzn-l-l) fa (t B T) (T - a) dr.

En effectuant le changement de variable 7 = a + z (t — a) , on aura :

D [f (1) = st Jo t—a—a(t—a)" " (@ (t—a)’ " (t —a) dx

_ L(B+1) ﬂ ot n a—1 _B_n
= Th—a) (B n+l) fo 27 dy

— (8+1) /3 a n a—1 _B-n
T I'(n—a)T(B— n+1) fO P dx (135)

_ I(B+1)B(n—a,8—n+1) (t

B—a _ _T(B+DHI(n—a)I'(B—n+1) B—a
= T T(n—a)l(B—n+t1) ) (t —a)

—a = Tn—a)l(B—n+DI(B—a+1)

L(5+1) s
= m (t — CL) @ .

Sil'on prend S =1 et a = 1, alors

D2 (£ () = 127" [ f O] = 12 [ (¢ = )] = gy (¢ =) . (1.36)
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Remarque 1.2 Si f = ¢, alors
D2 (0] = pss [ (= 7)™ S0 (7) dr

= ol [ (=) X 0) dr =0

Proposition 1.3 [43,46]
(1) Pour tout « >0, \, p € R, on a :

Dg () + pg (O] = ADG Lf (O] + pDg [g (8)] -

(13) Pour tout a« >0, f :[a,b] = R, on a:

1.
DRIZ[f )] =1
2.
si DY [f (1)) = 0 alors [ (1) = Y72y ¢ (t —a)'
3.

D[ (O] = f () + X0 9@ (¢ — a)

Lemme 1.3 [43,46,47] Soit f > «a >0, f : [a,b] — R une fonction continue. Alors

DYIZ[f O =172 [f (t)], t € [a, 0] .

1.3 Autour des Points Fixes

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

Les théorémes de point fixe consistent & transformer un probléme donné en un probléme
du type = = ¢(x), ainsi ils fournissent des conditions généralement suffisantes pour lesquelles

I'équation z = ¢(x) admet une solution.

Définition 1.6 Soient (X, |.||) un espace vectoriel normé et (x,) une suite de X. On dit

que (x,,) est une suite de Cauchy si

Ve>0, INeN, Vo > N, Vm > N, ||Zpim — || < € .



16

Définition 1.7 On dit que X est complet pour la norme ||.|| si toute suite de Cauchy dans
X est convergente. Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

Définition 1.8 Soit X un espace normé. Un sous-ensemble 2 C X est dit borné s’il existe
M > 0 telle que pour tout x € Q2 on a :

||| < M.

Définition 1.9 On dit que Q2 est une partie compacte de X si de toute suite de points de €)
on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de ).

Définition 1.10 Une partie Q) de X est dite relativement compacte si son adhérence est
compact.

Définition 1.11 Soit Q un sous ensemble de X = C'(J, E) . Q est équicontinue si pour tout
e >0, 1l existe 6 > 0 tel que :

[ty —ta] <6 =|p(t1) — @ (t1)| < e, pour tout ty,to € J et p € Q.

Définition 1.12 Soit (X, ||.||) un espace vectoriel normé. Une application ¢ de X dans X
est dite contractante s’il existe un nombre positive k € [0, 1], tel que pour tout x,y € X, on
a:

¢ (2) = W) < s llz —yll.

Définition 1.13 Soient X un espace vectoriel normé, de norme ||.| et ¢ une application
d’un ensemble X dans lui méme. On appelle point fize de ¢ tout point v € X tel que :
or = x.

Définition 1.14 Soient X etY deux espaces de Banach. L’opérateur continu ¢ : X — Y est
complétement continu s’il transforme tout borné de X en une partie relativement compacte
dans Y.
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Théoréme 1.1 (Point Fize de Banach) [30]
Soient X un espace de Banach et ¢ : X — X est un opérateur contractant. Alors il existe
un point five v € X tel que ¢pxr = x.

Lemme 1.4 (Lemme d’O’Regan) [61]
Soient X un espace de Banach et C'C X un conveze fermé, et soit un owvert 2 dans C
tel que 0 € Q. On suppose ¢ (Q) est borné et ¢ : Q) — C' est donné par ¢ = ¢; + ¢y, 0U

1. ¢, : Q — X est continu et complétement continu.

2. ¢y : ) — X est contractant (i. e, il existe une fonction positive croissante 0 : [0, 00) —
[0,00) satisfaite 0 (v) < v, v > 0, telle que [|¢y (7) — ¢y ()| < Oz —yl|, pour tout z,
y € Q). Alors,

(1) ¢ admet un point fize ; ou bien

(13) Il existe x € 0Q2; © = pox pour 0 < p < 1.

Lemme 1.5 (Lemme d’Ascoli-Arzela) [33]
Soit Q0 C X. Alors Q est relativement compact dans X si et seulement si les conditions
sutvantes sont vérifiées

1. Q est uniformément borné.

2. Q) est équicontinu.

Théoréme 1.2 (Point Fize de Schaefer) [30,33]
Soient X un espace de Banach et ¢ : X — X un opérateur complétement continu. Si
[’ensemble
Q={reX:z=ppzr, 0<pu<l1}

est borné, alors ¢ posséde au moins un point fixe.

Théoréme 1.3 (Krasnoselskii) [5]
Soient X un espase de Banach et F' un sous-ensemble fermé, borné et convexe de X. On
suppose que les opérateurs R et T vérifient

(1) Tz + Ry € F, pour tou x, y € F.

(i7) R est continu et compact.
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(1ii) T est contractant.

Alors il existe au moins un élement z € F tel que Rz 4+ Tz = z.



Chapitre 2

Inégalités Intégrales : Riemann
Liouville et k- Riemann-Liouville

2.1 Introduction

L’étude des inégalités intégrales a une grande importance dans la théorie des équations
différentielles et les sciences appliquées. Dans les deux derniéres décenies, beaucoup de cher-
cheurs en mathématiques ont investi dans le développement de cette théorie [1, 6,24, 44, 45, 52] ]
Les inégalités de type fractionnaire sont également assez importantes dont les applications
sont trés nombreuses, notamment en théorie des équations différentielles fractionnaires et
en théorie de probabilités. Plusieurs auteurs s’intéressent a 1’étude des inégalités intégrales
fractionnaires, voir [2,7,13, 18,19, 20,67, 68] .

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux inégalités intégrales fractionnaires et les inégalités in-
tégrales k—fractionnaire pour une variable aléatoire continue X avec une fonction de densité
de probabilité (f. d. p.) f : [a,b] — R* définie sur un intervalle fini. On présente des résultats
sur les estimations des moments fractionnaires d’ordre (7, a) en utilisant 'intégrale fraction-
naire de Riemann-Liouville. En appliquant I'intégrale k—Riemann-Liouville fractionnaire, on
présente aussi des résultats sur les estimations des espérances et variances k—fractionnaires.

Dans la section 2.2, on introduit les définitions des espérances et des variances relative-
ment au intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville, ensuite on donne quelques propriétés.
La section 2.3 est consacrée a la présentation des résultats fractionnaires qui seront utilisés
dans la suite de ce chapitre. Dans la section 2.4, on présente des applications de l'intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville au moment d’ordre (r, o) d’une variable aléatoire continue
X avec une fonction de densité de probabilité. On consacre la section 2.5 a I’étude des inéga-
lités intégrales k—fractionnaire, dans laquelle on présente I'intégrale k—Riemann-Liouville
fractionnaire, ensuite on donne les définitions de la fonction de I’espérance et variance adap-
tées a 'intégrale k—Riemann-Liouville fractionnaire. En outre, on présente des applications
de l'intégrale k—Riemann-Liouville fractionnaire aux espérances et variances d’'une variable
aléatoire continue X avec une f. d. p. f.

19
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2.2 Applications : Espérances, Variances, Moments

Dans ce paragraphe, on présente les définitions de la fonction ésperance, variance frac-
tionnaire d’ordre a@ > 0 et la fonction moment fractionnaire d’ordres (r > 0, « > 0) pour
une variable aléatoire continue X avec f. d. p. f : [a,b] — RT. Pour plus de détail, voir les
travaux de Z. DAHMANTI dans [20].

Définition 2.1 La fonction ésperance fractionnaire d’ordre o > 0 de la variable aléatoire
continue X ayant une f. d. p. f: [a,b] — RT est définie comme suit :

Exo(t)=120tf (t)] = ﬁf: (t—7)""7rf(r)dr; >0, a<t<b. (2.1)

Définition 2.2 La fonction espérance fractionnaire d’ordre o > 0 de la variable aléatoire
continue X — E(X) est définie par :

Ex_px)a(t) = ﬁ f; (t — T)a_l (r—EX))f(r)dr; a>0, a<t<b, (2.2)

ou f : [a,b] — RT est la f. d. p de variable aléatoire X et F(X) = fab Tf(7)dr est
I’espérance de X.

Pour ¢ = b, on donne les définitions suivantes :

Définition 2.3 L’espérance fractionnaire d’ordre o > 0 de la variable aléatoire continue X
ayant une f. d. p. f:[a,b] — RT est définie par :

Ex, = ﬁ fab (b—7) " 7f(r)dr; a>0. (2.3)

Définition 2.4 L’espérance fractionnaire d’ordre v > 0 de la variable aléatoire continue
X — E(X) est définie comme suit :

Ex_px)a = a5 o (0= 7) 7 (7 = E(X)) f (7)dr; a >0, (2.4)

avec [ :[a,b] = RT estla f. d. p de X.

Définition 2.5 La fonction variance fractionnaire d’ordre o« > 0 d’une variable aléatoire
continue X de f. d. p. f :]a,b] — R est donnée par :

%o (t) = ﬁ fcf (t—7) "1 f(r)dr; >0, a<t<b. (2.5)



21

Pour t =b,0n a :

Définition 2.6 La variance fractionnaire d’ordre a > 0 d’une variable aléatoire continue X
de f. d. p. f:[a,b] = R" est donnée par :

X = ﬁ ff (b—7)""" 7" f(r)dr; a>0. (2.6)

Définition 2.7 La fonction moment fractionnaire d’ordres (r >0, a > 0) d’une variable
aléatoire continue X ayant f. d. p. f :]a,b] — Rt est donnée par :

My (8) = I f (0)] = g5 Jo (t=7) T 77 f (1) dr; @ >0, a<t<b, (2.7)

Définition 2.8 Le moment fractionnaire d’ordres (r >0, o> 0) d’une variable aléatoire
continue X ayant une f. d. p. f est donnée par :

b a-1 _,
M, = ﬁfa (b—7) "7 f(r)dr; a>0 . (2.8)

2.2.1 Propriétés

(P1) : En appliquant la définition 2.3 pour a = 1, on obtient ’espérance classique Ex; =
E(X).

(P2) : En appliquant la définition 2.6 pour a = 1, on trouve la variance classique 03(71 =
o> (X) = [V (1 — E(X)) f () dr.

(Ps) : En apphquant la définition 2.8 pour a@ = 1, on obtient le moment classique d’ordre
M 1= M f d’T

(Py) : Pour « >0, la f. d. p. f:[a,b] — ]RJr satisfaite 12 [f (t)] < (b}?z;_l, vt € (a,b).
(Ps) : Pour o« = 1, on trouve I [f (b)] =

2.3 Reésultats d’Ordre Non Entier

Pour les applications ultérieures, on a besoin des théorémes et des lemmes suivants, voir
[18,19].
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Théoréme 2.1 Soient f et g deux fonctions intégrables sur [0, 00| et p une fonction positive
sur [0, 00[. Sl existe @, p, W, ) € R tels que :

P<f@) <P Y<g@) ST, xef0d], t>0, (2.9)

alors pour toutt >0 et aw >0, on a :

1 (O] 1 [p (1) £ (19 (0] 1° () F (] 1 o () g (9] < (“52) (@ — ) (¥ — ) -

Théoréme 2.2 Soient [ et g deuz fonctions intégrables sur [0, 00| vérifiant la condition
(2.9) et p une fonction positive sur [0,00[. Alors pour toutt >0 et >0, 5 >0, on a :

(L@ [p (@) f () g O]+ 7 [p (O] 1 [p () £ (£) g (¢)]
=1 [p @) fF O [p() g (0] = I7[p (8) f 1 [p(£) g (£)])
< [@*[p@®] = I*[p (1) f ) (I7[p (t) £ (O] — 17 [p ()])

2

(2.11)
+(I*[p () f ()] = @I [p()]) (217 [p (1)] — ®)]
< [(I[p ()] = I*[p () g (O]) (I° [p (t) g (1)] = 17 [p (1)])
+(Ip &) g (O] = I [p@O)]) (LI [p ()] = 17 [p(t) g (O)])] -

Théoréme 2.3 Soient [ et g deux fonctions intégrables sur [0, 00 vérifiant (2.9). Alors
pour toutt >0 et >0, on a :

e [ O g = I [f ()] I*[g (t)]‘ < (mf (® — ) (U — ) . (2.11)

Lemme 2.1 Soit u une fonction intégrable sur [0, 00| satisfait la condition (2.9) . Alors pour
toutt >0 eta >0, ona:

s I ()] — (1 [ (1)
< (®rgy — 1T (0]) (1710 (1)) ~ ) (219

— a2 —u(®) (u(t) — )]
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Théoréme 2.4 Soient [ et g deux fonctions intégrables sur [0, 00[ satisfaisant la condition
(2.9). Alors pour toutt >0 et o, 5> 0, on a :

2

(p(é—il)fﬁ B g O+ s I [f () g @) = I [f O P [g (0)] = 17 [f (£)] 1 [g (t)]>

< [(®rg — 117 00) (71 0] - oy
(11 0 - erin ) (@i - P 1F)])]
. [(quggl ~ 12 (o)) (19 ()] ~ Vi)
(Pl 0] - v ) (Ve — 1o 0])]

(2.13)

Lemme 2.2 Soient f et g deux fonctions intégrables sur l'intervalle [0, 00[. Alors pour tout
t>0eta, >0, 0na:

2

(p(é—il)fﬁ &) g D)+ s I [f (O g @) = 1 [f (D1 P [g (0)] = 17 [f ($)] 1 [g (t)]>

< (e T 112 (0) + ey T 2 (0] = 21°[F (1)) I° £ (1)

x (F(;—Lfﬂ 97 (O] + o 1[92 (0] = 21° [y (O] P [9 (1))
(2.14)

Lemme 2.3 Soit u une fonction intégrable sur l’intervalle [0, 00| vérifiant la condition (2.9) .
Alors pour toutt >0 eta>0,5>0ona :

ry 17 [ (O] + el [ ()] = 21 [u (8] 27 [u (2)
< (@rcmy — 1)) (7 [w ()] - oty )
(2.15)
4 (B~ P )]) (17 (0]~ orts)

— e P [(@ = u(®) (u(t) = )] = rhy I [(@ = u (®) (u(t) = 9)].
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2.4 (r,a) — Moments

Dans cette section, on présente des applications de 'intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville aux moments fractionnaires d’ordre (r, &) d’une variable aléatoire continue X avec
une fonction de densité de probabilité définie sur [a, b].

La premiére application de l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville au moment
fractionnaire d’ordre (7, «) est la suivante :

Théoréme 2.5 [35] Soit X une variable aléatoire continue muni d’une fonction de densité
de probabilité f : [a,b] — RT. Alors pour tout a < t < b et a > 0, les deuz inégalities
sutvantes sont satisfaites :

LELf O [ (¢ = E(X)) f ()] = (12 [(t = E (X)) f(£)]) My—10 (2)

(2.16)
< IFI% [ e () - 15 (1 2 1)) 5 f € Lo 0],
R - BOO) 0] - T [~ B(O) S () My ()
<Ht—a) (=@ 2 [F 0. >
Preuve. On considére la quantité suivante :
H(z,y):=(9(x) —g)) (h(z) —h(y); =, y€(al), a<t<b. (2.18)

On prend p : [a,b] — R et on multiplie les deux membres de (2.18) par ﬁ (t—z)*'p (x) ;I
x € (a,t), puis on intégre sur (a,t) par rapport & z, on obtient :

i Jo (= 2)" p(2) H (2,y) da
=t o (= 2)" " p(@) g (@) h(z) de = g (y) w1 Jo (t = 2)" 7 p(2) B () do
~h () i S (¢ = 2)° p (@) g (@) da + g () R (y) i [ (= 2)° 7 p (@) da

=13l @) g @) h(®)] =g (p) I [p @) ()] = h(p) I3 [p () g ()] + g (p) h (p) 15 [P (1)] -
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puis on intégre sur (a,t) par rapport a y, on trouve :

wotay o i (=) (¢ =) p (@) p (y) H (2,y) dady
= poby o [ (= 2) 7 (=) p (@) g (@) b (2) p (y) dady
—poby o [ (= 2) T (t =) p (@) h(2)p (y) g (y) dady (2.20)
—poby o [ (= 2) 7 (=) (@) g (2) p (y) b (y) dady
by Jo o (=2 (=) (@) p () g () b (y) dudy.

Ce qui revient a :

_ # [H(t =2 p (x) b () dx} [ﬁ Jit=9)""p (W) g w) dy: (2:21)

En calculant les intégrales du second membre, on a :

iy Jo o (=) (=) p () p (y) H (2, y) dady

=13V () g @) h O] = I3 p (5) g (L1 [p (8) b (2)]
=L lp @) g OV p () (O] + 15 [P (O] g [p (8) g () h (2)]
=203 [p O [p (1) g @) h (1)) = 215 [p (8) g (D)3 [p () o (2)]

Onprend p(t) = f(t),g(t)=t—FE(X) et h(t) =t""', a <t <b dans I'identité (2.22),
on obtient :

s [l — o) =) T @ —y) (@ =y f (@) £ (y) dady

(2.22)

(2.23)
=203 [f @[ (= E(X) f ()] =213 [t — E (X)) f @O g [ f (1))
ce qui implique que
totmy S Jo (0= 2)" T (=) T (@ —y) (@ =y ) f () £ (y) dedy
(2.24)

=203 [f (O3 [ (¢ = E(X)) f ()] = 213 [(t = E(X)) f ()] My—1a (2)
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Puisque f € L, [a,b], on peut alors écrire
mteg Jo fi (=) (=) @ =) (@ =y ) f (@) ] (y) dedy

<A1 totay Jo Jy E=2)° 7 (= )" (= y) (27 =y ) ddy

<2|fI% [W 1ol —1e [ 12 (]

De (2.24) et (2.25), on obtient (2.16).
D’autre part, on a :

wrtay Ju Ji (=2 T (=) T @) (@ =y f () f () drdy

< s, yefoq | (@ = 9) (@ =y )L [f ()]

Il en résulte que

wg o fi =) T =) T @ —y) (@ =y ) f (@) £ (y) dady

<t —a) (T —a ) LT[ (D).

De (2.24) et (2.27), on obtient (2.17).
D’ou la preuve du Théoréeme 2.5. m

On généralise le Théoréeme 2.5, en considérant deux parameétres réels.

Théoréme 2.6 [35] Soit X une variable aléatoire continue muni d'une f. d. p. f :

R*. Alors
(1) : Pour touta <t <b,a>0,5>0,o0na:
OV (= E@) f@O+ 17 [f O g [t (¢t = E (2)) f (¢)]

—I3((t = E(2) f (0] My — 17 [(t = E () f ()] My-10

<R [ 2 i) + St ] — T [ I 1) = 2 e [

o f € Lo [a,b].

(2.25)

(2.26)

(2.27)

[a, 0] —

(2.28)
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(i7) : On a aussi :
O (= E@) f O]+ I [f O [ (= E (2)) £ (2)]
—I3[(t = E (@) f (0)] Mrr — 17 [(t = E () f ()] M1 (2.29)
<(t—a) (@ —a ) I O] [ ()],

pour tout a <t <b, a >0, >0,

Preuve. On multiplie les deux membres de (2.19) par ﬁ t—y) 'p@);y e (at), puis
on intégre sur (a,t) par rapport a y, on trouve :

T e o =) (=) p (@) p (y) H (2,y) dady
= e o [l =) (=) p (@) g (2) B (2) p (y) dady
~ it o S =) =y (@) k(1) p (y) g (y) dedy (2.30)
~ st o Sl =) =y (2) g () p (y) b (y) dedy

i o =2 (=) p (@) p (v) 9 (v) h (y) dady,

ce qui revient & :

e Jo fu G =2) 7 =) o (@) p(y) H (2, y) dady
= [ L= p (@) g (@) hw)da [k [ (=) p (o) dy]

ety =0 p @) h @) ] [ L= 9) " (0) g () dy] (2.31)

[ =0 @) g @) de] [ L =) (o) B ) dy
e S =2 p @) [ S =) p ) g () b (y) ]

Il s’en suit

=13 ) g O RO [p ()] = I3 [p (&) h (D] 17 [p(£) g (1)) (2.32)

=13 @) g O [p (O ()] + 13 [p O] [p (8) g (£) B (B)] -
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Maintenant, on prend p(t) = f(t), g(t) =t — F(X) et h(t) = t"! a < t < b dans
l'identité (2.32), on obtient :

Tt o e G =) T G =) T (@ —y) (@ =y ) f (@) f (y) dady
=IJ[fO It (= EX) f@)] = I3[ f O] L [(t = E(X)) f(1)] (2.33)
—Ig [t = EX) fOUIZ [ f O]+ I [f O] IF [t (t — E (X)) f (1)],

ce qui implique que

Tam o e =) T =) T @ —y) (@ =y ) f (@) f (y) dady
SO - B SO+ O - B 0] (230
—I2[(t—E(X) f®)) M1 0 —I2[(t — E(X)) f ()] My_16.

En utilisant le fait que f € L, [a,b], on peut écrire

wam s o e =) T =) T (@ —y) (@ =y f (@) f (y) dady

(2.35)
2 — —
< o Ju L =) =) @) (0 =y dady.
En calculant les intégrales du second membre, on obtient :
@@ Ju Ja (t =) 7=y @ =) (@ =y ) £ @) f () dedy
(2.36)
< I£1I% [ I [t"] A AR i e A IR Al
En utilisant I'inégalité (2.34) et I'inégalité (2.36) , on obtient I'inégalité (2.28) .
Pour Iinégalité (ii), on a :
r(a)lr(g) f; fat (t— x)ail (t— y)ﬁil (z—y) (" =y 1) f(2) f (y) dedy
(2.37)
< 8UP, el (17— yl o7 =y IS [F (O] IF [f ()],
de l'inégalité (2.37), on tire :
ot Ju o G =0) (=) @ =) (7 =y ) £ (@) f (y) dady
(2.38)

<(t—a) (@ —a ) IT[f OV [f ()]
Par l'inégalité (2.34) et l'inégalité (2.38), on obtient (2.29).

Ainsi le Théoréme 2.6. est démontré. =

Pour établir une relation entre Mo, , et M2, on prouve le résultat suivant :
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Théoréme 2.7 [35] Soit X une variable aléatoire continue munie d'une f. d. p. f : [a,b] —
R*. Alors, pour tout « >0 eta <t <b, ona:

I3 [f ()] Mara (8) = M2, (8) < 3 (I3 [f (D) (0" —a")* . (2.39)

Preuve. En utilisant le Théoréme 2.1, on peut écrire

[Ze o OV [p (1) g (D] = (I [p (1) g (O] < § (L2 [ (1)])* (M —m)* . (2.40)

Prenons p (t) = f(t) et g(t) =1t", a <t < b, on obtient m = a" et M = b".

Par conséquent I'inégalité (2.40) permet d’obtenir

0<IS[fOIIC[2f ()] — (IS [tf (D < LI [F @)D (b —ar) . (2.41)

Ce qui implique que

I f (8)] Mapo — M2, < (I8 [F () (07 —a”)? (2.42)

On a ainsi démontré le Théoréme 2.7. m

Maintenant, on établit une relation entre My, o, Mo, 5, Mﬁa et Mf 5"

Théoréme 2.8 [35] Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a,b] — R™T.
Alors, pour tout « >0, 5 >0eta<t<b, ona:

I3 [f () Moy (8) + 17 [f ()] Mara () + 207071 [f (0)] 17 [f (¢)] .13
2.43
< (" + ) |13 [f (O] My (8) + 17 [f ()] My (B)] -

Preuve. En appliquant le Théoréme 2.2, on peut écrire
el O ) g* O]+ 17 [p ()] Ig [0 (t) g° ()] — 215 [p (t) g ()] L7 [P (t) g (£)]

< [(MIZ[p ()] = I3 [p (t) g (O)]) (7 [ (£) g ()] = mI} [p (1)]) (2.44)

2

+ (I3 [p(#) g (O] = mIZ [p(O)]) (MI] [p(0)] = 1] [p () g (D])] -

On pose p(t) = f (t) et g(t) =17, a <t < b dans l'inégalité (2.44), on obtient I'inégalité
suivante :

(L2 [f OVIZ [ f 0] + I3 [f 01 L3 [0 f ()] = 205 [t f (0] 17 [t f (1)]
< [(MIZ[f @) = L2 [t f @) (L7 [ f (0)] = mI7 [f (1)]) (2.45)

2

IS (0] = mIe [f @) (MIZ[f ()] — 121 f ()]
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Ce qui implique que

I [f (0)] Mg (8) + 17 [f (8)] Mara () — 2Myq (t) My (2)
< (MIZ[f ()] = Myo (1) (Myp (8) — mI] [f (£)]) (2.46)
+ My (8) = mIg [f (O]) (MI][f ()] = Mys (1)) -

Donc,

I3 [f ()] Marg (t) + 17 [f (0)] Mara (t) + 2mMIZ [f () 17 [f (1))

< M (I3 [f (0] Myp (t) + 17 [f ()] Mra (1)) (2.47)

On substitue les valeurs de m et M dans I'inégalité (2.47), on obtient :

I [f ()] Moy (£) + L] [f ()] Mara () + 270" I [f (£)] 17 [f (2)] 0.18)
2.48
< (a" +0) I3 [f ()] Mg (t) + (0" + ) I} [f ()] My (2) -

Ce qui achéve la démonstration du Théoréme 2.8. m

Un autre résultat pour le moment fractionnaire est le suivant :

Théoréme 2.9 [35] Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f : [a,b] — RT
et a > 0. Alors pour tout a <t < b, on a l'inégalité suivante :

Ul M (8) — 18 [f (8)] 12 7]

I'(a+1)
(2.49)
—a)® —a)” 1o r a [47r 2
< el (M —m) (S22 1o ) - (e [)°)
Preuve. Par le Théoréme 2.3 et le Lemme 2.1, on a :
{012 [ (09 (0] = I3 [F @) 13 [o (0]
. (2.50)
—a)® —a)® 1o « 2
< sty (M = m) ({5 e 10 0] - (12 g (1))
Maintenant, on prend ¢ (t) =", a < t < b. On peut alors écrire
(Geinle [t f @ = 12 f 1 I¢ [t
(2.51)

1

< (t—a)” (M - m) <(tfa)a [3 [tQT’] — ([3 [tr])2> 2 7

2I'(a+1) I'(a+1)
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d’ou, il vient

U M, o — I3 [f (1) I 1]

; (2.52)
< =0 ) (“;‘ff)lg" [#27] = (I3 [tr])2>2

= 2T (a+1) T(

En utilisant deux parameétres fractionnaires, on établit la généralisation suivante :

Théoréme 2.10 [35] Soit X une variable aléatoire continue munie d’une f. d. p. f : [a,b] —
R* f. Alors pour tout a <t <b, et « >0, 8> 0, on a linégalité fractionnaire suivante :

O My (8) + $595 My () — I3 [ (D112 7] — T2 [f (0] T[]

< [(arless — 1 ) (1215 (0] - mis2s)

(2.53)

+ (1217 0] = miy) (MG — 1217 0)) ]

1

a r —a)’ ra fy2r a [4r r1| 2
x (S 2 1)+ S e 1) — 20 1) 12 17

Preuve. En appliquant le Théoréme 2.4 et le Lemme 2.3, on arrive a :

Ul T 1F () g (O] + SS20Te [F (1) g (0] = 2 [F (012 [g (0)] — JZ [f (8)] I [g (1)

<

(M = gz 17 00) (217 0] = mises)

{
+ (2 1F 0] = miy) (Migs - 72 1F 0)])]

N

< (Fai 72 1o O] + fgi T2 (6 (0] = 272 la (0] 72 [9 (1))

(2.54)
On pose g (t) =t", a <t < b, on a 'inégalité suivante
SO IEWF (O] + ST 1 (0] = T2 [F (01 2 ] = T2 F (0] 2 [¢]
< [(mizss -z @n) (721 0] - mises)
(2.55)

+ (e 1f 0] - minds ) (MG - 72 (F @)

1

foas e ) = 272 (0] J2 1))

x ({2 1) +
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De l'inégalité (2.55), on a :

ol My (1) + S595 Mo (1) — T2 1F (O] JE 1] — T2 1f (8)] T [0

< [(Mrttze s r ) (7215 () - min)

|

(2.56)

o t—a)® t—a
+ (Ja Lf ()] - ml(“(a-s-)l)> <M§(5+1) — Al

Q)
iy [t2] —2J2 [t"] I8 | tT>

< (Hed a2 1+ fn

I'(a+1)

D’ou la preuve du Théoréeme 2.10. m

2.5 Inégalités k—Fractionnaires

On va présenter dans cette section les résultats des espérances et variances k—fractionnaire]
des variables aléatoires continues en ultilisant I'intégrale k—Riemann-Liouville fractionnaire.

2.5.1 Intégration au Sens de k—Riemann-Liouville

Dans la présente sous-section on présente 'intégrale k—Riemann-Liouville fractionnaire,
qui généralise l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville. Pour plus de détails, voir [57]

et [67].
Définition 2.9 La fonction k—Gamma est définie par l'intégrale suivante :

Ty (a) = [Cute s “du - (2.57)

Remarque 2.1 La fonction k—Gamma satisfait les propriétés suivantes :
limg 1 T () =T () . (2.58)
[y (o) =ke T () . (2.59)



33

Définition 2.10 La fonction k— Béta est donnée par :

Bi (o, 8) = 2 [ruf =t (1 —u)f ' du - (2.61)

Remarque 2.2 La fonction k— Béta est liée a la fonction Béta et k—Gamma comme suit :

By (a,B) = 1B (2,2) (2.62)
et
By (o, B) = S0 (2.63)

Définition 2.11 L’opérateur intégral k— Rieman-Liouville fractionnaire d’ordre ., pour une
fonction f continue sur [a,b] est défini par :

IS [f ()] = i Jo (t=7) T () dr >0, k>0, a<t<b. (2.64)

Théoréme 2.11 [57] Soit f une fonction continue sur [a,b] et soit > 0, > 0. Alors pour
tout a <t <b, ona:

el WL O = W L3P [f O = LI IS 1f @O k>0 (2.65)

Théoréme 2.12 [57] Soit a« >0, >0, a > 0, alors on a :

5_ Bta
kfg[(t—a)k 1}:%(t—a)k " k>0, (2.66)

Remarque 2.3 Dans la relation (2.66), si on prend k = 1, on obtient :

e [(t - a)”&l] = Ot — )t (2.67)

Corollaire 2.1 [57] Soit a« > 0, 8 > 0, alors on a la formule suivante :

Kl

S =m0 7, k>0 (2.68)

Remarque 2.4 pour k =1, on trouve :

Io[1] = =2~ (t—a)* % . (2.69)

T'(a+1)
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2.5.2 k—Estimations : Espérances et Variances

On introduit ici les définitions de la fonction espérance et la fonction variance adaptées a
Iintégrale k—Riemann-Liouville fractionnaire. Ces définitions seront utiles dans la suite de
cette section.

Définition 2.12 La fonction espérance k— fractionaire d’ordre o > 0 d’une variable aléa-
toire continue X ayant une f. d. p. f:[a,b] — R" est définie comme suit :
Ex o (t) = m NG N rf(r)dr a>0, a<t<b k>0 (2.70)

Définition 2.13 La fonction espérance k— fractionaire d’ordre o > 0 de la variable aléatoire
continue X — E(X) est définie par :

Ex p(x)ka (1) = iy Jo (=7)F (7 = B(X)) f (1) dr; a >0, a<t<b, k>0
(2.71)

Pour t = b, on donne les définitions suivantes :

Définition 2.14 L’espérance k— fractionnaire d’ordre o > 0 d’une variable aléatoire conti-
nue X ayant f. d. p. f:[a,b] — R est définie par :

Ex ko= m f; (b— 7')%_1 7f(r)dr; >0, k>0 . (2.72)

Définition 2.15 L’espérance k—fractionnaire d’ordre o > 0 de la variable aléatoire continue
X — E(X) est définie comme suit :
Ex_px)he = i Jo (b= 1) (r = B(X)) f (r)dr; a>0, k>0 . (2.73)

kT

Définition 2.16 La fonction variance k— fractionnaire d’ordre o > 0 d’une variable aléa-
toire X ayant une f. d. p. f:[a,b] — R est donnée par :

U?X,k,a (t) =: m fat (t — 7')%71 (t— E(X))2 f(r)dr; a>0, a<t<b k>0. (2.74)
Pour t = b, on a :
Définition 2.17 La variance k—fractionnaire d’ordre o > 0 de la variable aléatoire X avec

ayant une f. d. p. [ :[a,b] — RT est définie par :
X pe = Ty o 0= )T = E(X)* f (1) dT; @ >0, k>0 (2.75)
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2.5.3 Applications de Type k—Riemann-Liouville

Dans ce qui suit, on présente quelques applications de l'intégrale k—Riemann-Liouville
fractionnaire aux espérances et variances d’une variable aléatoire continue X avec une fonc-
tion de densité de probabilité f définie sur [a, b].

Le premier résultat sur l'inégalité intégrale k—fractionnaire de ’espérance et variance
fractionnaire est donné par :

Théoréme 2.13 [36] Soit X une variable aléatoire continue munie d’une f. d. p. f : [a,b] —
R*. Alors pour tout a <t < b, et a > 0, on a l'inégalité k— fractionnaire suivante :

W (D] 0% () = (Bx—pixpa (1)

[k (= @72 WL 18] = G2 (0] IS 51 € Lo [a,8], (2.76)
<

() (1o [f (£)])%.

Preuve. On considére la quantité suivante :

-1

Elle)

Gra(t,2) = =2~ (t — )

R0 (@) p(z), = € (a,t), (2.77)

ou p: [a,b] — RT, est une fonction continue.

En multipliant les deux membres de (2.18) par Gy, (t, ), on obtient :

Gro (t,2) H(2,y) = Gra (t,7) (9 (2) — g (y) (h(7) = h(y)) . (2.78)

On intégre (2.78) par rapport a x sur (a,t), on trouve :

o o (= 2)  p(2) H (2,9) do = [} Gra (t,2) (9 (2) — g (1)) (b (x) = h(y)) du |
(2.79)

ce qui revient & :

o Jo = 2) (@) H (2,y) do

@

= o =2 p @) g (@) h (@) de — s [Tt —2)  p(x) g (w)de (2.80)

‘ a h t &
ity Ji (¢ =) (@) h () de 4+ S [ (0= ) p (2)
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Il s’en suit , .
i@ Jo = 2) p (@) H (2,y) do

= Wl g @) n@O)] = n(y) ol p(t)g @) (2.81)

—g () KIg @) RO +9g W) h(y) LI p@)].

On multiplie les deux membres de (2.81) par Gy, (t,y), puis on intégre sur (a,t) par
rapport a y, on trouve :

k2F2a)ff (t—a)i ' (t—y)

=9

“p(@)p(y) H (v,y) dedy

= g Mg (00O i Ju (=9 ) dy

— W () g ()] iy Sy (= 9) T P (y) h(y) dy (2.82)
— IO PO i fr E =) p () g (v) dy

+ I8 () mei Jo (=) P (W) g (9) ke (y) dy.

Par conséquent

e Jo Jo (= 2) 7 (= 9)  p () p (y) H (2,y) dady
(2.83)

=203 () g (O (O] I3[ 0)] =2 %13 [p(8) g (O] w13 [p (1) A ()]

Maitenant, on pose p (t) = f(t) et g(t) = h(t) =t — E(X), a <t < b, dans I'inégalité
(2.83) on a l'inégalité suivante :

k2F2 ff (t—2)F  (t—y) " p(@)p(y) (@ —y)° dedy

(2.84)
= 2,8 [f (O] &I [(t— E(X)* f(1)] =2 (I [(t— E (X)) f(B)])*.
Ce qui donne
e Ja Ja (8 -y p(@)p ) (z - y)’ dady
(2.85)
=2 I3 [f ()] 0% ko () = 2 (Ex—B(x) ki (t))2
et o . .
v e L (=) F T (= ) p (@) p () (2 — ) dady
(2.86)

< gt [ fo (=) E T (0= ) F 7 (2 = y)* dady.
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Ce qui implique que

g Jo Jo (=) T (=) T p (@) p(y) (x — ) dady
(2.87)
2 [l 1wl 18] = Gl DT NI
D’apres (2.85) et (2.87), on trouve la premiére inégalité de (2.76) .
D’autre part, on a :
EIeIe TN -y p(@)p(y) (v — ) dady
(2.88)

< s, yepoq | (@ = 9)I° G2 [f (D) = (t =) GJg [ (1)])°

De (2.85) et (2.88), on trouve la deuxiéme inégalité de (2.76) .
Ainsi le Théoréme 2.13 est démontré. m

On donne aussi le résultat suivant :

Théoréme 2.14 [36] Soit X une variable aléatoire continue muni d’une f. d. p. f : |a,b] —
R*. Alors pour tout a <t <b, et a, >0, on a :

RIS O] 0% s+ kID [ (D] 0%k — 2 (Ex—px)ka (1) (Bx—px)ns (1))

;

=@

s (= a)* R JP [t + o (=) 2 Je

(2.89)

IN

—2 kIg [t] kjg [tH ||f||io? J € L [aa b]>

\ WL [f (O WL [F (D] (= a)”.

Preuve. On multiplie les deux membres de l'identité (2.18) par Gy, (¢,y), on aboutit a
I’identité suivante :

Grp (t,y) H (2, y) = Grp (t,y) (9 () — g (y) (h(x) = h(y)) . (2.90)

Par une intégration par rapport & y sur (a,t), on obtient :

JEGrp (ty) H (w,y) dy = [ Grg (t,y) (9 (x) — g () (h(z) — h (y)) dy (2.91)

ce qui entraine

x)h(x 8_ x B_
= SR [ () e p (y) dy — £ [L(E— )% p(y) h(y) dy (2.92)

>

e [ (=) T p () 9 () dy + i [ = 9) T () g () B (y) dy.
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De l'identité (2.92), il vient

@

“'p(y) H (x,y)dy

e Ja (=)
=g (@) h(x) oI [p ()] — g (x) 117 [p(8) b ()]
—h(z) w17 [p ) g @] + &I [p(t) g (t) h(t)].
On multiplie les deux membres de (2.93) par Gy (£, 2) , on obtient :
i [ (= )" G () p () H (2,y) dy
= Gra (t, ) g (@) h(2) &I [p(t)] = Gra (t,2) g (x) 1L [p (8) B (1)]
~Ghro (t2) h(2) 117 [p () g (O] + Gra (t2) 117 [p(t) g (8) R (2)].
Maintenant on intégre Uidentité (2.94) entre a, ¢, il vient

k21"k ff t_$%7 (t—y)

= I [0 () i o (=) p(2) g (2) b (2) da
— I (8 h ()] i S (=) p (2) g (2) do
— I (1) g ()] sk Jo (=) p (@) () da
+ 112 [P (8) g (8) B (1) i Sy (= 2)F ' p(2) da.
D’ou
e I L= ) (= ) T p (@) p(y) H (2, y) dady
= WZ O] (3 (B g O RO+ WIE @) g (1) h ()] LI [p (1)
—2 I [ (4 R (8)] 415 I (D) g ()]
Sionprend p(t) = f(t) et g(t) =h(t)=t— E(X), a <t <b, alors
e e L =2 (= ) (@ — )  (0) f () dady
= WIZIF (O] wdg [(t = B (X)) £ (O] + g [F 0 1F [t — B (X)) £ (1)

=207 [(t = B (X)) f (@) #I2 [(t = E (X)) £ (£)]-

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)
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On a aussi :

e e =) E T (= ) @ =) S (@) f (y) dady

EalIsY

< kzpk‘lf” f f (t—a)e (=) (x—y) dady (2.98)
=I5 (e (2] 22 (2] w2 1] 02 () — 2 52 (1], 22 1] -

De (2.97) et (2.98) on aboutit & la premiére inégalité de (2.89).

D’autre part, on a :

e e =2 T (= ) T (@ — ) (@) £ (y) dady

(2.99)
<sup, yepn 7 = yl? RIS LSO W1 UF (O] = WIS O] 21 (0] (= a)?,

et de (2.97) et (2.99) on obtient la deuxiéme inégalité de (2.89).

Le Théoréme 2.14 est ainsi démontré. =

On donne l'inégalité intégrale k—fractionnaire suivante :

Théoréme 2.15 [36] Soit X une variable aléatoire continue ayant une f. d. p. f

: [a,b] —
R*. Alors pour tout a <t < b, et a > 0, on a linégalité k— fractionnaire suivante

0 [ (D] 0% sn (1) = (Bx—mopa (1) < &2 (I [f (8)])? - (2.100)

Preuve. D’aprés le Théoréme 2.1, on peut écrire

eI I (D) 11g 2 (1) ° ()] = I [0 (8) g 0))°] < § L2 [f (D) (M —m)” . (2.101)

a

Onprendp(t)=f(t)et g(t) =h(t) =t — E(X), a <t <bdans (2.101), on obtient :

0< wIg [f (O] w1 [t = B (X)) (O] = I [(t = E(X)) f (1)])°

(2.102)
< LI 1F O] (M = m)”.
Sionpose m=a—E(X)et M =b— E(X), alors
W2 [ O) o3 [0 = B X)) £ (0] = (12 [t = E(X)) £ (D))"
(2.103)
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Ce qui implique que

RIS (D] 0% ko ) = (Ex—px)pa (1)

Le Théoréme 2.15 est démontré. m

(2.104)



Chapitre 3

Inégalités Fractionnaires et
Caputo-Equations Differentielles

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux applications des inégalités intégrales fractionnaires sur des
problémes aux limites d’ordre fractionnaire. On établit des hypothéses assurant 1’existence
et I'unicité des solutions pour un probléme aux limites fractionnaire avec conditions non
locales. D’autres résultats d’existence seront aussi traités.

On considére le probléme :

Do (t) = Yy oy (8) f (e () = fy CEE—f (s, (s)) ds, t €

£(0) = 2" +h(x), D'z (T) = S0, AD (1),

(3.1)

ou D® et DP représentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d’ordre « et p
respectivement, avec 1 < o« < 2,0 < p < 1let o € R, soient ¢,, 1 <[ < ¢ des fonctions
continues sur J :=[0,7T],2* e R, \, e R, 0<n, <T,i=1,2,...mm>2et f: JXR—-R
est une fonction donnée vérifiant certaines hypothéses qui seront précisées plus tard et soit
h : X — R est une fonction continue donnée et X = C (J,R) est I'espace de Banach de
toutes les fonctions continues de J dans R muni de la norme ||.||, ||z|| = sup {|z (¢)| : t € J}.

La condition non locale est aussi utile que la condition locale pour décrire certains phé-
nomenes physiques Lll, 12, 23]. Celle-ci est donnée sous la forme suivante : z (0) +h (x) = o,
telle que h(xz) =) . ¢z (t;) ot ¢;, i = 1,..., k sont des constantes données et 0 < t; < t5 <
<ty < T

Durant les derniéres années [8,9,58, 77|, plusieurs auteurs se sont penchés sur les pro-
blémes fractionnaires avec condition non locale.

Dans ce contexte, on établit des hypothéses sous lesquelles on peut montrer I'existence
et I'unicité des solutions du probléme aux limites fractionnaire (3.1). Ensuite, on prouve

41
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I’existence et I'unicité de la solution de tel probléme en utilisant le théoréme de point fixe de
Banach. On consacre la section 3.4 a I’éxistence des solutions du probléme (3.1) en utilisant

le théoréme de O’Regan. Des exemples sur les résultats théoriques suivront dans la section
4.4.

3.2 Reésutats Préliminaires
Dans la présente section, on présente quelques lemmes qui seront utilisés dans ce chapitre.

Lemme 3.1 [43] Soient o > 0 et f une fonction définie sur RY. Alors la solution générale
de l’équation
Df(t) =0, (32)
est donnée par :
fO)=S""0cth, ¢ €R, i=0,1,2,....7r — 1, (3.3)

ot c; ER,i=0,1,2,....,7r — 1, 7 = [a] + 1, avec [a] désigne la partie entiére de .
Lemme 3.2 [43] Soient a > 0 et f une fonction définie sur R™, alors
[ [Df ()] = f(1) + iy et (3.4)

ovc; €R,i=0,1,2,...,r—1,r=[a]+ 1

Lemme 3.3 [37] Soit 7" A\ * # TP et g : [0,T] — R une fonction continue, alors la
solution du probléme aux limites fractionnaire suivant :

“x(t) =9 (t) +f0 FU s)ds, teJ, 1<a<2 o>0,

(3.5)
z(0)=z*+h(x), D’z (T)=>" NDPzx(n,), 2*€R, 0<p<1,
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est donnée par l’equation intégrale suivante :

2 (1) = s J (= )" L, () (5) g () ds + mbess J2 (6 — )77 Vg (s) dis

_ T a—p—
et g b €= L () () g () ds

r(2-—p)t T ato—p_1
* (Z?L Amiip*Tf_p)F(a+0*p) fO (T a S) ! 9 (8) ds (3.6)

_ L(2—p) > 7%, Ait f@
(Zy Aimy P =117 )P (a—p) O

n;— )" 121 L (p1) (8) g (s)ds

F(Q )Z (3 Oé-‘rO'— —1 %
o R ey Jo (=) g () ds + (@ + R (@)

Preuve. D’apreés les Lemmes 3.1 et 3.2, la solution générale du probléme est écrite comme

suit :
r(t) = r(a) fo a ! Zl 1P1\S (5)g(s)ds
(3.7)

ato—1

t
Jr1“(a1+g) fo (t g(s)ds —co— cit,

oll ¢y and ¢ sont des constantes arbitraires. En utilisant la condition = (0) = 2* + h (z),
on trouve :

co=— (" +h(x)) (3.8)

En utilisant le Lemme 3.1 et en appliquant 'opérateur DP aux deux membres de (3.7),

on obtient : ) . o
DPa (1) = ks [t = 8" P Y0 0 () g (s) ds
(3.9)
t at+o—p—1 —
—l-m% (t — )P g (s)ds —clﬁtl P,
En particulier, pour t =T, on a :
T a—p—
Dra (T) = = [ (T = ) PV 0, (s) 9 (s) ds
(3.10)
T ato—p—1 _
+m fO (T — 8) p g (S) ds — C1 I‘(21—p)T1 p,
Ensuite pour t =n,,7 =1,2,...,m, on a:
DPx (1) = g Jo (0 = 9)" " Ly i (s) g (s) ds
(3.11)

i a+o—p—1 1— .
traremy Jo (1= 8) T g(s)ds —ciggymy Ty 1= 1,2, me
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En utilisant la condition Dz (T') = > _", \;DPz (n,) , on obtient :

o= r2-p)

S iy o (T =97 il (e ()9 (s) ds

— I'(2—p) T _ Neto-p-1
(X7 Aim} ~P=T1=P)T(ato—p) Jo (T'=5s) g(s)ds

2 m )\ . a 1
+(Zﬁ )\1(771 pzz;:l 1p fO n; — P Zl 1 (gpl) ( )g (8) ds
(2 )Zm )\ ; oo .
+(Z, i =2 T P) (a+o—p) fo ;= 5) P70 g (s)ds.

On remplace ¢y et ¢; dans (3.6), on trouve (3.7).

(3.12)

Maintenant, on transforme le probléme (3.1) & un probléme du point fixe. Pour cela, on

considére 'opérateur ¢ : X — X défini par :
o ( fo alZlﬁpl() f(s,x(s))ds

—i—ﬁ fg (t— )77 f (5,2 (s))ds

T a—p—
o ey b TS T T () f (5,0 (5)) ds

— T ato—p—1
+(Zm )‘1771 FP(Esztp)F(OH»O_ip) fo (T - S) " b f (S?'I (S)) dS

_ L(2—p) 3L, At f i
(221 P p (a—p) 70

;= )" T wi(s) f (s 2 () ds

r(2— it ; ato—p—1
_(2’-';1&75**5)% Hrare g Jo =TT S (s w(5)) ds

+(z* 4+ h(x)).

oute0,7T],1<a<2 0>0.

(3.13)

Pour établir I'existence et 1'unicité de la solution du probléme (3.1), on considére les

hypothéses suivantes :
(H,) : La fonction f:J x R — R est continue.

(Hy) : Tl existe w > 0 tel que pour tout ¢t € J et (x,y) € R?, on a :

If tz) = fty)l Swlz—yl .
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(H3) : I existe une constante positive @ < 1 et une fonction continue 6 : [0, 00) — [0, 00)
telles que :

0(v)<wv et |h(z)—h(y)| <0(z—yl|), pourtout z, ye X.

(Hy) : h(0) = 0.

(Hs) : 1l existe une fonction positive v (t) € C(J,R) et une fonction croissante v :
[0,00) — (0,00), telles que :

If(t,x)] <~ ()¢ (Jz|), pour chaque (t,x) € J x R.

. é 1 N
(Hﬁ) . Sup(;e(o’oo) \x*|+70¢(6) > j— ou

d T a— T ato—
Yo =: —lepl(lg’”‘x’ fo (T —s) ! v (s)ds + —F(O}M) fo (T —s) to-l v (s)ds

L2=p) ¥ lleilleT T o1
" I, /\izi’pl:%fp\r(a_p) fo (T —5)"""y(s)ds

r'(2—p)T T at+o—p—1
+!E;';lAmif”(—T}?ﬂF(aw—p) Jo (T =)™y (s)ds (3.14)

L2—p) 3 lleilloe 32721 XIT 1
* !EZ’Z )‘ﬂl?EE;?Tlfpyl"(;_p) fo (; — )" " v (s)ds

T'(2—p) Y%, IN|T i ato—p—1
* |z, /\m:};*Tl_lﬂr(aJrafp) 017 (; = 5) T (s)ds.

Dans ce qui suit, les inégalités fractionnaires ainsi que les théorémes du ponit fixe (
Théoréme 1.1, Lemme 1.4 : chapitre 1) seront utilisées pour prouver Iexistence et I'unicité
de la solution de notre probléme (3.1).

3.3 Existence et Unicité : Quelques Résultats

En se basant sur le principe de contraction de Banach, I'unicité de la solution du probleme
(3.1) sera prouvée.

Théoréme 3.1 [37] Soit S°7, A\, © # T'P. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hy) et
(Hs) sont vérifiées. Si
Aw+w <1, (3.15)
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avec,

A= Z?:1||<Pl||ooTa + Toto
T T'(a+1) I'(a+o+1)

T2-p) S leilloo (TP [Nl ~PT)
| Aoy =T e [P a—pt1) (3.16)

+

(2 p)(TaJro p+1+2 1|>\ |77L a+o— PT)
|z;’;1 )\lnll P_mi- P’F ato—p+1) '’

_|_

alors le probléme (3.1) admet une solution unique sur J.

Preuve. Pour montrer I'existence et 1'unicité de la solution du probleme (3.1), il suffit de
montrer que 'opérateur ¢ admet un point fixe.

En effet, pour z,y € X et t € J, on a :

= 5ty Jo (=) L @i () (f (5.2 (5) = f (5,9 (5)) ds

iy Jo (=) H(F (5,2 () — £ (5,y(s))) ds

A e (T = T S e (9) ( (s () = f (s (5)) ds

o> e Jo (T =) 77 (f (s, (s)) = f (s,/(5))) ds (3.17)

Sy Aimy P=T? p)F(OH‘U_p)

e ey i = ) T EL e 6) (f (5, (5) = f (5, () ds

T ey o 0= )T (5,3 () = £ (5,9 () ds

+h(x) = h(y)l-
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Alors
6 (2) = o W) < mx5 Sy (T = 9)° " supgeyer Sty ey () N1 (5,2 () = f (5,9 () ds

tr Jo (M=) f (s,2(5) = f(s,u(5))] ds

_ T a—p—
+|Z£1/\m§gf;)ip_p|ma,p) fg (T'—s)*" ' SUPo<s<1 2i1 |20 ()L f (5,2 (s)) — f(s,y(s))] ds

r(2—p)T foT (T — S)“*"*p’l I\f (s,2(s)) = f(s,y(s))| ds

+ =
|35y Aim; P =T1=?|(ato—p)

I'2— mNT i a—p—1
T sty o 0= ) T supocct Sy Lo ()1 (5,2 () = f (s, () | ds

re-— m T i ato—p—
e ey o (1= 9™ (5,3(9)) = f (5,9 ()l ds

+ [k (z) = h @Il
(3.18)
En utilisant les I'hypothéses (H;) — (H3) , on obtient :
w||lz— q T a—
6 (@) — ¢ ()] < “=lzslade (1T — 5)*t s
w||z a—l—a—l
PRI (s
Le—pTwlz—yl 3/ lleille T a—p—1
e 7
L@-—p)Twllz—y] T +o-p-1 (3.19)
—p)Tw|z—y _ \&To—P—
S -1 Jo (= 9) s

+F(2—p)2;’;l‘)\i|Tw||m—yHE?:ln‘PlHoo f (77 . S)a—p—lds
|30y Ainy =T =P [T (a—p) 0 A

L2—p) > % il Twllz—yll m;

o at+o—p—1 -
|Z ml p7T1—p|1—\(a+o.7p) 0 (771 S) ds +w@ H.’L’ y“ .
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En calculant les intégrales, on aboutit & :

el oo T ato
16 (2) = & (9)]| < ZRT" g~y + 22 fe —

LE—p)T*~ P 37T lleillo

* |Z:11 Aiﬂ}7p7T1*p|F(a7p+1)w HiU - yH

SRR ) i wllz =yl 3.20
S Al P—T1 - [D(a+o—pt) (3.20)

7

PER—p)T 3 Xilng P 30 el

+ =
|7y Aim; P =T =P | D (a—p+1)

wllz =y

L@2-—p)T 37 [Xilng 7P
S Aml 7T [Natoptl

+ @ llz =yl + =z =yl

Ce qui implique que

q7 ooTa a+to
6 (@) = o)l < [ERET + (T wlla -y

T(2-p) Sy llnlloo (072 s Xilng PT+T—PHL)
* { |y Aing P =T1=7|D(a—p+1) (3.21)

T(2-p) (S0 ilnFoPTToto—pt1)

+ ’221 )\i'fﬂ_p—Tl*P‘F(a—&-o‘—p—&-l) :| w H[E’ - y” +w Hx - y” :

D’ou,
16 (z) = ¢ W) < [Aw + ] [lz =y (3.22)

Comme Aw + w < 1, alors ¢ est contractant. On conclut par le théoréme du point fixe

de Banach I'opérateur ¢ admet un point fixe unique x € X qui est la solution du probléme
(3.1). m

Notre deuxiéme résultat de 'existence des solutions du probléme (3.1) est basé sur le

Lemme 1.4.

3.4 Existence : D’autres Résultats

Afin d’appliquer le Lemme 1.4 on considére 'opérateur ¢ : X — X défini par :

px (t) ==z (t) + P (t), t € J (3.23)
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ou

o1 () = miy Jo (L= 9)" 7 S0y @i (9) £ (5, (s)) ds

+ﬁ fot (t— )77 f(s,2(s))ds

_ T a—p—
+ (ZZZ1 Ain;}Z—g)lt*P>F(a—p) fo (T - S) ot Z?:l <)0l (S> f (87 x (8)) dS

(3.24)

1 o Jo (T =870 f (s, (s)) ds

Sy Aim; P=T'=P)T(ato—p) /O

2 oAt i Oc 1
_(Z;ml)\(’r]lpz)ETl P f() i _S " Zl lgpl( )f(SV]:(S)) ds

r2-—p) > f i
0

(S v P=T1-7) F(a+o »)

—5)* TP (5,2 (s)) ds, t € J,

Z

et
Pox (t) :=a*+h(z), teJ. (3.25)

Théoréme 3.2 [37] Soit .7, \m; ¥ # T'P. Supposons que les hypothéses (Hy), (Hz) —
(Hg) sont vérifiées. Alors le probléme (3.1) admet au moins une solution sur J.

Preuve. D’apres 'hypothése (Hg), il existe un nombre dy > 0 tel que :

do - 1
T+ 0 (00)  1-w

(3.26)

On montre que les opérateurs ¢, et ¢, définis par (3.24) et (3.25), respectivement, vérifient
toutes les conditions du Lemme 1.4.
La preuve sera donnée en quatre étapes.

Etape 1 : On montre que lopérateur ¢, est continu et complétement continu. On consi-
dere I’ensemble 25, définit par :

s, = {2 € X : ||z]| < 6o} . (3.27)
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Pour montrer la continuité de 'opérateur ¢, : Qs, — X, on consideére z,, C 5, tel que
x, (t) — x (t), alors pour tout t € J, on a :

191 (Tn) — ¢1 (2)

V(T =) S0 00 (5) (f (5,0 (5) = f (5,2 (s)) ds

e Jo (T =977 (f (5,20 (5)) = f (5,2 (s))) ds

e e o (=9 () ( (5. (5) = £ (s, () ds

ey o (=977 (5,20 (9) = f (s.2(5))) ds

F(2 p)T Z:” IRy

e [ = )" S (9) ( (s (5)) = £ (s () ds

e f:’TT?p; e B =) G () = S s (o) s
(3.28)
Alors
6 () — &y ()] < Zlilee f1(T — )77 || f (5, (5)) = £ (5,2 (5))]] ds
i Jo (L= 8) 7 (5.2 (5)) — £ (5,2 (s))] ds
s [T (T = s) S (5,0 () = f (5, () | ds
+ et Jo (T =) TP £ (5,20 (5)) = f (5,3 (5))]| ds 2
(Z;’;l)\mg_prl—P)F(aJrafp) 0 yen ’
e 1 (= )" (5.0 () = f (s (5))]| ds
Ty o = )T (s (5)) = £ (s, (5)) | ds.
Par suite
61 (2a) = &1 (@] < [+ Z2 11 (5,20 (9)) = f (5.2.(9))
L2-p) Y el oo (T PI4T35 i ™7
+ { - (zz’ilini(f”Tlp)?(ap+1> i (3.30)

F(Q*p)(TQ+g_p+1+TZ:Z1 ’Ln?‘i’o P

— ) — S, TS
S 1 (s 90) = £ s )]
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Ce qui donne

161 (2n) — &y (@) S AU[f (5,20 (5)) = f (5,2 ()] (3.31)

Puisque f est continue, alors
|61 () — ¢ (2)]] — 0, quand n — oo, (3.32)

ce qui prouve la continuité de ¢, .

Maintenant, on montre que ¢, (ﬁgo) est borné. Pour tout € Qs, et t € .J, on a :

61 @)1l = ||ty o (T =) L, 1 (5) £ (s, (s)) ds

-I—m fOT (T — 5)* 7' f(s,2(s))ds

_ T a—p—
s e o €= e () f (s, (5)) ds

3.33)
re-p)T T\ Nato—p-1 (
T e I =9 s )
2—p)T S"™ N\ i a
T I = )" L @ (9) f (s () ds
re- P)sz Ai i at+o—p—1
T P)F(a+a g Jo (= s) f(s,z(s))ds| .
Alors i lledl
6y (2)]] < =5Et= [0 (T “Hf(s,x(s)) ds
T a+to—
iy Jo (T =) f (5,2 (s))| ds
re-pTS ol (T ya—p-1
+|Z§11 im, P =T'=?|(a—p) fo (T =) |/ (5,2 (s))l ds
(3.34)

re-pr Jo (T = )77 f (s, (s)) | ds

- =
|35y Aim; P =T1=P|T(ato—p)

I T 2 )\ %) i Oé —1
PR el [ (g, — ) f (s, ()| ds

L2-—p)T 37 N i ato—p—1
ety o (1= )T S (5, (5))] ds
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En utilisant ’hypothése (Hs), on obtient :

[Ivll%(80) o7 il oo a 1
N e e N ( ds

¥(do) a+0—1

A 7 (1 o s
IVllv (50)C(2—p)T 311 1l oo a p—1
+|le/\n1pT1 zl?|1£ L fo — ds
. (3.35)
IVl (0)T(2—p)T fo (T B S)a+a—p—1 ds

* | it Aini_p—Tl_p |F(a+a—p)

Hvll¢(<50) =T Nl X lellee rns a—p—1
Sl Ty o (T8

[[[%(30)T'(2=p)T 3272 i i _ a+cr—p—1d
m 1— i S.
IS, Ainl P TP [D(ato—p) J0

_|_

En calculant les intégrales du second membre, on aboutit a

” ¢5 T ”oo J Ta+o-
o, ()] < 1 <o)r(a+zll)1uwl 1 Intinre

Ivll%(60)T (2—p) T+ —PHL
mg*P_Tl—p‘I‘(a-i-g_p_;,_l) (336)

+H7H1/1(50) QTP 51 el +
’EZ’; iy P=T1= PlF a—p+1) |Z;’;1)\

+||va(5o) C=p)T 7 il P S leillag 4 Inleto)t2— —p)T 3 Ao P
|y Aimj P =T =P | (a— p+1) |y Ain; “P=T1 =P |D(ato—p+1)

Et donc,

Sy o) octo
62 @)1 < Il (60) | ERAGT + ]

(2—p) iy () (TP Ny ™7
B e (337)

+ (2 p)(TQ+U P+1+Z 1‘)\ |,,704+f7 pT)
|Z:Z1 /\17711 P—T1= p|F a+o—p+1)

L’inégalité (3.37) implique que
[y (@) < [l7[[ % (60) A (3.38)

D’ou ¢, (ﬁ(go) est uniformément borné.
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Ensuite, on établit I’équicontinuité de ¢,. Soit t1, to € J, ta <ty et x € 550. Alors

16 () (t1) = ¢ (z) (L)

< Zinlale 1 [y — )t — (1= )" If (s, ()] ds

q a—
Bl 10 1y = 5 (s, (5) | ds

bk S (0 — 97— (1 — )™ f (5,2 ()] ds

I'a+o

i [ (= )™ f (5,2 (s))] ds (3.39)

I'(ato) Jt1

Le2—p) X llelleti—t2) T a—p—1
-|—|le JplTl p|rap)f0 (T — s) |f (s,z(s))|ds

I'(2— — T ato—p—1
e e (= G o)

C(p42) Yoy ol oo Doimy Ml (b2—t1) f i
|Z?;1 ;P-T p|p(a D) 0

0 =) (s, (s))| ds

+

+ L(2—p) 3572, [Nl (t2—t1) fz
327 A P=T1P|D(a+o—p) O

n; =) f (s, 2 ()] ds.

i

L’hypothése (Hs) implique que
[¢ () (t1) — ¢ (z) (t2)|]

< Il Slletle 12 [, — )t _ (1, — 5)1] ds

T(a)
+“7”¢(50)r%qu)=1|m”m tt; (t — S)a—l ds
R [ =)™ = (1 =)™ ds
I [ (1 — )7 ds 5.10)

+|M||¢§;;) (?nlp);lTlle‘lll—“ a(t; t2) fo — §)aTP” L s
HEE T ey do (18T ds
A R ) [0 (g, — ) ds
R i (= s



o4

Donc,

16 () (t2) — & () (1)

Il1960) Sy 1, o, ja _ya
< e = (I =) + 15— 19))

1] a+o ato a+o
+F”(1|%Jf1)) (‘(tl - t2) + 2fzJr -t

) (3.41)

7] (80)T"(2—p) TP 3 el Totop
T |Z:’;1 Ain}7p7T1*P’ [ F(a—lp}&-l) + I‘(oc-‘ra—p-‘rl)] (‘tl - t2’>

v (60)T(2=p) | Xislleillee e ilni®7P | 3 [Nifny 7P
+|2211 )\m%—p,T1_p| [ = lF(a—p+i) + F(év+c7—p+1) } (It =t1])

Passant & la limite lorsque ¢; — > dans (3.41), on trouve que [[¢ () (t1) — ¢ (z) (t2)|
tend vers zéro. Donc ¢, (ng) est équicontinu. D’apreés le théoréme d’Ascolli-Arzella, ¢, est
un opérateur complétement continu, ce qui achéve la preuve de ’étape 1.

Etape 2 : On montre que Uopérateur by = Qs, — X est contractant.

En effet, pour ,y € Qs, et t € J, on a :

162 () = &2 (W) = [[2(x) = A (W] - (3.42)

D’apres 'hypothese (Hs), on trouve que :

|62 () = o (Wl < @ [l =yl . (3.43)

Comme w < 1, alors ¢, est contractant.
Etape 3 : On montre que l'opérateur by : Qs, — X est borné.

En effet, soit # € Qs,, alors pour tout ¢ € .J, on a :

16 ()] < [l2™ + R ()] - (3.44)

Donc,
|6 ()| < [*] + [Ih (2) = h (0)][ + [ (O)]] - (3.45)

Les hypotheses (Hj3) et (Hy) impliquent que

165 (z)]| < [2*| + wdo - (3.46)
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Ce qui prouve que ¢, (550) est borné. De plus, d’apres le fait que ¢, (ﬁ(go) soit borné, on
peut conclure que ¢ (550) est borné.

Etape 4 : Finalement, on montre que le cas (II) du Lemme 1.4 n’est pas vérifie.

A cette fin, on effectue la démonstration par Pabsurde. Supposons que (I1) est satisfaite.
Alors il existe 0 < p < 1, z € 98y,, tel que x = po (x).

Par conséquent, on a ||z|| = dg et

2 (8) = i [y Jo (0= )" iy () f (s, 2(5)) ds

—i—F(a;w) f(f (t— )7 f(s,2(s))ds

INCES T a—p—1
HEmoarr i o (T =9 Sl () £ (52 () ds

- T oo
* (Z:L )‘iﬂi_l;(foztp)F(a—l—o—p) fO <T - S) o f (87 T (S)) ds (347)

D(2—p) 7, Ait ; 1
(Z:nl)‘(lnlp)p ;«11p (a—p) fo z_s CY - Zl 1@[( )f(S,a,’(S))dS

re-— At i a+o—p—1
S sty do (=)™ (s, (s)) ds

4 (z* +h(z))], te

En utilisant les hypothéses (H3) et (Hy) — (Hg), on obtient :
ol < o (ol | Eists f5 (¢ = )" (s) ds

t o—1
—i—ﬁ Jo =)y (s)ds

T-—p)t 3ol a—p-1
+(Z"i Aqflp g il) (a— p)fo (T =) " v (s)ds

F(Q p) T . a+o’—p—1
e yare Jo (=) 7 (s)ds (3.48)

LE-pt P N Sl i
+(z_ Ain; P=T1=P)I(a—p) fﬂ

n,—s a p_l’Y(S)dS

2 s Ait i a+to—p—1
+(21”1M§1 S)% ;)F(aﬂffp) JoE ;=) Ty (s) ds
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Maintenant, on prend ¢ € J et en ulilisant la définition de Qj,, alors
8o < ¥ (So) [Zz 1ol oo f (T —s5)* 1’)/(8) ds
— T'(a) 0

T ato—
+r(a1+a) Jo (T —>s) " 1’7(5) ds

re- p)tZ lleall oo a -1
el T ()

1 e Jo (T =877y (s) ds

Sy Ain; P=T1=P)T(a+o—p)

CE=p)t >t i i llelle f i
0

a p—1
+(ZZ”1A S T ) a-p) v (s)ds

i

['(2—p) 327, Ait f i (.
Sy Ay P=T1=P)T(ato—p) 1O N1

_|_
(
+ |z*| + wdp.

Ce qui implique
(50 < ’}/Ow (50) + |LU*| + wég.

Donc,
0o 1

<
Yot (60) + [2*| l-—w

0 — )Ty (s) ds

(3.49)

(3.50)

(3.51)

ce qui constitue une contradiction avec (3.26). Par conséquent, on a montré que les
opérateurs ¢, et ¢,, vérifient toutes les conditions du Lemme 1.4. On peut conclure que
I'opérateur ¢ admet au moins un point fixe x € €25, qui est la solution du probléme (3.1), ce

qui acheve la démonstration du Théoreme 3.2.
[ |

Dans cette section, on présente des exemples validant les résultats.

3.5 Exemples Validant les résultats
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Exemple 3.1 Soit le probleme suivant :

sinh e’52 _ :
D3z (t) - < ) + 7e+; + \{gjﬁtgt) (( -z tanlx (t) + %tQ)

(

21/ 14met? 5y/T+t)
{ t (t—s)3 3.52
— fo (F S%); <ﬁ tan~!z (t) + §32> ds, t €[0,1], ( )
| 2(0) =2+ X0 ca(t), D3 (1) =¥D3 (3) +3D3 (2) + §D3 (3).
ou 0 < ty <ty < ... <ty <T,c,1=1,..k sont des constantes positives avec
Ef:l G < %
Pourcetexemple,onaa:%,p:% a:%, /\1:%3, Ao = 3, )\3—27771:%,7]2:%,

— = 3 T —1 et o (t) — sinh(et2)
3 ’ 5 ! 21y/14et?’

et 7 sinh X
P2 (t) = Tiet? ¥3 (t) = \{;ﬂ+t2t’ f(t,fl)) =

NeJf s

(5\/7;-&-75)2 tan !z + %t27 h (ZL‘) = Zi:l CiT (tz) )

Soit t € [0,1] et x,y € R. Alors

s ltan1 oz — tan~ly| < 5 |z —y| |

Par conséquent, 'hypothése (H;) est vérifiee avec w = 25## Aussion a :

|h(z) —h(y)| < Ef:l G (t;) — Zf:l ciy (ti)| < Zf:l cilr =yl .

Dot 'hypothese (H,) est satisfaite avec w = ¢ | ¢; < 3.

Comme

1]l = SUPyefor) #1 (£) = 0,01757, [0yl = Supyepoy 2 () = 0,125,
03]l oo = SUPepo1] 3 (1) = 0, 053835,

il en découle que

A Zhlele 1 +r<2—p>zi’:lnwnw(1+2?:1|w?“”)
: T(at1) T(at+o+1) |0 Aing P —1|D(a—p+1)

ato—p

F(z_p)(1+2?:1|)‘i|77i ) — 17 320 7

+ =
|0y Aimj ~P—1|T(a+o—p+1)

Par conséquent,
_ 1.3207 k )
AW+W—W+§Z<:10@<1.

D’ot, d’apres le Théoréme 3.1, le probléme (3.52) admet une solution unique sur [0, 1].
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Exemple 3.2 Considérons le probléeme suivant :

(

D%x (t) _ <11;1((11_?__f2)) + e~ Tt ) <ﬁc0s(7rt)|w(t)| + + 1n<1 + t2)>

20V 1+nt2 16(t42)2
t tfs% v/ cos(ms)|z(s
. =k%§( colmiliin L +mu+wymtemu, (3.53)

#(0) =3¢ +32(C), D3 (1) = V3D (1) + D5 (3) +3D3 (5), 0< (< 1.

Onaaz%,p:%,UZ?’ = /3, /\2:1,Agzi,nlzi,n2=§vn3=‘—;,0<c<1,
2 . L 1n(1+t) _ e~ Tt
xr = ?, T = ]. et 801 (t) - — 17(1+t2)’ SOQ (t) T 20V 1+7t2 "

On définit

f(tw) = YEemiOlp L b (1447, t€[0,1], 7€R .

Pour tout t € [0,1] et x, y € R, on a :

1 (t) = f (8 y)] < Y2 o =yl < 4 e — ]

et
|h(z) =h(y)| <2le—y|.
Il est clair que les 'hypotheses (Hs) et (H3) sont vérifiées avec w = ‘é—; et w = i
On a aussi
o1l = 0,040773, [lps]l,, = 0,02456 9
et
A= Sl 1 P@=p) S lleilloo (14358 il )

r(ohul)oo + T'(a+o+1) + |Z?=1)\m37’771|1"(a7p+1)

T(2—p) (1435 At P)

+ =
|Z?:1 )\m; p71|I‘(04+0'7p+1)

= 0,58112.

Par conséquent,

Aw + @ = 0,01609 + 0,42857 = 0, 1609, 42857 < 1 .

D’apres le Théoréme 3.1, le probléme (3.53) admet une solution unique sur [0, 1].
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Exemple 3.3 On Considére le probléme suivant :

(

z osh(mt+1 t2 In(1+¢)
Dia(t) - (CIS(t(2+2)) T rerrs T 17((1+t2 ) PBta?sinz (7?t)

t (t—s)V21 !

= Jo Wﬁts sins (7%t) ds, t €10,1], (3.54)
[ 2(0) =L 4 wa(¢), DF(1)=2D% () +3D% (2) +4D3 (2),0< e <1,

Pourcetexemple,onaa:‘—z,ng,a V2 )\1—2 Ay = %,/\3:%7’] %7]2:%,
*

h(mt+41 In(1
N3 = %7 0< C < ]-7 et ¥1 (t) = %7 P2 (t) = 7ret+15’ ()03( ) =: 17((1::2))7 T = %
On définit
[ (t,z) := Bta?sinx (7%t)
et

h(z)=wz(f), 0<(<1.

En appliquant I’hypothése (Hj), on obtient :

h(z) —h@)| <@llz—yl, =, y € C(0,1])

ce qui signifie que h est contractant. De plus h (0) = 0. Par conséquent, I’hypothése (H,)
est satisfaite.

Pour tout t € [0,1] et x € R, on a :

|f (t,x)| = |Btz?sinz (72t)] < Bta?

D’ot, 'hypothése (Hj) est satisfaite avec v (t) = St et ¥ (z) =

Maintenant, en calculant la valeur de ~,, on obtient :

Yo = Zl 1H801|\oo J’O _ Ot 158d8—|— a+U fo 1 B )a+a 163(15
L) Sl gyt
+|Z, v lplllpa ) fo Bsds

I'(2—p) fol (1 N S)OHrO*P*I 6Sd3

+ -
|Zf:1 )\m} p71|1"(oz+ofp)

INCE DS 1||<Pz|| 1\,\| ; _ a o1
+ S8, Ny P 1|r Iy (n; Bsds

- 3 7 i oat+0—p—
R (g, — )" fds = 2, 045525,
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Par conséquent, on aboutit a :

_0,60552

5 _ 5 1
SUPse(0,00) o [Hvqu(d)  SUPse(0,00) Ti0855258% /B

I—|e| -

>

Ce qui signifie que 0 < 8 < (0,60552)% (1 — |a])*.

Ainsi, toutes les hypothéses du Théoréme 3.2 sont vérifiées ce qui permet de conclure que
le probléme (3.54) admet au moins une solution sur [0, 1].



Chapitre 4

Systéme d’Equations Différentielles
Fractionnaires avec n Dérivées

4.1 Introduction

L’étude des systémes d’équations différentielles fractionnaires soumis a des conditions aux
limites, a pris part d’une attention particuliére lors de recherche tres récents. Ces résultats
peuvent étre consultés dans les références (21,42, 50, 51,59, 72,73, 75 — 77].

Ce chapitre est consacré a I’étude d’existence et d’unicité des solutions du systéme d’équa-
tions différentielles fractionnaires avec dérivée fractionnaire au sens de Caputo. On consideére
alors :

( D>x(t) = f1 (t,y (t), Dy (t), Dy (t),..., D=1y (1)), t € J,

Doy (t) = fo (t,z (t), Dha (t), D%x (1), ..., D1z (1)), t € J,
(4.1)
z(0) =a*, 2/ (0) =2"(0) = ... = 2"2(0) =0, DPz (1) = A\, Dz (1),

L ¥ (0)=y*, ¥ (0) =4"(0) =.. =y 2 (0) =0, DU (1) = XD (&),

ou D%, DBi §=0,1,2,...n — 1, DP et D9, sont des dérivées fractionnaires au sens de
Caputo, avec n — 1 < a1 < .. <y < <netn—-1<p,; <..<p; <pBy<n,
p<ag,q<pPy,neN" n#l J:=][01], A\, Ay # 0 deux constantes réelles, 0 <7, £ < 1,
fi, fo 1 J x R" — R sont des fonctions qui seront & préciser plus tard.

Dans la section 4.2 de ce chapitre, on présente la solution générale du systéme d’équations
différentielles fractionnaires (4.1). Des hypothéses sous lesquelles on peut montrer I’existence
et I'unicité des solutions du systéme fractionnaire (4.1) sont proposées. La section 4.3 est
consacrée a I’étude de existence et 1'unicité de la solution du systéme (4.1) en utilisant
le principe de contraction de Banach. Dans la section 4.4, on s’intéresse a 1’éxistence des
solutions du systéme (4.1). Enfin, on présente des exemples dans la section 4.5.
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4.2 Reésutat Préliminaire et Hypothéses

On démontre le lemme suivant :

Lemme 4.1 [38] Soitn—1<ag<n,n>0etg:J— R une fonction continue. Alors la
solution du probléme :

D*x(t)=g(t), teJ n—1<ayp<n, (4.2)
z(0)=z* 2'(0)=2"(0) =...= 22 (0) =0 (4.3)

et
Drx (1) = M DPx (n) , (4.4)

est donnée par :

T(t) =i Jo (=) g (s)ds + "

n n—1 Oé——
I p)tn N fo 0Pl g (s)ds (4.5)

- (17}\177'" p—1

AT (n—p)tn—1 joo=p-1
+(1 /\17)”1 p— 1)11:(71)1" (co—p) f[) o g(S) ds.

Preuve. On a :

z(t) = F(io) fot (t— ) " g(s)ds —co— eyt — cat? — . — g™ (4.6)

oil ¢y et ¢y, Ca, ..., C,—1 sont des constantes arbitraires. Les conditions z (0) = z* et 2 (0) =
.. = (™2 (0) = 0 impliquent que
co = —1a* (4.7)

et
Cih =C = ... =Cp—9 . (48)

En appliquant le Lemme 3.1, on obtient :

Drx (t) = m fot (t—9) " g(s)ds — c,_ 1%1&” Pl (4.9)

En utilisant la condition DPx (1) = A\ DPz (), on oboutit a :

Cn— (1 )\17]77, 11;(1 n OCO p fo ao*pilg (S) dS
(4.10)

M (n— cx —p—1
_(1_)\17771, ; 1 Z T(ao—p) fO 0P g(S) dS.
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On injecte cq et 1, Ca, ..., Cpa, C,—1 dans 'égalité (4.6), on obtient la quantité (4.5).

Le Lemme 4.1 est démontré. m

On introduit I’espace de Banach suivant :

X = {l’ T e C(J7R)a Dalxa DDQI:"'vDan_lx € C(J7R)} )

muni de la norme

lzllx =zl + [[D* || + [[D*]| + ... + [[D* =]

telle que

[2] = sup |z ()], [D*x|| = sup | DMz (2)],
teJ teJ

|D*?z|| = sup |D*x (t)], ..., || D*z|| = sup | D* 'z (t)].
ted ted

De la méme facon, on peut définir I’espace suivant :

V:={y:y€ C(JR); Doy, DPy, .. DPraryeC(JR),

muni de la norme

lylly = Iyl + [D%y]| + | D%yl| + ... + | D2y

avec

lyll = suply ()], ||DPry|| = sup|D%y(t)|,
tes teg
HD'62yH = sup ‘Dﬂ2y (t)‘ ey HDﬁnflyH = sup }Dﬁnfly (t)} )
teJ teJ

Alors, pour tout (z,y) € X XY, on a :

X xY ={(z,y): (,9) € C*(J.R) et [[(z,9)llxny = l2lx + l¥lly}

ol (X XY, ||(z,9)| xxy) est un espace de Banach.
On considére les hypothéses suivantes :

(Hy) : f1, fo:]0,1] x R — R sont des fonctions continues.
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(Hs) : 1l existe des fonctions positives a;, b; € C ([0,1]),i =0,1,...,n—1, telles que pour
tout t € J et (xg, 1, T2, ooy Tn_1), (Yo, Y1,Y2, -, Yn—1) € R", on a :

|f1 (tax()uxl?m?’ "'7'1:%71) - fl (tay()uyhy?a "'7yn71)|

(4.11)
< ao (t) [wo — yol + a1 (1) [z1 — pa] + a2 () |22 — yo| + o 4+ @1 () |21 — Yo
et
’f? (ta Loy, L1, L2y -eny xn71> - f? (ta Yo, Y1, Y2y -y ynfl)|
(4.12)
< bo (1) 2o — yol + b1 () |z1 — ya| + b2 (8) [w2 — ya| + .. + b1 (8) [Tt — Y],
ou
Wo = SUPye Ao (t) ;w1 = sup;ey a (1) ,wa2 = sup;ey as (t),...,Wn—1 = SUP;c; an_1 (1),
wo = sup,e; bo (t) , w1 = sup,c; by (t) ,we = sup,e; b2 (1), ..., Wp—1 = sup,c; b1 (t) .
(4.13)
(Hj) : 1l existe deux fonctions positives [y et Iy telles que :
|f1 (t, Lo, T1,T2, ...75En_1)| S ll (t) s t e J,
(4.14)
|f2 (t,x[),flﬁl,l'g, "'7$n—l)| S l2 (t) ) S ‘]7
pour tout t € J et (zo,x1, %2, ..., Tn_1), (Yo, Y1, Y2, -, Yn—1) € R™, avec
Ly = sup Iy (), Ly = sup Iy (t).
t€[0,1] t€[0,1]
On introduit les quantités suivantes :
1 T (n—p)(1+[\1|n=0~7)
No = [(ao+1) T [1=An" =P~ 1T ()T (a0 —p+1) °
N, — 1 T (n—p)(1+[ A1 |n*0~7) =1 1
kT Tlag—aptl) T T—dn 71 T(n—ap)(ao—p+1)’ " = o L
I'(n—q)(1+|X2|¢%07)
My = l_ 4 pra— .
07 T(BotT) " [1-regm 41 [T(n)L(By—q+1) (4.15)
L 1 (n—q)(14|x2]¢%0~9) - _
Mh — F(BO_Bh+1) |1*)\2£n_q_1|F(n*/3h,)r(,80*q+1) ) h — 1) ceey n 1

W:=wo+wi+..+wy_1.

W =wy+ W+ ... +Wp_1.
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ot uire) D(n=p) (141 %0 ~)

0 = i T o) *Zk 1 T=Xin"=P=TD(n—az)L(ag—p+1) "
(4.16)
0 T(n—q)(1+X2[¢%0~7) by I(n— q)(1+|A2|5B0—q)
= |17,\2§"7q71|F(n)F(ﬁqu+l) h= 1 |1 Aon—a- 1|F 3,)T (,BquJrl)'
4.3 Unicité de Solutions
On définit 'opérateur ¢ : X xY — X x Y par :
¢ (z,y) (t) == (¢ (y) (1), P2 (x) (1)), tEJT, (4.17)
ou pour tout £ € J,
Oy (t) == %’to) fot (t — 3)0‘071 fi(s,y(s),D*y(s),..., D1y (s))ds + z*
n n-l a —P— « Oy —
e (1= 8)* P fy (5, (5), DMy (), DOy (s)) s (4.18)
MI(n n—1 a —p—1 « ap—1
e (g — )P £ (5, (5), DUy (s) oy DTy (5)) ds
et

Pox (t) 1= ﬁ f(f (t— 3)6071 fa (3 x(s), Dﬁlx( ), ...,Dﬁn—lx(s)) ds + y*

I'(n—q)t" ! 1 Bo—q—1
— (1_/\25n_(q_1(1>);(n)1,(50_q) fo (1—s)7079" fy (3, x(s), D% (s),..., D1z (3)) ds (4.19)

XoT'(n—q)t" 1 3 —g—1
= gn_j_l)qunm o o (=8 fa (5.2 (), DM (s) ., DT (s)) ds.

Théoréme 4.1 [38] Soit n" P~ # All et &It £ /\% Supposons que U'hypothése (Hj) est
vérifiée. Si

(No+ 4 i N w+ (Mo + S M) w < 1, (4.20)

alors le systéme (4.1) admet une solution unique sur .J.

Preuve. Pour montrer que ¢ admet un point fixe, il suffit de montrer que ¢ est une contrac-
tion. En effet, si on note

F(s) = fi(s,y(s), D%y (s), ..., D7y (s))

_fl (Svyl (S) ) Dalyl (S) DA Dan—1y1 (S)) )

(4.21)
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alors pour tout ¢t € J, et (z,y), (z1,y1) € X x Y, on a:
|61y (£) = by (8)] = |7iy Sy (8 = )™ F(s) ds

L(n—p)" L1 =gy Pl B g)ds 4.92
0

~ (I=Mm PO (n)T (0 —p)

MDD (n— pt" !

af —1
T T (a0 p) fo PR (s)ds) .

Ceci signifie que

191 (y) — &1 (y1)

I'(n—p)Tm 1 1
+ o et Jo (1= )P [F (s)]| ds (4.23)

Jo (L= s) M| F (s)]| ds

1
I'(ev)

AT YT~ 1 1
e D [ (= 5)™ P[P (5)]| ds.

D’apres (4.21) et 'hypothése (Hs) , on obtient I’estimation suivante :
1 (y) — &1 ()| <

[supse ao () ly = w1l + supyes ar () Dy — Dy + ...

+ SUp;c s an-1 (1) || D1y — D= 1Z/l” )fo (t—s) ao Yds
+ [supyes a0 () [y — will + supey a1 () [[D¥y — DUyl + .. (4.24)
Cn— Qn— L(n nt a —p—1
+Supt€J Ap—1 (t) ||D 1y - D 191”] =A™ (p 1p|1f(n)1—‘(ao ) fO 1 — 0P dS

+[supye s ao (t) Iy = yall + sup,ey a1 (t) |1D*y — Dy + ...

Qp— Ay — AT (n n—1 —p—1
+supre ant (8) 104y = Dyl e e ) (0 = )07 s

Alors
161 () — &1 ()] < (wo + w1+ . +wn1)

1 ag—
< [lly =yl + 1Dy = D¥g | + oo+ [ D=y — Do ] s fi (1= ) dis

+ (wo +wi + ..+ wn1) [[ly =l + [[DMy — DM || + ... + [[D¥=ty — D=ty |]
(4.25)

T'(n—p)T" 1 1 ap—p—1
X T T (e Jo (L=5)""""ds

+ (wo + w1+ .. + wp1) [[ly — || + |1 DMy — D* || + ... + [ Dty — D1y |]

A [T(n— p)T" ! _ g)e0Pm 1
X‘l Ainpn—P— 1‘F I'(ao—p) fO 8 dS




67

En calculant les intégrales du second membre de (4.25) , il résulte que :

61 (y) — &1 (1)l

< wotwit dwn1)lly=pll+I D y—D ||+ 4| D"ty DOn Ly ]
F(a0+l)

+ (wotwit..Fwn—1)[[ly—y1 [+ D1 y—D*1 y1 || +... 4| D*n—1y—Dn—1y; [T (n—p)
[1=A1n?~P=L|T(n)T (a0 —p+1)

+ (wotwit...4wn_1)[[ly=p [+ D1 y—D*1 y1 |[+..+[[ D"~ 1y—D*n— 1y, ]|\ [T (n—p)n*0—P
[1=Xnn=P= LT (n)T (a0 —p+1) )

Ce qui implique que
1 (y) — &1 ()l

1 T(n—p)(1+|A1|n*0~7)
S | t o Ty | (Wo T @i+t wn)

X ly =l + | Dy — D y|| + ... + || Dy — D1y ]] .

Grace a (4.15), on a :

91 (v) — &1 (w1) ]

< Now [[ly — || + | Dy — D*'ap|| + ... + || D1y — D1y ] .

Et donc,

61 (y) — &1 (1)l

< Now [[|ly — w1l + | DMy — Dy || + ... + || DYty — D=1y ||] .

De la méme maniére, on peut obtenir ’estimation suivante :

P9 (z) — @y (21)]]

< Myw [||o — @1|| + || DPro — DPray || + ... + || DPrrz — D1y )]

Ensuite, pour tout £k =1,2,...n—1,on a:

1D%6, () = D6 ()| < e Jit (1 — )™~ F (s)]] ds

T'(n—p)Tm k1 1 ap—p—1
i et Jo (1= 8)™ " F (s)|| ds

AT YTkt _p—1
o s Jo (n— 9) P H|[F (s)|] ds.

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)
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Par (H3), on a :
DY@y (y) — D¢y (y1)|| <
[supies ao (¢) |y — yall + supie s ar (¢) | Dy — Dy || + ..
8P ot (1) || DO 1y — Dy ] Jo (1= s)™ " ds

_ 1
T'(ao—ag)
+[supses ao () [y — il + supyey ar () | Dy — Dy || + ...

Qe Qe I'(n n-agp—1 a —p—1
+Supt€J anfl (t) ||D 1y - D 1y1H] |]_ Al'r]n (P 1I|)])__‘t'n, o]jk)r ao p f[) or dS

+lsupes a0 () Iy = vl +supey ar () |[D*'y = DMy + ...

Qpy— QU — M D (n—p)t"— k1 a 1
+SupteJ (p—1 (t) ||D ly - D 1y1H] = )\117711|p(llrpn an) T (c0—p) fO — S 0P dS
(4.32)
Alors
DY@y (y) — D¢y (y)|| < (wo +wi+ .. +wp1)
[} a a Qp— ag—oag—1
< [ly = w1l + 1Dy = D2ap|| + .. + [ D=1y = Do |[] gt Jy (1—8)™ 7' ds
+wo twr+ o twan)[lly —wll + [ D™y Dmyﬂ*- A [[Doty — Doy ]
L'(n—p)t" “k e 1
X 11\)F(ﬂ ag)T(o—p) fO (1—s)"" ds
+(wo twi + o Fwn) [ly — vl + [[DMy — DMy || + .o 4 | D1y — DOty ]
AT (n n—ap—1 a 1
T am@e T o (1= 8) VT IF (5)]] ds.
(3.33)
En utilisant (4.33), on obtient :
D¢y (y) — D¢y (y)|| < mao—arryy Wo T w1+ o+ wa1)
X [lly = will + [[D¥y — DMy || + ... 4+ || D1y — D=1y ]
F(TL— )tnfockfl
H A T n—anaspr D (W0 T @1+t wns)
(4.34)

X ly =l + | Dy — D y|| + ... + || Dy — D1y ||]

A1 [T (n—p)t" k" ty0—P
o T M an @t (Wo + Wit o+ wni)

ly =l + [|D¥y — Dy || 4 ... 4 [|[ D=ty — D=1y ] .
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Et pour k=1,2,....,n—1,0na:
D%y (y) — D¢y (1)

< 1 T(n—p)(1+[\1[n°0~7)
— | T(ao—axr+1) [1=Ain"—P= 1T (n—ay )T (ap—p+1)

(u}() +wy+ ...+ wn_1> (435)

Xly =yl + 11Dy = D¥y || + o+ [[DO =y = Do ]

Par conséquent, (4.35) devient

1Dy (y) = Dy (1)l

(4.36)
< New [[ly =l + [[D*y — D[ + ... + || D=ty — D=2y |]].
D’ou
D% ¢y (y) — D¢y (1)
(4.37)
< New (ly = wall + [[D*y = D[ + ...+ | D=2y — D=ty ).
Avec le méme raisonnement que précédement, on a :
||Dﬁh¢2 (z) — Doy, ($1>H
(4.38)
< Myw (|| — @] + || DPra — DPray|| + ... + || DPrrz — D1y ||)
Grace a (4.29) et (4.37), on obtient :
1¢1 (y) — é1 (y)ll x
(4.39)

< (No+ X521 Ni) w (ly = wll + (| D4y — Dy || + ... + || D1y — D=1y )

En utilisant (4.30) et (4.38), on trouve :
162 (x) — &5 (z1) |y

< (Mo + Sl M) @ (o — 21| + || DPra — DPray|| + ... + || DPrra — DBy ||)
(4.40)

En combinant (4.39) et (4.40), on obtient :

||¢ (l’, y) - ¢ (131, y1)||X><Y
(4.41)

< [(No+ 22000 N w+ (Mo + 32571 M) @] lI(z — 21,y — 1)l xey -

Donc ¢ est une contraction et d’aprés le théoréme de Banach ¢ admet un seul point fixe
qui est une solution du systéme (4.1).
]
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4.4 Existence de Solutions
On démontre le théoréme suivant :

Théoréme 4.2 [38] Soit n" P~ #£ /\il et £ £ %2 Supposons que les hypothéses (Hy) et
(Hs) sont satisfaites. Alors le systéme (4.1) a au moins une solution sur J.

Preuve. On considére V'opérateur ¢ (x,y) (t) = (¢, (y) (t), & (x)(t)), t € J défini en

(4.17).
Soit :
By :={(z,y) € X xY i [|(z,y)l xxy <0} - (4.42)
(* :) ¢ est un opérateur continu sur X X Y puisque f; et f sont continues (hypothése
(H1)).

(#* :) Maintenant, on montre que ¢ est complétement continu. En effet, ¢ (B,) est rela-
tivement compact, c’est a dire :

(i :) Pour tout (z,y) € B, et t € J, on a l'estimation suivante :

o W) < w5 o (1= ) |1 (5,9 (5), Dy (5, .oy D2y (5)| dis + |27

e [ (L= )™ i (5, (5), DMy (s) s Dy (5)) | ds (4.43)

A n m—1 (87 aq On—1
s [T (= ) | fu (5.9 (), Dy (5) .o, D21y (5))]| ds.
Par (H3), on a:

sup l1(t)

61 W)l < Sy Jo (L= )™ ds + ||

Dn—p)T" " supla (1)

=g as (4.44)

+‘l TP I‘F

[A1|T(n—p)T™ ! sup i1 (t)
teJ

n apg—p—1
e Jo (1= 8)™ 7 ds.

D (n—p) (1+| M [0 ~7) X
[é2 W < sup by () ot T Tone T | T 127 - (4.45)

A Taide du (4.15), on peut avoir

161 (Y)|I < LiNo + [z*] (4.46)
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On a aussi

162 (@)} < LaMo + [y*| -

Ensuite, pour tout £k =1,2,....n—1,0on a :

(4.47)

D%y ()] < e S (1= 9)™* HIfi (5,9 (5), Dy (s) ..., D=2y (s))| ds

T'(n Tr—og—1 et 1 a Qo
et Jo (1= 8 A (5,5 (), D™y (5), oy D1y (5)) | ds

M |D(n—p)T™ k1 ap—p—1 a Qo
o e [ (1= ) P | fu (5,9 (), D™y (5) ., D1y (5))] ds.

L’hypothese (H3) implique

« oz —ap—1
D%y (y)|| < pao ™) fo 0T ds

T(n—p)T" k1L 1 ag—p—1
T 7 e Taep) Jo (1= 9) 7 ds

XD (n—p)T" k'L Oto—p—l
+|1 An?— P~ (n—ay)T(ao—p) fO ds.

Ainsi

o 1 T(n—p) (1+|\[n°0—7)
1D ¢y (y)|| < L [r(ao kD) T Toan P (n—ap T (ag= p+1):|

Et pour tout h =1,2,....n — 1, 0on a :

B 1 I(n—q)(14[A2]¢%07)
| Dy ()| < Lo {F(ﬁoﬁ’ﬁl) (a4 [N BT (Bo—at1)

Maintenant, en combinant (4.46) et (4.50), on obtient :

63 W)l < Ly (No + 3245 Ne) + 7] -

Par (4.47) et (4.51), on a :

65 (@)lly < Lo (Mo + 3757 Ma) + [y -

De (4.52) et (4.53), découle

1 (2, y) ||y < L1 (No+ S5zt Ni) + Lo (Mo + 30071 My) + |*| + |y = L .

Par conséquent,
H¢ (l‘, y)”XxY <L )

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)
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et donc ¢ (B,) est uniformément borné.
(77 :) ¢ (B,) est équicontinu. En effet :
Soit (x,y) € By, t1,t2 € J, tel que t; < to. Alors

|91y (t1) — b1y (t2)]]

< Jot (=)™ = (1= 9)" ) [Ifs (s,9(5), D™y (5) ooy Dy (s)) | ds

T(oo) JO
ey S (2= )7 fi (5,9 (), D™y (s) oy Doy (5)) | s (4.56)

e ) = ) fu (s, (5), DOy (s) sy DOty ()] ds

i ) [ (= ) P i (5, (), DMy (5) oy DOty ()| s

Compte tenu de 'hypothése (H3), on a :

sup 1 (t)

H¢1y (tl) - ¢1y (tg)“ S tEI;](TO) ()tl ((t2 . S)oco—l . (tl . 5)040—1) ds

supl1(t sup l1 (£)T'(n— p)(t" L= 1) 1

a -1 ag—p—1
teja()) Sl (2= )™ ds + ey Jo (1= )7 ds (4.57)
sup b (1) [T (n—p) (137" =17 7")
t oz —p—1
+ EJ|1—)\117"*P*1|1"(n)1"(czo —p) fO T ds.
Et par suite
161y (t1) — ¢1y (L)l < iy (11° — £5° + 2 (t2 — t1)™))
(4.58)
LT (n—p) n—1 __ 4n—1 L1|\1|D(n—p)n~o—P nel -1
+\1—)\177"*1’*11\F(n)pf‘(ag—p—l—l) (}tl - t2 D + \1—)\1771"*1’*1\F(fz))?‘(ag—p—kl) (}tQ - tl ‘) :
Avec le méme raisonnement, on a :
lfa (t1) = doz (2)| < 2y ( =t 2ty — 1) )
(4.59)

LoT'(n—q) n— n— La|X2|T'(n—q)¢>0—1 n—
|1—A2§"*"*21\F(n)qF(Bo—qH) (} -t 1‘) [1-x ;’L - 1 (n) ;0 a+1) (|t — 1t 1})
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Ensuite, pour tout £k =1,2,....n

L Jo (=)™ T = (= )T ) (i (5,9 (5) . DMy (s) 5o

< I'(ap—ag) JO

I'(ao— ock) f t2 —s ao ap—1 Hfl (3 y( ) D‘“y(s),...,Df""*ly

F(TL p)(tn ap—1 tn o — 1)
[1=A1n" =P~ 1T (n—ay, )T (0 —p)

BN I
[1-X1n*— P~ 1T (n—ay )T (ao—p)

L’hypothese (H3) implique

suply (t)
teJ

— TI(ao—ag)

supl1 (6)T'(n— p)(tn okt tn kT 1)

7 Jo (1

Jo (=) (s, (), Dy (s), ..

—1,ona:

| D%y (t1) — Dy (ta)|

aofp—l ||f1 (s,y (S) , D1y (5) s e

| D%y (1) — D¢y (1)

f(;fl ((tg . S)Oéo—ak—l o (tl o 8)040—0%—1> ds
saph® ag—aj—1
+ T aoan ftl ty—s) ds

ao_p_l ds

teJ
+ [1=X1nn— P~ 1T (n—ay )T (ao—p) fO

sup ()T (n—p) (1™ =7

R o Tl (e o

Ainsi

Ly

S F(Oéo ak+1

|D* 6y (1) — D™ ¢y (t2) |
(5 = 7 2 (= )

LiT'(n—p) (|tn ap—1 t;—ak—lb

T A =71 (n—ak) a0 —p+1)

L1\ |T(n—p)n>0—P n—ap—1 n—ap—1
_'_\1—)\177"—17—1\F(n—ock)F(oao—p—i-l (|t tl D

Jo (n— §)* P s,

Den=ty (s)| ds
()l ds

D=ty (s))| ds

Doty (s))]] ds.
(4.60)

(4.61)

(4.62)
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Et pour tout h=1,2,....n—1,on a:

[ D%y (1) — Dy (b)|

Bo—B Bo—B —Bh
< F(,Boféh-&-l) <‘t10 h —t20 h +2(t2 _tl)IBO By

)

(4.63)
)

LoT'(n—q) (
|1 A2€" 97T (n—B,)T(Bg—q-+1)

tn Bh t;_ﬁh

).

Quand t5 — t; les membres de droite de (4.58), (4.59), (4.62) et (4.63) tendent vers zéro.

Par Conséquent, on conclut que ¢ (Bjs) est équicontinu. Par le théoréme d’Arzela-Ascoli, on
peut conclure que ¢ est un opérateur complétement continu.

La|A2|[(n—q)¢Po—4 (
[1=X2€" =97 [T (n—B,, )T (By—q+1)

t”—ﬁh . t?—ﬁh

(* % % :) Finalement, on montre que ’ensemble €2 défini par :

Q:={(z,y) € X XY, (z,y) =pd(x,y), 0<pu<1} (4.64)

est borné. En effet, soit (x,y) € Q, alors (x,y) = u¢ (z,y), pour p € (0,1). Alors pour
tout t € J, on a x(t) = upy (t) et y (t) = ppyx (t) . D’ou

1 apg— a Qi *
Ellall < s Jy (=)™ 1 (5.9 (), Dy (s) oy Doty ()] ds + [

I'(n n-t Oé —p—1 a Ol —
+|Hmn(p ﬁ)pt a0 ) fo PN (s y(s), DMy (s), ., DOty (s))|ds (4.65)
M |C(n—p)t"~1 a —p—1 a Qn—
+ T Jo (1= 9™ T fi (5,9 (5), D¥y (s) ey D21y ()| ds,
Grace a (Hz), on a :
T'(n—
12l < sup b (8) gy o+ 7]+ sup (1) R T 57D
(4.66)
[A1[n®0~PT'(n—p)
o b (1) =xsrr T N5
D’ou
1 T(n—p)(1+|A1[n®0 ) .
lzll < psup by (1) | a0y + Tmmr=rror@o e | 121 (4.67)
Donc

ol < (Ealo + [2°]) - (4.68)
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De la méme maniére, on peut obtenir

Iyl < p(LaMo + [y*]) - (4.69)

En utilisant le fait que la dérivée de Caputo d’une constante est nulle, on obtient pour
tout k=1,2,....n—1:

« 1 Qo —Qg— « Qi —
1D @) < rptay o A=) (5,9 (), Dy (5) ., D1y (5)) ] ds

I'(n— 1 ag—p—1 a iy
+\1_>\177n7p71\(r(np_)ak)p(ao_p) fo (I=5)"""fi(s,y(s),D%y(s),..., D1y (s))| ds

) e = ) £ (5,9 (5) . DMy (s) o DOy (9)) | ds.
(4.70)

En appliquant ’hypothése (Hj3), on aboutit & :

1 Uk iggll( ) 1 ag—ap—1
l_i”D ( )”—Fao —ag) f (1_3) ds
I(n— P)Suph()
ap—p—1
+|l )\lnn P 1|F(’I’L ak)I‘(ao p f() 8) 0P dS (4.71)
A1 [T (n— P)Suph() _—
+|1 AP 1|1"(n ak)l"(ao =p) fg _3) ds.

En calculant les intégrales du seconde membre de (4.71), on trouve :

) N ilelgll( ) I'(n—p) SuPll( )
M HD k( )H < D(ao—ak+1) + [1=X\inpn—pP— 1\F(n ak)F(ao —p+1)
(4.72)
|A1[D(n— P)Supll()
H R TG e ae—7 7D
Alors
o 1 LiT(n—p)(1+|\1|T'(n—p))
1D @)l < psuply ) | e + \1—A137wj|r<n—$k>r<aop—p+1>] : (4.73)
A T’aide du (4.15), on peut avoir :
[ D (z)|| < pLiNy (4.74)

Et pour tout h =1,2,....,.n — 1,

HDB’L (?J)H < pLoMj, . (4.75)
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De (4.68) et (4.74), on a :

|2l y < g [Ls (No + 3002 Ni) + |a*]] (4.76)

Par (4.69) et (4.75), on obtient :

Iylly < Lo (Mo + 3521 M) + |y*|] - (4.77)

Par (4.76) et (4.77), on a :
[l < o ([Ex (No+ 32521 Ni) + Lo (Mo + 325 Ma) ] + o]+ Jy7]) < oo .

(4.78)
Ce qui prouve que {2 est borné.

On conclut par le théoréme de point fixe de Schaefer que 'opérateur ¢ admet au moins
un point fixe qui est la solution du systéme (4.1). =

On démontre aussi le résultat suivant :

Théoréme 4.3 [38] Soit n" P~ #£ /\il et £ £ %2 Supposons que les hypothéses (Hy) et
(Hs) sont satisfaites, telles que :

1
(F(ao—H + Zk 1 T(ao— ak—l—l)) W+ (F(ﬁ +1) + Zh 1 W) w<l. (4-79)

S7il existe 6 € R, tel que :

Ly (No+ 32020 Ni) + Ly (Mo + 3021 My) + y*| + |2* <6, (4.80)
alors le systéme (4.1) admet au moins une solution sur J.

Preuve. Pour montrer 'existence de la solution du systéme (4.1), il suffit de vérifier les
hypothéses du théoréme du point fixe de Krasnoselskii.

Soit :
§ > Ly (No+ 3021 Ni) + Lo (Mo + 3021 My) + |y*| + |2 (4.81)

et on considére ’ensemble

By = {(x.y) € X x ¥ : [(@,9)llyry <0} - (4.82)

On définit aussi les opérateurs 1" et R sur Bs comme suit :

T (l’, y) (t) = (le (t) ) T2'T (t)) ) teJ ) (483)
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et
R (z,y) (t) == (Ruy(t), Rex (t)), t € J, (4.84)

ou
ﬂy@)?ﬁ%@lﬁ@—sfwﬁﬁ@4M$,D“y@%~wD%*y®Dd&+Mﬂ,
(4.85)
Tox (t fo (t—s)" f, (s, (s), D" (s), ..., D1z (s)) ds + |y*|

n—p)t" ! 1 a0 —p— o an—1
Rly (t) = _(1,)\1775—(1)—113)1?(71)1‘(&07}7) f[) (1 - S) ot fl (87 Y (8) 7D 1y (S) A D ) (S>> ds

o A e f (g () Doy (s) . Doty (s)) ds
(4.86)
et
n— n—1 1 P
Ro (1) 1= ~ (g s e Jo (L= )" o (5:2(5), D (5) oy Dot () ds
_1_(1_)\2232@1 Q)" S fo )Pt f, (s, (s), D (s), ..., D1z (s)) ds.
(4.87)

(i :) Premiérement, on montre que si (x,y) , (z1,y1) € Bs, alors T (z,y) (t)+R (z1,11) (t) €}
Bs. En effet, pour tout (z,y), (x1,11) € Bsett € J,on a:

171 (y) + Ra (1)l

< og) Jo M=) I f1 (5,9 (s), Dy (s) ... D=1y (s))]| ds + |2*]
(4.88)

T P 1|r ¥ fo $) P f1 (s, y (s), Dy (s) ..., D=1y (s)) | ds

| A [T(n— p)

+‘1—)\1?7" P=HT(n)T (0 —p) fO - S)O{inil ||f1 (S> Yy (S> 7Daly (S) PEEE) Danily (S))” ds.

En utilisant ’hypotheése (Hj3) et en calculant les intégrales du second membre de (4.88),
on obtient :

I(n—p)(1+|A1|n~o~P *
|11 (y) + Ry (y1)|| < Stg? I (t) F(a;_i,_l) + ‘1_)\17771*P£1‘I‘(nl)f‘(ao_z)ﬂ-l) + ¥ . (4.89)

Par conséquent,
1T (y) + R ()l < sup iy (£) No + [a7] (4.90)

De (3.89), on a :
1Ty (y) + Ry (y1)]| < LalNo + |z*] . (4.91)
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D’autre part, pour tout £k =1,2,...,n— 1, on a :
DT (y) + D Ry ()|

<t Jo (L= 9 £y (s, (5) . Dy (5) , oy D5ty (5)) | dis

n— 1 @o—p— « QU —
+\1—>\177"7pfl;\(11(np—)ak)F(oco—p) fo (1 - S) 0Pt ”fl (Svy (S) vD 'y (S) LR Den 'y (8))” ds

A |T(n a —p—1 a An—1
+|1_/\1nn 11 1‘\I‘n ik T'(o—p) fo - or Hfl (S7y(3)7D 1y(8>7"'7D y(S))HdS
(4.92)

L’application de ’hypothése (H3) implique que

« « 1 I'(n— )<1+|)‘1|na0 p)
[ DTy (y) + D% Ry ()| < StlelLI]) [ (1) Tao—artD) T TP (n—ap)T(ag—ps1) | ° (4.93)

ce qui donne
DT (y) + D Ry (y1)[| < L1Nk . (4.94)

En combinant (4.91) et (4.94), on obtient

IT1 () + Ry ()l < Lo (No + Y2050 Ni) + | - (4.95)
De la méme maniére, on peut obtenir, pour h = 1,2, ...,n — 1, I’estimation suivante :
1T (2) + R (21)lly < Lo (Mo + Zz;i Mh) + [yl (4.96)

Par (4.95) et (4.96), on trouve :

||T (ZC, y) + R(:Clayl)n
(4.97)
< Ly (No+ 3020 N + Lo (Mo + 35071 M) + |2*] + y*| < 6.

Donc
T (x,y)+ R(xz,y) € Bs . (4.98)

(77 :) Deuxiémement, on montre que R est continu et compact. Il est claire de voir que
R est continu puisque f; et f sont continues (hypothése Hi).

e On montre que R (Bjs) est borné. En effet, soit (x,y) € Bs et t € J, alors
171 ()]

n— 1 ap—p— [e% Qo —
< |1—>\1nn*11:£1|1—‘1()37,)1_‘(ao—p) Jo (L=8) " [ fi(s,y(s), D™y (s), ..., Dy (s)) ] ds  (4.99)

A|T(n —p—1 «a Qp—
e [ 0 fy (s, () Dy (5) o DOy () ds.
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En utilisant ’hypothése (Hj3) et en calculant les intégrales du second membre de (4.99),

on obtient : ( )
T(n—p) (1+|Asn=0 7
1R ()] < suply () gD - (4.100)

Puisque t € J, on peut alors écrire

F(n—p) (1+ /M [p70 =
IR (W < Lig— (o) (4.101)

1P~ ()T (o —p+1)

Ensuite, pour tout £k = 1,2,....,n — 1, on obtient :

o T(n—p)(1+[A1|n=0~7)
HD le (y)H < Ll T—Xinm P LT (n—ap)(eo—p+1) (4102)

En utilisant (4.101) et (3.102), on obtient :

172 ()| x

T(n—p) (14|20 ~7) (n—p) (1+|M[n*0—7) (4.103)
S Ll <|1—)\17}"1’1F(n)f‘(a0—p+1) + Zk 11— )\17]” P—1D(n—ag)l(ao— p+1)) = Lle
De la méme maniére, pour tout h =1,2,....n—1,on a:
Rz (2)]]y
4.104
< I, T(n—q)(1+|A2]¢%0—9) by I(n— q)(1+\A2|5ﬁ0*4) 1.0 ( )
= [1-X2e" =41 [()T(Bo—q+1) h= i (102671 D(n—B,)T(Bo—q+1) )~ 2"
De (4.103) et (4.104), on obtient
IR (2, )| < L6+ Lot . (4.105)

D’ou R (Bj) est uniformément borné.

e Maitenant, on montre que R (Bj) est équicontinu. En effet, soit t1, to € J, tel que
to < t1 et (x,y) € Bs, alors par (H3), on a :

T'(n—p)(t 71—t" 1 —p—1
| Ryy (1) — Ry (t2)]] < stggu ) el ) (1= ) ds
(4.106)
sup 11 (&) M1 [T (n— p)( ~t57")

fo — )P s,

t
T [1=A1n" =P~ 1T (n)T (o —p)
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Et donc,

I'(n— n— n—
[R1y (t1) — Ray (t2)|| < Ly \17)\1,7n—p—1(|r(5§r(a07p+1) <|t2 bt ll)

(4.107)
L1\ [T(n—p)p*0—P n—1 n—1
i e U — )
De la méme maniére, on peut obtenir I’estimation suivante :
_ L(n—q) n—1 _ 4n—1
[ Rz (t1) — Rox (t2)| < L2|1,A2§n7q71|F(H)F(Bo,q+1) ([t5= = e71)
(4.108)
[A2|T(n—g)¢Po—1 n—1 _ n—1
+L2|1—)\2§”’_q_1’F(n)l"(ﬁo—(ﬁ-l) (|t1 ty |) :
Ensuite, pour tout £k =1,2,....n—1,on a :
DY Ry (t1) — D** Ryy (t2) ||
T'(n—p) n—ap—1 n—ag—1
< Ll |1—)\177"*P*1|F(n—pak)1"(a0—p+1) (}t2 g - tl g |) (4109)

[A1|T(n—p)n*0—* n—ag—1 _ n—ag—1
+1Ls 1= P=I|T(n—ag)T (o —p+1) (‘tl ty D :

Et pour tout h =1,2,...,n — 1, on trouve :

HD’BhRQ.I' (tl) — DBhRQZL‘ (tQ)H

ol ot

) (4.110)

{ron t;—ﬁh—l‘) ‘

I'(n—q)
< Ly |[1-22€" 47D (n—B,)T(Bo—a+1) <

Mo|D(n—q)gP0—1 (
+la [1-X2gm =97 [T (n—B,, )T (By—q-+1)

Comme ty — t1, les secondes membres de (4.107), (4.108), (4.109) et (4.110) tendent
vers zéro. Par conséquent R (Bjs) est équicontinu. D’apres le théoréme d’Ascoli-Arzela, R est
compact.

(737 :) Finalement, on prouve que T est une contraction. En effet pour tout (z,y),
(x1,11) € X xYette Jona:

173 (y) = Ta ()l

< i Jo E= ) I (5,9 (), DUy (), oo, DOy (5)) (4.111)

_fl (Sayl (S) ) Dalyl (8) LS Dan—1y1 (S)) dSH :
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En appliquant 'hypothése (H,), on aboutit & :

1Ty (y) = Ta ()l < (wo +wi 4 .. +wna)

. (4.112)
lly = g1l + 1Dy = Dy || + oo + | Dy — D[] i fy (1= )7 ds.
En calculant I'intégrale du second membre de (4.112), on obtient :
I3 (y) = T ()] < Cotsatetions)
(4.113)
Xy = wull + 11Dy = Dy || + .o+ [ Dy = DO ]
Et donc,
1Ty (y) = Ty ()l < 7o
(4.114)
X[ly =l + D%y = D[ + .+ | Dy — DO []].
De la méme maniére, on peut obtenir ’estimation suivante :
1T (x) = T (21)| < 750
(4.115)
X [lz = 21|l + [|[DPra — DPray || + ... + || DPr-1z — DPnray||]
Ensuite, pour tout k =1,2,...n—1,on a:
DTy (y) = DTy () |
< maa Jo =) T fi (s, y (s), D2y (s) o, DOy (s)) (4.116)

—fi(s,91(5), DMya (5) o, D1y (s)) ds] -

En utilisant ’hypothese (H3) et en calculant I'intégrale du second membre de (4.611), on

obtient :
| DT (y) — DT (1)

I roem

(4.117)
x[ly = wnll + [D%y — Dy || + ... + | DOty — D=y ],
et pour tout h =1,2,...,n — 1, on trouve :
|D?+T (2) = DATa (#1)| < vy
(4.118)

X [lz = z1|| 4 || D12 — DPray|| + ... 4 || D1z — Dy |[]
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De l'inégalité (4.114) et (4.117), on déduit que

IT3 () = T3 ()l < [y + S0t ey | @

(4.119)
Xy =yl + 1Dy = D¥an || 4o+ [[DO =y = Dot ]
Par (4.115) et (4.118), on a :
(4.120)
x [||z — 21| + HDﬁlx — DPrgy|| + ... 4 || D1z — Dy |[]
Maintenant en combinant (4.119) et (4.120), on aboutit a :
1T (2, y) = T (z1,91) [ x oy < ([r(a0+1 + 2k M] w
(4.121)
+ rt + Shcl rrs | ) 1@ — 20y — )l
Ce qui implique que
1T (z,y) = T (21, y1) || x oy < ([ NerEsy R m] w
(4.122)

1
+ |t + et W] w) [z — 21,y — Y1)l xuy -
En utilisant la condition (4.80), on conclut que 7" est une contraction.

Par conséquence du théoréme du point fixe de Krasnoselskii, on peut conclure que ¢ a
un point fixe qui est une solution du systéme (4.1). =

Corollaire 4.1 Supposons que n"P~1 +£ )\il,f‘"*q*l #+ /\% et ils existent des constantes posi-
tives Ay, Nj,i = 0,1, ...,n—1, telles que pour tout t € J et (xo, T1, T2, .., Tn—1) , (Yo, Y1, Y2, -+, Yn—1)
R™ on a :

| f1 (820, @1, Ty oy Tno) — f1 (8,90, Y15 Y25 ooy Yno1)|
< Ao (t) |zo — yol + A1 (1) lz1 — w1l + A (1) |22 — 2| + o + Ay (8) [0t — Y]
et
| fo (8,20, w1, Ty ooy Tno1) — f2 (8, Y0, Y1, Y25 ooy Yn—1))|
< Ao (t) |zo —yol + A1 (8) |21 — 1] + Ao () |z2 — yo| + . + Ay () |21 — Yol
Si
(No + 30021 Vi) (Do + e+ Apy) + (Mo + 300710 My) (Mg + oo+ Ay) < 1

alors le systéme (4.1) admet une solution unique sur J.

€l
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Corollaire 4.2 Supposons que (H,) est satisfaite et n" P! # Al—l, nmgl o /\% Sl existe
ki >0 et ko > 0, tels que :

’fl (t,ﬂfo,l’l,ﬂlg, ...,.Infl)’ < ]{?1 et ’fg (t,l’o,xl,alg, ...,.In,1>’ < ]{72 s

pour tout t € J et (xg, 1, %2, ..., Th_1) € R, alors le systéme (4.1) admet au moins une
solution.

4.5 Exemples Validant les résultats

Exemple 4.1 On considére le systéme suivant :

[ b1, (1) = w®)+[DEy)|+[ DR y(w)|+|D 20|

2
@+32m) (et +y(0) 1+ DTy(0) [+ | DR y(0)|+| D2y (1)) +ceosh 2+, ¢ €[0,1],

1 sin z(¢)+sin D%m(t)—s—sin D%’r(i&)—&—sin D%:p(t)
Dsy(t) = ST +arctan (1 +1¢), t € [0,1],

2(0) = V2, ' (0) = 2" (0) = 0, Diz (1) = 4Diz (3),

y(0) =3, ¥ (0) =y"(0) =0, Dsy(1) =Dy (2),
(4.123)

tels que :

— |21 [+ [@2|+|zs]|+]24] 2
fl (t7 €T1,T2,T3, 1’4) T (2+32m) (el w1 |+ |+ s +za)) + cosh (2 +1 ) R

fo (t,x1, 0, T3, 24) 1= Sin(xl)+Sinfg?2rt+;jrnl(f3)“in(“) + arctan (1 +¢),

out € 0,1] et x1,x9, 23,14 € R.
Pour tout t € [0,1] et (xo, x1, T2, 73), (Yo,y1,Y2,y3) € RY, on a :
|f1 (t, 0, 21, T2, 23) — f1 (F, Y0, Y1, Y2, U3)|
< m (lzo = yol + 1 — w1| + |w2 — ya| + |23 — ys])
| f2 (t, 20, 21, T2, T3) — fao (, Y0, Y1, Y2, Y3)|

< 16(7r1:tlz+1) (lzo = yol + |21 — w1l + 22 — g2| + |25 — y3)) -
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Ainsi la condition (Hs) est satisfaite avec a; (t) = (t2+—1327r), b; (t) = m, i=0,..,3,
alors
Wi = SUP;cio1 @i (1) = 557, @i = SuPyepo ) bi (t) = 15, 1 =10,...,3 .

Par un simple calcul, on obtient :

Ny = 0,288269, Ny = 2,203434, Ny = 1,413119, Ny = 0,615229, w = L,

1

My = 0,085713, M; = 1,124108, M, = 0,322689, M = 0,203869, w — 1.

On a ausst

(No+ 30 No) w+ (Mo + X5, My) o = 0,179938 + 0,434094 = 0,614032 < 1 .

Donc d’aprés le Théoréme 4.1, le systéeme (4.123) admet une solution unique sur [0, 1].

Exemple 4.2 On considére le systéme suivant :

4 10 9
10 cosy(t)+sin( D4 y(t)+D7y(t)
D%z (t) = (776t+15 >, te€10,1],
14 sinx(t)Jrcos(D%x(t)JrD%m(t))
Dy (t) = 177 20r , te01], (4.124)

On prend

fl(t,l',y7z) = %7 le [071]7 ([E,y,Z) S Rga

et

falt, .y, 2) o= RIS 4 € [0,1], (2,y,2) € R®.

Pour tout (x,y,2) € R3 ett € [0,1], on a :

Fsin(y+ 2
[filt oy, 2)| < [SIEREE < 2
et
in z+cos(y+ 2
|[f2(t, 2y, 2)| < Smgoﬁg | < 20722

Maintenant, on prend Iy (t) = 71'e++15 etly (t) = t%ﬁ’ alors L1 = ﬁ et Ly = -

Ainsi, on en déduit que toutes les hypothéses du Théoréme 4.2 sont vérifiées ce qui on
permet de conclure que le systéme (4.124) admet au moins une solution sur [0, 1].
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Exemple 4.3 Soit le systéme suivant :

( e t? (sin(y(t))+cos2 (D% y(t)) +sin <DL71 y(t)‘f'D% y(t)) )

17
D 57T <t> = (6t2+207r) _|_ COS (2 + t?) , t c [07 1] 7
15 sin? (x(t))+sin wD%z(t) +sin 27rD%x(t) +tan—1 SD%z(t)
D145y (t == ( >(7Tet_§_18) ) ( ) + ln (2 + t2) , t c [07 1] 7
x@):Z,f«Dlem):07DyrQ)zgpix@)7
( y(0) =3, ¥ (0) =y"(0) =0, Diy(1) = ID3y(2).

(4.125)

Soit t € [0,1] et x1, x2, x3, v4 € R, alors

et (sin(a:1)+cos2 (z2)+sin(z3 +m4))
(612 +207r)

fi(t w1, w0, 3, w4) 1= + cos (2 + t?),

et

sin?(x sin(7x sin(2mx an~ (3x
o (b, 21, T, 5, 24) = S tein 2()7rtt+g) a)tan “(30a) 4y (2 4 42)

En appliquant hypothése (H3), on trouve :

et (sin(x1)+0052 (z3)+sin(zs +z4))
(et2 +207r)

| f1 (t, 21, T2, 3, 24)| < + cos (2 + t?)

+2

S(etg:r—%ﬂ_)—f—COS(Q—f—tz),

et

sin?(z sin(7x sin(27x an—!(3z
e (”+m@+ﬁﬂ

|f2 (ta X1,x2,T3, l’4>| S

< Gy 2+ 7).

71‘2

+cos(2+1%) ety (t) = 22 +1In (2 +t2).

ce qui signifie que ly (t) = ( (rel118)

et
et2+207r)
Pour tout xo, x1, T2, T3, Yo Y1, Y2, Y3 € R, et t € [0,1], on a :

|f1 (t,l’o,l’l,l'g,x:;) - fl (tay07ylay2ay3)|

= etzi—;% (lzo = yol + |z1 — 1| + |22 — 2l + |25 — ws])

et
|f2 (t7x07x1a 1'2,.153) - f2 (ta Yo, Y1, Y2, y3)|

< —s |0 = vol + =g o1 — |+ =g |2 — vel + g s — sl -
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—t2

Par conséquent, U’hypothése (Hs) est satisfaite avec a; (t) = (et§+—20ﬂ>, 1 =20,..,3 et
— 1 _ s _ 21 _ 3
bo (t) = (rett18)” bl (t) = (met118)° bg (t) = (et +18) b3 (t) = (ret 18y AZOT'S,

Wi = SUPyeppq] i (1) = H%ow i=0,...,3, @Wo = suPsep,1 bo (t) = m,

@1 = SUPyepo 1 b1 (1) = iggys @2 = SWepo1 b2 (1) = gy, @3 = SuPeqo) b3 () = iy

Maintenant, on va vérifier la condition (4.80) .

Tout d’abord, en calculant la valeur de w et w, on trouve :

W=wy+w +ws+ws=4,6998 x 1072

et
w:w0+w1+w2—|—7D3:0,63499.

Pour k, h € {1, 2, 3}, on a :

1 3 1 .
Tt D T het Tagmarym = 1951303

et
1 3 1 B
T(By+1) + Zh:l TBo—BrtD) 1,236325 .

Finalement, on a :

1 3 1 1 3 1 _
(r<—ao+1> + 2k —r<ao—ak+1>> w (‘rwom + 2= F(ﬁof_ﬁﬁl)) w=0,87676<1.

D’apres le Théoréme 4.3, le systéme (4.125) admet au moins une solution sur [0, 1].



Conclusion et perspectives

Dans cette thése, on s’est intéressé principalement a la théorie des inégalités intégrales
fractionnaires et a celle des équations différentielles fractionnaires.

Dans un premier temps, on a présenté des résultats sur les estimations des moments
fractionnaires d’ordres (r, ) en appliquant la théorie des intégrales fractionnaires au sens
de Riemann-Liouville. Aussi, en utilisant 'intégrale k—Riemann-Liouville fractionnaire, on
a présenté des résultats sur les estimations des espérances k—fractionnaires et variances
k—fractionnaire.

Ensuite, on a appliqué les inégalités fractionnaires pour étudier les problémes aux limites
d’ordre arbitraire et en particulier pour démontrer 1’existence et 1'unicité des solutions de
certains problémes fractionnaires au sens de Caputo. En effet, on a d’abord proposé une autre
équivalence intégrale du probléme posé, puis on a établit des conditions assurant 1’existence
et I'unicité de solutions pour le probléme donné. On a ensuite considéré d’autres conditions
pour assurer ’existence d’au moins une solution .

Enfin, on a abordé la question de 'existence et de 'unicité de la solution d’un systéme
d’équations différentielles fractionnaires avec la dérivée fractionnaire de Caputo. En effet,
apreés avoir donné la solution du systéme fractionnaire, des conditions suffisantes assurant
I’existence et 'unicité de solution du systéme considéré sont mises en évidence.

A T’issu de ces travaux, des perspectives sont ouvertes, en effet, au vu des résultats ob-
tenus sur les estimations des espérances, variances et moments fractionnaires des variables
aléatoires continues fractionnaires avec fonction de probabilité de densité définie sur un
intervalle fini, il est important de poursuivre ’étude de ces estimations en utilisant I'opéra-
teur (k, s) —Riemann-Liouville fractionnaire, 'opérateur fractionnaire de Saigo et 'opérateur
hypergéometrique. Il est possible également de généraliser ces résultats aux calculs fraction-
naires d’ordre variable. L’une des voies intéressantes, est I’étude des proprietés des variables
aléatoires continues fractionnaires.
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