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Résumé

Le travail de cette thèse porte sur l�application des inégalités intégrales aux problèmes
aux limites d�ordre arbitraire.

Les inégalités intégrales jouent un rôle important en théorie des équations di¤érentielles
et en sciences appliquées. De plus, les inégalités de type fractionnaire sont également assez
importante dont les applications sont très nombreuses, notamment en théorie des équations
di¤érentielles fractionnaires, en théorie des approximations, en probabilités et statistique.

Dans cette thèse, on présentra des résultats d�ordre non entier sur les estimations des
moments fractionnaires d�ordres (r; �) en utilisant la théorie des intégrales fractionnaires
de Riemann-Liouville. Aussi en appliquant l�intégrale k�fractionnaire de Riemann-Liouville
on donnera des résultats sur les estimations des espérances k�fractionnaire, des variances
k�fractionnaire. En suite, on s�intéresse à l�applications des inégalités intégrales fraction-
naires pour étudier un problème aux limites d�ordre arbitraire dans un espace de Banach.
Finalement, on traitera la question d�existence et d�unicité de solutions d�un système d�équa-
tions di¤érentielles fractionnaire.
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Abstract

The work of this thesis focuses on the application of integral inequalities to boundary
value problems of arbitrary order.

Integral inequalities play an important role in the theory of di¤erential equations and
applied sciences. Moreover, the fractional type inequalities are also quite important that the
applications are numerous, including fractional theory of di¤erential equations, theoretical
approximations in probability and statistics.

In this thesis, we present some results of fractional order on estimates of (r; �)�fractional
moments using the Riemann-Liouville fractional integral theory. Also by applying the k�fractional
Riemann-Liouville integral we give some results on estimates of k�fractional dispersion and
k�fractional variance. Next, we are interested at the applications of fractional integral in-
equalities to study a boundary value problem of arbitrary order in a Banach space. Finally,
we treat the question of existence and uniqueness of the solution of a system of fractional
di¤erential equations.
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Introduction

"Peut-on étendre l�ordre entier de la dérivation et de l�intégration à un ordre non en-
tier, voire fractionnaire ?" Plus précisément qu�est ce qu�il pourrait représenter une dérivée
d�ordre 1

2
? Cette intérrogation a fait l�objet d�une lettre de G. Leibniz adressée en 1695 à

G. L�Hopital. C�était la naissance du calcul fractionnaire. On doit donc attendre la �n du
17�eme siècle, pour voir les premières contributions au développement de la théorie du cal-
cul fractionnaire, comme : P.S. Laplace (1812), J.B. J. Fourier (1822), N.H. Abel (1823),
J. Liouville (1832-1873), B. Riemann (1847), A.K. Grunwald (1867-1872), A.V. Letnikov
(1868-1872), H. Weyl (1917) et M. Riesz (1949). Il est extrêmement important de signaler
qu�il y a plusieurs approches d�intégration et de dérivation fractionnaires au point ou il sont
parfois incompatible, chose qui a permis à de nombreux mathématiciens de remettre en cause
l�existence d�une telle théorie.

Les premières applications ont vu le jour dans la �n du 20�eme siècle, en particulier dans
la théorie du contrôle et de la géométrie fractale. Les ingénieurs l�ont trouvé parfaitement
adéquate quant à la description de phénomènes physiques, c�est un outil puissant qui permet
la proposition de modèles qui décrivent de façon précise certains problèmes physiques, comme
dans la biologie, la chimie, la mécanique, l�électricité, l�automatique etc [53; 55; 62]:

La théorie des équations di¤érentielles fractionnaires est l�un des plus important champs
d�applications de la théorie du calcul fractionnaire, en e¤et de nombreux phénomènes se
modélisent par des équations di¤érentielles fractionnaires [34; 65] et l�étude de ces dernières
permet certainement une meilleure interprétation des phénomènes physiques. Les inégalités
intégrales est un outil éxtrèment important qui intervient dans l�étude des équations di¤é-
rentielles fractionnaires [4; 8; 21; 22; 27; 28; 39; 40; 41; 58; 77] et permet d�établir des résultats
d�existences et d�unicités, il constitue en lui même une branche de mathématiques en pleinne
évolution [1; 8; 13; 20; 26; 32; 47; 49; 52; 63; 69; 70; 74] :

Ce manuscrit s�organise en quatre chapitres.

Le premier chapitre contient les principales dé�nitions et notations nécessaires à la compré-
hension du contenu de cette thèse. On rappelera les dé�nitions et les propriétés essentielles
correspondantes à la notion de l�intégration et la dérivation fractionnaire. Quelques théo-
rèmes du point �xe seront présentés à la �n de ce chapitre.

Dans le deuxième chapitre, on présentera des résultats sur les estimations des moments frac-
tionnaires d�ordres (r; �) en appliquant la théorie des intégrales fractionnaires de Riemann-
Liouville. En utilisant l�intégrale k�Riemann-Liouville fractionnaire, on présentera égale-
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ment des résultats sur les estimations des espérances k�fractionnaire et variances k�fractionnaire.

Dans le chapitre III, on donnera des résultats d�éxistence et d�unicité des solutions pour les
problèmes aux limites d�ordre fractionnaire avec conditions non locales. En se basant sur les
théorèmes de point �xe, on prouvera l�existence et l�unicité de la solution du problème. On
fera appel, en particulier, à la théorie des inégalités fractionnaires, qui sera appliquée dans
les démonstrations de nos résultats.

Le chapitre IV est consacré à l�étude du système d�équations di¤érentielles fractionnaires avec
une dérivée fractionnaire au sens de Caputo. En e¤et, après avoir donné la solution générale
du système, on utilisera les théorèmes de point �xe du Banach, Schaefer et Krasnoselskii
pour démontrer l�existence et l�unicité de la solution du système fractionnaire.

Cette thèse s�achève par une conclusion et quelques perspectives.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, on introduit les éléments nécessaires dont on aura besoin pour nos
resultats principaux.

La première et la deuxième section rassemblent les dé�nitions et les propriétés essentielles
correspondantes à la notion de l�intégration et la dérivation fractionnaire. Ces dé�nitions
et propriétés peuvent être retrouvées avec plus de détails dans les références suivantes :
[43; 46; 54; 56; 60; 64; 66]. La dernière section est consacrée à la présentations de quelques
théorèmes classiques de ponit �xe.

1.1 Intégration d�Ordre Arbitraire

1.1.1 Fonctions d�Euler

Le présent paragraphe sera dédie aux fonctions d�Euler qui sont le noyau dur du calcul
fractionnaire, il s�agit de la fonction Gamma et de la fonction Bêta.

Fonction Gamma

La fonction Gamma est simplement la généralisation de la fonction factorielle. Elle est
donneé par la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.1 On appelle la fonction Gamma notée �, la fonction dé�nie par l�intégale
suivante :

� (�) =
R +1
0

e�uu��1du; Re(�) > 0 : (1.1)

Propriétés Pour tout � 2 Rn f0; � 1; � 2; :::g et n 2 N; on a :
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(i)
� (�+ 1) = �� (�) ; (1.2)

(ii)
� (�+ n) = � (�+ 1) ::: (�+ n� 1) � (�) ; (1.3)

(iii)
� (n+ 1) = n! : (1.4)

Fonction Bêta

Dé�nition 1.2 La fonction Bêta est donnée par :

B (�; �) =
R 1
0
(1� u)��1 u��1du; Re(�) > 0; Re(�) > 0 : (1.5)

Proposition 1.1 Les fonctions Gamma et Bêta sont reliées par la relation suivante :

B (�; �) = �(�)�(�)
�(�+�)

; 8�; �; Re(�) > 0; Re(�) > 0 : (1.6)

1.1.2 Intégration-Riemann-Liouville

L�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville s�appuie sur la formule de Cauchy pour le
calcul de l�intégrale répétée n fois qui est donnée par :

In [f (t)] = 1
(n�1)!

R t
a
(t� �)n�1 f (�) d� ; n 2 N� : (1.7)

En généralisant la formule (1:7) à un ordre � réel positif et en remplaçant la fonction
factorielle par la fonction Gamma, on aura la dé�nition suivante :

Dé�nition 1.3 L�opérateur intégral fractionnaire de Riemann-Liouville d�ordre � � 0; pour
une fonction continue f : [a; b]! R est dé�ni par :8<:

I�a [f (t)] =
1

�(�)

R t
a
(t� �)��1 f (�) d� ; t > a; � > 0;

I0a [f (t)] = f (t) :

(1.8)
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Exemple 1.1 Calculons l�intégrale fractionnaire au sens de Riemann-Liouville de la fonc-
tion suivante :

f (t) = (t� a)� ; � > �1 : (1.9)

En utilisant la dé�nition (1:8), on obtient :

I�a

h
(t� a)�

i
=

1

� (�)

Z t

a

(t� �)��1 (� � a)� d� : (1.10)

En e¤ectuant le changement de variable � = a+ x (t� a) et en utilisant la fonction Bêta
il résulte que :

I�a

h
(t� a)�

i
= 1

�(�)

R 1
0
(t� a� x (t� a))��1 (x (t� a))� (t� a) dx

= 1
�(�)

(t� a)�+�
R 1
0
(1� x)��1 x�dx

= 1
�(�)

(t� a)�+�B (�; � + 1) = 1
�(�)

(t� a)�+� �(�)�(�+1)
�(�+�+1)

= �(�+1)
�(�+�+1)

(t� a)�+� ;

(1.11)

donc
I�a

h
(t� a)�

i
= �(�+1)

�(�+�+1)
(t� a)�+� : (1.12)

Par exemple, pour � = 1 et � = 1; on utilise la formule (1:12) ; on obtient :

I1a [(t� a)] = �(2)
�(3)

(t� a)2 = 1
2
(t� a)2 : (1.13)

Et pour � = 1
2
; on a :

I
1
2
a

h
(t� a)�

i
= �(�+1)

�(�+ 1
2
+1)

(t� a)�+
1
2 = �(�+1)

�(�+ 3
2)
(t� a)�+

1
2 : (1.14)

Lemme 1.1 [43; 46] Soit f : [a; b]! R une fonction continue. Alors pour tout � > 0; � > 0
on a :

I�a
�
I�a [f (t)]

�
= I�+�a [f (t)] ; (1.15)

et
I�a
�
I�a [f (t)]

�
= I�a [I

�
a [f (t)]] : (1.16)

Preuve. On démontre l�identité (1:15)
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En e¤et,
I�a
�
I�a [f (t)]

�
= 1

�(�)

R x
a
(x� �)��1 I�a [f (�)] d�

= 1
�(�)�(�)

R x
a

h
(x� �)��1

R �
a
(� � t)��1 f (t) dt

i
d�

= 1
�(�)�(�)

R x
a
(x� �)��1 d�

R �
a
(� � t)��1 f (t) dt

= 1
�(�)�(�)

R x
a
f (t) dt

R x
t
(x� �)��1 (� � t)��1 d� :

(1.17)

En e¤ectuant le changement de variable � = t+(x� t) � et en utilisant la fonction Bêta,
on obtient :

I�a
�
I�a [f (t)]

�
= 1

�(�)�(�)

R x
a
f (t) dt

R 1
0
(x� t� (x� t) �)��1 ((x� t) �)��1 (x� t) d�

= 1
�(�)�(�)

R x
a
f (t) (x� t)�+��1 dt

R 1
0
(1� �)��1 ���1d�

= B(�;�)
�(�)�(�)

R x
a
(x� t)�+��1 f (t) dt

= 1
�(�+�)

R x
a
(x� t)�+��1 f (t) dt = I�+�a [f (t)] :

(1.18)

Exemple 1.2 Si on prend f (x) = t� a et � = � = 1
2
; on trouve :

I�a
�
I�a [f (t)]

�
= I�a

�
I�a [(t� a)]

�
= I�a

h
�(2)
�(�+2)

(t� a)�+1
i
= 1

2
(t� a)2 : (1.19)

D�autre part, on a :

I�+�a [f (t)] = I1a [(t� a)] =
R x
a
(t� a) dt = 1

2
(t� a)2 : (1.20)

1.2 Dérivation Non Entière

Dans la littérature, il ya plusieurs appproches de la dérivée fractionnaire parmi celles-
ci on cite : dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville et celle de Caputo qui sont les plus
utilisées.
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1.2.1 Dérivée-Riemann-Liouville

Dé�nition 1.4 On dé�nit la dérivée fractionnaire d�ordre � > 0 au sens de Riemann-
Liouville d�une fonction f : [a; b]! R par :

RLD�
a [f (t)] =

dn

dtn
(In��a [f (t)])

=

8<:
1

�(n��)
dn

dtn

R t
a
(t� �)n���1 f (�) d� ; n� 1 < � < n; n 2 N�;

dn

dtn
f (t) ; � = n:

(1.21)

Exemple 1.3 Calculons la dérivée fractionnaire d�ordre � au sens de Riemann-Liouville de
la fonction f (t) = (t� a)� avec � > �1; alors

RLD�
a

h
(t� a)�

i
= d

dt

�
1

�(1��)
R t
a
(t� �)�� (� � a)� d�

�
= d

dt

�
I1��a

h
(t� a)�

i�
= d

dt

�
�(�+1)

�(���+2) (t� a)1��+�
�

= (���+1)�(�+1)
�(���+2) (t� a)��� :

(1.22)

Par exemple, pour � = 1
2
; on utilise la formule (1:22) ; on obtient :

RLD
1
2
a

h
(t� a)�

i
= d

dt

�
1

�(1� 1
2)

R t
a
(t� �)�

1
2 (� � a)� d�

�

= d
dt

�
I
1
2
a

h
(t� a)�

i�
= d

dt

�
�(�+1)

�(�+ 3
2)
(t� a)�+

1
2

�

=
(�+ 1

2)�(�+1)
�(�+ 3

2)
(t� a)��

1
2 :

(1.23)

Pour � = 1
2
; et � = 1; on a :

RLD
1
2
a [(t� a)] = d

dt

�
1

�(1� 1
2)

R t
a
(t� �)�

1
2 (� � a) d�

�

= d
dt

�
I
1
2
a [(t� a)]

�
= d

dt

�
�(2)

�( 52)
(t� a)

3
2

�
= 3

2�( 52)
(t� a)

1
2 :

(1.24)

Remarque 1.1 La dérivée fractionnaire d�une fonction constante au sens de Riemann-
Liouville n�est pas nulle.
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En e¤et, on a :
RLD�

a [c] =
d
dt

�
c

�(1��)
R t
a
(t� �)�� d�

�
= d

dt
(I1��a [c]) = d

dt

�
c

(1��)�(1��) (t� a)1��
�

= c
�(1��) (t� a)�� :

(1.25)

Pour c = 1; on a :
RLD�

a [1] =
1

�(1��) (t� a)�� : (1.26)

On présente maintenant quelques propriétés de l�opérateur de dérivation au sens de
Riemann-Liouville.

Proposition 1.2 [43; 46; 47]
(1). Soient f et g deux fonctions dont les dérivées fractionnaires de Riemann-Liouville

existent. Alors pour tous �; � 2 R; RLD�
a [�f + �g] existe, et l�on a :

RLD�
a [�f (t) + �g (t)] = �RLD�

a [f (t)] + �RLD�
a [g (t)] : (1.27)

(2). En général, on a

RLD�
a

�
RLD�

a [f (t)]
�
6= RLD�+�

a [f (t)] : (1.28)

(3). On a aussi

RLD�
a

�
RLD�

a [f (t)]
�
6= RLD�

a

�
RLD�

a [f (t)]
�
: (1.29)

Lemme 1.2 [43; 46; 47] Soit f une fonction dé�nie sur [a; b] véri�ant RLD�
a [f (t)] = 0;

� 2 ]n� 1; n[ ; n 2 N�: Alors

f (t) =
Pn�1

i=0 bi
�(i+1)

�(��n+i+1) (t� a)��n+i ; n = [�] + 1; (1.30)

où les bi; i = 0; :::; n� 1 sont des constantes arbitraires.
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1.2.2 Dérivée-Caputo

La dé�nition de la dérivée fractionnaire au sens de Caputo est donnée par :

Dé�nition 1.5 Soit f 2 Cn ([a; b]) ; n 2 N�: On dé�nit la dérivée fractionnaire au sens de
Caputo d�ordre � � 0 de la fonction f comme suit :

D�
a [f (t)] = In��a

�
f (n) (t)

�
=

8<:
1

�(n��)
R t
a
(t� �)n���1 f (n) (�) d� ; n� 1 < � < n; n 2 N�;

dn

dtn
f (t) ; � = n:

(1.31)

Exemple 1.4 Soit f (t) = (t� a)� ; � > �1: Pour � > 0; on a :

D�
a [f (t)] = In��a

�
f (n) (t)

�
= 1

�(n��)
R t
a
(t� �)n���1 f (n) (�) d� : (1.32)

Et comme
f (n) (t) = �(�+1)

�(��n+1) (t� a)��n ; (1.33)

alors
D�
a [f (t)] = In��a

h
�(�+1)
�(��n+1) (t� a)��n

i
= �(�+1)

�(n��)�(��n+1)
R t
a
(t� �)n���1 (� � a)��n d� :

(1.34)

En e¤ectuant le changement de variable � = a+ x (t� a) ; on aura :

D�
a [f (t)] =

�(�+1)
�(n��)�(��n+1)

R 1
0
(t� a� x (t� a))n���1 (x (t� a))��n (t� a) dx

= �(�+1)
�(n��)�(��n+1) (t� a)���

R 1
0
(1� x)n���1 x��ndx

= �(�+1)
�(n��)�(��n+1) (t� a)���

R 1
0
(1� x)n���1 x��ndx

= �(�+1)B(n��;��n+1)
�(n��)�(��n+1) (t� a)��� = �(�+1)�(n��)�(��n+1)

�(n��)�(��n+1)�(���+1) (t� a)���

= �(�+1)
�(���+1) (t� a)��� :

(1.35)

Si l�on prend � = 1 et � = 1
2
; alors

D�
a [f (t)] = In��a

�
dn

dtn
f (t)

�
= I

1
2
a

�
d
dt
(t� a)

�
= 1

�( 32)
(t� a)

1
2 : (1.36)
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Remarque 1.2 Si f = c; alors

D�
a [f (t)] =

1
�(n��)

R t
a
(t� �)n���1 f (n) (�) d�

= 1
�(n��)

R t
a

�
(t� �)n���1 � 0

�
d� = 0

= D�
a [c] = cD�

a [1] :

(1.37)

Proposition 1.3 [43; 46]
(i) Pour tout � > 0; �; � 2 R; on a :

D�
a [�f (t) + �g (t)] = �D�

a [f (t)] + �D�
a [g (t)] : (1.38)

(ii) Pour tout � > 0; f : [a; b]! R; on a :
1:

D�
a I

�
a [f (t)] = f : (1.39)

2:
si D�

a [f (t)] = 0 alors f (t) =
Pn�1

i=0 ci (t� a)i : (1.40)

3:

I�aD
�
a [f (t)] = f (t) +

Pn�1
i=0

f (i)(a)
i!

(t� a)i : (1.41)

Lemme 1.3 [43; 46; 47] Soit � > � > 0; f : [a; b]! R une fonction continue: Alors

D�
a I

�
a [f (t)] = I��� [f (t)] ; t 2 [a; b] : (1.42)

1.3 Autour des Points Fixes

Les théorèmes de point �xe consistent à transformer un problème donné en un problème
du type x = �(x), ainsi ils fournissent des conditions généralement su¢ santes pour lesquelles
l�équation x = �(x) admet une solution.

Dé�nition 1.6 Soient (X; k:k) un espace vectoriel normé et (xn) une suite de X: On dit
que (xn) est une suite de Cauchy si

8" > 0; 9N 2 N; 8n � N; 8m � N; kxn+m � xnk � " :
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Dé�nition 1.7 On dit que X est complet pour la norme k:k si toute suite de Cauchy dans
X est convergente. Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

Dé�nition 1.8 Soit X un espace normé. Un sous-ensemble 
 � X est dit borné s�il existe
M > 0 telle que pour tout x 2 
 on a :

jjxjj �M:

Dé�nition 1.9 On dit que 
 est une partie compacte de X si de toute suite de points de 

on peut extraire une sous-suite qui converge vers un élément de 
.

Dé�nition 1.10 Une partie 
 de X est dite relativement compacte si son adhérence est
compact.

Dé�nition 1.11 Soit 
 un sous ensemble de X = C (J;E) : 
 est équicontinue si pour tout
" > 0; il existe � > 0 tel que :

jt1 � t2j � � ) j� (t1)� � (t1)j � "; pour tout t1; t2 2 J et � 2 
 :

Dé�nition 1.12 Soit (X; k:k) un espace vectoriel normé: Une application � de X dans X
est dite contractante s�il existe un nombre positive � 2 [0; 1[ ; tel que pour tout x; y 2 X; on
a :

k� (x)� � (y)k � � kx� yk :

Dé�nition 1.13 Soient X un espace vectoriel normé, de norme k:k et � une application
d�un ensemble X dans lui même. On appelle point �xe de � tout point x 2 X tel que :

�x = x:

Dé�nition 1.14 Soient X et Y deux espaces de Banach. L�opérateur continu � : X ! Y est
complètement continu s�il transforme tout borné de X en une partie relativement compacte
dans Y:
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Théorème 1.1 (Point Fixe de Banach) [30]
Soient X un espace de Banach et � : X ! X est un opérateur contractant. Alors il existe

un point �xe x 2 X tel que �x = x:

Lemme 1.4 (Lemme d�O�Regan) [61]
Soient X un espace de Banach et C � X un convexe fermé, et soit un ouvert 
 dans C

tel que 0 2 
. On suppose �
�


�
est borné et � : 
! C est donné par � = �1 + �2; où

1: �1 : 
! X est continu et complètement continu.

2: �2 : 
! X est contractant (i: e; il existe une fonction positive croissante � : [0;1)!
[0;1) satisfaite � (�) < �; � > 0; telle que k�2 (x)� �2 (y)k � � kx� yk ; pour tout x;
y 2 
): Alors,

(i) � admet un point �xe ; ou bien

(ii) Il existe x 2 @
; x = ��x pour 0 < � < 1:

Lemme 1.5 (Lemme d�Ascoli-Arzelà) [33]
Soit 
 � X: Alors 
 est relativement compact dans X si et seulement si les conditions

suivantes sont véri�ées

1: 
 est uniformément borné.

2: 
 est équicontinu.

Théorème 1.2 (Point Fixe de Schaefer) [30; 33]
Soient X un espace de Banach et � : X ! X un opérateur complètement continu. Si

l�ensemble

 := fx 2 X : x = ��x; 0 < � < 1g

est borné, alors � possède au moins un point �xe.

Théorème 1.3 (Krasnoselskii) [5]
Soient X un espase de Banach et F un sous-ensemble fermé, borné et convexe de X: On

suppose que les opérateurs R et T véri�ent

(i) Tx+Ry 2 F; pour tou x; y 2 F:

(ii) R est continu et compact.
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(iii) T est contractant.

Alors il existe au moins un élement z 2 F tel que Rz + Tz = z:



Chapitre 2

Inégalités Intégrales : Riemann
Liouville et k- Riemann-Liouville

2.1 Introduction

L�étude des inégalités intégrales a une grande importance dans la théorie des équations
di¤érentielles et les sciences appliquées. Dans les deux dernières décenies, beaucoup de cher-
cheurs en mathématiques ont investi dans le développement de cette théorie [1; 6; 24; 44; 45; 52].
Les inégalités de type fractionnaire sont également assez importantes dont les applications
sont très nombreuses, notamment en théorie des équations di¤érentielles fractionnaires et
en théorie de probabilités. Plusieurs auteurs s�intéressent à l�étude des inégalités intégrales
fractionnaires, voir [2; 7; 13; 18; 19; 20; 67; 68] :

Dans ce chapitre, on s�intèresse aux inégalités intégrales fractionnaires et les inégalités in-
tégrales k�fractionnaire pour une variable aléatoire continue X avec une fonction de densité
de probabilité (f: d: p:) f : [a; b]! R+ dé�nie sur un intervalle �ni. On présente des résultats
sur les estimations des moments fractionnaires d�ordre (r; �) en utilisant l�intégrale fraction-
naire de Riemann-Liouville. En appliquant l�intégrale k�Riemann-Liouville fractionnaire, on
présente aussi des résultats sur les estimations des espérances et variances k�fractionnaires.

Dans la section 2.2, on introduit les dé�nitions des espérances et des variances relative-
ment au intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville, ensuite on donne quelques propriétés.
La section 2.3 est consacrèe à la présentation des résultats fractionnaires qui seront utilisés
dans la suite de ce chapitre. Dans la section 2.4, on présente des applications de l�intégrale
fractionnaire de Riemann-Liouville au moment d�ordre (r; �) d�une variable aléatoire continue
X avec une fonction de densité de probabilité. On consacre la section 2.5 à l�étude des inéga-
lités intégrales k�fractionnaire, dans laquelle on présente l�intégrale k�Riemann-Liouville
fractionnaire, ensuite on donne les dé�nitions de la fonction de l�espérance et variance adap-
tées à l�intégrale k�Riemann-Liouville fractionnaire. En outre, on présente des applications
de l�intégrale k�Riemann-Liouville fractionnaire aux espérances et variances d�une variable
aléatoire continue X avec une f: d: p: f:

19
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2.2 Applications : Espérances, Variances, Moments

Dans ce paragraphe, on présente les dé�nitions de la fonction ésperance, variance frac-
tionnaire d�ordre � > 0 et la fonction moment fractionnaire d�ordres (r > 0; � > 0) pour
une variable aléatoire continue X avec f: d: p: f : [a; b] ! R+. Pour plus de détail, voir les
travaux de Z. DAHMANI dans [20].

Dé�nition 2.1 La fonction ésperance fractionnaire d�ordre � > 0 de la variable aléatoire
continue X ayant une f: d: p: f : [a; b]! R+ est dé�nie comme suit :

EX;� (t) := I�a [tf (t)] =
1

�(�)

R t
a
(t� �)��1 �f (�) d� ; � > 0; a < t � b : (2.1)

Dé�nition 2.2 La fonction espérance fractionnaire d�ordre � > 0 de la variable aléatoire
continue X � E(X) est dé�nie par :

EX�E(X);� (t) :=
1

�(�)

R t
a
(t� �)��1 (� � E(X)) f (�) d� ; � > 0; a < t � b ; (2.2)

où f : [a; b] ! R+ est la f: d: p de variable aléatoire X et E(X) =
R b
a
�f (�) d� est

l�espérance de X:

Pour t = b, on donne les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 2.3 L�espérance fractionnaire d�ordre � > 0 de la variable aléatoire continue X
ayant une f: d: p: f : [a; b]! R+ est dé�nie par :

EX;� :=
1

�(�)

R b
a
(b� �)��1 �f (�) d� ; � > 0 : (2.3)

Dé�nition 2.4 L�espérance fractionnaire d�ordre � > 0 de la variable aléatoire continue
X � E(X) est dé�nie comme suit :

EX�E(X);� :=
1

�(�)

R b
a
(b� �)��1 (� � E(X)) f (�) d� ; � > 0 ; (2.4)

avec f : [a; b]! R+ est la f: d: p de X.

Dé�nition 2.5 La fonction variance fractionnaire d�ordre � > 0 d�une variable aléatoire
continue X de f: d: p: f : [a; b]! R+ est donnée par :

�2X;� (t) :=
1

�(�)

R t
a
(t� �)��1 � rf (�) d� ; � > 0; a < t � b: (2.5)
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Pour t = b, on a :

Dé�nition 2.6 La variance fractionnaire d�ordre � > 0 d�une variable aléatoire continue X
de f: d: p: f : [a; b]! R+ est donnée par :

�2X;� :=
1

�(�)

R b
a
(b� �)��1 � rf (�) d� ; � > 0: (2.6)

Dé�nition 2.7 La fonction moment fractionnaire d�ordres (r > 0; � > 0) d�une variable
aléatoire continue X ayant f: d: p: f : [a; b]! R+ est donnée par :

Mr;� (t) := I�a [t
rf (t)] = 1

�(�)

R t
a
(t� �)��1 � rf (�) d� ; � > 0; a < t � b ; (2.7)

Dé�nition 2.8 Le moment fractionnaire d�ordres (r > 0; � > 0) d�une variable aléatoire
continue X ayant une f: d: p: f est donnée par :

Mr;� :=
1

�(�)

R b
a
(b� �)��1 � rf (�) d� ; � > 0 : (2.8)

2.2.1 Propriétés

(P1) : En appliquant la dé�nition 2.3 pour � = 1; on obtient l�espérance classique EX;1 =
E(X):

(P2) : En appliquant la dé�nition 2.6 pour � = 1; on trouve la variance classique �2X;1 =

�2 (X) =
R b
a
(� � E(X))2 f (�) d� :

(P3) : En appliquant la dé�nition 2.8 pour � = 1; on obtient le moment classique d�ordre
r; Mr;1 =Mr =

R b
a
� rf (�) d� :

(P4) : Pour � > 0; la f: d: p: f : [a; b]! R+ satisfaite I�a [f (t)] �
(b�a)��1
�(�)

; 8t 2 (a; b).
(P5) : Pour � = 1; on trouve I�a [f (b)] = 1:

2.3 Résultats d�Ordre Non Entier

Pour les applications ultérieures, on a besoin des théorèmes et des lemmes suivants, voir
[18; 19] :
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Théorème 2.1 Soient f et g deux fonctions intégrables sur [0;1[ et p une fonction positive
sur [0;1[ : S�il existe �; '; 	;  2 R tels que :

' � f (x) � �;  � g (x) � 	; x 2 [0; t] ; t > 0 ; (2.9)

alors pour tout t > 0 et � > 0; on a :

jI� [p (t)] I� [p (t) f (t) g (t)]� I� [p (t) f (t)] I� [p (t) g (t)]j �
�
I�p(t)
2

�2
(�� ') (	�  ) :

(2.10)

Théorème 2.2 Soient f et g deux fonctions intégrables sur [0;1[ véri�ant la condition
(2:9) et p une fonction positive sur [0;1[ : Alors pour tout t > 0 et � > 0; � > 0; on a :�

I� [p (t)] I� [p (t) f (t) g (t)] + I� [p (t)] I� [p (t) f (t) g (t)]

�I� [p (t) f (t)] I� [p (t) g (t)]� I� [p (t) f (t)] I� [p (t) g (t)]
�2

�
�
(�I� [p (t)]� I� [p (t) f (t)])

�
I� [p (t) f (t)]� 'I� [p (t)]

�
+(I� [p (t) f (t)]� 'I� [p (t)])

�
�I� [p (t)]� I� [p (t) f (t)]

��
�
�
(	I� [p (t)]� I� [p (t) g (t)])

�
I� [p (t) g (t)]�  I� [p (t)]

�
+(I� [p (t) g (t)]�  I� [p (t)])

�
	I� [p (t)]� I� [p (t) g (t)]

��
:

(2.11)

Théorème 2.3 Soient f et g deux fonctions intégrables sur [0;1[ véri�ant (2:9) : Alors
pour tout t > 0 et � > 0; on a :��� t�

�(�+1)
I� [f (t) g (t)]� I� [f (t)] I� [g (t)]

��� � � t�

2�(�+1)

�2
(�� ') (	�  ) : (2.11)

Lemme 2.1 Soit u une fonction intégrable sur [0;1[ satisfait la condition (2:9) : Alors pour
tout t > 0 et � > 0; on a :

t�

�(�+1)
I� [u2 (t)]� (I� [u (t)])2

�
�
� t�

�(�+1)
� I� [u (t)]

��
I� [u (t)]� ' t�

�(�+1)

�
� t�

�(�+1)
I� [(�� u (t)) (u (t)� ')] :

(2.12)
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Théorème 2.4 Soient f et g deux fonctions intégrables sur [0;1[ satisfaisant la condition
(2:9) : Alors pour tout t > 0 et �; � > 0; on a :�

t�

�(�+1)
I� [f (t) g (t)] + t�

�(�+1)
I� [f (t) g (t)]� I� [f (t)] I� [g (t)]� I� [f (t)] I� [g (t)]

�2
�
h�
� t�

�(�+1)
� I� [f (t)]

��
I� [f (t)]� ' t�

�(�+1)

�
+
�
I� [f (t)]� ' t�

�(�+1)

��
� t�

�(�+1)
� I� [f (t)]

�i
�
h�
	 t�

�(�+1)
� I� [g (t)]

��
I� [g (t)]�  t�

�(�+1)

�
+
�
I� [g (t)]�  t�

�(�+1)

��
	 t�

�(�+1)
� I� [g (t)]

�i
:

(2.13)

Lemme 2.2 Soient f et g deux fonctions intégrables sur l�intervalle [0;1[ : Alors pour tout
t > 0 et �; � > 0; on a :�

t�

�(�+1)
I� [f (t) g (t)] + t�

�(�+1)
I� [f (t) g (t)]� I� [f (t)] I� [g (t)]� I� [f (t)] I� [g (t)]

�2
�
�

t�

�(�+1)
I� [f 2 (t)] + t�

�(�+1)
I� [f 2 (t)]� 2I� [f (t)] I� [f (t)]

�
�
�

t�

�(�+1)
I� [g2 (t)] + t�

�(�+1)
I� [g2 (t)]� 2I� [g (t)] I� [g (t)]

�
:

(2.14)

Lemme 2.3 Soit u une fonction intégrable sur l�intervalle [0;1[ véri�ant la condition (2:9) :
Alors pour tout t > 0 et � > 0; � > 0 on a :

t�

�(�+1)
I� [u2 (t)] + t�

�(�+1)
I� [u2 (t)]� 2I� [u (t)] I� [u (t)]

�
�
� t�

�(�+1)
� I� [u (t)]

��
I� [u (t)]� ' t�

�(�+1)

�
+
�
� t�

�(�+1)
� I� [u (t)]

��
I� [u (t)]� ' t�

�(�+1)

�
� t�

�(�+1)
I� [(�� u (t)) (u (t)� ')]� t�

�(�+1)
I� [(�� u (t)) (u (t)� ')] :

(2.15)
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2.4 (r; �)� Moments

Dans cette section, on présente des applications de l�intégrale fractionnaire de Riemann-
Liouville aux moments fractionnaires d�ordre (r; �) d�une variable aléatoire continue X avec
une fonction de densité de probabilité dé�nie sur [a; b].

La première application de l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville au moment
fractionnaire d�ordre (r; �) est la suivante :

Théorème 2.5 [35] Soit X une variable aléatoire continue muni d�une fonction de densité
de probabilité f : [a; b] ! R+: Alors pour tout a < t � b et � > 0; les deux inégalities
suivantes sont satisfaites :

I�a [f (t)] I
�
a [t

r�1 (t� E (X)) f (t)]� (I�a [(t� E (X)) f (t)])Mr�1;� (t)

� kfk21
h
(t�a)�
�(�+1)

I�a [t
r]� I�a [t] I

�
a [t

r�1]
i
; f 2 L1 [a; b] ;

(2.16)

et
I�a [f (t)] I

�
a [t

r�1 (t� E (X)) f (t)]� (I�a [(t� E (X)) f (t)])Mr�1;� (t)

� 1
2
(t� a) (tr�1 � ar�1) (I�a [f (t)])

2 :
(2.17)

Preuve. On considère la quantité suivante :

H (x; y) := (g (x)� g (y)) (h (x)� h (y)) ; x; y 2 (a; t) ; a < t � b : (2.18)

On prend p : [a; b]! R+ et on multiplie les deux membres de (2:18) par 1
�(�)

(t� x)��1 p (x) ;

x 2 (a; t) ; puis on intègre sur (a; t) par rapport à x; on obtient :

1
�(�)

R t
a
(t� x)��1 p (x)H (x; y) dx

= 1
�(�)

R t
a
(t� x)��1 p (x) g (x)h (x) dx� g (y) 1

�(�)

R t
a
(t� x)��1 p (x)h (x) dx

�h (y) 1
�(�)

R t
a
(t� x)��1 p (x) g (x) dx+ g (y)h (y) 1

�(�)

R t
a
(t� x)��1 p (x) dx

= I�a [p (t) g (t)h (t)]� g (�) I�a [p (t)h (t)]� h (�) I�a [p (t) g (t)] + g (�)h (�) I�a [p (t)] :
(2.19)

Maitenant, on multiplie les deux membres de (2:19) par 1
�(�)

(t� y)��1 p (y) ; y 2 (a; t) ;
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puis on intègre sur (a; t) par rapport à y; on trouve :

1
�2(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 p (x) p (y)H (x; y) dxdy

= 1
�2(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 p (x) g (x)h (x) p (y) dxdy

� 1
�2(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 p (x)h (x) p (y) g (y) dxdy

� 1
�2(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 p (x) g (x) p (y)h (y) dxdy

+ 1
�2(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 p (x) p (y) g (y)h (y) dxdy:

(2.20)

Ce qui revient à :

1
�2(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 p (x) p (y)H (x; y) dxdy

=
h

1
�(�)

R t
a
(t� x)��1 p (x) g (x)h (x) dx

i h
1

�(�)

R t
a
(t� y)��1 p (y) dy

i
�
h

1
�(�)

R t
a
(t� x)��1 p (x)h (x) dx

i h
1

�(�)

R t
a
(t� y)��1 p (y) g (y) dy

i
�
h

1
�(�)

R t
a
(t� x)��1 p (x) g (x) dx

i h
1

�(�)

R t
a
(t� y)��1 p (y)h (y) dy

i
+
h

1
�(�)

R t
a
(t� x)��1 p (x) dx

i h
1

�(�)

R t
a
(t� y)��1 p (y) g (y)h (y) dy

i
:

(2.21)

En calculant les intégrales du second membre, on a :

1
�2(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 p (x) p (y)H (x; y) dxdy

= I�a [p (t)] I
�
a [p (t) g (t)h (t)]� I�a [p (t) g (t)] I

�
a [p (t)h (t)]

�I�a [p (t) g (t)] I�a [p (t)h (t)] + I�a [p (t)] I
�
a [p (t) g (t)h (t)]

= 2I�a [p (t)] I
�
a [p (t) g (t)h (t)]� 2I�a [p (t) g (t)] I�a [p (t)h (t)] :

(2.22)

On prend p (t) = f (t) ; g (t) = t�E (X) et h (t) = tr�1; a < t � b dans l�identité (2:22) ;
on obtient :

1
�2(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 (x� y) (xr�1 � yr�1) f (x) f (y) dxdy

= 2I�a [f (t)] I
�
a [t

r�1 (t� E (X)) f (t)]� 2I�a [(t� E (X)) f (t)] I�a [t
r�1f (t)] ;

(2.23)

ce qui implique que

1
�2(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 (x� y) (xr�1 � yr�1) f (x) f (y) dxdy

= 2I�a [f (t)] I
�
a [t

r�1 (t� E (X)) f (t)]� 2I�a [(t� E (X)) f (t)]Mr�1;� (t) :

(2.24)
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Puisque f 2 L1 [a; b] ; on peut alors écrire

1
�2(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 (x� y) (xr�1 � yr�1) f (x) f (y) dxdy

� kfk21 1
�2(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 (x� y) (xr�1 � yr�1) dxdy

� 2 kfk21
h
(t�a)�
�(�+1)

I�a [t
r]� I�a [t] I

�
a [t

r�1]
i
:

(2.25)

De (2:24) et (2:25) ; on obtient (2:16) :

D�autre part, on a :

1
�2(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 (x� y) (xr�1 � yr�1) f (x) f (y) dxdy

� supx;y2[a;t] j(x� y)j j(xr�1 � yr�1)j I�a [f (t)]
2 :

(2.26)

Il en résulte que

1
�2(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 (x� y) (xr�1 � yr�1) f (x) f (y) dxdy

� (t� a) (tr�1 � ar�1) I�a [f (t)]
2 :

(2.27)

De (2:24) et (2:27) ; on obtient (2:17) :

D�où la preuve du Théorème 2.5.

On généralise le Théorème 2.5, en considérant deux paramètres réels.

Théorème 2.6 [35] Soit X une variable aléatoire continue muni d�une f: d: p: f : [a; b]!
R+: Alors

(i) : Pour tout a < t � b; � > 0; � > 0; on a :

I�a [f (t)] I
�
a [t

r�1 (t� E (x)) f (t)] + I�a [f (t)] I
�
a [t

r�1 (t� E (x)) f (t)]

�I�a [(t� E (x)) f (t)]Mr�1;� � I�a [(t� E (x)) f (t)]Mr�1;�

� kfk21
h
(t�a)�
�(�+1)

I�a [t
r] + (t�a)�

�(�+1)
I�a [t

r]� I�a [t] I
�
a [t

r�1]� I�a [t] I
�
a [t

r�1]
i
;

(2.28)

où f 2 L1 [a; b] :
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(ii) : On a aussi :

I�a [f (t)] I
�
a [t

r�1 (t� E (x)) f (t)] + I�a [f (t)] I
�
a [t

r�1 (t� E (x)) f (t)]

�I�a [(t� E (x)) f (t)]Mr�1;� � I�a [(t� E (x)) f (t)]Mr�1;�

� (t� a) (tr�1 � ar�1) I�a [f (t)] J
�
a [f (t)] ;

(2.29)

pour tout a < t � b; � > 0; � > 0;

Preuve. On multiplie les deux membres de (2:19) par 1
�(�)

(t� y)��1 p (y) ; y 2 (a; t) ; puis
on intègre sur (a; t) par rapport à y; on trouve :

1
�(�)�(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 p (x) p (y)H (x; y) dxdy

= 1
�(�)�(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 p (x) g (x)h (x) p (y) dxdy

� 1
�(�)�(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 p (x)h (x) p (y) g (y) dxdy

� 1
�(�)�(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 p (x) g (x) p (y)h (y) dxdy

+ 1
�(�)�(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 p (x) p (y) g (y)h (y) dxdy;

(2.30)

ce qui revient à :

1
�(�)�(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 p (x) p (y)H (x; y) dxdy

=
h

1
�(�)

R t
a
(t� x)��1 p (x) g (x)h (x) dx

i h
1

�(�)

R t
a
(t� y)��1 p (y) dy

i
�
h

1
�(�)

R t
a
(t� x)��1 p (x)h (x) dx

i h
1

�(�)

R t
a
(t� y)��1 p (y) g (y) dy

i
�
h

1
�(�)

R t
a
(t� x)��1 p (x) g (x) dx

i h
1

�(�)

R t
a
(t� y)��1 p (y)h (y) dy

i
+
h

1
�(�)

R t
a
(t� x)��1 p (x) dx

i h
1

�(�)

R t
a
(t� y)��1 p (y) g (y)h (y) dy

i
:

(2.31)

Il s�en suit

1
�(�)�(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 p (x) p (y)H (x; y) dxdy

= I�a [p (t) g (t)h (t)] I
�
a [p (t)]� I�a [p (t)h (t)] I

�
a [p (t) g (t)]

�I�a [p (t) g (t)] I�a [p (t)h (t)] + I�a [p (t)] I�a [p (t) g (t)h (t)] :

(2.32)
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Maintenant, on prend p (t) = f (t) ; g (t) = t � E (X) et h (t) = tr�1; a < t � b dans
l�identité (2:32) ; on obtient :

1
�(�)�(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 (x� y) (xr�1 � yr�1) f (x) f (y) dxdy

= I�a [f (t)] I
�
a [t

r�1 (t� E (X)) f (t)]� I�a [t
r�1f (t)] I�a [(t� E (X)) f (t)]

�I�a [(t� E (X)) f (t)] I�a [t
r�1f (t)] + I�a [f (t)] I

�
a [t

r�1 (t� E (X)) f (t)] ;

(2.33)

ce qui implique que

1
�(�)�(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 (x� y) (xr�1 � yr�1) f (x) f (y) dxdy

= I�a [f (t)] I
�
a [t

r�1 (t� E (X)) f (t)] + I�a [f (t)] I
�
a [t

r�1 (t� E (X)) f (t)]

�I�a [(t� E (X)) f (t)]Mr�1;� � I�a [(t� E (X)) f (t)]Mr�1;�:

(2.34)

En utilisant le fait que f 2 L1 [a; b] ; on peut écrire
1

�(�)�(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 (x� y) (xr�1 � yr�1) f (x) f (y) dxdy

� kfk21
�(�)�(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 (x� y) (xr�1 � yr�1) dxdy:

(2.35)

En calculant les intégrales du second membre, on obtient :

1
�(�)�(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 (x� y) (xr�1 � yr�1) f (x) f (y) dxdy

� kfk21
h
(t�a)�
�(�+1)

I�a [t
r] + (t�a)�

�(�+1)
I�a [t

r]� I�a [t] I
�
a [t

r�1]� I�a [t] I
�
a [t

r�1]
i
:

(2.36)

En utilisant l�inégalité (2:34) et l�inégalité (2:36) ; on obtient l�inégalité (2:28) :

Pour l�inégalité (ii) ; on a :

1
�(�)�(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 (x� y) (xr�1 � yr�1) f (x) f (y) dxdy

� supx;y2[a;t] [jx� yj jxr�1 � yr�1j] I�a [f (t)] I�a [f (t)] ;
(2.37)

de l�inégalité (2:37) ; on tire :

1
�(�)�(�)

R t
a

R t
a
(t� x)��1 (t� y)��1 (x� y) (xr�1 � yr�1) f (x) f (y) dxdy

� (t� a) (tr�1 � ar�1) I�a [f (t)] I
�
a [f (t)] :

(2.38)

Par l�inégalité (2:34) et l�inégalité (2:38) ; on obtient (2:29) :

Ainsi le Théorème 2.6. est démontré.

Pour établir une relation entre M2r;� et M2
r;�; on prouve le résultat suivant :
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Théorème 2.7 [35] Soit X une variable aléatoire continue munie d�une f: d: p: f : [a; b]!
R+: Alors, pour tout � > 0 et a < t � b; on a :

I�a [f (t)]M2r;� (t)�M2
r;� (t) � 1

4
(I�a [f (t)])

2 (br � ar)2 : (2.39)

Preuve. En utilisant le Théorème 2.1, on peut écrire��I�a [p (t)] I�a [p (t) g2 (t)]� (I�a [p (t) g (t)])2�� � 1
4
(I�a [p (t)])

2 (M �m)2 : (2.40)

Prenons p (t) = f (t) et g (t) = tr; a < t � b; on obtient m = ar et M = br:

Par conséquent l�inégalité (2:40) permet d�obtenir

0 � I�a [f (t)] I
�
a [t

2f (t)]� (I�a [tf (t)])
2 � 1

4
(I�a [f (t)])

2 (br � ar)2 : (2.41)

Ce qui implique que

I�a [f (t)]M2r;� �M2
r;� � 1

4
(I�a [f (t)])

2 (br � ar)2 : (2.42)

On a ainsi démontré le Théorème 2.7.

Maintenant, on établit une relation entre M2r;�; M2r;�; M
2
r;� et M

2
r;� :

Théorème 2.8 [35] Soit X une variable aléatoire continue ayant une f: d: p: f : [a; b]! R+:
Alors, pour tout � > 0; � > 0 et a < t � b; on a :

I�a [f (t)]M2r;� (t) + I�a [f (t)]M2r;� (t) + 2a
rbrI�a [f (t)] I

�
a [f (t)]

� (ar + br)
�
I�a [f (t)]Mr;� (t) + I�a [f (t)]Mr;� (t)

�
:

(2.43)

Preuve. En appliquant le Théorème 2.2, on peut écrire�
I�a [p (t)] I

�
a [p (t) g

2 (t)] + I�a [p (t)] I
�
a [p (t) g

2 (t)]� 2I�a [p (t) g (t)] I�a [p (t) g (t)]
�2

�
�
(MI�a [p (t)]� I�a [p (t) g (t)])

�
I�a [p (t) g (t)]�mI�a [p (t)]

�
+(I�a [p (t) g (t)]�mI�a [p (t)])

�
MI�a [p (t)]� I�a [p (t) g (t)]

��2
:

(2.44)

On pose p (t) = f (t) et g (t) = tr; a < t � b dans l�inégalité (2:44) ; on obtient l�inégalité
suivante :�

I�a [f (t)] I
�
a [t

2rf (t)] + I�a [f (t)] I
�
a [t

2rf (t)]� 2I�a [trf (t)] I�a [trf (t)]
�2

�
�
(MI�a [f (t)]� I�a [t

rf (t)])
�
I�a [t

rf (t)]�mI�a [f (t)]
�

+(I�a [t
rf (t)]�mI�a [f (t)])

�
MI�a [f (t)]� I�a [t

rf (t)]
��2

:

(2.45)
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Ce qui implique que

I�a [f (t)]M2r;� (t) + I�a [f (t)]M2r;� (t)� 2Mr;� (t)Mr;� (t)

� (MI�a [f (t)]�Mr;� (t))
�
Mr;� (t)�mI�a [f (t)]

�
+(Mr;� (t)�mI�a [f (t)])

�
MI�a [f (t)]�Mr;� (t)

�
:

(2.46)

Donc,

I�a [f (t)]M2r;� (t) + I�a [f (t)]M2r;� (t) + 2mMI�a [f (t)] I
�
a [f (t)]

�M
�
I�a [f (t)]Mr;� (t) + I�a [f (t)]Mr;� (t)

�
+m

�
I�a [f (t)]Mr;� (t) + I�a [f (t)]Mr;� (t)

�
:

(2.47)

On substitue les valeurs de m et M dans l�inégalité (2:47), on obtient :

I�a [f (t)]M2r;� (t) + I�a [f (t)]M2r;� (t) + 2a
rbrI�a [f (t)] I

�
a [f (t)]

� (ar + br) I�a [f (t)]Mr;� (t) + (a
r + br) I�a [f (t)]Mr;� (t) :

(2.48)

Ce qui achève la démonstration du Théorème 2.8.

Un autre résultat pour le moment fractionnaire est le suivant :

Théorème 2.9 [35] Soit X une variable aléatoire continue ayant une f: d: p: f : [a; b]! R+
et � > 0: Alors pour tout a < t � b; on a l�inégalité suivante :��� (t�a)��(�+1)

Mr;� (t)� I�a [f (t)] I
�
a [t

r]
���

� (t�a)�
2�(�+1)

(M �m)
�
(t�a)�
�(�+1)

I�a [t
2r]� (I�a [tr])

2
� 1
2
:

(2.49)

Preuve. Par le Théorème 2.3 et le Lemme 2.1, on a :��� (t�a)��(�+1)
I�a [f (t) g (t)]� I�a [f (t)] I

�
a [g (t)]

���
� (t�a)�

2�(�+1)
(M �m)

�
(t�a)�
�(�+1)

I�a [g
2 (t)]� (I�a [g (t)])

2
� 1
2
:

(2.50)

Maintenant, on prend g (t) = tr; a < t � b: On peut alors écrire��� (t�a)��(�+1)
I�a [t

rf (t)]� I�a [f (t)] I
�
a [t

r]
���

� (t�a)�
2�(�+1)

(M �m)
�
(t�a)�
�(�+1)

I�a [t
2r]� (I�a [tr])

2
� 1
2
;

(2.51)
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d�où, il vient ��� (t�a)��(�+1)
Mr;� � I�a [f (t)] I

�
a [t

r]
���

� (t�a)�
2�(�+1)

(M �m)
�
(t�a)�
�(�+1)

I�a [t
2r]� (I�a [tr])

2
� 1
2
:

(2.52)

En utilisant deux paramètres fractionnaires, on établit la généralisation suivante :

Théorème 2.10 [35] Soit X une variable aléatoire continue munie d�une f: d: p: f : [a; b]!
R+ f: Alors pour tout a < t � b; et � > 0; � > 0; on a l�inégalité fractionnaire suivante :

(t�a)�
�(�+1)

Mr;� (t) +
(t�a)�
�(�+1)

Mr;� (t)� I�a [f (t)] I
�
a [t

r]� I�a [f (t)] J
�
a [t

r]

�
h�
M (t�a)�

�(�+1)
� I�a [f (t)]

��
I�a [f (t)]�m (t�a)�

�(�+1)

�
+
�
I�a [f (t)]�m (t�a)�

�(�+1)

��
M (t�a)�

�(�+1)
� I�a [f (t)]

�i
�
h
(t�a)�
�(�+1)

I�a [t
2r] + (t�a)�

�(�+1)
I�a [t

2r]� 2I�a [tr] I�a [tr]
i 1
2
:

(2.53)

Preuve. En appliquant le Théorème 2.4 et le Lemme 2.3, on arrive à :��� (t�a)��(�+1)
J�a [f (t) g (t)] +

(t�a)�
�(�+1)

J�a [f (t) g (t)]� J�a [f (t)] J
�
a [g (t)]� J�a [f (t)] J

�
a [g (t)]

���
�
h�
M (t�a)�

�(�+1)
� J�a [f (t)]

��
J�a [f (t)]�m (t�a)�

�(�+1)

�
+
�
J�a [f (t)]�m (t�a)�

�(�+1)

��
M (t�a)�

�(�+1)
� J�a [f (t)]

�i
�
�
(t�a)�
�(�+1)

J�a [g
2 (t)] + (t�a)�

�(�+1)
J�a [g

2 (t)]� 2J�a [g (t)] J�a [g (t)]
� 1
2
:

(2.54)

On pose g (t) = tr; a < t � b; on a l�inégalité suivante :��� (t�a)��(�+1)
J�a [t

rf (t)] + (t�a)�
�(�+1)

J�a [t
rf (t)]� J�a [f (t)] J

�
a [t

r]� J�a [f (t)] J
�
a [t

r]
���

�
h�
M (t�a)�

�(�+1)
� J�a [f (t)]

��
J�a [f (t)]�m (t�a)�

�(�+1)

�
+
�
J�a [f (t)]�m (t�a)�

�(�+1)

��
M (t�a)�

�(�+1)
� J�a [f (t)]

�i
�
�
(t�a)�
�(�+1)

J�a [t
2r] + (t�a)�

�(�+1)
J�a [t

2r]� 2J�a [tr] J�a [tr]
� 1
2
:

(2.55)
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De l�inégalité (2:55); on a :��� (t�a)��(�+1)
Mr;� (t) +

(t�a)�
�(�+1)

Mr;� (t)� J�a [f (t)] J
�
a [t

r]� J�a [f (t)] J
�
a [t

r]
���

�
h�
M (t�a)�

�(�+1)
� J�a [f (t)]

��
J�a [f (t)]�m (t�a)�

�(�+1)

�
+
�
J�a [f (t)]�m (t�a)�

�(�+1)

��
M (t�a)�

�(�+1)
� J�a [f (t)]

�i
�
�
(t�a)�
�(�+1)

J�a [t
2r] + (t�a)�

�(�+1)
J�a [t

2r]� 2J�a [tr] J�a [tr]
� 1
2
:

(2.56)

D�où la preuve du Théorème 2.10.

2.5 Inégalités k�Fractionnaires

On va présenter dans cette section les résultats des espérances et variances k�fractionnaire
des variables aléatoires continues en ultilisant l�intégrale k�Riemann-Liouville fractionnaire.

2.5.1 Intégration au Sens de k�Riemann-Liouville

Dans la présente sous-section on présente l�intégrale k�Riemann-Liouville fractionnaire,
qui généralise l�intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville. Pour plus de détails, voir [57]
et [67] :

Dé�nition 2.9 La fonction k�Gamma est dé�nie par l�intégrale suivante :

�k (�) =
R1
0
u��1e

�uk
k du : (2.57)

Remarque 2.1 La fonction k�Gamma satisfait les propriétés suivantes :

(1) :
limk!1 �k (�) = � (�) : (2.58)

(2) :
�k (�) = k

�
k
�1� (�) : (2.59)

(3) :
�k (�+ k) = ��k (�) : (2.60)
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Dé�nition 2.10 La fonction k�Bêta est donnée par :

Bk (�; �) =
1
k

R 1
0
u
�
k
�1 (1� u)

�
k
�1 du : (2.61)

Remarque 2.2 La fonction k�Bêta est liée à la fonction Bêta et k�Gamma comme suit :

Bk (�; �) =
1
k
B
�
�
k
; �
k

�
(2.62)

et
Bk (�; �) =

�k(�)�k(�)
�k(�+�)

: (2.63)

Dé�nition 2.11 L�opérateur intégral k�Rieman-Liouville fractionnaire d�ordre �, pour une
fonction f continue sur [a; b] est dé�ni par :

kI
�
a [f (t)] :=

1
k�k(�)

R t
a
(t� �)

�
k
�1 f (�) d� ; � > 0; k > 0; a < t � b : (2.64)

Théorème 2.11 [57] Soit f une fonction continue sur [a; b] et soit � > 0; � > 0: Alors pour
tout a < t � b; on a :

kI
�
a

�
kJ

�
a [f (t)]

�
= kI

�+�
a [f (t)] = kI

�
a [kJ

�
a [f (t)]] ; k > 0 : (2.65)

Théorème 2.12 [57] Soit � > 0; � > 0; a > 0; alors on a :

kI
�
a

h
(t� a)

�
k
�1
i
= �k(�)

�k(�+�)
(t� a)

�+�
k
�1 ; k > 0 : (2.66)

Remarque 2.3 Dans la relation (2:66) ; si on prend k = 1; on obtient :

I�a

h
(t� a)��1

i
= �(�)

�(�+�)
(t� a)�+��1 : (2.67)

Corollaire 2.1 [57] Soit � > 0; � > 0; alors on a la formule suivante :

kI
�
a [1] =

1
�k(�+k)

(t� a)
�
k
�2 ; k > 0 : (2.68)

Remarque 2.4 pour k = 1; on trouve :

I�a [1] =
1

�(�+1)
(t� a)��2 : (2.69)
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2.5.2 k�Estimations : Espérances et Variances

On introduit ici les dé�nitions de la fonction espérance et la fonction variance adaptées à
l�intégrale k�Riemann-Liouville fractionnaire. Ces dé�nitions seront utiles dans la suite de
cette section.

Dé�nition 2.12 La fonction espérance k�fractionaire d�ordre � > 0 d�une variable aléa-
toire continue X ayant une f: d: p: f : [a; b]! R+ est dé�nie comme suit :

EX;k;� (t) :=
1

k�k(�)

R t
a
(t� �)

�
k
�1 �f (�) d� ; � > 0; a < t � b; k > 0 : (2.70)

Dé�nition 2.13 La fonction espérance k�fractionaire d�ordre � > 0 de la variable aléatoire
continue X � E(X) est dé�nie par :

EX�E(X);k;� (t) :=
1

k�k(�)

R t
a
(t� �)

�
k
�1 (� � E(X)) f (�) d� ; � > 0; a < t � b; k > 0 :

(2.71)

Pour t = b, on donne les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 2.14 L�espérance k�fractionnaire d�ordre � > 0 d�une variable aléatoire conti-
nue X ayant f: d: p: f : [a; b]! R+ est dé�nie par :

EX;k;� :=
1

k�k(�)

R b
a
(b� �)

�
k
�1 �f (�) d� ; � > 0; k > 0 : (2.72)

Dé�nition 2.15 L�espérance k�fractionnaire d�ordre � > 0 de la variable aléatoire continue
X � E(X) est dé�nie comme suit :

EX�E(X);k;� :=
1

k�k(�)

R b
a
(b� �)

�
k
�1 (� � E(X)) f (�) d� ; � > 0; k > 0 : (2.73)

Dé�nition 2.16 La fonction variance k�fractionnaire d�ordre � > 0 d�une variable aléa-
toire X ayant une f: d: p: f : [a; b]! R+ est donnée par :

�2X;k;� (t) =:
1

k�k(�)

R t
a
(t� �)

�
k
�1 (� � E(X))2 f (�) d� ; � > 0; a < t � b; k > 0 : (2.74)

Pour t = b, on a :

Dé�nition 2.17 La variance k�fractionnaire d�ordre � > 0 de la variable aléatoire X avec
ayant une f: d: p: f : [a; b]! R+ est dé�nie par :

�2X;k;� :=
1

k�k(�)

R b
a
(b� �)

�
k
�1 (� � E(X))2 f (�) d� ; � > 0; k > 0 : (2.75)
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2.5.3 Applications de Type k�Riemann-Liouville

Dans ce qui suit, on présente quelques applications de l�intégrale k�Riemann-Liouville
fractionnaire aux espérances et variances d�une variable aléatoire continue X avec une fonc-
tion de densité de probabilité f dé�nie sur [a; b].

Le premier résultat sur l�inégalité intégrale k�fractionnaire de l�espérance et variance
fractionnaire est donné par :

Théorème 2.13 [36] Soit X une variable aléatoire continue munie d�une f: d: p: f : [a; b]!
R+: Alors pour tout a < t � b; et � > 0; on a l�inégalité k�fractionnaire suivante :

kI
�
a [f (t)]�

2
X;k;� (t)�

�
EX�E(X);k;� (t)

�2

�

8><>:
h

1
�k(�+k)

(t� a)
�
k
�2

kI
�
a [t

2]� (kI�a [t])
2
i
kfk21 ; si f 2 L1 [a; b] ;

(t�a)2
2
(kI

�
a [f (t)])

2 :

(2.76)

Preuve. On considère la quantité suivante :

Gk;� (t; x) =
1

k�k(�)
(t� x)

�
k
�1 p (x) ; x 2 (a; t) ; (2.77)

où p : [a; b]! R+; est une fonction continue.

En multipliant les deux membres de (2:18) par Gk;� (t; x) ; on obtient :

Gk;� (t; x)H (x; y) = Gk;� (t; x) (g (x)� g (y)) (h (x)� h (y)) : (2.78)

On intégre (2:78) par rapport à x sur (a; t), on trouve :

1
k�k(�)

R t
a
(t� x)

�
k
�1 p (x)H (x; y) dx =

R t
a
Gk;� (t; x) (g (x)� g (y)) (h (x)� h (y)) dx ;

(2.79)

ce qui revient à :

1
k�k(�)

R t
a
(t� x)

�
k
�1 p (x)H (x; y) dx

= 1
k�k(�)

R t
a
(t� x)

�
k
�1 p (x) g (x)h (x) dx� h(y)

k�k(�)

R t
a
(t� x)

�
k
�1 p (x) g (x) dx

� g(y)
k�k(�)

R t
a
(t� x)

�
k
�1 p (x)h (x) dx+ g(y)h(y)

k�k(�)

R t
a
(t� x)

�
k
�1 p (x) dx:

(2.80)
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Il s�en suit
1

k�k(�)

R t
a
(t� x)

�
k
�1 p (x)H (x; y) dx

= kI
�
a [p (t) g (t)h (t)]� h (y) kI

�
a [p (t) g (t)]

�g (y) kI
�
a [p (t)h (t)] + g (y)h (y) kI

�
a [p (t)] :

(2.81)

On multiplie les deux membres de (2:81) par Gk;� (t; y) ; puis on intègre sur (a; t) par
rapport à y; on trouve :

1
k2�2k(�)

R t
a

R t
a
(t� x)

�
k
�1 (t� y)

�
k
�1 p (x) p (y)H (x; y) dxdy

= kI
�
a [p (t) g (t)h (t)]

1
k�k(�)

R t
a
(t� y)

�
k
�1 p (y) dy

� kI
�
a [p (t) g (t)]

1
k�k(�)

R t
a
(t� y)

�
k
�1 p (y)h (y) dy

� kI
�
a [p (t)h (t)]

1
k�k(�)

R t
a
(t� y)

�
k
�1 p (y) g (y) dy

+ kI
�
a [p (t)]

1
k�k(�)

R t
a
(t� y)

�
k
�1 p (y) g (y)h (y) dy:

(2.82)

Par conséquent

1
k2�2k(�)

R t
a

R t
a
(t� x)

�
k
�1 (t� y)

�
k
�1 p (x) p (y)H (x; y) dxdy

= 2 kI
�
a [p (t) g (t)h (t)] kI

�
a [p (t)]� 2 kI

�
a [p (t) g (t)] kI

�
a [p (t)h (t)] :

(2.83)

Maitenant, on pose p (t) = f (t) et g (t) = h (t) = t � E (X) ; a < t � b; dans l�inégalité
(2:83) on a l�inégalité suivante :

1
k2�2k(�)

R t
a

R t
a
(t� x)

�
k
�1 (t� y)

�
k
�1 p (x) p (y) (x� y)2 dxdy

= 2 kI
�
a [f (t)] kI

�
a

�
(t� E (X))2 f (t)

�
� 2 (kI�a [(t� E (X)) f (t)])2 :

(2.84)

Ce qui donne

1
k2�2k(�)

R t
a

R t
a
(t� x)

�
k
�1 (t� y)

�
k
�1 p (x) p (y) (x� y)2 dxdy

= 2 kI
�
a [f (t)]�

2
X;k;� (t)� 2

�
EX�E(X);k;� (t)

�2 (2.85)

et
1

k2�2k(�)

R t
a

R t
a
(t� x)

�
k
�1 (t� y)

�
k
�1 p (x) p (y) (x� y)2 dxdy

� kfk21
k2�2k(�)

R t
a

R t
a
(t� x)

�
k
�1 (t� y)

�
k
�1 (x� y)2 dxdy:

(2.86)
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Ce qui implique que
1

k2�2k(�)

R t
a

R t
a
(t� x)

�
k
�1 (t� y)

�
k
�1 p (x) p (y) (x� y)2 dxdy

� 2
�
kJ

�
a [1] kJ

�
a [t

2]� (kJ�a [t])
2� kfk21 : (2.87)

D�après (2:85) et (2:87) ; on trouve la première inégalité de (2:76) :

D�autre part, on a :
1

k2�2k(�)

R t
a

R t
a
(t� x)

�
k
�1 (t� y)

�
k
�1 p (x) p (y) (x� y)2 dxdy

� supx;y2[a;t] j(x� y)j2 (kJ�a [f (t)])
2 = (t� a)2 (kJ

�
a [f (t)])

2 :

(2.88)

De (2:85) et (2:88) ; on trouve la deuxième inégalité de (2:76) :

Ainsi le Théorème 2.13 est démontré.

On donne aussi le résultat suivant :

Théorème 2.14 [36] Soit X une variable aléatoire continue muni d�une f: d: p: f : [a; b]!
R+: Alors pour tout a < t � b; et �; � > 0; on a :

kI
�
a [f (t)]�

2
X;k;� + kI

�
a [f (t)]�

2
X;k;� � 2

�
EX�E(X);k;� (t)

� �
EX�E(X);k;� (t)

�

�

8>>>>><>>>>>:

h
1

�k(�+k)
(t� a)

�
k
�2

kJ
�
a [t

2] + 1
�k(�+k)

(t� a)
�
k
�2

kJ
�
a [t

2]

�2 kI
�
a [t] kJ

�
a [t]

�
kfk21 ; f 2 L1 [a; b] ;

kI
�
a [f (t)] kI

�
a [f (t)] (t� a)2 :

(2.89)

Preuve. On multiplie les deux membres de l�identité (2:18) par Gk;� (t; y) ; on aboutit à
l�identité suivante :

Gk;� (t; y)H (x; y) = Gk;� (t; y) (g (x)� g (y)) (h (x)� h (y)) : (2.90)

Par une intégration par rapport à y sur (a; t) ; on obtient :R t
a
Gk;� (t; y)H (x; y) dy =

R t
a
Gk;� (t; y) (g (x)� g (y)) (h (x)� h (y)) dy ; (2.91)

ce qui entraine

1
k�k(�)

R t
a
(t� y)

�
k
�1 p (y)H (x; y) dy

= g(x)h(x)
k�k(�)

R t
a
(t� y)

�
k
�1 p (y) dy � g(x)

k�k(�)

R t
a
(t� y)

�
k
�1 p (y)h (y) dy

� h(x)
k�k(�)

R t
a
(t� y)

�
k
�1 p (y) g (y) dy + 1

k�k(�)

R t
a
(t� y)

�
k
�1 p (y) g (y)h (y) dy:

(2.92)
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De l�identité (2:92) ; il vient

1
k�k(�)

R t
a
(t� y)

�
k
�1 p (y)H (x; y) dy

= g (x)h (x) kI
�
a [p (t)]� g (x) kI

�
a [p (t)h (t)]

�h (x) kI
�
a [p (t) g (t)] + kI

�
a [p (t) g (t)h (t)] :

(2.93)

On multiplie les deux membres de (2:93) par Gk;� (t; x) ; on obtient :

1
k�k(�)

R t
a
(t� y)

�
k
�1Gk;� (t; x) p (y)H (x; y) dy

= Gk;� (t; x) g (x)h (x) kI
�
a [p (t)]�Gk;� (t; x) g (x) kI

�
a [p (t)h (t)]

�Gk;� (t; x)h (x) kI
�
a [p (t) g (t)] +Gk;� (t; x) kI

�
a [p (t) g (t)h (t)] :

(2.94)

Maintenant on intègre l�identité (2:94) entre a; t, il vient

1
k2�k(�)�k(�)

R t
a

R t
a
(t� x)

�
k
�1 (t� y)

�
k
�1 p (x) p (y)H (x; y) dxdy

= kI
�
a [p (t)]

1
k�k(�)

R t
a
(t� x)

�
k
�1 p (x) g (x)h (x) dx

� kI
�
a [p (t)h (t)]

1
k�k(�)

R t
a
(t� x)

�
k
�1 p (x) g (x) dx

� kI
�
a [p (t) g (t)]

1
k�k(�)

R t
a
(t� x)

�
k
�1 p (x)h (x) dx

+ kI
�
a [p (t) g (t)h (t)]

1
k�k(�)

R t
a
(t� x)

�
k
�1 p (x) dx:

(2.95)

D�où

1
k2�k(�)�k(�)

R t
a

R t
a
(t� x)

�
k
�1 (t� y)

�
k
�1 p (x) p (y)H (x; y) dxdy

= kI
�
a [p (t)] kI

�
a [p (t) g (t)h (t)] + kI

�
a [p (t) g (t)h (t)] kI

�
a [p (t)]

�2 kI
�
a [p (t)h (t)] kI

�
a [p (t) g (t)] :

(2.96)

Si on prend p (t) = f (t) et g (t) = h (t) = t� E (X) ; a < t � b; alors

1
k2�k(�)�k(�)

R t
a

R t
a
(t� x)

�
k
�1 (t� y)

�
k
�1 (x� y)2 f (x) f (y) dxdy

= kI
�
a [f (t)] kI

�
a

�
(t� E (X))2 f (t)

�
+ kI

�
a [f (t)] kI

�
a

�
(t� E (X))2 f (t)

�
�2 kI

�
a [(t� E (X)) f (t)] kI

�
a [(t� E (X)) f (t)] :

(2.97)
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On a aussi :

1
k2�k(�)�k(�)

R t
a

R t
a
(t� x)

�
k
�1 (t� y)

�
k
�1 (x� y)2 f (x) f (y) dxdy

� kfk21
k2�k(�)�k(�)

R t
a

R t
a
(t� x)

�
k
�1 (t� y)

�
k
�1 (x� y)2 dxdy

= kfk21
�
kI

�
a [1] kI

�
a [t

2] + kI
�
a [1] kI

�
a [t

2]� 2 kI
�
a [t]k I

�
a [t]

�
:

(2.98)

De (2:97) et (2:98) on aboutit à la première inégalité de (2:89) :

D�autre part, on a :

1
k2�k(�)�k(�)

R t
a

R t
a
(t� x)

�
k
�1 (t� y)

�
k
�1 (x� y)2 f (x) f (y) dxdy

� supx;y2[a;t] jx� yj2 kI
�
a [f (t)] kI

a [f (t)] = kI
�
a [f (t)] k I

�
a [f (t)] (t� a)2 ;

(2.99)

et de (2:97) et (2:99) on obtient la deuxième inégalité de (2:89) :

Le Théorème 2.14 est ainsi démontré.

On donne l�inégalité intégrale k�fractionnaire suivante :

Théorème 2.15 [36] Soit X une variable aléatoire continue ayant une f: d: p: f : [a; b]!
R+: Alors pour tout a < t � b; et � > 0; on a l�inégalité k�fractionnaire suivante :

kI
�
a [f (t)]�

2
X;k;� (t)�

�
EX�E(X);k;� (t)

�2 � (b�a)2
4

(kI
�
a [f (t)])

2 : (2.100)

Preuve. D�après le Théorème 2.1, on peut écrire��
kI

�
a [p (t)] kI

�
a [p (t) g

2 (t)]� (kI�a [p (t) g (t)])
2
�� � 1

4
(kI

�
a [f (t)])

2 (M �m)2 : (2.101)

On prend p (t) = f (t) et g (t) = h (t) = t� E (X) ; a < t � b dans (2:101) ; on obtient :

0 � kI
�
a [f (t)] kI

�
a

�
(t� E (X))2 f (t)

�
� (kI�a [(t� E (X)) f (t)])2

� 1
4
(kI

�
a [f (t)])

2 (M �m)2 :

(2.102)

Si on pose m = a� E (X) et M = b� E (X) ; alors

kI
�
a [f (t)] kI

�
a

�
(t� E (X))2 f (t)

�
� (kI�a [(t� E (X)) f (t)])2

� 1
4
(kI

�
a [f (t)])

2 (b� a)2 :

(2.103)
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Ce qui implique que

kI
�
a [f (t)]�

2
X;k;� (t)�

�
EX�E(X);k;� (t)

�2 � 1
4
(kI

�
a [f (t)])

2 (b� a)2 : (2.104)

Le Théorème 2.15 est démontré.



Chapitre 3

Inégalités Fractionnaires et
Caputo-Equations Di¤erentielles

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré aux applications des inégalités intégrales fractionnaires sur des
problèmes aux limites d�ordre fractionnaire. On établit des hypothèses assurant l�existence
et l�unicité des solutions pour un problème aux limites fractionnaire avec conditions non
locales. D�autres résultats d�existence seront aussi traités.

On considère le problème :8><>:
D�x (t)�

Pq
l=1 'l (t) f (t; x (t)) =

R t
0
(t�s)��1
�(�)

f (s; x (s)) ds; t 2 J;

x (0) = x� + h (x) ; Dpx (T ) =
Pm

i=1 �iD
px (�i) ;

(3.1)

où D� et Dp représentent les dérivées fractionnaires au sens de Caputo d�ordre � et p
respectivement, avec 1 < � � 2; 0 < p < 1 et � 2 R+; soient 'l; 1 � l � q des fonctions
continues sur J := [0; T ] ; x� 2 R; �i 2 R; 0 < �i < T; i = 1; 2; :::;m; m � 2 et f : J�R! R
est une fonction donnée véri�ant certaines hypothèses qui seront précisées plus tard et soit
h : X ! R est une fonction continue donnée et X = C (J;R) est l�espace de Banach de
toutes les fonctions continues de J dans R muni de la norme k:k ; kxk = sup fjx (t)j : t 2 Jg :

La condition non locale est aussi utile que la condition locale pour décrire certains phé-
nomènes physiques [11; 12; 23]. Celle-ci est donnée sous la forme suivante : x (0)+h (x) = x0;
telle que h (x) =

Pk
i=1 cix (ti) où ci; i = 1; :::; k sont des constantes données et 0 < t1 < t2 <

::: < tk < T .
Durant les dernières années [8; 9; 58; 77], plusieurs auteurs se sont penchés sur les pro-

blèmes fractionnaires avec condition non locale.

Dans ce contexte, on établit des hypothèses sous lesquelles on peut montrer l�existence
et l�unicité des solutions du problème aux limites fractionnaire (3:1). Ensuite, on prouve
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l�existence et l�unicité de la solution de tel problème en utilisant le théorème de point �xe de
Banach. On consacre la section 3.4 à l�éxistence des solutions du problème (3:1) en utilisant
le théorème de O�Regan. Des exemples sur les résultats théoriques suivront dans la section
4.4.

3.2 Résutats Préliminaires

Dans la présente section, on présente quelques lemmes qui seront utilisés dans ce chapitre.

Lemme 3.1 [43] Soient � > 0 et f une fonction dé�nie sur R+. Alors la solution générale
de l�équation

D�f(t) = 0; (3.2)

est donnée par :
f(t) =

Pr�1
i=0 cit

i; ci 2 R; i = 0; 1; 2; :::; r � 1; (3.3)

où ci 2 R; i = 0; 1; 2; :::; r � 1; r = [�] + 1, avec [�] désigne la partie entière de �:

Lemme 3.2 [43] Soient � > 0 et f une fonction dé�nie sur R+; alors

I� [D�f(t)] = f(t) +
Pr�1

i=0 cit
i ; (3.4)

où ci 2 R; i = 0; 1; 2; :::; r � 1; r = [�] + 1:

Lemme 3.3 [37] Soit
Pm

i=1 �i�
1�p
i 6= T 1�p et g : [0; T ]! R une fonction continue, alors la

solution du problème aux limites fractionnaire suivant :8><>:
D�x (t) =

Pq
l=1 'l (t) g (t) +

R t
0
(t�s)��1
�(�)

g (s) ds; t 2 J; 1 < � � 2; � > 0;

x (0) = x� + h (x) ; Dpx (T ) =
Pm

i=1 �iD
px (�i) ; x

� 2 R; 0 < p < 1;

(3.5)
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est donnée par l�equation intégrale suivante :

x (t) := 1
�(�)

R t
0
(t� s)��1

Pq
l=1 ('l) (s) g (s) ds+

1
�(�+�)

R t
0
(t� s)�+��1 g (s) ds

+ �(2�p)t
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1

Pq
l=1 ('l) (s) g (s) ds

+ �(2�p)t
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 g (s) ds

� �(2�p)
Pm
i=1 �it

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1

Pq
l=1 ('l) (s) g (s) ds

� �(2�p)
Pm
i=1 �it

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 g (s) ds+ (x� + h (x)) :

(3.6)

Preuve. D�après les Lemmes 3.1 et 3.2, la solution générale du problème est écrite comme
suit :

x (t) = 1
�(�)

R t
0
(t� s)��1

Pq
l=1 'l (s) g (s) ds

+ 1
�(�+�)

R t
0
(t� s)�+��1 g (s) ds� c0 � c1t;

(3.7)

où c0 and c2 sont des constantes arbitraires. En utilisant la condition x (0) = x� + h (x),
on trouve :

c0 = � (x� + h (x)) (3.8)

En utilisant le Lemme 3.1 et en appliquant l�opérateur Dp aux deux membres de (3:7) ;
on obtient :

Dpx (t) = 1
�(��p)

R t
0
(t� s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) g (s) ds

+ 1
�(�+��p)

R t
0
(t� s)�+��p�1 g (s) ds� c1

1
�(2�p)t

1�p:

(3.9)

En particulier, pour t = T; on a :

Dpx (T ) = 1
�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) g (s) ds

+ 1
�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 g (s) ds� c1

1
�(2�p)T

1�p;

(3.10)

Ensuite pour t = �i; i = 1; 2; :::;m; on a :

Dpx (�i) =
1

�(��p)
R �i
0
(�i � s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) g (s) ds

+ 1
�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 g (s) ds� c1

1
�(2�p)�

1�p
i ; i = 1; 2; :::;m:

(3.11)
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En utilisant la condition Dpx (T ) =
Pm

i=1 �iD
px (�i) ; on obtient :

c1 = � �(2�p)
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1

Pq
l=1 ('l) (s) g (s) ds

� �(2�p)
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 g (s) ds

+
�(2�p)

Pm
i=1 �i

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1

Pq
l=1 ('l) (s) g (s) ds

+
�(2�p)

Pm
i=1 �i

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 g (s) ds:

(3.12)

On remplace c0 et c1 dans (3:6), on trouve (3:7) :

Maintenant, on transforme le problème (3:1) à un problème du point �xe. Pour cela, on
considère l�opérateur � : X ! X dé�ni par :

�x (t) := 1
�(�)

R t
0
(t� s)��1

Pq
l=1 'l (s) f (s; x (s)) ds

+ 1
�(�+�)

R t
0
(t� s)�+��1 f (s; x (s)) ds

+ �(2�p)t
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) f (s; x (s)) ds

+ �(2�p)t
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 f (s; x (s)) ds

� �(2�p)
Pm
i=1 �it

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) f (s; x (s)) ds

� �(2�p)
Pm
i=1 �it

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 f (s; x (s)) ds

+(x� + h (x)) :

(3.13)

où t 2 [0; T ] ; 1 < � � 2; � > 0:

Pour établir l�existence et l�unicité de la solution du problème (3:1), on considère les
hypothèses suivantes :

(H1) : La fonction f : J � R! R est continue.

(H2) : Il existe ! > 0 tel que pour tout t 2 J et (x; y) 2 R2; on a :

jf (t; x)� f (t; y)j � ! jx� yj :
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(H3) : Il existe une constante positive $ < 1 et une fonction continue � : [0;1)! [0;1)
telles que :

� (v) � $v et jh (x)� h (y)j � � (kx� yk) ; pour tout x; y 2 X:

(H4) : h (0) = 0:

(H5) : Il existe une fonction positive 
 (t) 2 C (J;R) et une fonction croissante  :
[0;1)! (0;1) ; telles que :

jf (t; x)j � 
 (t) (jxj) ; pour chaque (t; x) 2 J � R:

(H6) : sup�2(0;1)
�

jx�j+

0
 (�)

> 1
1�$ ; où


0 =:
Pq
l=1k'lk1
�(�)

R T
0
(T � s)��1 
 (s) ds+ 1

�(�+�)

R T
0
(T � s)�+��1 
 (s) ds

+
�(2�p)

Pq
l=1k'lk1T

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1 
 (s) ds

+ �(2�p)T
jPm

i=1 �i�
1�p
i �T 1�pj�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 
 (s) ds

+
�(2�p)

Pq
l=1k'lk1

Pm
i=1j�ijT

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1 
 (s) ds

+
�(2�p)

Pm
i=1j�ijT

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 
 (s) ds:

(3.14)

Dans ce qui suit, les inégalités fractionnaires ainsi que les théorèmes du ponit �xe (
Théorème 1.1, Lemme 1.4 : chapitre 1) seront utilisées pour prouver l�existence et l�unicité
de la solution de notre problème (3:1).

3.3 Existence et Unicité : Quelques Résultats

En se basant sur le principe de contraction de Banach, l�unicité de la solution du problème
(3:1) sera prouvée.

Théorème 3.1 [37] Soit
Pm

i=1 �i�
1�p
i 6= T 1�p: Supposons que les hypothèses (H1) ; (H2) et

(H3) sont véri�ées. Si
�! +$ � 1; (3.15)
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avec,
� :=

Pq
l=1k'lk1T

�

�(�+1)
+ T�+�

�(�+�+1)

+
�(2�p)

Pq
l=1k'lk1(T��p+1+

Pm
i=1j�ij�

��p
i T)

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p+1)

+
�(2�p)(T�+��p+1+

Pm
i=1j�ij�

�+��p
i T)

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(�+��p+1) ;

(3.16)

alors le problème (3:1) admet une solution unique sur J:

Preuve. Pour montrer l�existence et l�unicité de la solution du problème (3:1), il su¢ t de
montrer que l�opérateur � admet un point �xe.

En e¤et, pour x; y 2 X et t 2 J , on a :

j� (x) (t)� � (y) (t)j =
��� 1
�(�)

R t
0
(t� s)��1

Pq
l=1 'l (s) (f (s; x (s))� f (s; y (s))) ds

+ 1
�(�+�)

R t
0
(t� s)�+��1 (f (s; x (s))� f (s; y (s))) ds

�(2�p)t
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) (f (s; x (s))� f (s; y (s))) ds

+ �(2�p)t
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 (f (s; x (s))� f (s; y (s))) ds

+
�(2�p)

Pm
i=1 �it

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) (f (s; x (s))� f (s; y (s))) ds

+
�(2�p)

Pm
i=1 �it

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 (f (s; x (s))� f (s; y (s))) ds

+h (x)� h (y)j :

(3.17)
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Alors

k� (x)� � (y)k � 1
�(�)

R T
0
(T � s)��1 sup0�s�1

Pq
l=1 j'l (s)j kf (s; x (s))� f (s; y (s))k ds

+ 1
�(�+�)

R T
0
(T � s)�+��1 kf (s; x (s))� f (s; y (s))k ds

+ �(2�p)T
jPm

i=1 �i�
1�p
i �T 1�pj�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1 sup0�s�1

Pq
l=1 j'l (s)j kf (s; x (s))� f (s; y (s))k ds

+ �(2�p)T
jPm

i=1 �i�
1�p
i �T 1�pj�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 kf (s; x (s))� f (s; y (s))k ds

+
�(2�p)

Pm
i=1j�ijT

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1 sup0�s�1

Pq
l=1 j'l (s)j kf (s; x (s))� f (s; y (s))k ds

+
�(2�p)

Pm
i=1j�ijT

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 kf (s; x (s))� f (s; y (s))k ds

+ kh (x)� h (y)k :
(3.18)

En utilisant les l�hypothèses (H1)� (H3) ; on obtient :

k� (x)� � (y)k � !kx�yk
Pq
l=1k'lk1

�(�)

R T
0
(T � s)��1 ds

+!kx�yk
�(�+�)

R T
0
(T � s)�+��1 ds

+
�(2�p)T!kx�yk

Pq
l=1k'lk1

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1 ds

+ �(2�p)T!kx�yk
jPm

i=1 �i�
1�p
i �T 1�pj�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 ds

+
�(2�p)

Pm
i=1j�ijT!kx�yk

Pq
l=1k'lk1

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1 ds

+
�(2�p)

Pm
i=1j�ijT!kx�yk

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 ds+$ kx� yk :

(3.19)
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En calculant les intégrales, on aboutit à :

k� (x)� � (y)k �
Pq
l=1k'lk1T

�

�(�+1)
! kx� yk+ T�+�

�(�+�+1)
! kx� yk

+
�(2�p)T��p+1

Pq
l=1k'lk1

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p+1)! kx� yk

+ �(2�p)T�+��p+1

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(�+��p+1)! kx� yk

+
�(2�p)T

Pm
i=1j�ij�

��p
i

Pq
l=1k'lk1

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p+1) ! kx� yk

+
�(2�p)T

Pm
i=1j�ij�

�+��p
i

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(�+��p+1)! kx� yk+$ kx� yk :

(3.20)

Ce qui implique que

k� (x)� � (y)k �
hPq

l=1k'lk1T
�

�(�+1)
+ T�+�

�(�+�+1)

i
! kx� yk

+

�
�(2�p)

Pq
l=1k'lk1(

Pm
i=1j�ij�

��p
i T+T��p+1)

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p+1)

+
�(2�p)(

Pm
i=1j�ij�

�+��p
i T+T�+��p+1)

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(�+��p+1)

�
! kx� yk+$ kx� yk :

(3.21)

D�où,
k� (x)� � (y)k � [�! +$] kx� yk : (3.22)

Comme �! +$ < 1; alors � est contractant. On conclut par le théorème du point �xe
de Banach l�opérateur � admet un point �xe unique x 2 X qui est la solution du problème
(3:1).

Notre deuxième résultat de l�existence des solutions du problème (3:1) est basé sur le
Lemme 1.4.

3.4 Existence : D�autres Résultats

A�n d�appliquer le Lemme 1.4 on considère l�opérateur � : X ! X dé�ni par :

�x (t) := �1x (t) + �2x (t) ; t 2 J ; (3.23)
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où

�1x (t) :=
1

�(�)

R t
0
(t� s)��1

Pq
l=1 'l (s) f (s; x (s)) ds

+ 1
�(�+�)

R t
0
(t� s)�+��1 f (s; x (s)) ds

+ �(2�p)t
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) f (s; x (s)) ds

+ �(2�p)t
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 f (s; x (s)) ds

� �(2�p)
Pm
i=1 �it

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) f (s; x (s)) ds

� �(2�p)
Pm
i=1 �i

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 f (s; x (s)) ds; t 2 J;

(3.24)

et
�2x (t) := x� + h (x) ; t 2 J : (3.25)

Théorème 3.2 [37] Soit
Pm

i=1 �i�
1�p
i 6= T 1�p: Supposons que les hypothèses (H1) ; (H3) �

(H6) sont véri�ées. Alors le problème (3:1) admet au moins une solution sur J:

Preuve. D�après l�hypothèse (H6), il existe un nombre �0 > 0 tel que :

�0
jx�j+ 
0 (�0)

>
1

1�$
: (3.26)

On montre que les opérateurs �1 et �2 dé�nis par (3:24) et (3:25), respectivement, véri�ent
toutes les conditions du Lemme 1.4.
La preuve sera donnée en quatre étapes.

Étape 1 : On montre que l�opérateur �1 est continu et complétement continu. On consi-
dère l�ensemble 
�0 dé�nit par :


�0 := fx 2 X : kxk � �0g : (3.27)



50

Pour montrer la continuité de l�opérateur �1 : 
�0 ! X; on considère xn � 
�0 tel que
xn (t)! x (t) ; alors pour tout t 2 J; on a :

k�1 (xn)� �1 (x)k =



 1
�(�)

R T
0
(T � s)��1

Pq
l=1 'l (s) (f (s; xn (s))� f (s; x (s))) ds

+ 1
�(�+�)

R T
0
(T � s)�+��1 (f (s; xn (s))� f (s; x (s))) ds

+ �(2�p)T
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) (f (s; xn (s))� f (s; x (s))) ds

+ �(2�p)T
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 (f (s; xn (s))� f (s; x (s))) ds

� �(2�p)T
Pm
i=1 �i

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) (f (s; xn (s))� f (s; x (s))) ds

� �(2�p)T
Pm
i=1 �i

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 (f (s; xn (s))� f (s; x (s))) ds





 :
(3.28)

Alors

k�1 (xn)� �1 (x)k �
Pq
l=1k'lk1
�(�)

R T
0
(T � s)��1 kf (s; xn (s))� f (s; x (s))k ds

+ 1
�(�+�)

R T
0
(T � s)�+��1 kf (s; xn (s))� f (s; x (s))k ds

+
�(2�p)T

Pq
l=1k'lk1

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1 kf (s; xn (s))� f (s; x (s))k ds

+ �(2�p)T
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 kf (s; xn (s))� f (s; x (s))k ds

+
�(2�p)T

Pm
i=1 �i

Pq
l=1k'lk1

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1 kf (s; xn (s))� f (s; x (s))k ds

+
�(2�p)T

Pm
i=1 �i

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 kf (s; xn (s))� f (s; x (s))k ds:

(3.29)

Par suite

k�1 (xn)� �1 (x)k �
h
T�

Pq
l=1k'lk1

�(�+1)
+ T�+�

�(�+�+1)

i
kf (s; xn (s))� f (s; x (s))k

+

�
�(2�p)

Pq
l=1k'lk1(T��p+1+T

Pm
i=1 �i�

��p
i )

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p+1)

+
�(2�p)(T�+��p+1+T

Pm
i=1 �i�

�+��p
i )

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p+1)

�
kf (s; xn (s))� f (s; x (s))k :

(3.30)
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Ce qui donne

k�1 (xn)� �1 (x)k � � kf (s; xn (s))� f (s; x (s))k : (3.31)

Puisque f est continue, alors

k�1 (xn)� �1 (x)k ! 0; quand n!1; (3.32)

ce qui prouve la continuité de �1:

Maintenant, on montre que �1
�

�0
�
est borné. Pour tout x 2 
�0 et t 2 J; on a :

k�1 (x)k =



 1
�(�)

R T
0
(T � s)��1

Pq
l=1 'l (s) f (s; x (s)) ds

+ 1
�(�+�)

R T
0
(T � s)�+��1 f (s; x (s)) ds

+ �(2�p)T
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) f (s; x (s)) ds

+ �(2�p)T
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 f (s; x (s)) ds

� �(2�p)T
Pm
i=1 �i

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) f (s; x (s)) ds

� �(2�p)T
Pm
i=1 �i

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 f (s; x (s)) ds





 :

(3.33)

Alors
k�1 (x)k �

Pq
l=1k'lk1
�(�)

R T
0
(T � s)��1 jf (s; x (s))j ds

+ 1
�(�+�)

R T
0
(T � s)�+��1 jf (s; x (s))j ds

+
�(2�p)T

Pq
l=1k'lk1

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1 jf (s; x (s))j ds

+ �(2�p)T
jPm

i=1 �i�
1�p
i �T 1�pj�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 jf (s; x (s))j ds

+
�(2�p)T

Pm
i=1j�ij

Pq
l=1k'lk1

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1 jf (s; x (s))j ds

+
�(2�p)T

Pm
i=1j�ij

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 jf (s; x (s))j ds:

(3.34)
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En utilisant l�hypothèse (H5); on obtient :

k�1 (x)k �
k
k (�0)

Pq
l=1k'lk1

�(�)

R t
0
(t� s)��1 ds

+k
k (�0)
�(�+�)

R T
0
(T � s)�+��1 ds

+
k
k (�0)�(2�p)T

Pq
l=1k'lk1

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1 ds

+ k
k (�0)�(2�p)T
jPm

i=1 �i�
1�p
i �T 1�pj�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 ds

+
k
k (�0)�(2�p)T

Pm
i=1j�ij

Pq
l=1k'lk1

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1 ds

+
k
k (�0)�(2�p)T

Pm
i=1j�ij

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 ds:

(3.35)

En calculant les intégrales du second membre, on aboutit à :

k�1 (x)k �
k
k (�0)T�

Pq
l=1k'lk1

�(�+1)
+ k
k (�0)T�+�

�(�+�+1)

+
k
k (�0)�(2�p)T��p+1

Pq
l=1k'lk1

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p+1) + k
k (�0)�(2�p)T�+��p+1

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(�+��p+1)

+
k
k (�0)�(2�p)T

Pm
i=1j�ij�

��p+1
i

Pq
l=1k'lk1

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p+1) +

k
k (�0)�(2�p)T
Pm
i=1j�ij�

�+��p+1
i

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(�+��p+1) :

(3.36)

Et donc,
k�1 (x)k � k
k (�0)

hPq
l=1 'l(s)T

�

�(�+1)
+ T�+�

�(�+�+1)

i
+ k
k (�0)

�
�(2�p)

Pq
l=1 'l(s)(T��p+1+

Pm
i=1j�ij�

��p
i T)

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p+1)

+
�(2�p)(T�+��p+1+

Pm
i=1j�ij�

�+��p
i T)

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(�+��p+1)

�
:

(3.37)

L�inégalité (3:37) implique que

k�1 (x)k � k
k (�0) �: (3.38)

D�où �1
�

�0
�
est uniformément borné.
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Ensuite, on établit l�équicontinuité de �1: Soit t1; t2 2 J; t2 < t1 et x 2 
�0 : Alors

k� (x) (t1)� � (x) (t2)k

�
Pq
l=1k'lk1
�(�)

R t2
0

�
(t1 � s)��1 � (t2 � s)��1

�
jf (s; x (s))j ds

+
Pq
l=1k'lk1
�(�)

R t1
t2
(t1 � s)��1 jf (s; x (s))j ds

+ 1
�(�+�)

R t1
0

�
(t1 � s)�+��1 � (t2 � s)�+��1

�
jf (s; x (s))j ds

+ 1
�(�+�)

R t2
t1
(t1 � s)�+��1 jf (s; x (s))j ds

+
�(2�p)

Pq
l=1k'lk1(t1�t2)

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1 jf (s; x (s))j ds

+ �(2�p)(t1�t2)
jPm

i=1 �i�
1�p
i �T 1�pj�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 jf (s; x (s))j ds

+
�(p+2)

Pq
l=1k'lk1

Pm
i=1j�ij(t2�t1)

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1 jf (s; x (s))j ds

+
�(2�p)

Pm
i=1j�ij(t2�t1)

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 jf (s; x (s))j ds:

(3.39)

L�hypothèse (H5) implique que

k� (x) (t1)� � (x) (t2)k

� k
k (�0)
Pq
l=1k'lk1

�(�)

R t2
0

�
(t1 � s)��1 � (t2 � s)��1

�
ds

+
k
k (�0)

Pq
l=1k'lk1

�(�)

R t1
t2
(t1 � s)��1 ds

+k
k (�0)
�(�+�)

R t1
0

�
(t1 � s)�+��1 � (t2 � s)�+��1

�
ds

+k
k (�0)
�(�+�)

R t2
t1
(t1 � s)�+��1 ds

+
k
k (�0)�(2�p)

Pq
l=1k'lk1(t1�t2)

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1 ds

+ N��(2�p)(t1�t2)
jPm

i=1 �i�
1�p
i �T 1�pj�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 ds

+
�(p+2)

Pq
l=1k'lk1

Pm
i=1j�ij(t2�t1)

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1 ds

+
k
k (�0)�(2�p)

Pm
i=1j�ij(t2�t1)

jPm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�pj�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 ds:

(3.40)
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Donc,

k� (x) (t1)� � (x) (t2)k

� k
k (�0)
Pq
l=1k'lk1

�(�+1)
(j(t1 � t2)

� + t�2 � t�1 j)

+ k
k (�0)
�(�+�+1)

����(t1 � t2)
�+� + t�+�2 � t

�+�

1

����
+ k
k (�0)�(2�p)
jPm

i=1 �i�
1�p
i �T 1�pj

h
T��p

Pq
l=1k'lk1

�(��p+1) + T�+��p

�(�+��p+1)

i
(jt1 � t2j)

+ k
k (�0)�(2�p)
jPm

i=1 �i�
1�p
i �T 1�pj

hPq
l=1k'lk1

Pm
i=1j�ij�i��p

�(��p+1) +
Pm
i=1j�ij�i�+��p
�(�+��p+1)

i
(jt2 � t1j) :

(3.41)

Passant à la limite lorsque t1 ! t2 dans (3:41) ; on trouve que k� (x) (t1)� � (x) (t2)k
tend vers zéro. Donc �1

�

�0
�
est équicontinu. D�après le théorème d�Ascolli-Arzella, �1 est

un opérateur complètement continu, ce qui achève la preuve de l�étape 1.

Étape 2 : On montre que l�opérateur �2 : 
�0 ! X est contractant.

En e¤et, pour x; y 2 
�0 et t 2 J; on a :

k�2 (x)� �2 (y)k = kh (x)� h (y)k : (3.42)

D�après l�hypothèse (H2); on trouve que :

k�2 (x)� �2 (y)k � $ kx� yk : (3.43)

Comme $ < 1; alors �2 est contractant.

Étape 3 : On montre que l�opérateur �2 : 
�0 ! X est borné.

En e¤et, soit x 2 
�0 ; alors pour tout t 2 J; on a :

k�2 (x)k � kx� + h (x)k : (3.44)

Donc,
k�2 (x)k � jx�j+ kh (x)� h (0)k+ kh (0)k : (3.45)

Les hypothèses (H3) et (H4) impliquent que

k�2 (x)k � jx�j+$�0 : (3.46)
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Ce qui prouve que �2
�

�0
�
est borné. De plus, d�après le fait que �1

�

�0
�
soit borné, on

peut conclure que �
�

�0
�
est borné.

Étape 4 : Finalement, on montre que le cas (II) du Lemme 1.4 n�est pas véri�e.

À cette �n, on e¤ectue la démonstration par l�absurde. Supposons que (II) est satisfaite.
Alors il existe 0 < � < 1; x 2 @
�0 ; tel que x = �� (x) :

Par conséquent, on a kxk = �0 et

x (t) = �
h

1
�(�)

R t
0
(t� s)��1

Pq
l=1 'l (s) f (s; x (s)) ds

+ 1
�(�+�)

R t
0
(t� s)�+��1 f (s; x (s)) ds

+ �(2�p)t
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) f (s; x (s)) ds

+ �(2�p)t
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 f (s; x (s)) ds

� �(2�p)
Pm
i=1 �it

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1

Pq
l=1 'l (s) f (s; x (s)) ds

� �(2�p)
Pm
i=1 �it

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 f (s; x (s)) ds

+(x� + h (x))] ; t 2 J:

(3.47)

En utilisant les hypothèses (H3) et (H4)� (H6), on obtient :

kxk �  (kxk)
hPq

l=1k'lk1
�(�)

R t
0
(t� s)��1 
 (s) ds

+ 1
�(�+�)

R t
0
(t� s)�+��1 
 (s) ds

+
�(2�p)t

Pq
l=1k'lk1

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1 
 (s) ds

+ �(2�p)t
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 
 (s) ds

+
�(2�p)t

Pm
i=1 �i

Pq
l=1k'lk1

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1 
 (s) ds

+
�(2�p)

Pm
i=1 �it

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 
 (s) ds

�
+ jx�j+$�0:

(3.48)
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Maintenant, on prend t 2 J et en ulilisant la dé�nition de 
�0 ; alors

�0 �  (�0)
hPq

l=1k'lk1
�(�)

R T
0
(T � s)��1 
 (s) ds

+ 1
�(�+�)

R T
0
(T � s)�+��1 
 (s) ds

+
�(2�p)t

Pq
l=1k'lk1

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R T
0
(T � s)��p�1 
 (s) ds

+ �(2�p)t
(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R T
0
(T � s)�+��p�1 
 (s) ds

+
�(2�p)t

Pm
i=1 �i

Pq
l=1k'lk1

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1 
 (s) ds

+
�(2�p)

Pm
i=1 �it

(
Pm
i=1 �i�

1�p
i �T 1�p)�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 
 (s) ds

�
+ jx�j+$�0:

(3.49)

Ce qui implique
�0 � 
0 (�0) + jx�j+$�0: (3.50)

Donc,
�0


0 (�0) + jx�j
� 1

1�$
(3.51)

ce qui constitue une contradiction avec (3:26) : Par conséquent, on a montré que les
opérateurs �1 et �2, véri�ent toutes les conditions du Lemme 1.4. On peut conclure que
l�opérateur � admet au moins un point �xe x 2 
�0 qui est la solution du problème (3:1), ce
qui achève la démonstration du Théorème 3.2.

Dans cette section, on présente des exemples validant les résultats.

3.5 Exemples Validant les résultats
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Exemple 3.1 Soit le problème suivant :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D
3
2x (t)�

�
sinh

�
et
2
�

21
p
1+�et2

+ e�t

7+et
+

p
� sinh t
12�+t2

��
1

(5
p
�+t)

2 tan�1 x (t) +
1
2
t2
�

=
R t
0
(t�s)

1
2

�( 32)

�
1

15
p
�
tan�1 x (t) + 1

2
s2
�
ds; t 2 [0; 1] ;

x (0) = 3
5
+
Pk

i=1 cix (ti) ; D
3
5 (1) =

p
3
4
D

3
5

�
1
5

�
+ 3D

3
5

�
2
7

�
+ 5

8
D

3
5

�
4
9

�
;

(3.52)

où 0 < t1 < t2 < ::: < tk < T; ci; i = 1; :::; k sont des constantes positives avecPk
i=1 ci <

1
2
:

Pour cet exemple, on a � = 3
2
; p = 3

5
; � = 1

2
; �1 =

p
3
4
; �2 = 3; �3 =

5
8
; �1 =

1
5
; �2 =

2
7
;

�3 =
4
9
; x� = 3

5
; T = 1 et '1 (t) :=

sinh
�
et
2
�

21
p
1+�et2

;

'2 (t) :=
e�t

7+et
; '3 (t) =

p
� sinh t
12�+t2

; f (t; x) := 1

(5
p
�+t)

2 tan�1 x+
1
2
t2; h (x) :=

Pk
i=1 cix (ti) :

Soit t 2 [0; 1] et x; y 2 R: Alors

jf (t; x)� f (t; y)j � 1

(5
p
�+t)

2 jtan�1 x� tan�1 yj � 1
25�
jx� yj :

Par conséquent, l�hypothèse (H1) est véri�ée avec ! = 1
25�
: Aussi on a :

jh (x)� h (y)j �
���Pk

i=1 cix (ti)�
Pk

i=1 ciy (ti)
��� �Pk

i=1 ci jx� yj :

D�où l�hypothèse (H2) est satisfaite avec $ =
Pk

i=1 ci <
1
2
:

Comme

k'1k1 = supt2[0;1] '1 (t) = 0; 01757 ; k'2k1 = supt2[0;1] '2 (t) = 0; 125;
k'3k1 = supt2[0;1] '3 (t) = 0; 053835;

il en découle que

� :=
P3
l=1k'lk1
�(�+1)

+ 1
�(�+�+1)

+
�(2�p)

P3
l=1k'lk1(1+

P3
i=1j�ij�

��p
i )

jP3
i=1 �i�

1�p
i �1j�(��p+1)

+
�(2�p)(1+

P3
i=1j�ij�

�+��p
i )

jP3
i=1 �i�

1�p
i �1j�(�+��p+1) = 1; 320 7:

Par conséquent,
�! +$ = 1: 320 7

25�
+
Pk

i=1 ci < 1 :

D�où, d�après le Théorème 3.1, le problème (3:52) admet une solution unique sur [0; 1].
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Exemple 3.2 Considérons le problème suivant :8>>>>>>><>>>>>>>:

D
4
3x (t)�

�
ln(1+t)
17(1+t2)

+ e��t

20
p
1+�t2

��p
� cos(�t)jx(t)j
16(t+2)2

+ 1
2
+ ln (1 + t2)

�
=
R t
0
(t�s)

3
2

�( 52)

�p
� cos(�s)jx(s)j
16(s+2)2

+ 1
2
+ ln (1 + s2)

�
ds; t 2 [0; 1] ;

x (0) =
p
2
3
+ 3

7
x (�) ; D

1
3 (1) =

p
3D

1
3

�
1
4

�
+D

1
3

�
2
3

�
+ 5

4
D

1
3

�
4
5

�
; 0 < � < 1:

(3.53)

On a � = 4
3
; p = 1

3
; � = 3

2
; �1 =

p
3; �2 = 1; �3 =

5
4
; �1 =

1
4
; �2 =

2
3
; �3 =

4
5
; 0 < � < 1;

x� =
p
2
3
; T = 1 et '1 (t) :=

ln(1+t)
17(1+t2)

; '2 (t) :=
e��t

20
p
1+�t2

:

On dé�nit

f (t; x) :=
p
� cos(�t)jx(t)j
16(t+2)2

+ 1
2
+ ln (1 + t2) ; t 2 [0; 1] ; x 2 R :

Pour tout t 2 [0; 1] et x; y 2 R; on a :

jf (t; x)� f (t; y)j �
p
� cos(�t)

16(t+2)2
jx� yj �

p
�
64
jx� yj

et
jh (x)� h (y)j � 3

7
jx� yj :

Il est clair que les l�hypothèses (H2) et (H3) sont véri�ées avec ! =
p
�
64
et $ = 3

7
:

On a aussi
k'1k1 = 0; 04077 3; k'2k1 = 0; 02456 9

et
� :=

P2
l=1k'lk1
�(�+1)

+ 1
�(�+�+1)

+
�(2�p)

P2
l=1k'lk1(1+

P3
i=1j�ij�

��p
i )

jP3
i=1 �i�

1�p
i �1j�(��p+1)

+
�(2�p)(1+

P3
i=1j�ij�

�+��p
i )

jP3
i=1 �i�

1�p
i �1j�(�+��p+1) = 0; 58112:

Par conséquent,

�! +$ = 0; 01609 + 0; 42857 = 0; 1609; 42 857 < 1 :

D�après le Théorème 3.1, le problème (3:53) admet une solution unique sur [0; 1].
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Exemple 3.3 On Considère le problème suivant :8>>>>>><>>>>>>:

D
7
4x (t)�

�
cosh(�t+1)

18(t2+2)2
+ e�t

2

�et+15
+ ln(1+t)

17(1+t2)

�
�tx2 sin x (�2t)

=
R t
0
(t�s)

p
21�1

�(
p
21)

�ts2 sin s (�2t) ds; t 2 [0; 1] ;

x (0) = 1
3
+$x (�) ; D

2
5 (1) = 2D

2
5

�
1
3

�
+ 5

6
D

2
5

�
3
7

�
+ 4

7
D

2
5

�
5
8

�
; 0 < � < 1:

(3.54)

Pour cet exemple, on a � = 7
4
; p = 2

5
; � =

p
21; �1 = 2; �2 =

5
6
; �3 =

4
7
; �1 =

1
3
; �2 =

3
7
;

�3 =
5
8
; 0 < � < 1; et '1 (t) :=

cosh(�t+1)

18(t2+2)2
; '2 (t) :=

e�t
2

�et+15
; '3 (t) =:

ln(1+t)
17(1+t2)

; x� = 1
3
:

On dé�nit
f (t; x) := �tx2 sin x (�2t)

et
h (x) := $x (�) ; 0 < � < 1 :

En appliquant l�hypothèse (H3); on obtient :

jh (x)� h (y)j � $ kx� yk ; x; y 2 C ([0; 1]) ;

ce qui signi�e que h est contractant. De plus h (0) = 0: Par conséquent, l�hypothèse (H4)
est satisfaite.

Pour tout t 2 [0; 1] et x 2 R; on a :

jf (t; x)j = j�tx2 sin x (�2t)j � �tx2 :

D�où, l�hypothèse (H5) est satisfaite avec 
 (t) = �t et  (x) = x2:

Maintenant, en calculant la valeur de 
0; on obtient :


0 :=
P3
l=1k'lk1
�(�)

R 1
0
(1� s)��1 �sds+ 1

�(�+�)

R 1
0
(1� s)�+��1 �sds

+
�(2�p)

P3
l=1k'lk1

jP3
i=1 �i�

1�p
i �1j�(��p)

R 1
0
(1� s)��p�1 �sds

+ �(2�p)
jP3

i=1 �i�
1�p
i �1j�(�+��p)

R 1
0
(1� s)�+��p�1 �sds

+
�(2�p)

P3
l=1k'lk1

P3
i=1j�ij

jP3
i=1 �i�

1�p
i �1j�(��p)

R �i
0
(�i � s)��p�1 �sds

+
�(2�p)

P3
i=1j�ijT

jP3
i=1 �i�

1�p
i �1j�(�+��p)

R �i
0
(�i � s)�+��p�1 �sds = 2; 04552�:
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Par conséquent, on aboutit à :

sup�2(0;1)
�

jx�j+
0 (�)
= sup�2(0;1)

�
1
3
+2;04552��2

= 0;60552p
�

> 1
1�j$j :

Ce qui signi�e que 0 < � < (0; 60552)2 (1� j$j)2 :

Ainsi, toutes les hypothèses du Théorème 3.2 sont véri�ées ce qui permet de conclure que
le problème (3:54) admet au moins une solution sur [0; 1].



Chapitre 4

Système d�Equations Di¤érentielles
Fractionnaires avec n Dérivées

4.1 Introduction

L�étude des systèmes d�équations di¤érentielles fractionnaires soumis à des conditions aux
limites, a pris part d�une attention particulière lors de recherche très récents. Ces résultats
peuvent être consultés dans les références [21; 42; 50; 51; 59; 72; 73; 75� 77].

Ce chapitre est consacré à l�étude d�existence et d�unicité des solutions du système d�équa-
tions di¤érentielles fractionnaires avec dérivée fractionnaire au sens de Caputo. On considère
alors :8>>>>>>>><>>>>>>>>:

D�0x (t) = f1 (t; y (t) ; D
�1y (t) ; D�2y (t) ; :::; D�n�1y (t)) ; t 2 J;

D�0y (t) = f2
�
t; x (t) ; D�1x (t) ; D�2x (t) ; :::; D�n�1x (t)

�
; t 2 J;

x (0) = x�; x0 (0) = x00 (0) = ::: = x(n�2) (0) = 0; Dpx (1) = �1D
px (�) ;

y (0) = y�; y0 (0) = y00 (0) = ::: = y(n�2) (0) = 0; Dqy (1) = �2D
qy (�) ;

(4.1)

où D�i ; D�i ; i = 0; 1; 2; :::; n � 1; Dp et Dq; sont des dérivées fractionnaires au sens de
Caputo, avec n � 1 < �n�1 < ::: < �1 < �0 < n et n � 1 < �n�1 < ::: < �1 < �0 < n;
p < �0; q < �0; n 2 N�; n 6= 1; J := [0; 1] ; �1; �2 6= 0 deux constantes réelles, 0 < �; � < 1;
f1; f2 : J � Rn ! R sont des fonctions qui seront à préciser plus tard.

Dans la section 4.2 de ce chapitre, on présente la solution générale du système d�équations
di¤érentielles fractionnaires (4:1). Des hypothèses sous lesquelles on peut montrer l�existence
et l�unicité des solutions du système fractionnaire (4:1) sont proposées. La section 4.3 est
consacrée à l�étude de l�existence et l�unicité de la solution du système (4:1) en utilisant
le principe de contraction de Banach. Dans la section 4.4, on s�intéresse à l�éxistence des
solutions du système (4:1). En�n, on présente des exemples dans la section 4.5.

61



62

4.2 Résutat Préliminaire et Hypothèses

On démontre le lemme suivant :

Lemme 4.1 [38] Soit n� 1 < �0 < n; n > 0 et g : J ! R une fonction continue. Alors la
solution du problème :

D�0x (t) = g (t) ; t 2 J; n� 1 < �0 < n ; (4.2)

avec
x (0) = x�; x0 (0) = x00 (0) = ::: = x(n�2) (0) = 0 (4.3)

et
Dpx (1) = �1D

px (�) ; (4.4)

est donnée par :

x (t) := 1
�(�0)

R t
0
(t� s)�0�1 g (s) ds+ x�

� �(n�p)tn�1
(1��1�n�p�1)�(n)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 g (s) ds

+ �1�(n�p)tn�1
(1��1�n�p�1)�(n)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 g (s) ds:

(4.5)

Preuve. On a :

x (t) = 1
�(�0)

R t
0
(t� s)�0�1 g (s) ds� c0 � c1t� c2t

2 � ::::� cn�1t
n�1 ; (4.6)

où c0 et c1; c2; :::; cn�1 sont des constantes arbitraires. Les conditions x (0) = x� et x
0
(0) =

:::: = x(n�2) (0) = 0 impliquent que
c0 = �x� (4.7)

et
c1 = c2 = ::: = cn�2 : (4.8)

En appliquant le Lemme 3.1, on obtient :

Dpx (t) = 1
�(�0�p)

R t
0
(t� s)�0�p�1 g (s) ds� cn�1

�(n)
�(n�p)t

n�p�1 : (4.9)

En utilisant la condition Dpx (1) = �1D
px (�) ; on oboutit à :

cn�1 =
�(n�p)

(1��1�n�p�1)�(n)�(�0�p)
R 1
0
(1� s)�0�p�1 g (s) ds

� �1�(n�p)
(1��1�n�p�1)�(n)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 g (s) ds:

(4.10)
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On injecte c0 et c1; c2; :::; cn�2; cn�1 dans l�égalité (4:6), on obtient la quantité (4:5) :

Le Lemme 4.1 est démontré.

On introduit l�espace de Banach suivant :

X := fx : x 2 C (J;R) ; D�1x; D�2x; :::; D�n�1x 2 C (J;R)g ;

muni de la norme

kxkX = kxk+ kD�1xk+ kD�2xk+ :::+ kD�n�1xk ;

telle que

kxk = sup
t2J
jx (t)j ; kD�1xk = sup

t2J
jD�1x (t)j ;

kD�2xk = sup
t2J
jD�2x (t)j ; :::; kD�n�1xk = sup

t2J
jD�n�1x (t)j :

De la même façon, on peut dé�nir l�espace suivant :

Y := fy : y 2 C (J;R) ; D�1y; D�2y; :::; D�n�1y 2 C (J;R) ;

muni de la norme

kykY = kyk+


D�1y



+ 

D�2y


+ :::+



D�n�1y


 ;

avec
kyk = sup

t2J
jy (t)j ;



D�1y


 = sup

t2J

��D�1y (t)
�� ;



D�2y


 = sup

t2J

��D�2y (t)
�� ; :::;

D�n�1y



 = sup
t2J

��D�n�1y (t)
�� :

Alors, pour tout (x; y) 2 X � Y; on a :

X � Y =
�
(x; y) : (x; y) 2 C2 (J;R) et k(x; y)kX�Y = kxkX + kykY

	
;

où
�
X � Y; k(x; y)kX�Y

�
est un espace de Banach.

On considère les hypothèses suivantes :

(H1) : f1; f2 : [0; 1]� Rn ! R sont des fonctions continues.
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(H2) : Il existe des fonctions positives ai; bi 2 C ([0; 1]) ; i = 0; 1; :::; n� 1; telles que pour
tout t 2 J et (x0; x1; x2; :::; xn�1) ; (y0; y1; y2; :::; yn�1) 2 Rn; on a :

jf1 (t; x0; x1; x2; :::; xn�1)� f1 (t; y0; y1; y2; :::; yn�1)j

� a0 (t) jx0 � y0j+ a1 (t) jx1 � y1j+ a2 (t) jx2 � y2j+ :::+ an�1 (t) jxn�1 � yn�1j
(4.11)

et

jf2 (t; x0; x1; x2; :::; xn�1)� f2 (t; y0; y1; y2; :::; yn�1)j

� b0 (t) jx0 � y0j+ b1 (t) jx1 � y1j+ b2 (t) jx2 � y2j+ :::+ bn�1 (t) jxn�1 � yn�1j ;
(4.12)

où

!0 = supt2J a0 (t) ; !1 = supt2J a1 (t) ; !2 = supt2J a2 (t) ; :::; !n�1 = supt2J an�1 (t) ;

$0 = supt2J b0 (t) ; $1 = supt2J b1 (t) ; $2 = supt2J b2 (t) ; :::; $n�1 = supt2J bn�1 (t) :
(4.13)

(H3) : Il existe deux fonctions positives l1 et l2 telles que :

jf1 (t; x0; x1; x2; :::; xn�1)j � l1 (t) ; t 2 J;

jf2 (t; x0; x1; x2; :::; xn�1)j � l2 (t) ; t 2 J;
(4.14)

pour tout t 2 J et (x0; x1; x2; :::; xn�1) ; (y0; y1; y2; :::; yn�1) 2 Rn; avec

L1 = sup
t2[0;1]

l1 (t) ; L2 = sup
t2[0;1]

l2 (t) :

On introduit les quantités suivantes :

N0 :=
1

�(�0+1)
+

�(n�p)(1+j�1j��0�p)
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1) :

Nk :=
1

�(�0��k+1) +
�(n�p)(1+j�1j��0�p)

j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1) ; k = 1; :::; n� 1:

M0 :=
1

�(�0+1)
+

�(n�q)(1+j�2j��0�q)
j1��2�n�q�1j�(n)�(�0�q+1) :

Mh :=
1

�(�0��h+1)
+

�(n�q)(1+j�2j��0�q)
j1��2�n�q�1j�(n��h)�(�0�q+1) ; h = 1; :::; n� 1:

! := !0 + !1 + :::+ !n�1:

$ := $0 +$1 + ::::+$n�1:

(4.15)
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� :=
�(n�p)(1+j�1j��0�p)

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1) +
Pn�1

k=1

�(n�p)(1+j�1j��0�p)
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1) :

�
0
:=

�(n�q)(1+j�2j��0�q)
j1��2�n�q�1j�(n)�(�0�q+1) +

Pn�1
h=1

�(n�q)(1+j�2j��0�q)
j1��2�n�q�1j�(n��h)�(�0�q+1) :

(4.16)

4.3 Unicité de Solutions

On dé�nit l�opérateur � : X � Y ! X � Y par :

� (x; y) (t) := (�1 (y) (t) ; �2 (x) (t)) ; t 2 J ; (4.17)

où pour tout t 2 J;

�1y (t) :=
1

�(�0)

R t
0
(t� s)�0�1 f1 (s; y (s) ; D

�1y (s) ; :::; D�n�1y (s)) ds+ x�

� �(n�p)tn�1
(1��1�n�p�1)�(n)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 f1 (s; y (s) ; D

�1y (s) ; :::; D�n�1y (s)) ds

+ �1�(n�p)tn�1
(1��1�n�p�1)�(n)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 f1 (s; y (s) ; D

�1y (s) ; :::; D�n�1y (s)) ds

(4.18)

et

�2x (t) :=
1

�(�0)

R t
0
(t� s)�0�1 f2

�
s; x (s) ; D�1x (s) ; :::; D�n�1x (s)

�
ds+ y�

� �(n�q)tn�1

(1��2�n�q�1)�(n)�(�0�q)

R 1
0
(1� s)�0�q�1 f2

�
s; x (s) ; D�1x (s) ; :::; D�n�1x (s)

�
ds

+ �2�(n�q)tn�1

(1��2�n�q�1)�(n)�(�0�q)

R �
0
(� � s)�0�q�1 f2

�
s; x (s) ; D�1x (s) ; :::; D�n�1x (s)

�
ds:

(4.19)

Théorème 4.1 [38] Soit �n�p�1 6= 1
�1
et �n�q�1 6= 1

�2
: Supposons que l�hypothèse (H2) est

véri�ée. Si

�
N0 +

Pn�1
k=1 Nk

�
! +

�
M0 +

Pn�1
h=1Mh

�
$ < 1 ; (4.20)

alors le système (4:1) admet une solution unique sur J:

Preuve. Pour montrer que � admet un point �xe, il su¢ t de montrer que � est une contrac-
tion. En e¤et, si on note

F (s) := f1 (s; y (s) ; D
�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))

�f1 (s; y1 (s) ; D�1y1 (s) ; :::; D
�n�1y1 (s)) ;

(4.21)
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alors pour tout t 2 J , et (x; y) ; (x1; y1) 2 X � Y; on a :

j�1y (t)� �1y1 (t)j =
��� 1
�(�0)

R t
0
(t� s)�0�1 F (s) ds

� �(n�p)tn�1
(1��1�n�p�1)�(n)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 F (s) ds

+ �1�(n�p)tn�1
(1��1�n�p�1)�(n)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 F (s) ds

��� :
(4.22)

Ceci signi�e que

k�1 (y)� �1 (y1)k � 1
�(�0)

R 1
0
(1� s)�0�1 kF (s)k ds

+ �(n�p)Tn�1
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 kF (s)k ds

+ j�1j�(n�p)Tn�1
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 kF (s)k ds:

(4.23)

D�après (4:21) et l�hypothèse (H2) ; on obtient l�estimation suivante :

k�1 (y)� �1 (y1)k �

[supt2J a0 (t) ky � y1k+ supt2J a1 (t) kD�1y �D�1y1k+ :::

+supt2J an�1 (t) kD�n�1y �D�n�1y1k] 1
�(�0)

R t
0
(t� s)�0�1 ds

+ [supt2J a0 (t) ky � y1k+ supt2J a1 (t) kD�1y �D�1y1k+ :::

+supt2J an�1 (t) kD�n�1y �D�n�1y1k] �(n�p)tn�1
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 ds

+ [supt2J a0 (t) ky � y1k+ supt2J a1 (t) kD�1y �D�1y1k+ :::

+supt2J an�1 (t) kD�n�1y �D�n�1y1k] j�1j�(n�p)tn�1
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 ds:

(4.24)

Alors

k�1 (y)� �1 (y1)k � (!0 + !1 + :::+ !n�1)

� [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k] 1
�(�0)

R 1
0
(1� s)�0�1 ds

+(!0 + !1 + :::+ !n�1) [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k]

� �(n�p)Tn�1
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 ds

+(!0 + !1 + :::+ !n�1) [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k]

� j�1j�(n�p)Tn�1
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 ds:

(4.25)
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En calculant les intégrales du second membre de (4:25) ; il résulte que :

k�1 (y)� �1 (y1)k

� (!0+!1+:::+!n�1)[ky�y1k+kD�1y�D�1y1k+:::+kD�n�1y�D�n�1y1k]
�(�0+1)

+ (!0+!1+:::+!n�1)[ky�y1k+kD�1y�D�1y1k+:::+kD�n�1y�D�n�1y1k]�(n�p)
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1)

+ (!0+!1+:::+!n�1)[ky�y1k+kD�1y�D�1y1k+:::+kD�n�1y�D�n�1y1k]j�1j�(n�p)��0�p
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1) :

(4.26)

Ce qui implique que

k�1 (y)� �1 (y1)k

�
�

1
�(�0+1)

+
�(n�p)(1+j�1j��0�p)

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1)

�
(!0 + !1 + :::+ !n�1)

� [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k] :

(4.27)

Grâce à (4:15); on a :

k�1 (y)� �1 (y1)k

� N0! [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k] :
(4.28)

Et donc,

k�1 (y)� �1 (y1)k

� N0! [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k] :
(4.29)

De la même manière, on peut obtenir l�estimation suivante :

k�2 (x)� �2 (x1)k

�M0$
�
kx� x1k+



D�1x�D�1x1


+ :::+



D�n�1x�D�n�1x1


� : (4.30)

Ensuite, pour tout k = 1; 2; :::; n� 1; on a :

kD�k�1 (y)�D�k�1 (y1)k � 1
�(�0��k)

R 1
0
(1� s)�0��k�1 kF (s)k ds

+ �(n�p)Tn��k�1
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 kF (s)k ds

+ j�1j�(n�p)Tn��k�1
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 kF (s)k ds:

(4.31)
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Par (H2); on a :

kD�k�1 (y)�D�k�1 (y1)k �

[supt2J a0 (t) ky � y1k+ supt2J a1 (t) kD�1y �D�1y1k+ :::

+supt2J an�1 (t) kD�n�1y �D�n�1y1k] 1
�(�0��k)

R 1
0
(1� s)�0��k�1 ds

+ [supt2J a0 (t) ky � y1k+ supt2J a1 (t) kD�1y �D�1y1k+ :::

+supt2J an�1 (t) kD�n�1y �D�n�1y1k] �(n�p)tn��k�1
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 ds

+ [supt2J a0 (t) ky � y1k+ supt2J a1 (t) kD�1y �D�1y1k+ :::

+supt2J an�1 (t) kD�n�1y �D�n�1y1k] j�1j�(n�p)tn��k�1
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 ds;

(4.32)

Alors

kD�k�1 (y)�D�k�1 (y1)k � (!0 + !1 + :::+ !n�1)

� [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k] 1
�(�0��k)

R 1
0
(1� s)�0��k�1 ds

+(!0 + !1 + :::+ !n�1) [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k]
� �(n�p)tn��k�1
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 ds

+(!0 + !1 + :::+ !n�1) [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k]

� j�1j�(n�p)tn��k�1
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 kF (s)k ds:

(3.33)

En utilisant (4:33); on obtient :

kD�k�1 (y)�D�k�1 (y1)k � 1
�(�0��k+1) (!0 + !1 + :::+ !n�1)

� [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k]

+ �(n�p)tn��k�1
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1) (!0 + !1 + :::+ !n�1)

� [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k]

+ j�1j�(n�p)tn��k�1��0�p
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1) (!0 + !1 + :::+ !n�1)

[ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k] :

(4.34)
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Et pour k = 1; 2; :::; n� 1; on a :
kD�k�1 (y)�D�k�1 (y1)k

�
�

1
�(�0��k+1) +

�(n�p)(1+j�1j��0�p)
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1)

�
(!0 + !1 + :::+ !n�1)

� [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k] :

(4.35)

Par conséquent, (4:35) devient

kD�k�1 (y)�D�k�1 (y1)k

� Nk! [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k] :
(4.36)

D�où

kD�k�1 (y)�D�k�1 (y1)k

� Nk! (ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k) :
(4.37)

Avec le même raisonnement que précédement, on a :

D�h�2 (x)�D�h�2 (x1)




�Mh$
�
kx� x1k+



D�1x�D�1x1


+ :::+



D�n�1x�D�n�1x1


� : (4.38)

Grâce à (4:29) et (4:37) ; on obtient :

k�1 (y)� �1 (y1)kX

�
�
N0 +

Pn�1
k=1 Nk

�
! (ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k) :

(4.39)

En utilisant (4:30) et (4:38) ; on trouve :

k�2 (x)� �2 (x1)kY

�
�
M0 +

Pn�1
h=1Mh

�
$
�
kx� x1k+



D�1x�D�1x1


+ :::+



D�n�1x�D�n�1x1


� :
(4.40)

En combinant (4:39) et (4:40) ; on obtient :

k� (x; y)� � (x1; y1)kX�Y

�
��
N0 +

Pn�1
k=1 Nk

�
! +

�
M0 +

Pn�1
h=1Mh

�
$
�
k(x� x1; y � y1)kX�Y :

(4.41)

Donc � est une contraction et d�après le théorème de Banach � admet un seul point �xe
qui est une solution du système (4:1).
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4.4 Existence de Solutions

On démontre le théorème suivant :

Théorème 4.2 [38] Soit �n�p�1 6= 1
�1
et �n�q�1 6= 1

�2
: Supposons que les hypothèses (H1) et

(H3) sont satisfaites. Alors le système (4:1) a au moins une solution sur J:

Preuve. On considère l�opérateur � (x; y) (t) := (�1 (y) (t) ; �2 (x) (t)) ; t 2 J dé�ni en
(4:17) :
Soit :

B� :=
�
(x; y) 2 X � Y : k(x; y)kX�Y � �

	
: (4.42)

(� :) � est un opérateur continu sur X � Y puisque f1 et f2 sont continues (hypothèse
(H1)):

(�� :) Maintenant, on montre que � est complètement continu. En e¤et, � (B�) est rela-
tivement compact, c�est à dire :

(i :) Pour tout (x; y) 2 B� et t 2 J; on a l�estimation suivante :

k�1 (y)k � 1
�(�0)

R 1
0
(1� s)�0�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds+ jx�j

+ �(n�p)Tn�1
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+ j�1j�(n�p)Tn�1
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds:

(4.43)

Par (H3); on a :

k�1 (y)k �
sup
t2J

l1(t)

�(�0)

R 1
0
(1� s)�0�1 ds+ jx�j

+
�(n�p)Tn�1 sup

t2J
l1(t)

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)
R 1
0
(1� s)�0�p�1 ds

+
j�1j�(n�p)Tn�1 sup

t2J
l1(t)

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)
R �
0
(� � s)�0�p�1 ds:

(4.44)

D�où

k�1 (y)k � sup
t2J

l1 (t)

�
1

�(�0+1)
+

�(n�p)(1+j�1j��0�p)
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1)

�
+ jx�j : (4.45)

A l�aide du (4:15); on peut avoir

k�1 (y)k � L1N0 + jx�j : (4.46)
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On a aussi
k�2 (x)k � L2M0 + jy�j : (4.47)

Ensuite, pour tout k = 1; 2; :::; n� 1; on a :

kD�k�1 (y)k � 1
�(�0��k)

R 1
0
(1� s)�0��k�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+ �(n�p)Tn��k�1
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+ j�1j�(n�p)Tn��k�1
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds:

(4.48)

L�hypothèse (H3) implique

kD�k�1 (y)k � L1
�(�0��k)

R 1
0
(1� s)�0��k�1 ds

+ �(n�p)Tn��k�1L1
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 ds

+ j�1j�(n�p)Tn��k�1L1
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 ds:

(4.49)

Ainsi

kD�k�1 (y)k � L1

�
1

�(�0��k+1) +
�(n�p)(1+j�1j��0�p)

j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1)

�
: (4.50)

Et pour tout h = 1; 2; :::; n� 1; on a :

D�h�2 (x)


 � L2

�
1

�(�0��h+1)
+

�(n�q)(1+j�2j��0�q)
j1��2�n�q�1j�(n��h)�(�0�q+1)

�
: (4.51)

Maintenant, en combinant (4:46) et (4:50); on obtient :

k�1 (y)kX � L1
�
N0 +

Pn�1
k=1 Nk

�
+ jx�j : (4.52)

Par (4:47) et (4:51) ; on a :

k�2 (x)kY � L2
�
M0 +

Pn�1
h=1Mh

�
+ jy�j : (4.53)

De (4:52) et (4:53) ; découle

k� (x; y)kX�Y � L1
�
N0 +

Pn�1
k=1 Nk

�
+ L2

�
M0 +

Pn�1
h=1Mh

�
+ jx�j+ jy�j := L : (4.54)

Par conséquent,
k� (x; y)kX�Y < L ; (4.55)
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et donc � (B�) est uniformément borné.

(ii :) � (B�) est équicontinu. En e¤et :

Soit (x; y) 2 B�; t1; t2 2 J; tel que t1 < t2: Alors

k�1y (t1)� �1y (t2)k

� 1
�(�0)

R t1
0

�
(t2 � s)�0�1 � (t1 � s)�0�1

�
kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+ 1
�(�0)

R t2
t1
(t2 � s)�0�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+
�(n�p)(tn�11 �tn�12 )

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)
R 1
0
(1� s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+
j�1j�(n�p)(tn�12 �tn�11 )
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds:

(4.56)

Compte tenu de l�hypothèse (H3) ; on a :

k�1y (t1)� �1y (t2)k �
sup
t2J

l1(t)

�(�0)

R t1
0

�
(t2 � s)�0�1 � (t1 � s)�0�1

�
ds

+
sup
t2J

l1(t)

�(�0)

R t2
t1
(t2 � s)�0�1 ds+

sup
t2J

l1(t)�(n�p)(tn�11 �tn�12 )

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)
R 1
0
(1� s)�0�p�1 ds

+
sup
t2J

l1(t)j�1j�(n�p)(tn�12 �tn�11 )

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)
R �
0
(� � s)�0�p�1 ds:

(4.57)

Et par suite

k�1y (t1)� �1y (t2)k � L1
�(�0+1)

(jt�01 � t�02 + 2 (t2 � t1)
�0j)

+ L1�(n�p)
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1)

���tn�11 � tn�12

���+ L1j�1j�(n�p)��0�p
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1)

���tn�12 � tn�11

��� : (4.58)

Avec le même raisonnement, on a :

k�2x (t1)� �2x (t2)k � L2
�(�0+1)

����t�01 � t
�0
2 + 2 (t2 � t1)

�0

����
+ L2�(n�q)
j1��2�n�q�1j�(n)�(�0�q+1)

���tn�11 � tn�12

���+ L2j�2j�(n�q)��0�q

j1��2�n�q�1j�(n)�(�0�q+1)
���tn�12 � tn�11

��� : (4.59)
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Ensuite, pour tout k = 1; 2; :::; n� 1; on a :

kD�k�1y (t1)�D�k�1y (t2)k

� 1
�(�0��k)

R t1
0

�
(t2 � s)�0��k�1 � (t1 � s)�0��k�1

�
kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+ 1
�(�0��k)

R t2
t1
(t2 � s)�0��k�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+
�(n�p)

�
t
n��k�1
1 �tn��k�12

�
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+
j�1j�(n�p)

�
t
n��k�1
2 �tn��k�11

�
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds:

(4.60)

L�hypothèse (H3) implique

kD�k�1y (t1)�D�k�1y (t2)k

�
sup
t2J

l1(t)

�(�0��k)
R t1
0

�
(t2 � s)�0��k�1 � (t1 � s)�0��k�1

�
ds

+
sup
t2J

l1(t)

�(�0��k)
R t2
t1
(t2 � s)�0��k�1 ds

+
sup
t2J

l1(t)�(n�p)
�
t
n��k�1
1 �tn��k�12

�
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 ds

+
sup
t2J

l1(t)j�1j�(n�p)
�
t
n��k�1
2 �tn��k�11

�
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 ds:

(4.61)

Ainsi
kD�k�1y (t1)�D�k�1y (t2)k

� L1
�(�0��k+1)

���t�0��k1 � t�0��k�12 + 2 (t2 � t1)
�0��k

���
+ L1�(n�p)
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1)

���tn��k�11 � tn��k�12

���
+ L1j�1j�(n�p)��0�p
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1)

���tn��k�12 � tn��k�11

��� :
(4.62)
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Et pour tout h = 1; 2; :::; n� 1; on a :

D�h�2x (t1)�D�h�2x (t2)




� L2
�(�0��h+1)

����t�0��h1 � t
�0��h
2 + 2 (t2 � t1)

�0��h
����

+ L2�(n�q)
j1��2�n�q�1j�(n��h)�(�0�q+1)

����tn��h1 � t
n��h
2

����
L2j�2j�(n�q)��0�q

j1��2�n�q�1j�(n��h)�(�0�q+1)
����tn��h2 � t

n��h
1

���� :
(4.63)

Quand t2� t1 les membres de droite de (4:58) ; (4:59) ; (4:62) et (4:63) tendent vers zéro.
Par Conséquent, on conclut que � (B�) est équicontinu. Par le théorème d�Arzela-Ascoli, on
peut conclure que � est un opérateur complètement continu.

(� � � :) Finalement, on montre que l�ensemble 
 dé�ni par :


 := f(x; y) 2 X � Y; (x; y) = �� (x; y) ; 0 < � < 1g (4.64)

est borné. En e¤et, soit (x; y) 2 
; alors (x; y) = �� (x; y) ; pour � 2 (0; 1) : Alors pour
tout t 2 J; on a x (t) = ��1y (t) et y (t) = ��2x (t) : D�où

1
�
kxk � 1

�(�0)

R 1
0
(1� s)�0�1 jf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))j ds+ jx�j

+ �(n�p)tn�1
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 jf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))j ds

+ j�1j�(n�p)tn�1
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 jf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))j ds:

(4.65)

Grâce à (H3); on a :

1
�
kxk � sup

t2J
l1 (t)

1
�(�0+1)

+ jx�j+ sup
t2J

l1 (t)
�(n�p)

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1)

+sup
t2J

l1 (t)
j�1j��0�p�(n�p)

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1) :

(4.66)

D�où

kxk � � sup
t2J

l1 (t)

�
1

�(�0+1)
+

�(n�p)(1+j�1j��0�p)
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1)

�
+ jx�j : (4.67)

Donc
kxk � � (L1N0 + jx�j) : (4.68)
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De la même manière, on peut obtenir

kyk � � (L2M0 + jy�j) : (4.69)

En utilisant le fait que la dérivée de Caputo d�une constante est nulle, on obtient pour
tout k = 1; 2; ::::; n� 1 :

1
�
kD�k (x)k � 1

�(�0��k)
R 1
0
(1� s)�0��k�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+ �(n�p)
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+ j�1j�(n�p)
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds:

(4.70)

En appliquant l�hypothèse (H3); on aboutit à :

1
�
kD�k (x)k �

sup
t2J

l1(t)

�(�0��k)
R 1
0
(1� s)�0��k�1 ds

+
�(n�p) sup

t2J
l1(t)

j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)
R 1
0
(1� s)�0�p�1 ds

+
j�1j�(n�p) sup

t2J
l1(t)

j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)
R �
0
(� � s)�0�p�1 ds:

(4.71)

En calculant les intégrales du seconde membre de (4:71), on trouve :

1
�
kD�k (x)k �

sup
t2J

l1(t)

�(�0��k+1) +
�(n�p) sup

t2J
l1(t)

j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1)

+
j�1j�(n�p) sup

t2J
l1(t)

j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1) :

(4.72)

Alors

kD�k (x)k � � sup
t2J

l1 (t)
h

1
�(�0��k+1) +

L1�(n�p)(1+j�1j�(n�p))
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1)

i
: (4.73)

A l�aide du (4:15); on peut avoir :

kD�k (x)k � �L1Nk : (4.74)

Et pour tout h = 1; 2; :::; n� 1; 

D�h (y)


 � �L2Mh : (4.75)
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De (4:68) et (4:74) ; on a :

kxkX � �
�
L1
�
N0 +

Pn�1
k=1 Nk

�
+ jx�j

�
: (4.76)

Par (4:69) et (4:75) ; on obtient :

kykY � �
�
L2
�
M0 +

Pn�1
h=1Mh

�
+ jy�j

�
: (4.77)

Par (4:76) et (4:77) ; on a :

k(x; y)kX�Y � �
��
L1
�
N0 +

Pn�1
k=1 Nk

�
+ L2

�
M0 +

Pn�1
h=1Mh

��
+ jx�j+ jy�j

�
<1 :

(4.78)
Ce qui prouve que 
 est borné.

On conclut par le théorème de point �xe de Schaefer que l�opérateur � admet au moins
un point �xe qui est la solution du système (4:1).

On démontre aussi le résultat suivant :

Théorème 4.3 [38] Soit �n�p�1 6= 1
�1
et �n�q�1 6= 1

�2
: Supposons que les hypothèses (H1) et

(H3) sont satisfaites, telles que :�
1

�(�0+1)
+
Pn�1

k=1
1

�(�0��k+1)

�
! +

�
1

�(�0+1)
+
Pn�1

h=1
1

�(�0��h+1)

�
$ < 1 : (4.79)

S�il existe � 2 R; tel que :

L1
�
N0 +

Pn�1
k=1 Nk

�
+ L2

�
M0 +

Pn�1
h=1Mh

�
+ jy�j+ jx�j � � ; (4.80)

alors le système (4:1) admet au moins une solution sur J:

Preuve. Pour montrer l�existence de la solution du système (4:1); il su¢ t de véri�er les
hypothèses du théorème du point �xe de Krasnoselskii.

Soit :
� � L1

�
N0 +

Pn�1
k=1 Nk

�
+ L2

�
M0 +

Pn�1
h=1Mh

�
+ jy�j+ jx�j ; (4.81)

et on considère l�ensemble

B� :=
�
(x; y) 2 X � Y : k(x; y)kX�Y � �

	
: (4.82)

On dé�nit aussi les opérateurs T et R sur B� comme suit :

T (x; y) (t) := (T1y (t) ; T2x (t)) ; t 2 J ; (4.83)
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et
R (x; y) (t) := (R1y (t) ; R2x (t)) ; t 2 J ; (4.84)

où

T1y (t) :=
1

�(�0)

R t
0
(t� s)�0�1 f1 (s; y (s) ; D

�1y (s) ; :::; D�n�1y (s)) ds+ jx�j ;

T2x (t) :=
1

�(�0)

R t
0
(t� s)�0�1 f2

�
s; x (s) ; D�1x (s) ; :::; D�n�1x (s)

�
ds+ jy�j

(4.85)

R1y (t) := � �(n�p)tn�1
(1��1�n�p�1)�(n)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 f1 (s; y (s) ; D

�1y (s) ; :::; D�n�1y (s)) ds

+ �1�(n�p)tn�1
(1��1�n�p�1)�(n)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 f1 (s; y (s) ; D

�1y (s) ; :::; D�n�1y (s)) ds

(4.86)

et

R2x (t) := � �(n�q)tn�1

(1��2�n�q�1)�(n)�(�0�q)

R 1
0
(1� s)�0�q�1 f2

�
s; x (s) ; D�1x (s) ; :::; D�n�1x (s)

�
ds

+ �2�(n�q)tn�1

(1��2�n�q�1)�(n)�(�0�q)

R �
0
(� � s)�0�q�1 f2

�
s; x (s) ; D�1x (s) ; :::; D�n�1x (s)

�
ds:

(4.87)

(i :) Premièrement, on montre que si (x; y) ; (x1; y1) 2 B�; alors T (x; y) (t)+R (x1; y1) (t) 2
B�: En e¤et, pour tout (x; y) ; (x1; y1) 2 B� et t 2 J; on a :

kT1 (y) +R1 (y1)k

� 1
�(�0)

R 1
0
(1� s)�0�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds+ jx�j

+ �(n�p)
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+ j�1j�(n�p)
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds:

(4.88)

En utilisant l�hypothèse (H3) et en calculant les intégrales du second membre de (4:88),
on obtient :

kT1 (y) +R1 (y1)k � sup
t2J

l1 (t)

�
1

�(�0+1)
+

�(n�p)(1+j�1j��0�p)
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1)

�
+ jx�j : (4.89)

Par conséquent,
kT1 (y) +R1 (y1)k � sup

t2J
l1 (t)N0 + jx�j : (4.90)

De (3:89), on a :
kT1 (y) +R1 (y1)k � L1N0 + jx�j : (4.91)
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D�autre part, pour tout k = 1; 2; :::; n� 1; on a :
kD�kT1 (y) +D�kR1 (y1)k

� 1
�(�0��k)

R 1
0
(1� s)�0��k�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+ �(n�p)
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+ j�1j�(n�p)
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds:

(4.92)

L�application de l�hypothèse (H3) implique que

kD�kT1 (y) +D�kR1 (y1)k � sup
t2J

l1 (t)

�
1

�(�0��k+1) +
�(n�p)(1+j�1j��0�p)

j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1)

�
; (4.93)

ce qui donne
kD�kT1 (y) +D�kR1 (y1)k � L1Nk : (4.94)

En combinant (4:91) et (4:94) ; on obtient

kT1 (y) +R1 (y1)kX � L1
�
N0 +

Pn�1
k=1 Nk

�
+ jx�j : (4.95)

De la même manière, on peut obtenir, pour h = 1; 2; :::; n� 1, l�estimation suivante :

kT2 (x) +R2 (x1)kY � L2
�
M0 +

Pn�1
h=1Mh

�
+ jy�j : (4.96)

Par (4:95) et (4:96) ; on trouve :

kT (x; y) +R (x1; y1)k

� L1
�
N0 +

Pn�1
k=1 Nk

�
+ L2

�
M0 +

Pn�1
h=1Mh

�
+ jx�j+ jy�j � �:

(4.97)

Donc
T (x; y) +R (x; y) 2 B� : (4.98)

(ii :) Deuxièmement, on montre que R est continu et compact. Il est claire de voir que
R est continu puisque f1 et f2 sont continues (hypothèse H1).

� On montre que R (B�) est borné. En e¤et, soit (x; y) 2 B� et t 2 J; alors

kR1 (y)k

� �(n�p)
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R 1
0
(1� s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds

+ j�1j�(n�p)
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)

R �
0
(� � s)�0�p�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))k ds:

(4.99)
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En utilisant l�hypothèse (H3) et en calculant les intégrales du second membre de (4:99),
on obtient :

kR1 (y)k � sup
t2J

l1 (t)
�(n�p)(1+j�1j��0�p)

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1) : (4.100)

Puisque t 2 J; on peut alors écrire

kR1 (y)k � L1
�(n�p)(1+j�1j��0�p)

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1)
: (4.101)

Ensuite, pour tout k = 1; 2; :::; n� 1; on obtient :

kD�kR1 (y)k � L1
�(n�p)(1+j�1j��0�p)

j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1)
: (4.102)

En utilisant (4:101) et (3:102) ; on obtient :

kR1 (y)kX

� L1

�
�(n�p)(1+j�1j��0�p)

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1) +
Pn�1

k=1

�(n�p)(1+j�1j��0�p)
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1)

�
:= L1�:

(4.103)

De la même manière, pour tout h = 1; 2; :::; n� 1; on a :

kR2 (x)kY

� L2

�
�(n�q)(1+j�2j��0�q)

j1��2�n�q�1j�(n)�(�0�q+1) +
Pn�1

h=1

�(n�q)(1+j�2j��0�q)
j1��2�n�q�1j�(n��h)�(�0�q+1)

�
:= L2�

0
:

(4.104)

De (4:103) et (4:104) ; on obtient

kR (x; y)k � L1� + L2�
0
: (4.105)

D�où R (B�) est uniformément borné.

� Maitenant, on montre que R (B�) est équicontinu. En e¤et, soit t1; t2 2 J; tel que
t2 < t1 et (x; y) 2 B�; alors par (H3) ; on a :

kR1y (t1)�R1y (t2)k � sup
t2J

l1 (t)
�(n�p)(tn�12 �tn�11 )

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)
R 1
0
(1� s)�0�p�1 ds

+
sup
t2J

l1(t)j�1j�(n�p)(tn�11 �tn�12 )

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p)
R �
0
(� � s)�0�p�1 ds:

(4.106)
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Et donc,

kR1y (t1)�R1y (t2)k � L1
�(n�p)

j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1)
���tn�12 � tn�11

���
+ L1j�1j�(n�p)��0�p
j1��1�n�p�1j�(n)�(�0�p+1)

���tn�11 � tn�12

��� : (4.107)

De la même manière, on peut obtenir l�estimation suivante :

kR2x (t1)�R2x (t2)k � L2
�(n�q)

j1��2�n�q�1j�(n)�(�0�q+1)
���tn�12 � tn�11

���
+L2

j�2j�(n�q)��0�q

j1��2�n�q�1j�(n)�(�0�q+1)
���tn�11 � tn�12

��� : (4.108)

Ensuite, pour tout k = 1; 2; :::; n� 1; on a :

kD�kR1y (t1)�D�kR1y (t2)k

� L1
�(n�p)

j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1)
���tn��k�12 � tn��k�11

���
+L1

j�1j�(n�p)��0�p
j1��1�n�p�1j�(n��k)�(�0�p+1)

���tn��k�11 � tn��k�12

��� :
(4.109)

Et pour tout h = 1; 2; :::; n� 1; on trouve :

D�hR2x (t1)�D�hR2x (t2)




� L2
�(n�q)

j1��2�n�q�1j�(n��h)�(�0�q+1)
����tn��h�12 � t

n��h�1
1

����
+L2

j�2j�(n�q)��0�q

j1��2�n�q�1j�(n��h)�(�0�q+1)
����tn��h�11 � t

n��h�1
2

���� :
(4.110)

Comme t2 ! t1; les secondes membres de (4:107) ; (4:108) ; (4:109) et (4:110) tendent
vers zéro. Par conséquent R (B�) est équicontinu. D�après le théorème d�Ascoli-Arzela, R est
compact.

(iii :) Finalement, on prouve que T est une contraction. En e¤et pour tout (x; y) ;
(x1; y1) 2 X � Y et t 2 J; on a :

kT1 (y)� T1 (y1)k

� 1
�(�0)

R 1
0
(t� s)�0�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))

�f1 (s; y1 (s) ; D�1y1 (s) ; :::; D
�n�1y1 (s)) dsk :

(4.111)
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En appliquant l�hypothèse (H2); on aboutit à :

kT1 (y)� T1 (y1)k � (!0 + !1 + :::+ !n�1)

[ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k] 1
�(�0)

R 1
0
(1� s)�0�1 ds:

(4.112)

En calculant l�intégrale du second membre de (4:112), on obtient :

kT1 (y)� T1 (y1)k � (!0+!1+:::+!n�1)
�(�0+1)

� [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k] :
(4.113)

Et donc,

kT1 (y)� T1 (y1)k � !
�(�0+1)

� [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k] :
(4.114)

De la même manière, on peut obtenir l�estimation suivante :

kT2 (x)� T2 (x1)k � $
�(�0+1)

�
�
kx� x1k+



D�1x�D�1x1


+ :::+



D�n�1x�D�n�1x1


� : (4.115)

Ensuite, pour tout k = 1; 2; :::; n� 1; on a :

kD�kT1 (y)�D�kT1 (y1)k

� 1
�(�0��k)

R t
0
(t� s)�0��k�1 kf1 (s; y (s) ; D�1y (s) ; :::; D�n�1y (s))

�f1 (s; y1 (s) ; D�1y1 (s) ; :::; D
�n�1y1 (s)) dsk :

(4.116)

En utilisant l�hypothèse (H3) et en calculant l�intégrale du second membre de (4:611), on
obtient :

kD�kT1 (y)�D�kT1 (y1)k � !
�(�0��k+1)

� [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k] ;
(4.117)

et pour tout h = 1; 2; :::; n� 1; on trouve :

D�kT2 (x)�D�kT2 (x1)


 � $

�(�0��h+1)

�
�
kx� x1k+



D�1x�D�1x1


+ :::+



D�n�1x�D�n�1x1


� : (4.118)
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De l�inégalité (4:114) et (4:117) ; on déduit que

kT1 (y)� T1 (y1)kX �
h

1
�(�0+1)

+
Pn�1

k=1
1

�(�0��k+1)

i
!

� [ky � y1k+ kD�1y �D�1y1k+ :::+ kD�n�1y �D�n�1y1k] :
(4.119)

Par (4:115) et (4:118) ; on a :

kT2 (x)� T2 (x1)kY �
h

1
�(�0+1)

+
Pn�1

h=1
1

�(�0��h+1)

i
$

�
�
kx� x1k+



D�1x�D�1x1


+ :::+



D�n�1x�D�n�1x1


� : (4.120)

Maintenant en combinant (4:119) et (4:120) ; on aboutit à :

kT (x; y)� T (x1; y1)kX�Y �
�h

1
�(�0+1)

+
Pn�1

k=1
1

�(�0��k+1)

i
!

+
h

1
�(�0+1)

+
Pn�1

h=1
1

�(�0��h+1)

i
$
�
k(x� x1; y � y1)kX�Y :

(4.121)

Ce qui implique que

kT (x; y)� T (x1; y1)kX�Y �
�h

1
�(�0+1)

+
Pn�1

k=1
1

�(�0��k+1)

i
!

+
h

1
�(�0+1)

+
Pn�1

h=1
1

�(�0��h+1)

i
$
�
k(x� x1; y � y1)kX�Y :

(4.122)

En utilisant la condition (4:80) ; on conclut que T est une contraction.

Par conséquence du théorème du point �xe de Krasnoselskii, on peut conclure que � a
un point �xe qui est une solution du système (4:1):

Corollaire 4.1 Supposons que �n�p�1 6= 1
�1
; �n�q�1 6= 1

�2
et ils existent des constantes posi-

tives�i; �i; i = 0; 1; :::; n�1; telles que pour tout t 2 J et (x0; x1; x2; :::; xn�1) ; (y0; y1; y2; :::; yn�1) 2
Rn; on a :

jf1 (t; x0; x1; x2; :::; xn�1)� f1 (t; y0; y1; y2; :::; yn�1)j

� �0 (t) jx0 � y0j+�1 (t) jx1 � y1j+�2 (t) jx2 � y2j+ :::+�n�1 (t) jxn�1 � yn�1j

et

jf2 (t; x0; x1; x2; :::; xn�1)� f2 (t; y0; y1; y2; :::; yn�1)j

� �0 (t) jx0 � y0j+ �1 (t) jx1 � y1j+ �2 (t) jx2 � y2j+ :::+ �n�1 (t) jxn�1 � yn�1j :

Si �
N0 +

Pn�1
k=1 Nk

�
(�0 + :::+�n�1) +

�
M0 +

Pn�1
h=1Mh

�
(�0 + :::+ �n�1) < 1 ;

alors le système (4:1) admet une solution unique sur J .
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Corollaire 4.2 Supposons que (H1) est satisfaite et �n�p�1 6= 1
�1
; �n�q�1 6= 1

�2
: S�il existe

k1 > 0 et k2 > 0; tels que :

jf1 (t; x0; x1; x2; :::; xn�1)j � k1 et jf2 (t; x0; x1; x2; :::; xn�1)j � k2 ;

pour tout t 2 J et (x0; x1; x2; :::; xn�1) 2 Rn; alors le système (4:1) admet au moins une
solution.

4.5 Exemples Validant les résultats

Exemple 4.1 On considère le système suivant :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

D
7
2x (t) =

jy(t)j+
���D 9

4 y(t)
���+���D 3

2 y(t)
���+���D 1

2 y(t)
���

(t2+32�)
�
et+jy(t)j+

���D 9
4 y(t)

���+���D 3
2 y(t)

���+���D 1
2 y(t)

���� + cosh (2 + t2) ; t 2 [0; 1] ;

D
11
3 y (t) = sinx(t)+sinD

5
2 x(t)+sinD

6
5 x(t)+sinD

4
5 x(t)

16(�t2+1)
+ arctan (1 + t) ; t 2 [0; 1] ;

x (0) =
p
2; x0 (0) = x00 (0) = 0; D

1
2x (1) = 4

5
D

1
2x
�
3
4

�
;

y (0) =
p
3; y0 (0) = y00 (0) = 0; D

1
3y (1) = 6

7
D

1
3y
�
2
5

�
;

(4.123)

tels que :8><>:
f1 (t; x1; x2; x3; x4) :=

jx1j+jx2j+jx3j+jx4j
(t2+32�)(et+jx1j+jx2j+jx3j+jx4j) + cosh (2 + t2) ;

f2 (t; x1; x2; x3; x4) :=
sin(x1)+sin(x2)+sin(x3)+sin(x4)

16(�t2+1)
+ arctan (1 + t) ;

où t 2 [0; 1] et x1; x2; x3; x4 2 R:

Pour tout t 2 [0; 1] et (x0; x1; x2; x3) ; (y0; y1; y2; y3) 2 R4; on a :

jf1 (t; x0; x1; x2; x3)� f1 (t; y0; y1; y2; y3)j

� 1
(t2+32�)

(jx0 � y0j+ jx1 � y1j+ jx2 � y2j+ jx3 � y3j) ;

jf2 (t; x0; x1; x2; x3)� f2 (t; y0; y1; y2; y3)j

� 1
16(�t2+1)

(jx0 � y0j+ jx1 � y1j+ jx2 � y2j+ jx3 � y3j) :
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Ainsi la condition (H2) est satisfaite avec ai (t) = 1
(t2+32�)

; bi (t) =
1

16(�t2+1)
; i = 0; :::; 3;

alors
!i = supt2[0;1] ai (t) =

1
32�
; $i = supt2[0;1] bi (t) =

1
16
; i = 0; :::; 3 :

Par un simple calcul, on obtient :

N0 = 0; 288269; N1 = 2; 203434; N2 = 1; 413119; N3 = 0; 615229; ! =
1
8�
;

M0 = 0; 085713; M1 = 1; 124108; M2 = 0; 322689; M3 = 0; 203869; $ = 1
4
:

On a aussi�
N0 +

P3
k=1Nk

�
! +

�
M0 +

P3
h=1Mh

�
$ = 0; 179938 + 0; 434094 = 0; 614032 < 1 :

Donc d�après le Théorème 4.1, le système (4:123) admet une solution unique sur [0; 1].

Exemple 4.2 On considère le système suivant :8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:

D
10
3 x (t) =

cos y(t)+sin
�
D
10
4 y(t)+D

9
7 y(t)

�
�et+15

; t 2 [0; 1] ;

D
14
4 y (t) =

sinx(t)+cos
�
D
5
2 x(t)+D

4
3 x(t)

�
t2+20�

; t 2 [0; 1] ;

x (0) = 3; x0 (0) = x00 (0) = 0; D
4
5x (1) = 3

4
D

4
5x
�
1
3

�
;

y (0) =
p
5; y0 (0) = y00 (0) = 0; D

9
8y (1) = 2

3
D

9
8y
�
2
5

�
:

(4.124)

On prend
f1(t; x; y; z) :=

cosx+sin(y+z)
�et+15

; t 2 [0; 1] ; (x; y; z) 2 R3;

et
f2(t; x; y; z) :=

sinx+cos(y+z)
20�+t2

; t 2 [0; 1] ; (x; y; z) 2 R3:

Pour tout (x; y; z) 2 R3 et t 2 [0; 1] ; on a :

jf1(t; x; y; z)j �
��� cosx+sin(y+z)�et+15

��� � 2
�et+15

;

et
jf2(t; x; y; z)j �

��� sinx+cos(y+z)20�+t2

��� � 2
20�+t2

:

Maintenant, on prend l1 (t) = 2
�et+15

et l2 (t) = 2
t2+20�

; alors L1 = 2
�+15

et L2 = 1
10�
:

Ainsi, on en déduit que toutes les hypothèses du Théorème 4.2 sont véri�ées ce qui on
permet de conclure que le système (4:124) admet au moins une solution sur [0; 1].
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Exemple 4.3 Soit le système suivant :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

D
17
5 x (t) =

e�t
2
�
sin(y(t))+cos2

�
D
15
6 y(t)

�
+sin

�
D
11
7 y(t)+D

2
3 y(t)

��
(et2+20�)

+ cos (2 + t2) ; t 2 [0; 1] ;

D
15
4 y (t) =

sin2(x(t))+sin
�
�D

11
5 x(t)

�
+sin

�
2�D

4
3 x(t)

�
+tan�1

�
3D

1
2 x(t)

�
(�et+18)

+ ln (2 + t2) ; t 2 [0; 1] ;

x (0) = 2; x0 (0) = x00 (0) = 0; D
5
4x (1) = 5

6
D

5
4x
�
2
5

�
;

y (0) = 3; y0 (0) = y00 (0) = 0; D
3
2y (1) = 7

8
D

3
2y
�
3
5

�
:

(4.125)

Soit t 2 [0; 1] et x1; x2; x3; x4 2 R; alors

f1 (t; x1; x2; x3; x4) :=
e�t

2
(sin(x1)+cos2(x2)+sin(x3+x4))

(et2+20�)
+ cos (2 + t2) ;

et
f2 (t; x1; x2; x3; x4) :=

sin2(x1)+sin(�x2)+sin(2�x3)+tan�1(3x4)
(�et+18)

+ ln (2 + t2) :

En appliquant l�hypothèse (H3); on trouve :

jf1 (t; x1; x2; x3; x4)j �
���� e�t2(sin(x1)+cos2(x3)+sin(x3+x4))(et2+20�)

+ cos (2 + t2)

����
� e�t

2

(et2+20�)
+ cos (2 + t2) ;

et
jf2 (t; x1; x2; x3; x4)j �

��� sin2(x1)+sin(�x2)+sin(2�x3)+tan�1(3x4)(�et+18)
+ ln (2 + t2)

���
� 3�+4

(�et+18)
+ ln (2 + t2) :

ce qui signi�e que l1 (t) = e�t
2

(et2+20�)
+ cos (2 + t2) et l2 (t) = 3�+4

(�et+18)
+ ln (2 + t2) :

Pour tout x0; x1; x2; x3; y0 y1; y2; y3 2 R; et t 2 [0; 1] ; on a :

jf1 (t; x0; x1; x2; x3)� f1 (t; y0; y1; y2; y3)j

� e�t
2

et2+20�
(jx0 � y0j+ jx1 � y1j+ jx2 � y2j+ jx3 � y3j)

et

jf2 (t; x0; x1; x2; x3)� f2 (t; y0; y1; y2; y3)j

� 1
�et+18

jx0 � y0j+ �
�et+18

jx1 � y1j+ 2�
�et+18

jx2 � y2j+ 3
�et+18

jx3 � y3j :
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Par conséquent, l�hypothèse (H2) est satisfaite avec ai (t) = e�t
2

(et2+20�)
; i = 0; :::; 3 et

b0 (t) =
1

(�et+18)
; b1 (t) =

�
(�et+18)

; b2 (t) =
2�

(�et+18)
; b3 (t) =

3
(�et+18)

: Alors,

!i = supt2[0;1] ai (t) =
1

1+20�
; i = 0; :::; 3; $0 = supt2[0;1] b0 (t) =

1
(�+18)

;

$1 = supt2[0;1] b1 (t) =
�

(�+18)
; $2 = supt2[0;1] b2 (t) =

2�
(�+18)

; $3 = supt2[0;1] b3 (t) =
3

(�+18)
:

Maintenant, on va véri�er la condition (4:80) :

Tout d�abord, en calculant la valeur de ! et $; on trouve :

! = !0 + !1 + !2 + !3 = 4; 699 8� 10�2

et
$ = $0 +$1 +$2 +$3 = 0; 634 99:

Pour k; h 2 f1; 2; 3g ; on a :

1
�(�0+1)

+
P3

k=1
1

�(�0��k+1) = 1; 951303

et
1

�(�0+1)
+
P3

h=1
1

�(�0��h+1)
= 1; 236325 :

Finalement, on a :�
1

�(�0+1)
+
P3

k=1
1

�(�0��k+1)

�
! +

�
1

�(�0+1)
+
P3

h=1
1

�(�0��h+1)

�
$ = 0; 876 76 < 1 :

D�après le Théorème 4.3, le système (4:125) admet au moins une solution sur [0; 1].



Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, on s�est intéressé principalement à la théorie des inégalités intégrales
fractionnaires et à celle des équations di¤érentielles fractionnaires.

Dans un premier temps, on a présenté des résultats sur les estimations des moments
fractionnaires d�ordres (r; �) en appliquant la théorie des intégrales fractionnaires au sens
de Riemann-Liouville. Aussi, en utilisant l�intégrale k�Riemann-Liouville fractionnaire, on
a présenté des résultats sur les estimations des espérances k�fractionnaires et variances
k�fractionnaire.

Ensuite, on a appliqué les inégalités fractionnaires pour étudier les problèmes aux limites
d�ordre arbitraire et en particulier pour démontrer l�existence et l�unicité des solutions de
certains problèmes fractionnaires au sens de Caputo. En e¤et, on a d�abord proposé une autre
équivalence intégrale du problème posé, puis on a établit des conditions assurant l�existence
et l�unicité de solutions pour le problème donné. On a ensuite considéré d�autres conditions
pour assurer l�existence d�au moins une solution .

En�n, on a abordé la question de l�existence et de l�unicité de la solution d�un système
d�équations di¤érentielles fractionnaires avec la dérivée fractionnaire de Caputo. En e¤et,
après avoir donné la solution du système fractionnaire, des conditions su¢ santes assurant
l�existence et l�unicité de solution du système considéré sont mises en évidence.

A l�issu de ces travaux, des perspectives sont ouvertes, en e¤et, au vu des résultats ob-
tenus sur les estimations des espérances, variances et moments fractionnaires des variables
aléatoires continues fractionnaires avec fonction de probabilité de densité dé�nie sur un
intervalle �ni, il est important de poursuivre l�étude de ces estimations en utilisant l�opéra-
teur (k; s)�Riemann-Liouville fractionnaire, l�opérateur fractionnaire de Saigo et l�opérateur
hypergéometrique. Il est possible également de généraliser ces résultats aux calculs fraction-
naires d�ordre variable. L�une des voies intéressantes, est l�étude des proprietés des variables
aléatoires continues fractionnaires.
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