REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
MINISTERE DE L'ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE LA
RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE ABDELHAMID IBN BADIS DE MOSTAGANEM
FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET D’INFORMATIQUE

Département de mathématiques et d’informatique

Theése de Doctorat en Sciences
Spécialité: mathématiques

Option : Analyse fonctionnelle
Présentée par
Mr. FETTOUCH Houari
THEME
Etude de certaines classes d’équations

différentielles linéaires dans le domaine complexe

Soutenue le 15/02/2017 devant le Jury

. BELAIDI Benharrat Président Pr U. Mostaganem
. OUAHAB Abdelghani Examinateur Pr U. Sidi Bel Abbes
. ABBAS Said Examinateur ¥ MCA  U. Saida

. HAMOUDA Saada Encadreur Pr U. Mostaganem



Remerciements

Soyons reconnaissants aux personnes qui nous donnent du bonheur.

Alain Proust

Certes, je suis convaincu aprés maintes réflexions que cette thése doctorale
n’aurait jamais vu le jour sans le soutien moral d’un grand nombre de personnes
dont la générosité, la bonne humeur et 'intérét apporté a 1’égard de ce travail m’ont
permis au fil du temps de progresser dans cette phase et ces étapes difficiles, ardues
et pleine d’embitiches et qui par moments d’égarements de ma pensée humaine, nous
fasses oublier que justement on n’ait pas solitaire.

Je remercie du fond de mon ceoeur toute personne qui a cru en moi qui m’a donné
la force et le courage de pouvoir mener a terme cette thése doctorale.

Pour m’avoir permis de bien mener ce projet, je tiens & remercier avant tout mon
directeur de these, et ami pour toujours, monsieur HAMOUDA Saada de m’avoir
fait confiance tout en m’acceptant dans son équipe, d’avoir accepté d’encadrer ce
travail, comme je lui suis également reconnaissant pour le temps conséquent qu’il
m’a accordé, pour son accueil chaleureux a chaque fois que j’ai sollicité son aide, de
ses qualités pédagogiques et scientifiques, sa maitrise de son domaine, sa franchise et
surtout sa sympathie. Je tiens aussi a lui exprimer ma gratitude pour son aide telle-
ment précieuse, de son attention de tout instant sur mes travaux, pour ses conseils
laborieux, de ses qualités d’écoute et de compréhension qui ont été prépondérantes
pour l'accomplissement de cette thése. Son aide m’a été d’un grand secours, tou-
jours présent, méticuleux dans son raisonnement et ses suggestions m’ont étaient
trés utiles pour ’élaboration de cette these.

Je remercie vivement monsieur BELAIDI Benharrat qui m’a initié dans le do-
maine de la recherche vu ses qualités pédagogiques hors du commun et la maitrise de
son domaine et d’avoir accepté malgré les charges, d’étre président de jury. Monsieur

Belaidi, je vous suis tres reconnaissant.



Mes remerciements vont également & monsieur OUAHAB Abdelghani et mon-
sieur ABBAS Said pour avoir accepté d’étre membres de ce jury, a I'intérét qu’ils
ont manifestés a I’égard de cette thése, au temps si précieux qu’ils m’ont accordés
pour la lecture et la relecture tout en s’engageant & étre des examinateurs.

J’exprime tous mes remerciements & I’ensemble du personnel enseignant, & tous
mes amis et plus particulierement & ceux ou celles qui m’ont encouragé et soutenu
dans des moments difficiles.

Je remercie vivement monsieur BELHAMITI Omar, ex-chef de département,
pour son aide et sa compréhension a mon égard dans ’exercice de ma fonction qui
dans ses conditions, sont un apport considérable.

Enfin, 1& ou il ne faut pas s’abstenir, j’adresse toute mon affection a ma famille
et plus particuliérement & mes parents qui m’ont fait comprendre que la réussite est
un vrai labeur, je dois dire que sans leurs conseils et leurs amours, je ne serais la,
sans oublier bien sur mes sceurs et ma joie de vivre : mes enfants ainsi que leurs
maman.

Aussi, j'exprime ma gratitude & mon ami Y.C.Abdelaziz pour son soutien moral,
qui a su me donner confiance et sagesse au cours de ces trois derniéres années et je
ne saurais 1’oublier.

Comme j’exprime ma gratitude & mon ami et collégue, monsieur LATREUCH
Zinelaabidine.

Je dédié ce travail & mon gargon et mes chéres trois petites filles.



Table des Matiéres

Introduction 1

1 Quelques éléments de la théorie de R. Nevanlinna 4
1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna . . . . ... ... ... .. 4
1.2 Fonction a-points . . . . . . . . .. ..o 5)
1.3 Fonction de proximité . . . . . . . . . ..o 5
1.4 Fonction caractéristique . . . . . . . . .. ... ... ... . ... .. 6
1.5 Premier théoréme fondamental de R. Nevanlinna . . . . . . . ... .. 8

1.5.1 Théoréme de Jensen . . . . . . . . ... ... ... 9
1.6 Ordre de la croissance d’une fonction méromorphe et entiere dans le

plan complexe . . . . . . .. 13
1.7 Ordre de la croissance d’une fonction méromorphe et analytique dans

ledisque unité . . . . . . ..o 15
1.8 Mesure linéaire et logarithmique . . . . . . . ... .. .. ... .... 18

2 Exposant itératif de convergence de ( f@ — cp) des équations dif-
férentielles linéaires dans le disque unité 21
2.1 Introduction et présentation des résultats . . . . . . . . ... ... .. 21
2.2 Lemmes préliminaires . . . . . . . . .. ... Lo 25
2.3 Preuve du Théoreme 2.1.4 . . . . . . . .. .. ... L. 38
2.4 Preuve du Théoreme 2.1.5 . . . . . . . .. .. .. L. 39
2.5 Preuve du Théoréme 2.1.6 . . . . . . . . ... .. ... 39



3 La croissance des solutions d’une classe d’équations différentielles

linéaires non homogeénes dans le disque unité 41
3.1 Introduction et présentation des résultats . . . . . . . . ... ... .. 41
3.2 lemmes préliminaires . . . . . . . ... Lo 44
3.3 Preuve du Théoréme 3.1.4 . . . . . .. ... ... ... ... ... 47
3.4 Preuve du Théoréme 3.1.5 . . . . . . . . ... ... .. 50
3.5 Preuve du Théoréme 3.1.6 . . . . . .. ... ... ... ... ..... 51

4 La croissance locale des solutions d’une classe d’équations différen-

tielle linéaire autour d’un point singulier essentiel isolé 52
4.1 Introduction et présentation des résultats . . . . . . . ... ... ... 52
4.2 Lemmes préliminaires . . . . . . . . . ..o 57
4.3 Preuve du Théoréme 4.1.1 . . . . . . . .. ... .. ... ... 65
4.4 Preuve du Théoréme 4.1.3 . . . . . . . . .. .. .. 66
4.5 Preuve du Théoréme 4.1.4 . . . . . . . . ... ... 67
4.6 Preuve du Théoréme 4.1.5 . . . . . . . . .. .. .. ... 67

Conclusion 69

ii



Introduction

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes fondée par le
célebre mathématicien Rolph Nevanlinna occupe une place centrale dans I’analyse
complexe. Cette théorie est devenu un outil indispensable dans I’étude de la crois-
sance et 1'oscillation des solutions des équations différentielles dans le domaine com-
plexe et elle a aussi d’autres applications dans diverses domaines. Depuis son appari-
tion en 1925, des chercheurs ne cessent de 1’étuliser pour résoudre certains problémes
y liés et de I'étendre dans d’autre domaines et d’autres situations.

Il tres connu que si les coefficients A; (z) (i = 0,...,n — 1) de I'équation différen-

tielle

™4+ A () OV A () f +A(2) f =0, (1)

sont des fonctions entiéres, alors toute solution est également une fonction entiére.
En 1953, Frei a démontré dans [19] que si p est le plus grand entier tel que A, (z) est
transcendante, alors il existe au maximum p solutions indépendantes d’ordre fini de
I’équation différentielle ( Pour la définition de 'ordre d’une fonction entiére f voir
la page 13 ). Un autre résultat classique du a Wittich [44] affirme que toutes les
solutions de (1) sont d’ordre fini si et seulement si tous les coefficients de ’équation
différentielle (1) sont des polynomes. Pour une analyse compléte sur 'ordre des
solutions dans le cas des coefficients polynomiaux voir [23]. Depuis ces résultats,
des recherches actives dans ce sens se sont lancés dans l’étude et la résolution de

certains probléme et suite a cela, beaucoup d’articles ont été publiés concernant la



relation entre la croissance des coefficients et la croissance des solutions. En 1982, La
théorie de 'oscillation complexe des solutions des équations différentielles linéaires
dans le plan complexe C a été introduite pour la premiére fois par Bank et Laine [2];
suite a I’étude du probléeme de l'oscillation des équations différentielles de la forme
f"+ Af = 0 ou A est une fonction entiére; puis en 1983, puis ils ont élargis leurs
champs d’étude au zéros des solutions méromorphes des équations différentielles
linéaires de second ordre.

Depuis une dizaine d’années, beaucoup de chercheurs essayent d’étendre certains
résultats du plan complexe vers le disque unité; c’est a dire de passer des fonctions
méromorphes dans le plan complexe aux fonctions méromorphes seulement dans le
disque unité; voir a titre d’exemples [28, 30, 15, 8, 24, 25]. Le deuxiéme chapitre de
ce travail contient une contribution dans ce sens.

Cette thése se compose d’une introduction et de quatre chapitres.

Dans le premier chapitre, on va citer quelques notations, définitions et résultats
dont on aura besoin dans la suite de notre travail, notament quelques éléments de
la théorie de Nevanlinna et son extension vers le disque unité.

Dans le deuxiéme chapitre, qui est la premiere partie de notre travail, on s’intéresse
a étudier la distribution des valeurs et en particulier les points fixes des solutions
ainsi que leurs dérivées de certains types d’équations différentielles linéaires dont les
coefficients sont des fonctions analytiques ou méromorphes dans le disques unité.

Le troisiéeme chapitre consiste a étudier la croissance des solutions de certaines
classes d’équation différentielles linéaires non homogénes dont les équations ho-
mogenes correspondantes ont été étudiés par Hamouda [25]. Dans cette investi-
gation, on se base sur le comportement des coefficients au voisinage d’un point sur
le bord du disque unité. Cette nouvelle idée a permet d’étudier la croissance des

solutions des équations différentielles sous la forme

a b
A e =2 Py Baeln—2)" = ()



et la comparer avec les équations différentielles de type
fr AR e+ B(2) " f =G (2),

qui ont été étudiés par plusieurs auteurs dans le plan complexe.

Dans le quatrieme chapitre, on s’intéresse & une étude tres particuliere dans
ce domaine qui consiste a déterminer la croissance des solutions des équations dif-
férentielles linéaires au voisinage d’un point singulier isolé en utilisant des nouvelles

définitions similaires aux celles de la théorie de Nevanlinna pour le plan complexe.



Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de

R. Nevanlinna

Introduction, notations et résultats
Dans cette partie, on va citer quelques définitions, notations et résultats sur les

fonctions méromorphes et analytiques dont on aura besoin par la suite.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Définition 1.1.1 Soit f une fonction méromorphe, n’étant pas identiquement égal
aa€ C. Soit i(z,a,f) désignant la multiplicité de a-point de f a z, Ainsi, on

définit

n(r.a, f) zn(r,fia) = i(za.f).

|z|<r
f(z)=a

c’est a-dire, n(r,a, f) est le nombre de racines de f(z) = a dans |z| < r, chaque
racine étant compté avec son ordre de multiplicité, pour les poles de f , nous définis-

S0NS

n(r,00,f)=n(r,f)= Y i(z00,f)
|z|<r
f(z)=00



1.2 Fonction a -points

Définition 1.2.1 [36] Soit f une fonction méromorphe, n’étant pas identiquement

égal a a € C. On définit

r

N(ﬁa’f)_N(r,ﬁ)_/n(t,a,f);n(o,a,f)

dt +n(0,a, f)logr

pour a # oo et

T

N(roo )= Nirf)= [ "

0

(t,oo,f)—n(O,oo,f)
t

dt +n (0,00, f)logr

N(r,a, f) est appelée fonction a -points de la fonction f dans le disque |z| < r.

1.3 Fonction de proximité

Définition 1.3.1 /26, 27] Soit [ une fonction méromorphe, n’étant pas identique-

ment égal a a € C. On définit

et
1 + i
m(raf)=mir.f)= o= [log* |f () de.
0
ot log"™ @ = max (0, log ). (a > 0) ; m(r,a, f) est appelée la fonction de

proximité de la fonction f au point a



1.4 Fonction caractéristique

Définition 1.4.1 [81] La fonction caractéristique d’une fonction méromorphe f est

définie comme suit

T(r f) =N f)+m(r[f).

Exemple 1.4.1 Pour la fonction f(z) = € , a # 0, on a m(r,f) = ﬂ,
T
N(rf)=0 dou T(rf) =127,
T

Remarque 1.4.1 Les définitions en dessus restent valables pour les fonctions méro-

morphes dans le disque unité et pour cela il suffit de prendre 0 < r < 1.

Exemple 1.4.2 Soit f (z) = exp {ﬁ} (A >1). Il est claire que N (r, f) = 0.
D’aprés [41], on a T (r,f) = —5=(14+0(1)) (¢ >0, r — 17).

(1—r)*1

Les propriétés du logarithme tronqué sont contenues dans le lemme suivant.

Lemme 1.4.1 Soient o > 0,8 > 0,a; > 0. On a les propriétés suivantes.
(a) loga <log"a,

(b
(c
(d) log | = log™ o+ log™ 1,

+ ( Oéz') < Zlog+ Q;,
i =1
(f) gt (zai) < 3 log* ay + log .
=1 =1

) log"™ a <log™ 8 pour a < 3,
)

log oo = logt o — log™ é,

—
@

~—
—
Q

09

=

1

3l

Preuve 1.4.1 On va démontrer seulement (¢) et (f).

(e) Si Hozi < 1, alors linégalité est trivial Si Hai > 1, alors In™" (H%) =

In a; | = S Ine; < Y In" a.

i=1



(f). De (e) on a

n

+ Eai < In" (nmaxa; ) <Inn+In" ( nmaxa;
— 1<i<n 1<i<n
1=

< lnn+21n+ai.

Lemme 1.4.2 [36] Soient f, fi,..., fn des fonctions méromorphes et a,b,c,d € C
tels que ad — bc # 0. Alors

@ m(n ) < S +logn
(B) m (Ta Hfl> S Zm(r, fl)

=1

© N (nEh) < ENG

i

< SINGf)

(E) T <r, ilfz) Zn:lT(T, fi) +logn  pourmn >1
(F) T <7”7 Hfz < iT(T, fi) pourn >1
(@) T (r, }71 =nT(r,f), pour(n>1) ]
(H)  T(rnHE) =Te.N+0W),f# =

Preuve 1.4.2 On va montrer seulement quelques propriétés.

(E) On a
T(r,ifj) = m(r, Y fj)“‘N(T,i‘fj)
< Zm r, f5) +lnn—|—ZN

= ZT r, f;) +1nn.



(F) on a

j=1 j=1
et
P P
N<T7Hf]> S N<r7fj)
j=1 j=1
donc

T(T,ﬁf]) —m( Hf;) +N<T,ﬁfj> SXP:T(T,J‘})-

j=1
(@) Onalfr=fI"<1e[f[<1
Si|f| <1, alors

Si|f| > 1, alors

T(r, f") = m(@ f*)+ N[
= nm(r,f)+nN(r,f)=nT(r, f).

(H) Posons fo = J, fr = fo+ %, fo=cfi, fy= 7

be — ad

fa=

D’ou le resultat.

foo fo = fat Tusi e £0.T(r, fuin) = Tr, fi) + O (1),

1.5 Premier théoréme fondamental de R. Nevan-
linna

Théoréme 1.5.1 [36, 26] Soit f une fonction méromorphe non constante et a € C.

Soit le développement de Laurent de f (z) — a autour du point d’origine

:icizi, cm #0,m € Z.

=m



Alors
1

,f—

T(T,a,f):T(T a)zT(r,f)—ln|cm|+g0(r,a),

ol

lo (r,a)] <In" |a| + In2.

Pour la démonstration de ce théoréme on a besoin des résultats suivants.

1.5.1 Théoréme de Jensen

Théoréme 1.5.2 [36, 26] Soit f une fonction méromorphe telle que f (0) # 0, .
Sotent ay, ..., a, les zéros et by, by, ..., b, les poles de f, chacun étant compté avec son

ordre de multiplicité. Alors

ln]f(O)]—i/ ln‘f(re )| d6 + Z ln| Z In

0<|bj|<r J 0<|a;
Proposition 1.5.1 [26] Soit f une fonction méromorphe avec le développement de

Laurent

(0]
:Zcizz, cm #0,m € Z.
i=m

Alors

2m
In |y, | :%/0 ln}f(rew)!de—}—N(r,f)—N<r,%).

Lemme 1.5.1 Soit f une fonction méromorphe avec a—point oy, s, ..., o, dans le
disque |z| <1, tel que 0 < a1 < ay < ... < ay, < 1 étant compté avec son ordre de

multiplicité. Alors

"n(ta f), [Tnltaf)—n(0af) r
/Ofdt_/o ; dt = Z ln|—'.

a;|
0<]aj|<r

Preuve 1.5.1 On considére la fonction h(z) = f(z)z"™. 1l est clair que h(0) #

0,00 et
=n (0,0, f) —n (0,00, f).

9



En fait, st m > 0 alors

n (0,0, f) =m et n (0,00, f) = 0.

St m < 0 alors

n (0,0, f) =0 et n (0,00, f) = —m.

St m =0 alors

n (0,0, f) = (0,00, f) = 0.

Donc les fonctions f et h on les méme zéros et méme poles dans 0 < |z| < r. Du

théoreme de Jensen et lemme 1.5.1 on a

In | e

In|c,| =

~ ()
- 1 27T1n|f(rei6) r_m|d9+ Z In —— —
21 Jo 1

0<[b;|<r

Z ln|aL

0<]a;|<r

il

dt

— i o 0 . Tn(taoovf)_n(()?oovf)
= 27?/0 ln|f(re )‘d@ mln7’+/0

_/rn(t,O,f)—n(0,0,f)dt
o t

1 2

t

— In |f (rew)‘dﬁ —[n (0,0, f) —=n (0,00, f)] Inr

2m Jo

"n(to00,f) =n(0,00,f) . ["n(0, f)—n(0,0,[)
—l—/o dt /0 dt

t

t

2w 0 !

- l/Tn(t,O,f);”(Ovo’f)dt_kn(o,o,f)lnrl
0

i 2ﬂln|f (re“’)‘dﬁ—l-N(T;f) — N (r, l)

27T 0 f

10

e [l ey [P B
0

dt +n (0,00, f)Inr



Preuve 1.5.2 (du Théoréme 1.5.1)

1) Montrons le théoréme pour a = 0. D’aprés la proposition 1.5.1, on a

1 2 0 1
ln|cm|=%/0 In|f (re )|d9+N(nf)—N<r,?),
D’aprés les propriétés de (1n+) , on obtient
In|c,| = L Zﬁanr ‘f('r’ew)|d9— i/%lrﬁ' ;dG—FN(T f)—N (7’ l)
27 Jo 21 Jo |f (rei®)] 7 f
1 1
- m(r,f)—m(r,— +N(T7f)_N<T7_>
f f
1
= T(rf —T(r,—)
(r, f) 7
Donc
1
7 (r3) =700 - alenl,
f
avec ¢ (r,0) =0
2) Montrons le théoréme pour a # 0. Posons h = f — a, alors
1 1
N -] = N a—
(3) = ¥ (7).
N(th) - N(va_a) :N(Taf)a
y 1
m\ry) = m{mn F—a)
de plus
In" || = InT|f—a| <In"|f|+In"|a| +In2.

In*|f| = In"|f—a+a|=In"|h+aq

< In"|h| +1In" |a| + In2.

11



En intégrant les deux membres de 0 a 2w, on trouve

m(r,h) < m(r,f)+Int|a| +n2.

m(r,f) < m(r,h) +In" |a| +1n2.

Posons

o(r,a)=m(r,h) —m(r, f).

Alors
¢|(r,a)| <In"|a| +1In2.

D’aprés le 1°"cas, on a

= T(r,f)—ln|cm|+<p(r,a).

Ainsi
1

f—a

I(r,a, f) =T(r, ) =T(r, f) =Inlen| + ¢ (r a),

ol

lo (r,a)] <In"|al + In2.

Remarque 1.5.1 Le premier théoréeme fondamental peut étre exprimé comme suit

T(r, )=T(r, f)+0(1)

f—a

pour tout a € C.

Remarque 1.5.2 Le premier théoréme fondamental reste valable ausst dans le disque

12



unité en prenant 0 < r < 1.

1.6 Ordre de la croissance d’une fonction méro-
morphe et entiére dans le plan complexe

Définition 1.6.1 /26, 36] Soit f une fonction entiére. Alors l'ordre et ’hyper-ordre

de f sont définis respectivement par

o(f) =lim suplog log M (r, )

r—too log r

et
log log log M
oy (f) = lim sup 28128 108 (r,f)
r—t-00 log r

9

ou M(r, f) = I|n‘ax |f(2)]. Si f est une fonction méromorphe, alors l’ordre et I’hyper-

ordre de f sont définis respectivement par

logT
o(f) =1lim Sup—Og (r.f)
r—stoo  logr

et

) loglog T (r,
o9 (f):hmiup—g ligr< 1)

ot T(r, f) est la fonction caractéristique de f.

Exemple 1.6.1 La fonction f(z) = exp{expz} est d’ordre o(f) = oo et d’hyper
ordre oo(f) = 1.

Lemme 1.6.1 [36] Si f est une fonction méromorphe non constante dans C, alors

a(f®) =0a(f).

Définition 1.6.2 La fonction a(z) est appelée fonction de petite croissance par rap-

port & f si a(z) est une fonction méromorphe satisfaisant T'(r,a) = S(r, f), c’est-

13



a-dire T(r,a) = o(T(r, f)) quand r — oo a lextérieur d’un ensemble de mesure

linéaire finie.
Définition 1.6.3 [37, 40, 42] Soit f une fonction méromorphe. On définit I’exposant

de convergence des zéros de la fonction f par

A(f) = limsupM

r———+00 10g r

ou

1> " (O’ %> dt +n (0,1) log r,

f

=
VR
=3
|
N———
I
D\ﬁ
3
A/~
\'&F
|
~

n (t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque |z| <t et

I’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

A(f) = limsupM

400 log r

ou

|=

t S

N(r l) O/ﬁ<t%> _ﬁ(o’f>dt+ﬁ(0,l) log r,

n (t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque
t

|z| < t.

De méme on définit I'exposant n-itératif de convergence des zéros de la fonction
f par

log, N (r, %)
A (f) = limsup————=;
r—t-00 logr

et des zéro distingue par

_ log, N (r, %)
An (f) = limsup————=.
r— 400 ].Og r

14



Exemple 1.6.2 L’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) =

e — 1 est égal a 1.

1.7 Ordre de la croissance d’une fonction méro-
morphe et analytique dans le disque unité

Dans la suite, on donne les définitions de ’ordre et du type d’une fonction analytique

et méromorphe dans le disque unité D = {z: |z| < 1}.

Définition 1.7.1 /28] Soit f une fonction analytique dans le disque D = {z : |z| < 1}.

Alors lordre et I’hyper-ordre de f sont définis respectivement par

) log™ log™ M (r, f)
=1
oo () =ty G

log™ log™ logt M
Taaa () = limsup 8108 108 M T),
7 r—1- - log (1 - T)

ou M (r, f) = max {|f (2)|,|z| =7}. Si f est une fonction méromorphe sur D, alors

lordre et I’hyper-ordre de f sont définis par

o log" T'(r, f)
() =tmew 2 G

et

. log* log™ T (r, f)
=1
o2 (f) m s A=

ot T(r, f) est la fonction caractéristique de f.

Définition 1.7.2 [30] Soit f une fonction méromorphe. On définit ’ordre n-itératif

de croissance de la fonction [ par

: log,, T'(r, f)
n =1 - )
on (f) 1:11 ?Elp log (1 — 7)
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ot log (z) = log" () = max {log z,0}, log,' ; () = log™ log, (z) o T(r, f) est la
fonction caractéristique de Nevanlinna. St f est analytique, alors l’ordre n-itératif

de la fonction [ est défini par

. logy M (r, f)
2 (f) =1 ntl o el
e () = lmsup =0

Remarque 1.7.1 Si f est analytique dans D, Tsuji [41, p.205] a montré que

o1 (f) Soma(f) o (f)+1, (1.1)

et 0, (f) = oprn (f) pour n > 2 d’aprés la [36, Proposition 2.2.2].

Les inégalités (1.1) sont les meilleures estimations possible dans le sens ou ils
existent des fonctions analytiques g et h telles que o1 (9) = 01 (9) et ouq (h) =
01 (h) + 1.

De toute évidence, on a
o (f) < oo si et seulement si o/ (f) < 0.

1

Exemple 1.7.1 Pour la fonction f(z) = exp {W} ,(w>1), onaor(f) =
—z

p—1 et oy (f) = p. Par contre, pour la fonction f(z) = exp {ﬁ} , on a

o(f)=ou(f)=0.

Exemple 1.7.2 Soit la fonction f (z) = expexp {ﬁ} . Alors

o2 (f) = o2 (f) = 2.
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1
Exemple 1.7.3 Pour la fonction f (z) = exp; {ﬁ}
—z

400 st n <5,
on(f) = 1 sin=35,
0 sin>>.

Définition 1.7.3 [38] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité D. On

définit l’exposant n-itératif de convergence des zéros de la fonction f par
log, N (r, %)
An = limsup———7%,
<f) r~>1—p - lOg (]— - T)
et l'exposant n-itératif de convergence des zéros distincts de la fonction f par
_ log, N (r, %)
An = limsup—————=.
(f) r—>1—p - lOg (1 - 7")

Définition 1.7.4 [38] Soit f une fonction méromorphe dans D, d’ordre n-itératif
on (f) (0 < 0, (f) < +00). Alors le type n-itératif de croissance de f est défini par

7 (f) =limsup (1 — )" log T (r, f);(n > 1 est un entier)

r—1-
Si f est une fonction analytique sur D, d’ordre n-itératif oy, (f) (0 < oprp (f) < +00),

alors le type n-itératif de la fonction [ est défini par

Tan (f) = limsup (1 — 7)™ log! M (r, f).(n > 1 est un entier).

r—1-

Remarque 1.7.2 A noter que par [36, Proposition 2.2.2], on a 7, (f) = Tarn (f)

pour n > 3.

Définition 1.7.5 [28] Une fonction f méromorphe dans le disque unité D est ap-
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pelée admissible si

T(r,f)

limsuyp———— =
r—>1—p_ lOg (1 - T)

et non admissible si

T(r,f)

limsup————— < 0.
r—>1—p_ log (1 - 7’)

Définition 1.7.6 L’indice de croissance d’ordre n-itératif d’une fonction méromor-

phe [ est définit par

;

0 si f non admissible,

min{n € N: o, (f) <oo} sif admissible,

00 si oy, (f) = 00 pour tout n € N.
\

Définition 1.7.7 L’indice de la croissance de l’exposant de convergence de la fonc-

tion méromorphe f(z) est définie par

ir(f) =

(

0 si N (r, %) =0 (log l_ir)
min{n € N: A\, (f) < oo} si logflT:o<N<7~’%>>

o0 si An (f) = oo pour tout n € N.

\

On peut définir i (f) par le méme procédé de iy (f).

Lemme 1.7.1 [8] Si f est une fonction méromorphe non constante dans le disque

unité, alors o(f*) = o(f).

1.8 Mesure linéaire et logarithmique

Définition 1.8.1 La mesure linéaire d’un ensemble E C [0,400) est définie par

+o0
m (E) = / xi (1) dt,
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ot X (1) est la fonction caractéristique de l’ensemble E et la mesure logarithmique

d’un ensemble F' C [1,+00) est définie par

. e XF (t)
Im (F) —/1 Tdt

Exemple 1.8.1 Pour E =[1,2], on a m(E) = 1;Im(E) =1n2.

Définition 1.8.2 La mesure logarithmique d’un ensemble E C (0,1) dans le disque

unité est définie par

Exemple 1.8.2 La mesure logarithmique de [’ensemble E = [%, %} dans le disque

unité est égale a In %

Parmi les résultats remarquables des dérivées logarithmiques, on cite les résultats

suivants.

Lemme 1.8.1 [26] Soient f une fonction méromorphe transcendante et k > 1 un

entier positif. Alors

" (T’ #) = O (log (rT (1, 1))

a lextérieur d’un ensemble exceptionnel E de mesure linéaire finie. St f est d’ordre

m (r, #) =0 (logr).

Lemme 1.8.2 [28] Soient f une fonction méromorphe dans le disque unité et k > 1

fini, alors

un entier positif. Alors

f) N 1
m(r,7> :O(log T(r,f)—}—logl_r),
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our ¢ E C (0,1) de mesure logarithmique finie, [ % < 00. Si [ est d’ordre fini,
E

m(r,$> :O(loglir>.

alors
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Chapitre 2

Exposant itératif de convergence
de ( f (1) — gp) des équations
différentielles linéaires dans le

disque unité

2.1 Introduction et présentation des résultats

Xu, Tu et Zheng ont étudié la relation entre les petites fonctions et les dérivées

des solutions d’équations différentielles d’ordre supérieur:
FO 4 A () f& Y b A (2) f + A (2) f =0, (2.1)

ol A; (z) sont des fonctions entiéres ou méromorphes dans le plan complexe, et ils

ont obtenu le résultat suivant.

Théoréme 2.1.1 [{5] Soient A; (z) j=0,1,...,k—1 des fonctions entiéres d’ordre
fini et satisfaisants aux conditions suivantes:

(i) max{o (A;):j=1,2,..,k—1} <o (Ay) < oo;
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(i) 0 < 0 (Ap—1) = ... =0 (A1) =0 (Ap) < o0 et max{7(4;):j=1,2,.. ., k—1} =
T1 <7 (Ag) =75
Alors pour chaque solution f #£ 0 de (2.1) et pour toute fonction entiére p (z) #Z 0

satisfaisant oo (p) < 0 (Ao), on a

X2(]8—%0):X2(JC/—<P):X2(JC"—90)sz(f(i)—cp)Zaz(f):U(AO) (1 € N).

Par la suite, Tu, Xuan et Xu ont amélioré ce résultat en substituant aux fonc-
tions entieres d’ordre fini des fonctions entieéres d’ordre itératif fini de I’équation

différentielle linéaire du second ordre
f"+AR) f"+B(2)f=0 (2.2)

et ils ont obtenus les deux théorémes suivants.

Théoréme 2.1.2 [43] Soient A (z) et B (z) deux fonctions entiéres d’ordres itératifs
finies satisfaisant o, (A) < 0, (B) ou 0 < 0, (A) =0, (B) < 0o et
0<71,(A) <7,(B) <oo. Alors, pour chaque solution f #Z 0 de (2.2) et pour toute

fonction entiére ¢ (z) # 0 satisfaisant 0,41 (p) < 0, (B), on a

Xn+1 (f_90> :Xn+1 (f(i)_gp) :Un+1(f) :UH(B>7 ieN.

Théoréme 2.1.3 [/3] Soient A (z) et B (z) deux fonctions entiéres d’ordres itératifs
finies satisfaisant i (A) < i (B) = n.Alors pour tout f # 0 solution de (2.2) et pour
toute fonction entiére p (2) satisfaisant i (p) < n, on a

(1) ix (9 —¢) =i (/O — ) =1 (f9 —@) =n+1 (1=0,1,2,..);

() T (79— 0) = s (79— 0) = 0 (7O — 9) = 0 (B), (i =0,1,2,..).

Bouabdelli et Belaidi ont étendu ces résultats, en utilisant la notion de ’ordre
itératif, pour les équations différentielles linéaires d’ordre supérieur a coefficients

entieres ou méromorphes, voir [6].

22



Dans ce chapitre, on se consacrera & étudier I’analogue de ces résultats dans le
disque unité pour les équations différentielles linéaires a coefficients analytiques ou
méromorphes, et en extraire les affinités et les résultats sous-jacents qui en résulte
des deux théories. Ensuite, on donnera quelques exemples illustratifs. On commence

par énnocer 1és théorémes élaborés pour I’étude du probléme posé.

Théoréme 2.1.4 Soient Aj(z) j=0,1,....,k — 1 des fonctions analytiques dans le
disque unité D tel que i (Ag) =n, 0 < 0, (Ag) =0 < oo, (n>2, n€N), et pour
tout j € {1,....,k — 1}, A; (2) satisfait auz conditions suivantes:

(1) §(45) < i (Ag);
(2) 1 (A}) = i (As) et 7 (A7) < 7 (o)

(3) 1 (A3) = i (Ao}, 7 (A7) = 7 (Ao) et (mara (A7) < Taza (Ag) < 00 ou 74 (4;) <
Tn (Ap) < 00).

Alors, pour chaque solution f # 0 de (2.1) et pour toute fonction analytique ¢ (z) #

0 dans le disque unité D satisfaisant a l'une au moins des deuzx conditions suivantes

i(p)<nou(i(p)=n+1ceto,(p) <o,(Ay)), (2.3)

on a

(@) ix (fO — @) =ir (fP =) =i (fD —¢) =n+1 (pout tout i € N);

(8) Tus (/O = 0) = M (1O = 0) = e () = 7 (o), (pour tout i € N);
o f(o) = f.

Théoréme 2.1.5 Soient Aj(z) j=0,1,....k — 1 des fonctions analytiques dans le
disque unité D telles que i (Ag) =n, 0, (Ag) =0 (n>2, neN) eti(4;) <i(A)
pour chaque j € {1,....,k — 1} .Alors, pour chaque solution f % 0 de (2.1) et pour
toute fonction analytique ¢ (z) Z 0 dans le disque unité D satisfaisant
i(p)<n,ona

(a) ix (fO =) =ir (fD — ) =i (f — ) =n+1 (pout tout i € N);

() M1 (FO = @) = Mg1 (f9 — @) = 0001 (f) = 0, (pout tout i € N).
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Maintenant, dans le cas ou les coefficients de (2.1) sont méromorphes dans le

disque unité alors, on a le théoreme suivant :

Théoréme 2.1.6 Soient A;(z) j=0,1,....k — 1 des fonctions méromorphes dans

le disque unité D telles que 0 (00, Ag) = hm mf?yjo)) > 0, i(4)) =n, 0 <
on(Ag) = 0 < 00, 0 < 7,(Ay) =7 < o0, (n>2, neN), et pour chaque
jeA{l,.., k—1}, A;(2) satisfait aux conditions suivantes:

(1) i(A;) <i(Ao);

(2) i(A;) = i(Ao) et o (A;) < on(Ao);

(3)i(A;) = i(Ao), on (Aj) = n (Ao) el 70 (A;) < Tn (Ao).

Alors, pour chaque solution méromorphe f % 0 de (2.1) et pour toute fonction méro-
morphe ¢ (2) Z 0 dans le disque unité D satisfaisant (2.3),0n a

(a)ix (fO — @) =ir (fO =) =i (f —¢) =n+1 (pour tout i € N);

() M1 (f9 = @) = Aaa (f9 = 0) = 001 (f) 2 0 (Ao) , (pour tout i € N).

Remarque 2.1.1 Dans ces résultats, on a prisn > 2, n € N; le casn = 1 a été

étudié en détail par Berrighi et Hamouda dans [4].

Exemple 2.1.1 Considérons [’équation différentielle:

"+ A () [T+ AL (2) [T+ Ao () f = 0.

telle que Ag (z) = exp (exp <(—z>> Aj (2) = exp <( ) et Ay (z) = exp ((1_1Z)2>
on a
H(A0(2) = 204 () =L j =12 0(2) =exp () i (0) = L o2 () = Ot
o2 (A (2)) = 4
Donc, les conditions du Théoréme 2.1.4 sont vérifiées. Alors chaque solution f # 0
de cette équation différentielle vérifie
(@) ix (f =) =i (fV =) =i (fO = p) =3;
(b) X?’ (f(i) —90) = A3 (f(i) —SO) :0'3(f) :Uz(Ao)-
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Exemple 2.1.2 Considérons l’équation différentielle:

["+A(2) [+ Ao (2) f = 0.

telle que Ay (2) = %exp?, ( 2 ) et Ay (z) = Z%exp?, (112) on a

1—z

Z(Ao(Z)):3,Z(A1(Z)):3, Ug(Ao):Ug(Al):l, 73(A1>:1<7'3(A0):2 on a

— 1 1 m(r,Ag) __
d (00, Ag) = hrn_l)ln,lfT(r,Ao) =1

et ¢ () =exp (5z) i (9) = 1, 02 (9) = 0
Donc, les conditions du Théoréme 2.1.6 sont vérifiées. Alors chaque solution méro-
morphe f # 0 de cette équation différentielle vérifie
(a) ix (SO — @) =ir (fO — @) =i (fO —p) =3
(b) A3 (fO — @) = A3 (f@ — ) =05 (f) > 02 (Ao),
Dans la section suivante, nous allons cités les lemmes nécessaires pour les dé-

monstrations des théorémes cités au dessus.

2.2 Lemmes préliminaires

Tout au long de cette partie, on utilisera les notations suivantes qui ne sont pas
nécessairement les mémes & chaque occurrence:

E C (0,1) est un ensemble de mesure logarithmique finie, [ % < oo.
E

F C (0,1) est un ensemble de mesure logarithmique infinie, [ -2

1—r = 00.

F
De plus, ¢ >0, e >0, 0 >0, 01 >0, 7 >0, 71 > 0, sont des constantes réelles.

Lemme 2.2.1 [45] Supposons que f Z 0 est une solution de (2.1).Soit g = f — p;

alors g satisfait l’équation
9"+ Apg® Y L+ Agg = — [W(k) + At L+ Aogp] . (2.4)
Lemme 2.2.2 [/5] Supposons que f # 0 est une solution de (2.1).Soit g; = f) —
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o, (1€ N={0}); alors g; satisfait l’équation

k i k— i i _ i
0 LU g%V b Ul = = [oW 4 Ul o D L+ U], (25)
ou o
i i—1\/ i U(Z)il i
Uj = (UjJri) + Uj b (Ui_l) Uj+%> (2.6)
0

J=0,1,. k=1, U)=A; et Uy = 1.

Lemme 2.2.3 Soit h : (0,1) — (¢,00) (¢ > 0) une fonction monotone croissante

telle que
. log,, h (r)
limsup————————— =
r—1- = lOg (1 - T)

(2.7)
(o est une valeur finie ou infinie); alors il existe un ensemble ' C (0,1) de mesure
logarithmique infinie telle que pour tout r € F, on a

log! h

r—1-—log (1 — )

Preuve 2.2.1 D’apres (2.7), 1l existe une suite croissante {r,,} — 1~ lorsque m —
00, satisfaisant 1 — (1 - %) (1 —7p) < Ty et

log,, 1 (rm)

lim —8n 2m)
Fl- — log (1 — r.,) “

Alors, il existe mq tel que pour tout m > mqg etr € I, = [rm,l — (1 — %) (1-— rm)]

, 0N a

g h(rm) _ logth() _logh(1— (1= £)(1- 1)
—log[(1-2)(1—ry)] ~ —log(l—7r) ~ —log (1 —ry,,) '

(2.8)

La limite des deux cotés de(2.8),lorsque 1, — 1~ ,est égal & a; Donc, pour r € I,

- log, h(r)
lim —%—~— =q
r—1-—log (1 — 1)
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Soit F = |J ILn.ona

m=mgo

)

m=mo

my (F) = i /;ﬁﬁr

Lemme 2.2.4 [15] Soit f une fonction méromorphe dans D tel que fWne soit pas
identiquement nulle. Soit € > 0 une constante; k et j des entiers qui satisfont &

k>j>0etde (0,1). Alors, on a

< ((lfw)w o {og 1_1|Z|,T<s<|z|>,f>})kj, 1 ¢ E.

ous(|z]) =1—d(1—]z]).

‘ f® (2)
700 (2)

Dans le cas particulier: o1 (f) < oo, on a

1 (k=j)(o1+2+¢)
< b
<(i=1) el ¢ B

9 (2)
e

et si o, (f) < oo pour n > 2, alors

1 on+te
< exp,_, <1_—|Z|> , |2l ¢ E;

ol exp; (x) = exp (x) et exp, (x) = exp {exp, (z)}.

‘f(’“) (2)
70 (2)

Lemme 2.2.5 [25] Soit f(z) une fonction analytique dans le disque unité D avec
Orn (f) = 0ns Taun (f) = 7oy 0 < 0, < 00, 0 < 7, < 00, alors pour toute donnée
0 < B < Ty, il existe un ensemble F' C (0,1) de mesure logarithmique infinie telle

que pour tout r € F on a

B

log:{M(T, f) > m.
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Par le méme procédé utilisé dans la preuve du lemme 2.2.5, nous pouvons obtenir

les deux lemmes suivants.

Lemme 2.2.6 Soit f une fonction analytique dans le disque unité D avec oy, (f) =
on,0 < 0, < 00, alors pour toute donnée 0 < [ < o,, il eviste un ensemble

F C (0,1) de mesure logarithmique infinie telle que pour tout r € F on a

1

+ -
log" M (r, f) > a —T)B'

Lemme 2.2.7 Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité D avec o, (f) =
Ony Tn (f) = Tn, 0 < 0, < 00, 0 < 7, < 00, alors pour toute donnée 0 < 3 < T,
il existe un ensemble F' C (0,1) de mesure logarithmique infinie telle que pour tout

reF ona

5}
(1—r)™"

Lemme 2.2.8 Soient A;(z) j = 0,1,....,k — 1 des fonctions analytiques dans D

log, T (r, f) >

telles que: i (Ag) =n, 0 < 0, (Ag) =0 <00, 0 < Tarn (Ag) =7 <00 (n>2, neN)

et pour chaque j € {1,....k — 1}, A; (2) satisfait auzx conditions suivantes:

(1) (A7) < i (Ao);

(2) 1 (A}) = i (As) et 7 (A;) < 7 (Ao);

(3) i(Aj) =i(Ao), 00 (Aj) = 00 (Ao) €t Tarn (A7) < Tarm (Ao).

et U;f (1 =0,1,....,k) (i € N) comme dans (2.6). Alors, pour toute donnéee (0 < 2e <7 —T1),
il existe un ensemble F' de mesure logarithmique infinie telle que pour |z| =r € F

et |Ag (2)] = M (r, Ag) on ait

;U3¢zexpn{(f+€} ot |U;|§expn{(?_i}, G40 (29)

r)” r)”
ot 71 = max {7y, (4;) 1 j # 0} . S’il n'existent pas de coefficients satisfaisants o la
condition (8), alors on posera 71 = 0.

Preuve 2.2.2 Supposons que nous voulons prowver (2.9 pour i = m > 1. Par le

lemme 2.2.5, il existe un ensemble F' de mesure logarithmique infinie telle que pour
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|z| =7 € F et |Ag| = M (r,Ag) on a

T—g/2m T1+e/2™
Agl > _— t A < —_ .
| 0’ = eXpn{ (1 —T’)U } € | J’ = GXpn{ (1 —T)U }

/ Al ! .
De (26), on GIUJ-l == A;-Jrl—f—Aj—j—gAj_H = Aj—i-Aj_H (ﬁ - ﬁ—g) (] == O, 1, ,]{3 - 1)

et A, = 1. alors

Al Al
03] 2 ol - 4 (2] + [ 22)) (210
et
A AN
o <1+ sl (|22 +| 22]) G0, (2.11)
41 0

D’aprés Lemme (2.2.4) et (2.10)-(2.11), on déduit que

o () e 5 e )

|Us| = exp, {T(_lg_—/i;n:} , (2.12)

et

om T+ e/2m 1
1 < Tite/27) T1+e/27 1
|Uj ‘ = eXp, { (1 _ 7’)0 + €XP,, (1 — T)U CXPp-1 (1 . T)UJre

T1 —|—€/2m71
(1—=r)"

Maintenant, pour i = 2 dans (2.6), on a

1] < exp, { boizo (213)

uh'| Ul
31 = o1 - ot (| G|+ | ) 211
et L
U+ U2’ ‘
ot < ool ([ [F)). o0 e
Jj+1 0
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De (2.12)-(2.15), on déduit

T —¢g/2m? Ty +¢e/2m 2
{Ug| Zexpn{w} et ‘UJQ| §expn{w . (216)

D’aprés (2.16) et pour i = 3 dans (2.6), on déduit

5 T—¢g/2m3 3 T +¢/2m3
|U0‘ > expn{w et ‘UJ| < €xXp,, W .

en réitérant le procédé a l'ordre ¢ = m, on déduit

. T—¢ i T1+¢
’UO} Z eXpn{m} et |U]| S eXpn{(ll_ r—)g} .

Remarque 2.2.1 Dans le Lemme 2.2.8, si nous remplagons la condition Tyr ., (A;) <
Tmn (Ao) par, 7, (A;) < 1, (Ao), puis par une méthode similaire utilisée précédement

nous pouvons obtenir, au lieu de (2.9), le resultat suivant

T—¢€ T1t+€

m (r, i) Zexpn_l{m} et m (r,U) Sexpn_l{m}, (G £0),
0t 7 = 70 (Ao) e 71 = max {rn (4;) : j # 0} .

Remarque 2.2.2 Lemme 2.2.8 ne couvre pas tous les cas de Théoréme 2.1.4, car s’
il n’eziste pas de coefficients qui satisfont a la condition (3) dans le théoréme 2.1.4 et
Tan (Ao) =0 avec 7, (Ag) = 0, alors le lemme 8 n’est plus utilisable. cependant, le
lemme suivant répond a la question qui peut etre prouver par le méme raisonnement

utilisé dans la preuve du lemme 2.2.8.

Lemme 2.2.9 Soient A;(z) j = 0,1,...,k — 1 des fonctions analytiques dans le
disque l'unité D telles que i (Ag) =n, 0 < 0, (Ag) =0 < o0, (n>2, neN) et
pour chaque j € {1,....k — 1}, A;(2) satisfait les conditions suivantes:

(1) i(4A;) <i(Ao);

(2)i(A;) = i(Ao) et o (A;) < 0on(Ao);
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et Ul (j=0,1,...,k) (i € N) des données comme dans (2.6). Alors, il existe un
ensemble F' de mesure logarithmique infinie telle que pour |z| =r € F et |Ag (2)| =

M (r, Ap), on a

|U5\2expn{#} el ‘U;‘SeXpn{ﬁ} (G#0).

o € > 0 est supposé assez petit.
Aussi, si seulement la condition (1) dans le théoréme 2.1.4 qui détient avec o, (Ag) =
0, on ne peut pas utiliser le lemme 2.2.9; de sorte que le lemme suivant résout ce

probléme.

Lemme 2.2.10 Soient Aj(z) j = 0,1,...,k — 1 des fonctions analytiques dans le
disque U'unité D telles que pour tout j # 0, i(A;) <i(Ag)=n (n>2, neN) et
on(Ag) =0; et U; (j=0,1,....k) (i € N) des données comme dans (2.6). Alors, il
existe un ensemble F de mesure logarithmique infinie et un ensemble E de mesure

logarithmique finie tels que

logt ,m (r,U}) log" m (r, Uj)

li — 00 et li —on 70700 F 2.17
s ) o e Ty S e s (207)
et . ( )
logy_ym (r,U:
li n L £ 0 et E. 2.18
Ll s e <oo, j#0etr¢ (2.18)

Preuve 2.2.3 La méthode inductive sera utilisée. Nous commengons avec (2.17).

Dei(Ap) =n (n>2, neN) eto,(Ay) =0, alors on a

logt ,m (r, Ap) log" m (r, Ag)

lim sup =00 et limsup

r—1- - lOg (1 - T) r—1- 10g (1 - T) 7

et par le lemme 2.2.3, il existe un ensemble F' de mesure logarithmique infinie telle

que pour r € F' on a




A partir de (2.6), on a Uy = Ay + A, <% — ﬁ—lg); et par le lemme de dérivée

logarithmique, on obtient

m (r,Uy) <m(r,Ao) + m(r, A1) +m (7‘7 %) +m <r, %) +0(1). (2.19)
1 0

D’autre part, comme Ay = Us — A, <% — ﬁ—g) alors, on déduit facilement

/ A/
m (1, Ag) < m (r,Uy) —i—m(r,Al)—i-m(r,%) —i—m(r,A—o) +0(1);
1 0

et comme m (r, i—g) = o(m(r,Ag)), m (r, %) = o(m(r, A1), et m(r,A;) =
o(m(r,Ap)), alors m (r,U3) ~ m (r, Ag) tant que r — oo, r € F; ainsi

log_,m (r,U} log"™ m (r, U}
n—1 0 n 0

li = tli = 0. 2.20
s - log (1 — ) R t log (1 — ) (220
Par induction suri € N, si
logh ,m (r,U! log"m (r,U!
lim sup g1 (U5 ) = oo et limsup gam (r, Us) =0, rekF,
r—1- - lOg (1 o T) r—1- - IOg (1 o T’)

) . . Ui—1) Ui—1) ]
alors de Uy = Ué_l + Uit <(U111) — (Uoi,l) ) et par le méme procédé que ci-dessus,
1 0

on obtient

log ™t LU log™ Ui
lim sup 08177 (1, U) =00 et limsupw =0, rekr,

r—1- - log (1 - T) r—1— = log (1 - T)

Maintenant, pouri(A;) <i(Ag) =n j#0, alors

longl m (7”, AJ)

lim sup < oo, r¢ E.

r—1- - 1Og (1 - T)
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Aj

De (2.6), on a U} = A;j+ Aj 4 (A/; Ao) et ainsi

+ 1
lim sup logurm (1, U))

r—1- - lOg (1 - T)

<oo, r¢ k.

St nous supposons que

1 + i—1
lim sup -1 (7“7 Uj )

<oo, 74 E;
1 —log (1 —7r) £

. . i—1 i—1Y)/
alors de U; = U}~ Ty U;j& <(l(]jf11) — ([[]]0,-_1) > et par le méme procédé, on obtient
0

+ i
lim sup log,—rm (1, Uj )

< E.
r—1— - log (1 - T) ot g_f

Lemme 2.2.11 Soient H; (2) j =0,1,...,k—1 des fonctions méromorphes d’ordre

n-itératif fini dans le disque unité D satisfaisant

max {|H; (z)|, j=1,...,k—1} < exp, {(lf—jﬂ)g} et |Hy (2)| > expn{#} pour
|z| = r € FF C (0,1), F de mesure logarithmique infinie, ou 0 < f; < [, 0 >

0, (n > 2, n €N). Alors, chaque solution méromorphe f de ’équation différentielle
fO L H () Y 4 4+ H(2) f + Ho(2) f=0 (2.21)

satisfait o1 (f) > 0.

Preuve 2.2.4 Supposons que [ % 0 est une solution méromorphe de (2.21) avec

on(f)=p<o0.De (2.21), on a

[Ho (2) ‘ (2.22)

Z\H ‘f(]

Par le lemme 2.2.4, et pour une donnée ¢ > 0, il existe un ensemble E C [0,1) de
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mesure logarithmique finie telle que pour tout z € D satisfaisant |z| ¢ E,on ait

e (L)) e

De (2.22)-(2.23) et les hypothéses du lemme 2.2.11, on obtient

() B (S (9

ot ¢ > 0 est une constante. Comme r — 17, alors de 3, < [ résulte une contradic-

tion qui découle de (2.24). Ainsi, o, (f) = o0o. Maintenant, par le Lemme

2.2.4, on déduit

1

< o TG0 ¢ E (2.25)

‘f(j) (2)
f(2)

De (2.22), (2.25) et les hypothéses de ce lemme, on obtient

v { g | £ e OO D e P e2s)

pours(r) = R. onal—r=%(1—R) et pour R € F, (2.26) prend la forme suivante

exp, {%} <c (%)kms) (T (R, f))"exp, {%} . (2.27)

De (2.27), on conclut que

On+1 (f) 2 g.

En utilisant la méme méthode dans la preuve du lemme 2.2.11, on obtient le lemme

suvant:

Lemme 2.2.12 Soient H; (2) j=0,1,...,k—1 des fonctions méromorphes d’ordre

n-itératif fini dans le disque unité D satisfaisant

max {|H; (z)|, j=1,....,k—1} < expn{ﬁ} et |Hy(2)] > expn{ﬁ} on
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0<o1<o0,(n>2, neN)et|z|]=reFcC(0,1) avec F
un ensemble de mesure logarithmique infinie. Alors, chaque solution méromorphe

f #0 de (2.21) vérifie o1 (f) > 0.

Lemme 2.2.13 Soient A;(z) j=0,1,...,k—1 des fonctions méromorphes dans le
disque unité D satisfaisant aux conditions du théoréme 2.1.6.Alors, chaque solution

méromorphe f # 0 de (2.1) vérifiée 0,41 (f) > 0.

Preuve 2.2.5 Soit f # 0 une solution méromorphe de (2.21). D’aprés (2.21) et le

lemme de la dérivée logarithmique, on a

m(r,Ag) < m <r, ?) +m <r, f(k_l)) +..+m ( fl) + (2.28)
k-1

f f

Zm(r,Aj) +log (k + 1)

)+Zm (r, A)

J
< (log+ T(r, f) +log 7

otu E C (0,1) de mesure logarithmique finie et ¢ > 0. Par le méme procédé utilisé
dans le lemme 2.2.3, il existe un ensemble F' de mesure logarithmique infinie telle
que pour tout r € F', on a

lim (1 —7)7logt | T (r, Ag) = 7. (2.29)

r—1-

De § (00, Ag) = 11m+1nfm )) > 0, puis par (2.29), et pour tout € > 0 assez petit et

pour tout r € F', on a

m (r, Ag) > exp,_; {ﬁ} : (2.30)
Et pour j # 0,
m(r, A;) < exp,,_; {ﬁ} . (2.31)
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De (2.28)-(2.31), pour r € F — E, on a

exp,_y {ﬁ} <ec <log+T(7“, f) + log 117») +(k— 1) exp,_, {%}
(2.32)

De (2.32), on obtient 0,1 (f) > 0.

Lemme 2.2.14 Soient A;(2) j=0,1,....k—1 des fonctions méromorphes dans le
disque unité D satisfaisant aux conditions du théoréme
2.1.6; et Ul (j = 0,1,...,k) (i € N) des données comme dans (2.6). Alors, pour toute

donnéee (0 <2< T), ona

; T —2¢ ‘
m(r, UJZ) < exp,,_ {m}a (] = 1727"'7k_ 1)7 r ¢ E7

et

m(r, Ué) > exp,,_1 {ﬁ}, re F.

Preuve 2.2.6 Utilisation (2.6) et le lemme de dérivée logarithmique, nous pouvons

obtenir la conclusion par induction sur i € N.

Lemme 2.2.15 Soient H; (z) j=0,1,...,k—1 des fonctions méromorphes d’ordre
n-itératif fini dans le disque unité D satisfaisant max{m (r,H;), j=1,...k—1} <
eXPn_1{(11—i)a} et m(r, Hy) > expn{ﬁ} o0 <1y <7,0>0, n2>2 et

re F C(0,1) avec F un ensemble de mesure logarithmique infinie. Alors, chaque

solution méromorphe f # 0 de (2.21) vérifiée op11 (f) > 0.

Preuve 2.2.7 En utilisant le méme procédé de la preuve du lemme 2.2.11 et l'utilisation

(2.28) au lieu de (2.22), on peut facilement déduire la démonstration de ce lemme .

Lemme 2.2.16 Soient G #0,H,(z) j=0,1,...,k — 1 des fonctions méromorphes

dans le disque unité D. Si f est une solution méromorphe de l’équation différentielle

O L He () fE Y4 4+ H (2) f +Hy(2) f =G (2), (2.33)
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vérifiant la condition max {0, (G),0, (H;); j=0,1,...k — 1} < 0, (f) = on, alors

Xn(f):)‘n(f):an(f)a (ne N—{0}).

Preuve 2.2.8 On suit le méme raisonnement de la prewve du lemme 8.5 a [7]

lorsque G #0,H; (z) j=0,1,....k — 1 sont analytiques dans le disque unité D.

Lemme 2.2.17 [25, Theorem 3] .Soitn € N—{0}. Si les coefficients Ay (2) , ..., Ax—1 (%)

sont analytiques dans D tels que oy, (Aj) < opgp (Ao) pour tout j =1,...,k—1, et
max {7, (A5) 1 omn (A5) = o (Ao)} < Tarn (Ao)

alors toute solution f # 0 de (2.1) satisfait oprni1 (f) = onn (Ao).

Lemme 2.2.18 Soit n > 2, n € N. i les coefficients Ay (2), ..., Ax_1 (2) sont

analytiques dans D tels que o, (A;) < 0, (Ag) pour tout j =1,....k—1, et
max {7, (4;) : 0, (4;) = 0, (Ag)} < 7o (Ao),

alors toute solution f # 0 de (2.1) satisfait 0,11 (f) = 0, (Ao).

Preuve 2.2.9 Soit 7, (Ag) = 7, de lUinégalité o,1(f) < 0, (Ao) = omn(Ao)
établit par [29, Theorem 5.1], par Uapplication du (2.28) et par le lemme 2.2.7,
il existe un ensemble F' C (0,1) de mesure logarithmique infinie telle pour tout

reFF—FE, ona

T—€&

exp,,_1 {W} <c <1og+T(r, f) +log 0 i r) + exp,,_4 {ﬁ} (2.34)

ot € > 0 assez petit. De (2.34), on obtient o, (Ag) < opi1 (f) -
A noter que ce lemme n’est pas valable pour n = 1, sauf dans le cas des équations

différentielles linéaires du second ordre.
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Lemme 2.2.19 Soient H; (z) j =0,1,...,k—1 des fonctions méromorphes d’ordre

n-itératif fini dans le disque unité D satisfaisant
logt , m (r, Hy)

! S logtm (r, Hy)
11m su =00 et l1IMSUp————
r—>1—p - log (1 - T) T‘—»l—p - lOg (1 - T')

=0, rekf,

et
log:—l m (T, Hj)

lim sup <00, j#0, 1r¢E.

r—1-— - lOg (1 - T)
Alors, chaque solution méromorphe f # 0 de (2.21)satisfait i(f) > n + 1 et
On+1 (f) Z 0.

Preuve 2.2.10 De (2.21) et le lemme de dérivée logarithmique , on a

+ X_:m (r,Hj;), r¢ E. (2.35)

J=1

1
o) < ¢ (log" (1) log 1
—r
D’apres les hypotheses, le lemme 2.2.3 et (2.35), il existe un ensemble F C (0,1) de
mesure logarithmique infinie telle que pour tout r € F', on a

logt T logt , T
hIIl Ogn (7’, f) = 00 et hm Ogn+1 (T’, f)

— = >
r—1-—log (1 — ) r—1- —log(1—7r) = 7

ce qui implique que i (f) >n+1 et 0,01 (f) > 0.

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.4

Supposons que f # 0 est une solution de (2.1) et soit ¢ (z) # 0 une fonction
analytique dans le disque unité D satisfaisant i (p) < n ou (i(p) = n+ 1 et
Ont1 () < 0, (Ap)). On commence par prouver (a) et (b) pour i = 0, c’est a
dire M\yy1 (f — @) = A1 (f — ) = 01 (f) = 0, (Ag). De [8] et le lemme 2.2.17 ou
le lemme 2.2.18, on a 0,41 (f) = 0, (Ao) . Soit g = f — . Il est clair que 0,41 (9) =
0ni1 (f) . Par le lemme 2.2.1, g satisfait (2.4). Soit G (z) = ¢® 4+ Ap_1o*D 4+
App. Si G = 0, alors par [8] on a 0,41 (@) = 0, (Ap), contradiction; donc G # 0.
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Comme 0,11 (9) = 0nt1 (f) = 0n (Ao) > max{o,41 (G),0n41(A;)}, alors d’aprés
'hypothése du lemme 2.2.16 et de A,41(g) = Auy1 (g) = 0pp1 (g),0n peut conclure
que A1 (f = 9) = At (f = 9) = 01 (f) = 00 (Ag)-

Maintenant, pour i > 1,s0it g; = f@ — ¢. De 0,41 (f)) = 0ps1 (f) = 04 (Ao)
et opi1 (@) < on (Ap), on déduit que 0,41 (g;) = 0ns1 (f) = 0n (Ap). Par le lemme
2.2.2, g; satisfait (2.5). Soit G; = ¥ + U} _,o*=D + ..+ Ulp. Si G; =0, par le
Lemme 2.2.8 et le lemme 2.2.11 ou Lemme 2.2.12, on déduit que 0,41 (¢) > o, (Ao),
une contradiction; donc G; # 0. Maintenant, par le Lemme 2.2.16, on obtient
Xn+1 (9i) = Ans1(gi) = ony1(gi) cest a dire. Xn+1 (f(i) - 90) = Ant1 (f(i) - 90) =
Ont1 (f) = 0n (Ao). CQFD

2.4 Preuve du Théoréme 2.1.5

Supposons que f Z 0 est une solution de(2.1) et soit ¢ (z) #Z 0 est une fonction
analytique dans le disque unité D satisfaisant i (¢) < m.en uitilisant les mémes
notations que dans la preuve du théoréme 2.1.4. De [8], on a 0,11 (f) = 0, (4g) = 0.
Soit ¢ = f — . Comme ci-dessus, on obtient A\,;1(9) = Aui1(g) = 0ny1(9).
Maintenant, pour i > 1, g; = f% — . Si G; = 0, par le Lemme 2.2.10 et le Lemme
2.2.19, on a i () > n + 1, contradiction; donc G; #Z 0. Maintenant, par le Lemme
2.2.16, on obtient A,y1(g;) = Ant1 (9i) = 0ns1 (i) ; Cest & dive. Apyq (f — ) =
Ant1 (f(i) - 80) =0n41(f) =0.

2.5 Preuve du Théoréme 2.1.6

Supposons que f # 0 est une solution méromorphe (2.1) et soit ¢ (z) # 0 est
une fonction méromorphe dans le disque unité D satisfaisant (2.3). Par le lemme
2.2.13, on a 0,41 (f) > 0, (Ag). Si G = 0, alors par le Lemme 2.2.13 , on déduit
Ont1 (@) > 04, (Ao), contradiction; donc G # 0; Par le lemme 2.2.16 on obtient le

résultat pour ¢« = 0. Maintenant, pour ¢ > 1, si GG; = 0, alors par le Lemme 2.2.11,
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Lemme 2.2.12, Lemme 2.2.14 et le Lemme 2.2.15, on déduit que 0,41 (¢) > o, (Ap).
Contradiction; alors G; #Z 0. De 0,41 (G) = 0,11 (Ag) =0 < 041 (f), et du lemme
2.2.16, on obtient A,i1(g;) = Mg (gi) = Oper (f) Clest a dire. \pg (f(i) — gp) =
Mgt (fD =) = i1 (f) > 0, (Ag). CQFD
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Chapitre 3

La croissance des solutions d’une
classe d’équations différentielles
linéaires non homogénes dans le

disque unité

3.1 Introduction et présentation des résultats

Tout au long de ce chapitre, on choisit la branche principale de la fonction
A

m
logarithme e (%0 = 2) (A € C\ {0}) et on note o pour désigner o ;.

Soit zg € D (]zo| = 1). Pour une fonction analytique f (z) dans D, posons

. 10g+ 10g+ M (T) 20, f)
Pt =1
0z (f) L . s g

ou M (r, 2o, f) = max {|f (2)| : |z2] =7 et |20 — 2| <1 —7r?}. On peut dire que o, (f)
désigne 'ordre de la croissance de f pres du point zg dans le disque D. Evidemment,

on a oz (f) <o (f).
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De nombreux auteurs ont étudié I’équation différentielle linéaire
"+ AR) e f +B(2)e*f =0, (3.1)

ou A(z) et B(z) sont des fonctions entiéres, voir par exemple [1, 10, 11, 21]. Dans
[10], Chen a prouvé que si ab # 0 et arga # argbou a = ¢b (0 < ¢ < 1), alors chaque
solution f (z) # 0 de (4.8) est d’ordre infini.

Récemment, en 2012, Hamouda a étudié les équations différentielles linéaires dans

le disque unité similaire a (3.1) et a obtenu les résultats suivants.

Théoréme 3.1.1 [25] Soient A (z) et B(z) # 0 deux fonctions analytiques dans le
disque unité D, p > 1 une constante réelle et b, zo deux nombres complexes tels
que b # 0, |20| = 1. Si A(2) et B(z) sont analytiques a zy alors chaque solution
f(2) # 0 de l’équation différentielle

b
'+ AR f+B()elo =2 f =0,

est d’ordre infini.

Théoréme 3.1.2 [25] Soient A(z) et B(z) # 0 deux fonctions analytiques dans le
disque unité D, ;> 1 une constante réelle et a, b, zy des nombres complexes tels que
ab # 0, arga # argb, |z0| = 1. Si A(z) et B(z) sont analytiques & zy alors chaque
solution f (z) £ 0 de l’équation différentielle

a b
FraA)e0=2)" ¢ L Bzyel0—2)"f =, (3.2)

est d’ordre infini.

Théoréme 3.1.3 [25] Soient A(z) et B (z) # 0 deux fonctions analytiques dans le

disque unité D, u > 1 une constante réelle et a, b, zy des nombres complezes tels que
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ab#0, a=cb (0<c<1), |2 =150 A(z) et B(z) sont analytiques & zy alors
chaque solution f (z) Z 0 de (3.2) est d’ordre infini.

Dans cette partie, nous allons étudier la nature quant & ’ordre des solutions des
équations différentielles linéaires non homogénes avec une certaine amélioration sur

les conditions. En fait, nous allons prouver les résultats suivants:

Théoréme 3.1.4 [17] Soient A(z), B(z) # 0 et F (z) des fonctions analytiques
dans le disque unité D, u > 1 une constante réelle et b, zy deuxr nombres complexes
tels que b # 0, |zo| = 1. Si B(2) est analytique a zo et max{o,, (A),0., (F)} < p,

alors chaque solution f (z) £ 0 de l’équation différentielle
b
AR f+B()el=2" = F (), (3.3)

est d’ordre infini et oo (f) > p.

Exemple 3.1.1 Considérons l’équation différentielle:

21
fr AR+ B()e0=2) f=F(2),

telle que A (z) = exp <ﬁ) , B(z) =z+5et F(z)=exp (ﬁ)
Done, les conditions du Théoréme 3.1.4 sont vérifiées. Alors chaque solution f # 0

de cette équation différentielle est d’ordre infini et oo (f) > 2.

Théoréme 3.1.5 [17] Soient A(z), B(z) # 0 et F (z) des fonctions analytiques
dans le disque unité D, p > 1 une constante réelle et a, b, zy des nombres complexes
tels que b # 0, arga # argh et |z9| = 1. Si B(2) est analytique au point zy et
max {o,, (A),0., (F)} < p, alors chaque solution f(z) #Z 0 de l’équation différen-

tielle
a b

FrrAz)eo=2)" B )el—2)" = F(2), (3.4)

43



est d’ordre infini et oo (f) > .

Théoréme 3.1.6 [17] Soient A(z), B(z) # 0 et F(z) des fonctions analytiques
dans le disque unité D, u > 1 une constante réelle, a, b et zy des nombres complexes
tels que b # 0, a = cb (0 <c<1) etl|z| =1. Si B(z) est analytique au point z,
et max{o,, (A),0., (F)} < p, alors chaque solution f(z) # 0 de (3.4) est d’ordre

infini et oo (f) > p.

Remarque 3.1.1 I est clair que le théoréme 3.1.4-3.1.6 est une généralisation du

théoreme 3.1.1-3.1.5.

En combinant les résultats ci-dessus, on peut généraliser aux équations différen-

tielles linéaires d’ordre supérieur comme suivant.

Corollaire 3.1.1 [17] Soit ’équation différentielle linéaire

b
FO LA ) D A () f B (2) el =2 = P2, (3.5)

ot ;> 1 est une constante réelle, b et zy deux nombres complexes tels que b #
0, |20l =1, B(2) 20, F(2), Ao(2),..., Ar_1(2) des fonctions analytiques dans

le disque unité D telle que o, (F) < p, B(z) est analytique au point zy et soit
b;

0 (Aj) < pouAj(z) = Bj(2) e(20=2)" qpec 0. (Bj) < peth;=cib (0<¢; <1)

ou argb; # argb pour au plus une possibilité. Alors chaque solution f(z) # 0 de

(3.5) est d’ordre infini avec oo (f) > p.

3.2 lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1 [15] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité D telle que

9 nest pas identiquement nulle. Soient € > 0 une constante strictement positif:
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k, j deux entiers vérifiant k > j > 0 et d € (0,1). Alors, il existe un ensemble

E C [0,1) vérifiant [ ﬁdr < 00, tel que pour tout z € D satisfaisant |z| ¢ E, on a
E

< ((1_1|Z|)(2+6) max{log1_1|Z|,T<s<|z\>,f>}>k_j,

ot s(|z]) =1 —d (1 —|z]). Dans le cas particulier: or (f) =01 < 00, on a

1 (k—j)(o1+2+¢)
< E.
< (=) e

) (2)
79 (2)

) (2)
7 (2)

Lemme 3.2.2 [25] Soit A (z) une fonction analytique dans le disque unité D, p > 1

est une constante réelle, a et zy deur nombres complexes tels que a # 0, |z| = 1.
a

Soit g (z) = A(z)e(zo - Z)H, a=a+if#0, zg— 2= Re", §,(¢) = acos (up) +
Bsin (up), et H={p €10,27) : 6, (p) = 0}, (évidemment, H est de mesure linéaire
nulle).

Si A(z) est analytique au point zg, alors pour tout ¢ > 0 donné et pour tout
v € [0,2m)\H, il existe Ry > 0 tel que pour z € D avec 0 < R < Ry, on a
(1) si d, (@) > 0, alors

wp{1-a0 5 <l con{uranenl. @)

(1) si 0, (@) < 0, alors

wp{+a0 0 <ol cen{i-980 5. @)

Re R
Remarque 3.2.1 En général, nous pouvons écrire d, () = ccos (e + ¢,), ou
c = vat+ % p, € [0,21). Par cette formule, il est facile de prouver que si

> 1, 6, (p) change de signe dans chaque intervalle (pq, @,) de mesure linéaire est

égale a .
Lemme 3.2.3 [17] Soit g une fonction analytique dans le disque unité D d’ordre
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(9) > B. Alors, il existe un ensemble F' C (0,1) de mesure logarithmique infinie

o
i 1% = +oo telle que pour tout r € F on a
F

1
M (r,g) > exp{m}.

Preuve 3.2.1 Par définition de o (g), il existe une suite croissante {r,} — 1~

satisfaisant 1 — (1 — L) (1 = ry,) < rpyq et

m

. log™log* M (1,0, 9)
lim
m—00 — log (1 — Tm)

> .

Alors, il existe mg telle que pour toutes m > myg et pour € donné, on a

1
M (rp,,g) > exp {(1—“;} ) (3.8)

1l existe mq tel que pour tout m > mq, on a

<1 - i) o >(1—r). (3.9)

m

Alors

r<1—(1—l)(1—rm)(:> ! > ! (1—l). (3.10)

m l1—7r, " 1—r m
D’apres (3.8)-(5.10), pour tous m > max {mo, m1} et pourr € [rp,, 1 — (1 — L) (1 —r,)],

on a
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Soit F' = Ej I, ou I, = [Tm, 1— (1 — %) (1-— Tm)] Alors

m=msy

= dr - m
my (F) = Z /1—7“2 Z log(m):oo,
m=mzy m=msy

En utilisant le lemme 3.2.2, il est facile d’obtenir le lemme suivant.

Lemme 3.2.4 [17] Soient f et g deuz fonctions analytiques dans le disque unité D.
Sio (f) < B <ol(g), Alors, il existe un ensemble F' C (0, 1) de mesure logarithmique

infinie [ ldTTT = +oo telle que pour tout |z| =r € F on a
F

|/ (2| -1
M(r,g) = eXp{u —r)ﬁ} '

Remarque 3.2.2 [17] Les mémes résultats sont obtenus si on fait le changement o

par o, et M (r,q) par M (r, zo, g) lorsque z — zy dans le lemme 3.2.3 et 3.2.4

3.3 Preuve du Théoréme 3.1.4

Primo, on montre que o (f) > p. Pour cela, on raisonne par 1’absurde en sup-
posant que o (f) < p. Pour z € D, soit arg(z0—2) = ¢ et |z0—2| = R.
Par le Lemme 3.2.2 et la Remarque 3.2.1, puisque g > 1, il existe un intervalle
(¢1,5) C (arg 2o — ,arg 20 + %), telle que pour toutes ¢ € (¢, ¢,) onad, (¢) > 0.

on a

b

o0 —2)" :exp{a,, (@%}.
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Puisque B (z) est analytique a zp, 0, (A) < pet o (f") =o(f) =o(f) < u, et
pour z assez voisin de 2y, on peut écrire
b
m

"+ AR+ B(2) 020 —2) fl =exp {5b () %} (14+0(1)). (3.11)

D’un autre coté, on a 0., (F') < p. Alors

1

|F' ()] < exp {m} (3.12)

avec 0 < u, et puisque z est assez voisin de zg, alors, par application des relations

métriques dans le triangle 0zpz, on a
|2]* =14 R* — 2R cos ¢* (gp* = (020 ,0%) € [O, z)) :

on déduit que

2cosp* — R
1-— = _ . 1
2| =R ( T+ ) (3.13)

Pour z assez voisin de 2z, il existe ¢g > 0 tel que

2cosp* — R
—_— > &y. 3.14
1+ 2] " (3.14)
En combinant (3.13) et (3.14), on peut obtenir

L (3.15)
1—|z| eR '

Dong, (3.12) prend la forme

|F(2)] < exp { (501R)'8} : (3.16)
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Une contradiction dans (3.3) avec (3.11) et (3.16); donc o (f) > p, et comme z — zg
alors on a aussi o, (f) > pu.

Maintenant, on montre que o5 (f) > p. D’aprés (3.3), on déduit que

b
B (2) e(z0—2)" <

"

7T AG)

S
/

+ '?‘ . (3.17)

D’apres le Lemme 3.2.1, pour € > 0 donné, il existe un ensemble E C [0, 1) de mesure

logarithmique finie [ ;L-dr < oo, tel que pour tout z € D satisfaisant |z| = r ¢ E,
E

()

ol ¢ > 0 est une constante réelle. De Lemme 3.2.2, pour toute donnée 0 < ¢ < 1, il

on a

~
—~
»
—
=
N~—
~
N—
N—
e
—~
oy
I
=
N\
~—

o
‘ff (Z()) (3.18)

existe Ry > 0 tel que pour 0 < R < Ry et ¢ € (¢, ¢,), on a

b
exp {<1 — )6 (9) Ri} < |B(2)elao—2)"; (3.19)
et en utilisant (3.15) on déduit
_b
exp {<1 ~9)8 () f°r>u} < |B(z)elo=2)" |, (3.20)

De max {c,, (A),0., (F)} < p <o, (f), par le Lemme 3.2.4 et la Remarque 3.2.2,

& ex ;
M(T,zo,f)‘}ﬁ p{u_r)ﬁ}, (3.21)

oumax{o,, (A),0,, (F)} < < u. En utilisant (3.18)-(3.21) dans (3.17), on obtient

on a

wax {14(2),

exp { (12100 () M}Scexp{ (1_1T)B}(T(8(T),f))2. (3.22)
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En notant s (r) =r’, on obtient 1 —r = 2 (1 — 1) et (3.22) prend la forme:

650 8 , 9
exp{u—e)éb(w)d—r)u}Scexp{(ld—ﬁ}w,f)) ,

ce qui implique que oy (f) > p.

3.4 Preuve du Théoréme 3.1.5

On commence par prouver que o (f) > p. Pour cela, on suppose au contraire que
o(f) < p. Pour z € D, soit arg(zg —2) = ¢ et |20 — 2] = R. Par le Lemme
3.2.2 et la Remarque 3.2.1, puisque p > 1 et arga # argb, il existe un intervalle
(¢1,92) C (argzo — 3,argzo + 2 ), tel que pour tout ¢ € (¢, p,) on a &, (¢) > 0
et d,(p) < 0. Alors en utilisant le méme raisonnement que dans (3.11), pour

© € (py1,ps) et R > 0 assez petit, on peut écrire

a b
f;/_|_A(z)€<Zo —Z)“f/_|_B(z)€(Zo —Z)“f :exp{éb(gp)%} (1+0(1)).

(3.23)
Une contradiction subsiste entre (3.16) et (3.23) dans 1’équation (3.4); donc o (f) >

p et de plus o, (f) > p.

Maintenant, on procéde de prouver que o (f) > p. D’apres (3.4), on peut écrire

b a

B(z)e<20_z>u < I f

7 (3.24)

—|+ A(z)e(zo_z)u

7
_l’_ J—

7l
De 60, (¢) < 0 et max{o,, (A),0,, (F)} <8 < pu <o, (f), puis par le Lemme 3.2.4
et la Remarque 3.2.2 on obtient

a

max } |A (2)] e(20 — Z)H7

F(z) 1
M (r, Zo,f)’ = eXp{(l —r)ﬁ}' (3.25)
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En utilisant (3.18), (3.20) et (3.25) dans (3.24), on obtient la méme inégalité (3.22)

et donc on déduit le résultat oo (f) > p..

3.5 Preuve du Théoréme 3.1.6

De la méme maniére que précédement, on commene & prouver que o (f) > p. Pour
cela, on suppose au contraire que o (f) < pu. Par le Lemme 3.2.2 et la Remarque
3.2.1, puisque p > 1, il existe un intervalle (p;,p,) C (arg 20 — 5,arg zo + g), tel
que pour tout ¢ € (1, py) onady(p) >0. Dea=cb (0 <c<1)etd,(p)=cop(p)
on déduit (3.23), ce qui est contradictoire avec (3.16) dans ’équation (3.4). Donc,
on a o (f) > p. Maintenant, on montre que o (f) > u. De o, (A) < u, par le

Lemme 3.2.2 et pour ¢ € (¢4, p,) on obtient

a
1
A(z) (20— 2)"| < exp {(1 +¢€) 04 (¥) ﬁ} . (3.26)
En utilisant (3.18), (3.19) et (3.26) dans (3.24), on déduit que

e {(1-2)00(0) g} <o {14 20,0) g T 00 NP @20

En prenant 0 < € < i;f dans (3.27), et par le méme raisonnement que ci-dessus, on
(&

obtient o9 (f) > p.
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Chapitre 4

La croissance locale des solutions
d’une classe d’équations
différentielle linéaire autour d’un

point singulier essentiel isolé

4.1 Introduction et présentation des résultats

L’importance et 1’élégance de la théorie de Nevanlinna sur la distribution des
valeurs des fonctions méromorphes dans le plan complexe, a inspiré de nombreux
chercheurs a trouver des modifications et a apporter des généralisations dans des do-
maines différents. L’extension de la théorie Nevanlinna aux anneaux a été appliquée
dans plusieurs travaux; voir [5, 33, 34, 35, 39]. Dans cet chapitre, nous allons es-
sayer d’étudier la croissance des solutions des équations différentielles linéaires au
voisinage d’un point singulier isolé. Pour cela, on commence & donner les définitions
appropriées. On note C = C U {oo} et soit f(z) une fonction méromorphe dans

C — {2}, ot 2y € C. Au préalable, nous définissons la fonction de comptage de f
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par
T

N, (r,f) = _/n(t,f) —tn(oo,f)dt —n (oo, f)logr, (4.1)

o
ou n(t, f) est le nombre de poles de f(z) dans la région {z € C: ¢t < |z — 2|} U{o0},
chaque pole étant compté avec son ordre de multiplicité. De méme, nous définissons

la fonction de proximité par

2m
My, (1, f) = 2i /anr | f (20 — re™) | dep. (4.2)

A
0

La fonction caractéristique de f est définie de la maniére habituelle par
TZo (Tv f) = My, (T’ f) + NZO (T’ f) : (43)
En outre, 'ordre de la fonction méromorphe f(z) prés de zy est définie par

log™ T
or (f7 ZO) = lim supw'

4.4
r—0 —logr (44)

Si f est une fonction analytique dans C — {z}, alors I'ordre de f est défini par

logt log™ M,
om (f,z0) = limsup og 108 o (1 f)

4.5
r—0 —logr ’ (45)

ou M,, (r, f) = max{|f ()] : |z — 20| =7}
1
A titre d’exemple, pour la fonction f (z) = exp {W} ,oun € N\ {0}, on
20 — %
a

M., (r, f) = exp { !

—}, puis oy (f,20) = n et
/ran

2w

T (r, f) = may (1, f) = o= / I | (20 — rei®) | dip = .

2T rn
0

Ainsi or (f, Zo) =n.
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Pour la fonction f (z) = exp }, on a o (f,1) =1, alors que dans le disque

—1
(1-2)
unité on a or (f) = on (f) = 0.

On sait que dans le disque unité, on a o7 (f) < oup (f) < o7 (f) + 1 et dans
le plan complexe, on a or (f) = oa (f). Maintenant, qu’en est-il entre or (f, 20)
et oy (f,20)7. Ci-dessous, dans le lemme 4.2.2) nous allons montrer que si f(z)
est une fonction méromorphe dans C — {20} et g (w) = f (20 — 2), alors g (w) est

une fonction méromorphe dans C et nous avons T (R, g) = Ty, (1, f); ot R = 1; ce

r?
qui implique que or (f,20) = o (f,20). Ainsi, nous pouvons utiliser la notation
o (f, z0) sans aucune ambiguité.

En outre, nous définissons ’hyper-ordre de f prés zy par:

log™ log™ T, (, f)

= [ 4.6
o2 (f, 20) = lim sup “logr , (4.6)
log™* log™ log™t M,
oot (. 20) = lim sup 28108 108" My (r, f). (4.7)
r—0 —logr
L’équation différentielle linéaire
f"+A() e f + B(z)e”f =0, (4.8)

ou A(z) et B(z) sont des fonctions entiéres, a été étudié par de nombreux auteurs;
voir par exemple [1, 10, 11, 21]. Dans [10], Chen a prouvé que si ab # 0 et arga #
argb ou a = ¢b (0 < ¢ <1ouc>1), alors chaque solution f(z) # 0 de (4.8) est
d’ordre infini. Récemment, Hamouda a prouvé des résultats similaires a (4.8) dans

le disque unité sur I’équation différentielle

a b
frA()eGo =2 iy B(zyelo—2)" oo, (4.9)

ou A(z) et B(z) sont analytiques dans le disque unité, u > 1 et arga # argb ou

a=cb (0 <c<1),voir [24]. Cependant, la méthode de [24] ne fonctionne pas en
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général pour le cas 0 < p < 1: voir [24, Remark 3.1]. Le théoréme suivant traite le

cas (1 = 1 avec certaines modifications sur A(z) et B(z).

Théoréme 4.1.1 [16] Soient zp a,b des constantes complexes tels que arga # argb
oua=chb (0<c<1) etn un entier positif. Soit A(z),B(z) #Z 0 deux fonctions
analytiques dans C—{z} avec max {0 (A, z),0 (B, 2)} < n. Alors, chaque solution

f(2) # 0 de léquation différentielle:
a b
AR el =2)" LB )elz0—2)" f =0 (4.10)
satisfait o (f, zg) = 0o avec o9 (f, z0) = n.

Exemple 4.1.1 Considérons l’équation différentielle:
1 Lo .
ff+e2f +ex2f=0.

les conditions du Théoréme 4.1.1 sont vérifiées. Alors chaque solution f # 0 de

cette équation différentielle satisfait o (f,0) = oo avec oo (f,0) = 2.

Exemple 4.1.2 Considérons l’équation différentielle:
fraem=f +emf =0,

les conditions du Théoréme 4.1.1 sont vérifiées. Alors chaque solution f # 0 de
cette équation différentielle satisfait o (f,1) = oo avec g9 (f,1) = 1. (le cas p = 1)

Dans [18], Frei a prouvé le résultat suivant dans le plan complexe ..

Théoréme 4.1.2 [18] Si I’équation différentielle
d"+e g +cg=0 (4.11)

ot ¢ # 0 est une constante compleze, posséde une solution d’ordre fini g Z 0 alors,

c = —k% ot k est un nombre entier positif. Récpproquement, pour chaque entier
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positif k, Uéquation (4.11) avec c = —k?, posséde une solution g qui est un polynéme

en e’ de degré k.

L’analogue de ce resultat, au voisinage d’un point singulier zj, est le théoréeme

suivant.

Théoréme 4.1.3 [16] Soient ¢ # 0,z deux nombres complexes. Si I'équation dif-

férentielle

-1
oL (o—2)
fo (20— 2)° (20 — 2)

2 , c
-
U P

F=0 (4.12)

posséde une solution f(2) # 0 d’ordre fini o (f,2) < oo alors ¢ = —k?, ou k est

un nombre entier positif. Réciproquement, pour chaque entier positif k, [’équation
1

(4.12) avec ¢ = —k? posseéde une solution f polynomiale en (20 = 2) o degré k.

1

Exemple 4.1.3 f;(z) =1+ e(20 = 2) est une solution de Uéquation différentielle:

—1
T N O 1 .y
f + (ZO o 2)26 (z() o Z) f (ZO _ Z)4f

1 2
Exemple 4.1.4 f5(z) =1+ de(%0 = 2) 1 6¢(20 = 2) st une solution de Uéquation
différentielle:

-1
1 2 4
" (=2 _ . T
;o (2’0—2)26 ' (20 — 2) d (zo—z)4f 0

Théoréme 4.1.4 [16] Soient Ag(z) # 0,A1(2), ..., Ax_1 (2) des fonctions méro-
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morphes dans C — {2} satisfaisant

40 (2)] = exp { -1 (4.13)

rH

|4 (2)] < exp {Tﬁ#} , J#0, (4.14)

o> >0, p>0, arg(z0—2) =0 € (01,02) C [0,27) et |20 — 2| =7 — 0.

Alors, chaque solution f (z) # 0 analytique dans C—{z} de I’équation différentielle:
FO L A ) fE Y p A (2) f Ay (2) f =0, (4.15)

qui est analytique dans C — {2}, satisfait oo (f, 20) > .

Des résultats similaires au Théoreme 4.1.4 dans le plan complexe sont donnés

dans [3, 22].

Théoréme 4.1.5 [16] Soient Ag(z) #Z 0,A1(2),..., Ax_1(2) des fonctions ana-
lytiques dans C — {2} satisfaisant max{o (A;, z0) : j # 0} < o (Ao, 20). Alors,
chaque solution f(z) # 0 de (4.15), qui est analytique dans C — {2}, satisfait
o2 (f,20) = 0 (Ao, 20) -

4.2 Lemmes préliminaires

Dans la suite de ce chapitre, nous utiliserons les notations suivantes qui ne sont pas
nécessairement les mémes a chaque occurrence:
ro >0, € >0, v>1, A > 0 sont des constantes réelles.

XE¥

T0
E} C (0,70) de mesure logarithmique finie [ —*dt < oc.
0

2
E3 C [0,27) de mesure linéaire nulle [ x pgdt = 0.
0

Lemme 4.2.1 [20] Soient g une fonction méromorphe transcendante dans C, v > 1

e > 0 deux constantes réelles; alors
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i) 1l existe un ensemble Ey C (1,00) de mesure logarithmique finie et une constante

A > 0 qui ne dépend que de vy telles que pour tout R = |w| vérifiant R ¢ Ey, on a

‘g(’“) (w)

g (w) ‘ < AT (R, g)log T (vR, 9)]"; (4.16)

ii) Il existe un ensemble Ey C [0,27) de mesure linéaire nulle et une constante A > 0
qui ne dépend que de ~y telles que pour tout 0 € [0,2m) \ Ey il existe une constante
Ry = Ry () > 0 tel que pour tout z vérifiant arg z € [0,27) \E2 et R = |z| > Ry, on

a

'g(g)(ff \ AT (1R, g) R log T (12, g)]" (417)

Lemme 4.2.2 [16] Soit f une fonction méromorphe non constante dans C — {z}

et soit g (w) = f (20 — =). Alors, g (w) est méromorphe dans C et on a

T(R9) =T (§.7)

Preuve 4.2.1 Pour la preuve, on a besoin des assertions suivantes faciles a prouver.
i) wyg # 0 est un pole de g d’ordre n si et seulement si wio — 2o est un pole de f d’ordre
n.

it) 0 est un pole de g d’ordre n si et seulement si oo est un pole de f d’ordre n.
iii) Le changement de variable w = ZO%Z applique la région {z € C:t < |z — 2|} U
{oo} sur la région {w e C:|w| < 1}.

A partir de ces assertions, g (w) est méromorphe dans C et par le changement de
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variable T = %, on obtient

n(T7g) — 77'(079)
T

N (R,g) dI'+n(0,9)In R

St~

[=

= — nit,/) _tn(oo’f)dt—kn(oo,f)lnR

; t—n(oo,f)lnE:N o

20

[n(tf)=n(oe.f), ! (1 f).

I
B . 8

Ce qui donne N (R, g) = N,, (}%, f) .Ona

2

2
1 : 1
m(R,g) = g/lnﬂ.q(Re“")\dso:%/ln*
0 0

f <zo — %ew) ‘ dy (4.18)

—2m
_ 1 .
= o In* | f (zo— Eew) dy
1 1,
= 3 In™ | f (zo — Ee“”) ‘ dy

27
- 1 1
- + P 17-) — -
271'/111 f(ZO Re )‘dSO My, <R7f>
0

Ainsi, on peut conclure que T (R, g) = T, (%, f) )

Remarque 4.2.1 [16] D’aprés Lemme 4.2.2, si f est une fonction méromorphe non

constante dans C — {z} et g(w) = f (20 — L) alors o (f,z0) =0 (g).

w

Lemme 4.2.3 [16] Soient f une fonction méromorphe non constante dans C—{z}

et v > 1, € > 0 deux constantes données; alors
LB
i) Il existe un ensemble Ef C (0,70] de mesure logarithmique finie [ X%dt < o0

0
et une constante A > 0 qui ne dépend que de vy telles que pour tout r = |z — z|
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satisfaisant r € (0,70) \E}, on a

k
<algr (Cr)ioer (L)) e @)
2 \y 2

‘ ¥ ()
f(2)

ii) Il existe un ensemble E5 C [0,27) de mesure linéaire nulle et une constante A > 0
qui ne dépend que de ~y telles que pour tout 6 € [0,27) \E3 il existe une constante
ro =10 (0) > 0 tel que pour tout z satisfaisant arg (z — z9) = 0 et r = |z — 2| < 719,

on a

'f('“) (2)
f(z)
Preuve 4.2.2 Soit g(w) = f (20— 2). g(w) est méromorphe dans C et par le
lemme 4.2.1,0m a (4.16) et (4.17). On a f(2) = g(w) telle que w = ——:; alors

f'(2) = 59 (w) et

T (20—2)

k
<A\ L%T (g f) log T, (g f)] (k € N). (4.20)

- . (4.21)

—\ < MT (7R, g)log T (R,g)] . R ¢ Ev.

et du Lemme 4.2.2 et (4.21), on obtient

1 1 1
(B () ()|

1 r r *
[ (et (1)) o5

T0 N 0
ot =R¢E or¢Efet [ idl= [ 4T < co.
0

VAN

IN

1/ro
De f"(z) = (Zo—iz)zfg” (w) + (Zofz)gg’ (w); on obtient
ffle) 1 g'w) 2 g
f2) (-2t gw)  (z—2)7°gw)
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et d’aprés le lemme 4.2.1 et le lemme 4.2.2, on conclut que

1 2
S)\ |:ﬁTzo (gvf) logTzo (%af>:| T%EI

D’une facon général, on peut obtenir que

/" (2)
f(z)

1 Ap—1 _ ax
P (2) = —%g(k) (w) + —zk_lg(k Yi(w)+ ...+ o] g (w),
(20 — 2) (20 — 2) (20 — 2)
owa; (j=1,2,....k —1) sont des nombres entiers; et ainsi
)t O w) e ¢V w) e g (w)
f(z) (0 —2)* g(w)  (zp—2)*" g(w) (20— 2)"" g (w)
(4.22)

ro, ON G

Aussi en utilisant le lemme 4.2.1 et le lemme 4.2.2 avec (4.22), et pourr = |z — zy| <
‘ ¥ (2)
(2)

k
RN G )

Maintenant, pour (4.20) nous pouvons utiliser la méme méthode que ci-dessus et

en utilisant le lemme 4.2.1 et le lemme 4.2.2 avec (4.22), on obtient, pour r =

|z — 20| <19 et arg(z — z) € [0,27) \ E3,

1 r T K
S /\ {ETZO (;7f) lOgTZo (;af):| )

ot 0 € By & 2r — 0 € E5 (E;5 C[0,21) de mesure linéaire nulle ).

‘f(’“) ()
f(z)

Le lemme suivant est un cas particulier du lemme 4.2.3.

Lemme 4.2.4 [16] Soit f une fonction méromorphe non constante dans C — {z}
d’ordre fini
o (f,z0) < oo; soit € > 0 une constante donnée. Alors

0 .
i) Il existe un ensemble E; C (0,10] de mesure logarithmique finie [ X%dt < oo telle
0
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que pour tout r = |z — z| € (0,79] \E, on a

k e N). (4.23)

— ypk(ot+2+e)’ (

ii) 1l existe un ensemble E5 C [0,27) de mesure linéaire nulle tel que pour tout 0 €
0,27) \ E3 il existe une constante 1o = 1o (0) > 0 telle que pour tout z satisfaisant

arg (z — 29) = 0 et r = |z — 2| < ro, l'inégalité (4.23) est vérifiée.

La question qui se pose ici est la suivante: peut-on obtenir des estimations simi-
F9()
f(2)

posée méromorphe seulement sur une région bornée de la forme {z € C: 0 < |z — zp| < 1¢}?

laires sur ‘ dans (4.19), (4.20) et (4.23) pour une fonction non constante sup-

Lemme 4.2.5 [16] Soit f une fonction analytique non constante dans C — {z}

d’ordre o (f,z0) > a > 0. Alors, il existe un ensemble F' C (0,70] de mesure
o

logarithmique infinie [ XEdt = oo tel que pour tout v € F et |f (2)| = M., (r, f), on
0

a

log | f (2)] > ~-

Preuve 4.2.3 De la définition de o (f, z0) , il existe une suite décroissante {r,} — 0

satisfaisant miﬂrm > Tyi €L

i 08108 My (1, [)
m—oo —log 7,

Alors, il existe mg tel que pour tout m > myq et pour une donnée € > 0 assez petit,

on a

IOg MZO (Tm, f) >

— (4.24)

1l existe my tel que pour tout m > my, et pour tout r € [miﬂrm, rm} et pour € > 0,

(L>a+a > 7. (4.25)

m+1

donné, on a

Par (4.24) et (4.25), pour tout m > mq = max{mg, m1} et pourr € [miﬂrm,rm],
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on a

1 1 A |
logMzo(rvf)>10gMzo (Tm,f)> > ( = > > —.

rote rote \m 4+ 1 re

Soit F' = Ej [miﬂrm,rm} ; alors
m=msy

3 @: lo m+1:oo.
> F= D e

m=ms m m>ma

Nous rappelons un cas particulier d’un résultat important de Chiang et Hayman dans

[14]

Lemme 4.2.6 [1}] Soient A; des fonctions méromorphes dans C et f une solution
de (4.15), en supposant que tous les coefficients A; ne sont pas constants. Etant

k=1
donné une constante v > 1, et en notant T (R) := Y T (R, Aj), on a
i=0
logm (R, f) < T (R){log RlogT (R)}" .

Nous pouvons transformer ce résultat au voisinage d’un point singulier par le

lemme suivant.

Lemme 4.2.7 [16] Soient A; des fonctions méromorphes dans C — {2} et f une

solution de (4.15), en supposant que tous les coefficients A; ne sont pas constantes.
k—1k—1

FEtant donné une constante v > 1, et en notant T, (1) := Ty (1, Ag)+ > > Toy (1, Ai)+
j=1i=j

0 (log %), on a

5

g (1) < T, (1) {l0g 108 (7, ()}

Preuve 4.2.4 Soit g(w) = f (20— 1); g(w) est méromorphe C. On a f(z) =

g (w) telle que w = - L. alors f'(z) = 1Z)2g’ (w) = w?g (w), f"(z) =wlg" (w)+

0—2" (z0—
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2w3g’' (w); En général, nous pouvons obtenir que
79 (2) = w?g® () + ap T g* D () + b antt g (), (426)

owa; (j=1,2,....k —1) sont des nombres entiers. Substituant (4.26) dans (4.15),

nous obtenons

9" (w) + By (w) g* Y (w) + oo 4 By (w) ¢ (w) + By (w) g (w) = 0,

telle que By (w) = —x Ag (20 — =) et pour j # 0, Bj (w) = Y
i=)
1

et n;; sont des nombres entiers avec 0 < n;; < 2k. De A; (zo — —) (j=0,1,....k—1)

w

Cij

Ai (Zo — i) ol Cij

Wi

des fonctions méromorphes dans C, de plus B; (w) sont des fonctions méromorphes

dans C et par le Lemme 4.2.6, on obtient :

logm (R, g) < T (R, B) {log Rlog T (R, B)}" (4.27)
ouT(R,B) = kZ::IT(r, B;). Par (4.18), on a
m(R,g) =m (% f) =My, (1, f) (4.28)

et d’apres le Lemme 4.2.2,

k—1 k-1
1
< — ) _
T(R,B)<T <R,A0 (zo + w)) + )3 ;T (R,A, (zo + w)) + O (log R)
k—1 k—1 1
STy (rAo)+ )Y T (r,A)+ 0O (log —) (4.29)
Jj=1 i=j

De (4.27)-(4.29), on peut conlure que

gy (r.f) < T 1) { o o (T2, () |
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Lemme 4.2.8 [16] Soit A (z) une fonction analytique dans C—{z} avec o (4, z) <
a

(20— 2)"

re’?. 5, () = acos (np)+pBsin (ny), et H = {p € [0,27) : 6, (p) = 0}, (évidemment,

n. et soit g (z) = A(z) exp , (n > 1 un entier) ,a = a+if # 0, zp—z =
H est de mesure linéaire nulle). Alors pour tout € > 0 donné et pour tout ¢ €
[0,27) \H, il existe ro > 0 tels que pour 0 < r < rg, on a

(1) Si 64 () > 0, alors

ew{(1-96.0) o} <@l cen{0rane L) @
(i1) Si 6, () <0, alors
ew {490, 5 <@l sew{-a0 ] @

Preuve 4.2.5 Soit h(w) = g(z2— 1) = A(z0— %) exp{aw™}, ot A(z — 1)

w

une fonction analytique dans C d’ordre o = o (A, 29) <n.0On a

Sl b

En utilisant le lemme analogue dans C (voir [11, 39]), on obtient (4.30) et (4.51).

lexp {aw"}| =

4.3 Preuve du Théoréme 4.1.1

De (4.10), on peut écrire

b a
B () |eCo =2 < | L] 4 4 ) ez =)

f

!

7| (4.32)

Cas 1. arga # argb, il existe (¢1,¢,) C [0,27) tel que pour arg(zy — 2) = ¢ €
(1, 09) on a dy () > 0 et §, (¢) < 0. De plus, on a max {o (A, 2),0 (B, 2)} < n,
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puis par le Lemme 4.2.8, (4.20) et (4.32), on déduit

{19000 5} < g [ (2)] e {900 B} )

De (4.33), il est facile d’obtenir que o3 (f, 29) > n. D’un autre coté, par le Lemme
4.2.7, on peuts obtenir que o3 (f, 2z0) < n. Ainsi, os (f, 20) = n.

Cas 2. a =cb (0 <c<1),il existe (¢1,¢9,) C [0,27) tel que pour arg (2o — 2) =
© € (p1,p2) on a d, (@) = cdp () > 0. De plus, on a max {0 (A, 2),0 (B, z)} < n,
puis par le Lemme 4.2.8, (4.20) et (4.32), on a

e {(1-20) | < iy [T (g,f>]4exp{<1 Feyas (o)} (43

De (4.34) et en prenant 0 < & < i—;f}, on obtient que o3 (f, 29) > n et par le lemme

4.2.7, 0on a 05 (f, z0) < n. Ainsi, o2 (f, 20) = n.

4.4 Preuve du Théoréme 4.1.3

1
En utilisant le changement de variable w = et en posant g (w) = f(z),
20 — %

on obtient f'(z) = ——g¢ (w) = wl¢ (w), f"(2) = wig" (w) + 2wg (w). Alors,

T (20—2)°

I'équation différentielle (4.12) prend la forme suivante :

9" (w) + e (w) + cg (w) = 0. (4.35)

D’aprés le théoréeme 4.1.2; si (4.35) posséde une solution g # 0 d’ordre fini, alors
¢ = —k? o k est un nombre entier positif. Inversement, pour chaque entier positif ,
I’équation, (4.11) avec ¢ = —k?, posséde une solution polynémiale g en e* de degré
k. Par la Remarque 4.2.1, on a o (f,z9) = o (g) . Donc, si ’équation différentielle
(4.12) posseéde une solution f (z) # 0 d’ordre fini o (f, z9) < oo alors ¢ = —k%. Ré-

ciproquement, pour chaque entier positif k, I’équation (4.12) avec ¢ = —k?, posséde
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1

une solution polynoémiale f en (20 = 2) de degré k.

4.5 Preuve du Théoréme 4.1.4

De (4.15), on peut écrire

f(kfl)
f

f
7l (4.36)

(k)
4o ()] < \fT ot A (2)

el

En utilisant (4.13), (4.14) et (4.20) dans (4.36), pour arg(zo — z) = 0 € (01,05) C

[0,27) et |29 — z| = r assez pres de 0, on obtient

« A r 2h 15}

De (4.37), on conclut que o (f, z) > p.

4.6 Preuve du Théoréme 4.1.5

De (4.15), on peut écrire

f(k—l)
f

f(k)

|4 (2)] < ‘T 7

7l

el

F o AL (2)]

(4.38)

Soit max {0 (A4;,20) : j # 0} < B < a < 0 (Ao, 20) . Pour une donnée ¢ > 0, il existe

ro > 0 tel que pour tout r satisfaisant ro > r > 0, on a

1
|A; (2)] Sexp{m}, j=1,2,.. k-1 (4.39)

En prenant §+ ¢ < a < 0 (Ao, 20), et par le Lemme 4.2.5, il existe un ensemble

F C (0,79] de mesure logarithmique infinie telle que pour tout r € F et |Ag (2)] =
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M., (r, Ag), on a
1
|Ap (2)| > exp {r_a} : (4.40)

En utilisant (4.39)-(4.40) et (4.19) dans (4.38), on obtient

\ . 2k
exp {ria} < o {TZD <;,f)] exp {7«61+6} : (4.41)

De (4.41), on obtient o (f, z9) > «.

D’un autre coté, en appliquant le lemme 4.2.7 et (4.15), on obtient o (f,2y) <
0 (Ao, 20) . De plus a < o (f, 20) < o (Ao, 20) est vraie pour chaque o < o (Ao, 20) ,

alors on peut conclure que o (f, z9) = o (Ao, 20) -
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Conclusion

Au cours de ces derniéres années, une recherche active s’est développée sur I’étude
de la croissance et la distribution des valeurs notamment les zéros et les points
fixes des solutions et leurs dérivées des équations différentiells dans le disque unité
en utilisant la théorie de R. Nevanlinna, et 'un des problémes qui intéresse les
chercheurs c’est de savoir si les résultats obtenus dans le plan complexe restent
valable dans le disque unité. Donc, c’est faire, en quelque sorte, une comparaison
entre les deux cas. La premiére partie de ce travail qui correspond au deuxiéme
chapitre de cette thése contient une contibution dans ce sens. Dans le troisiéme
chapitre, on est resté dans le disque unité mais en se basant sur le comportement
des coefficients au voisinage d’un point sur le bord du disque unité. Cette nouvelle
idée nous a permet d’étudier des nouvelles classes d’équations différentielles dans le
disque unité. Dans le quatriéme chapitre, on est sortie carrément du disque unité, en
étudiant la croissance des solutions des équations différentielles linéaires au voisinage
d’un point singulier isolé en utilisant des nouvelles définitions similaires aux celles
de la théorie de Nevanlinna pour le plan complexe. Je pense que cela va ouvrir des

nouvelles perspectives dans ce domaine de recherche.
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