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Résumé

Le présent manuscrit traite de deux grands volets de I’analyse fonctionnelle. Le premier
concerne les extensions de certaines classes d’opérateurs symétriques, nottament les
opérateurs de Caleman. Les méthode utilisée est entre autres, celle des triplets limites ;
chose qui permet d’étudier le spectre des extensions obtenues. Le second lui, s’interesse
aux inégalités entre les opérateurs autoadjoints bornés et leurs exponentielles en un
premier temps, puis les inégalités entre opérateurs non-bornés et leurs semi-groupes
fortement continus asoociés. Il est alors question d’établir un analogue au cas borné

moyennant certaines conditions.



Abstract

This manuscript deals with two main areas of functional analysis. First of them
concerns extensions of certain symmetric operator classes, specially the Caleman ones.
The method used for this aim, is that of boundary triplets thing that allows to study

the spectrum for obtained extensions. The second part is interested by inequalities
between self-adjoint bounded operators and their exponential and then, inequalities
between unbounded operators and their associated strongly continuous semi-groups.
The question is then to establish similar results than for bounded operators under

some conditions.



Cette page contient dans la version papier le résumé en arabe



Table des matiéres

[ Résumé iii
[  Résumé(anglais)| iii
[  Résumé(arabe)) v
[__Introductionl vi
T Relah [néaires 1
(L.L1__Introduction sur les relations linéairesl . . . . . . .. ... .. ... ... 1
(1.2 Les triplets limites| . . . . . . .. ... ... ... .. ......... 9

[2  Application aux opérateurs de Carleman| 13
[2.1  Les opérateurs de Carleman| . . . . . . ... ... ... ... ...... 13
(2.2 Principaux résultats] . . . . .. ... ... o oo 15
[2.2.1 La fonction de Weyl d’une extension propre, . . . . .. ... .. 15

[2.2.2  Propriétés spectrales| . . . . .. ... .. ... L. 25

[2.3  Résolvantes généralisées . . . . . . . . .. ... 34

[2.3.1 Les tamilles de Nevanlinna et les extensions avec sortie de I'espace| 34




[3 Inégalités entre les opérateurs auto-adjoints bornés et leurs |

[ exponentielles| 37
3.1 Introductionl . . . . . . . . . . . . .. 37
[3.2  Résultats concernant les inégalités| . . . . . . ... ... ... ... ... 39

| 2 . 7 a7
M1 TIntroductionl . . . . . . . . . . . 47
[4.2  Semi-groupes fortement continus|. . . . . . ... ..o 51

[4.3 Inégalités entre les opérateurs symétriques et les semi-groupes fortement |

| continus associés (cas d’un seul opérateur)| . . . . . . .. ... ... .. 53

[4.4 Inégalités entre les opérateurs symétriques et les semi-groupes fortement |

| continus associés (cas de deux opérateurs)| . . . . . .. ... ... 58

[ Conclusion et perspectives| 60

[ Bibliographie| 61




Introduction

Soient H un espace de Hilbert complexe et A un opérateur symétrique, défini dans H
< Az,y ==<=x, Ay »=; Vz,y € Dom(A); (Dom (A) = H) )

Si de plus, Dom (A) = Dom (A*), Popérateur A est dit auto-adjoint. Un opérateur A,
défini dans H, est dit extension propre de A si, A C AC A

Dom (A) C Dom (ﬁ) C Dom (A*) et VaeDom(A); A(z)=A(x)=A*(z).

Définition 0.0.1 L’opérateur est dit extension symétrique (resp. autoadjointe) de A

si, c’est un opérateur symétrique (resp. auto-adjoint).

La théorie d’extension des opérateurs symétriques (et plus généralement hermiciens)
est une branche trés importante de 1’analyse fonctionelle qui a toujours été étroitement
liée avec beaucoup de domaines des mathématiques modernes. Parmi ces domaines, on
peut citer, le probléeme des moments, la théorie des fonctions a variable complexe, les
problémes aux limites pour les équations différentielles linéaires, la théorie quantique
des champs,....Les premiers concepts de cette branche, remontent aux travaux de H.

Weyl (1909, 1910) pour le cas particulier des équations différentielles ordinaires du
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second ordre sur la demi-droite réelle. V. Neumann (1929), établit les premiers résultats
fondamentaux de cette théorie (formule de V. Neumann, extension de V. Neumann,...).
Le mathématicien soviétique M. G. Krein, consacra une bonne partie de sa vie a cette
théorie (du début des années 40 a la la fin des années 80 du siécle passé, [20]). C’est grace
a ses innombrables travaux que c’est devenu une branche indépendante de I’analyse
fonctionnelle. A ce sujet, il déclarera "C’est un objet excitant caché dans les coulisses
des autres branches". Durant les deux derniéres décennies, cette théorie a connu un
nouvel essort grace a la méthode des triplets limites largement développée et utilisée
dans les travaux de V. A. Derkach et ses co-auteurs.

La présente thése de doctorat se compose de quatre chapitres et d’une bibliogphie de

34 citations. Elle se propose en particulier de :

1. Exposer la technique des triplets limites dans la construction des extensions auto-

adjointes des opérateurs symétriques,
2. Appliquer cette méthode a une certaine classe d’opérateurs de Carleman,

3. Etablir des inégalités entre les opérateurs symétriques positifs, fermés et les semi-

groupes fortement continus qu’ils générent.

Comme cité plus haut, le premier chapitre est consacré a ’exposé de la méthode des
triples limites. Au préalable, le concept de relation linéaire dans un espace de Hilbert est
introduit et les différentes opérations définies. La méthode de construction des triplets
limites est ensuite donnée et la fonction de Weyl associée, définie. Une description de
toutes les extensions possibles (symétriques, auto-adjointes et dissipatives,...) est donnée
en termes de relations linéaires et triplets limites. Les différents concepts, introduits
dans ce paragraphe sont illustrés par des exemples illustratifs.

Dans le second chapitre, on considere les opérateurs intégraux de Carleman & noyau de

la forme :

K (z,y) =) a,¥, () T, (y), > ap |, ()
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ol {ap};;x{ est une suite de nombres réels, {\I/p};:l) est une famille orthonormée de

I'epace L2 (€, 1) dans lequel est défini 'opérateur de Carleman et telles que presque

partout :
—+o00 —+o0
2 2
> 1T, ()] < +oo et > a2 |, (z)* < +oo.
p=1 p=1

Pour ces opérateurs est donnée grace a la méthode des triplets :

1. Une description de toutes les extensions propres,
2. Une description du spectre de chaque extension,

3. La forme explicite de la résolvante de chaque extension.

A la fin de ce chapitre, est utilisée la formule de Krein-Naimark pour donner la forme
explicite des résolvantes généralisées (avec sortie de I'espace de I'extension) en termes
de familles et paires de Nevanlinna.

Dans le troisiéme chapitre, sont considérées des familles commutatives et finies {A;}",

d’opérateurs auto-adjoints, positifs, bornés. Le résultat principal est :

p I

_ .2 P .
Vp=1,2,...: p Z A7 <exp(A;)

eP
pp

ou la constante % est la plus grande possible. D’autres inégalités interéssantes, sont
aussi obtenues.

Dans le quatriéme et dernier chapitre, sont considérés des opérateurs symétriques (non
bornés), positifs qui sont générateurs de semi-groupe fortement continus {Tt(A) }t>0. En

utilisant le résultat du chapitre précédent, on obtient :

1. Si A est auto-adjoint et inversible alors,
'4
V>0, Vp=1,2...: TW< “_a»
trpp

2. Si A est symétrique, inversible et semi-borné inférieurement alors, il existe une

extension auto-adjointe A de A telle que :

VE>0, Vp=1,2,...:. TH< Z F
tppp
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3. Si A vérifie les conditions précédentes et B est un opérateur positif, autoadjoint
et borné (défini partout) alors,

D ~
VE>0, WVp=1,2...: TP < €—(A*p+B*p).
tl’pp

Notons enfin que les résultats des deuxiéme et troisiéme chapitres, ont fait ’objet de
deux publications internationales dont I'une dans la revue " Archivum Mathematicum",

indexée dans la base "Scopus".



Chapitre 1

Relations linéaires

1.1 Introduction sur les relations linéaires

Dans tout ce qui suit, H est un espace de Hilbert complexe et B (H) désigne 1’algebre

des opérateurs bornés dans H.

Définition 1.1.1 On appelle relation linéaire sur H tout sous-espace (ou variété li-

néaire) de H X H.

Définition 1.1.2 Une relation linéaire est dite fermée si elle represente un sous-espace

fermé de H x H .On note Uensemble de toutes les relations linéaires fermées par C (H).

Si ©1 et O sont deux éléments de C (H) et A un nombre complexe, on peut alors définir

les nouvelles relations linéaires suivantes [, 9] [17],

a. Somme usuelle de sous espaces :
©1+ O = {(71 + 22,91 +¥2) : (T1,51) € O1 et (72,12) € Oa},
b. Somme opératorielle de deux relations linéaires :

0,16, = {(@, g1 +y2) - (z,91) € O1 et (x,92) € Oa},
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c. Multiplication opératorielle d’une relation linéaire par un scalaire :

A0y = {(r1, \y1) : (z1,91) € O1} .

@—)\:{(l’,y—)\flj);(l’,y) E@}

Par ailleurs, a toute relation linéaire © correspond les sous espaces dom®, ran©, ker O,

mul® de H, définis comme suit :

r€domO & IyeH: (v,y) €O (1.1.1)
yeran® < Jxr e H: (x,y) €O (1.1.2)
r€ker® & (z,0) €0 (1.1.3)
y e mul® & (0,y) € O (1.1.4)

Exemple 1.1.3 Considérons dans R?* x R? le sous ensemble ;
E={((z1,73), (y1,92)) € R x R* - ) + 23 + y1 + 92 = 0}

Il est evident que E est un sous espace de R? x R? et donc une relation linéaire. De

plus, Uapplication f, définie de R? x R? dans R par la relation,

f(x1,22), (Y1,y2) =21+ 22 + Y1 + Y2

est continue et E = f~V ({o}). Donc c’est une relation fermée sur R?. Il est facile de

vérifier que :
domE = ranE =R? ker E = mulE = {(:U,y) eR*:z+y= O}

Exemple 1.1.4 Considérons dans R?* x R? le sous ensemble ;

_ 2 2. 1 — T2+ 2y =0
F—{(($1,l’2)>(y1,y2))€R xR '{x1+x2+y1+y2:0 }
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De la méme maniére que dans l'exemple précédent, on peut montrer que F' est une

relation fermée sur R?. Par ailleurs,
domF = ranF = R?
ker F' = mulF = {(0,0)} .

Exemple 1.1.5 Soit A:H — H un opérateur linéaire de domaine D (A) C H. Il est

connu de la théorie générale des opérateurs linéaires [1l,(32] que ’ensemble :
gr(A) ={(z,A(z)) /x € D(A)},

appelé graphe de A, est un sous espace vectoriel de H X H. Donc gr (A) est une relation

linéaire sur H. De plus, gr (A) est fermé si et seulement si, A est fermé. Par ailleurs,

dom (gr(A)) = D(A), ran(gr(A))=ImA,

ker (gr (A)) = kerA, mul(gr(A)) = {o}.

Remarque 1.1.6 L’dentification de chaque opérateur linéaire borné avec son graphe

[1, [32] permet de considerer I’'ensemble B (H) comme un sous espace 5(7‘() .

Proposition 1.1.7 Soit © wune relation linéaire.© est le graphe d’un opérateur linéaire

si et seulement si mul® = {0} .

Preuve. Supposons que O est le graphe d’'un opérateur linéaire A et soit y € mul©.
Alors (0,y) € grO et dans ce cas y = A (0) = 0.
Inversement, supposons que mul® = {0}. Montrons tout d’abord qu’a tout élement x

de dom®© correspond un seul élément y tel que (z,y) € O. En effet, si 4y, y2 € H. Alors,

[(z,y1) €O©et (x,y2) € O] = (0,51 —1y2) €O
— Y1 — Y2 € mul® = {O}

= Y1 = Y2
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Ce raisonnement, permet de définir un opérateur A : H — H de domaine

D (A) = dom®. La linéarité de A, découle de la linéarité de ©. O

Remarque 1.1.8 Ainsi donc, la relation linéaire E n’est pas le graphe d’un opérateur
linéaire. Par contre, la relation linéaire F est le graphe de 'opérateur linéaire, défini

dans R? par :

— -1 —3
A($1’$2)_< 1212+$2’ 1312 $2>'

Définition 1.1.9 Soit © une relation linéaire. L’ inverse et adjoint de © sont des

relations linéaires définies respectivement comme suit;
(y,2) €O <= (2,9) €O (1.1.5)

(y*,2") € 0" <= (y,y") = (z,2") ;¥ (x,y) € O (1.1.6)

Soit & present J un opérateur de H x H wverifiant J (z,y) = (y, —x). Alors ©* = JO*
o ©F designe 'orthogonal de © dans H x H .

Remarque 1.1.10 ] est clair que si © est le graphe d’un opérateur linéaire A, ©* est
le graphe de opérateur linéaire A*. De plus, si A est inversible alors, ©~! est le graphe

de lopérateur inverse A1,
Exemple 1.1.11 Pour les relations E et F, définies ci-dessus, on a :
E7' ={((y1,9), (21,22)) ER* XxR*: g+ o+ 21 + 20 =0} = E

E*={a((1,1),(~1,-1)) :a € C}

[ {((xl,@), (_3‘”12_ LR “)) : (21, 29) € R?}
P {<(x1,x2), (_”12_ T2 1 _23”62)) (21, 22) € R?}

et,
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Définition 1.1.12 Soint © et © deux élements de C (H). On dit que © est une exten-
sion de © si © C ©. Une extension © de © est dite propre si © C ©.
Définition 1.1.13 Un élement © de C (H) est dit,

a) symétrique si © C ©F,

b) autoadjoint si © = %,

c) dissipatif si Im (y,x) est non négatif pour tout (z,y) € © (Im (y,z) > 0),

d) dissipatif mazimal s’il est dissipatif n’admettant aucune extension propre dissipa-

tive.

Définition 1.1.14 Soient © € 5(7‘() et A € C. On dit que \ appartient a l’ensemble
resolvent p (©) de © si (© —\)~' € B(H) . Autrement dit,

p(©)={Ae€C :ker(©—\)={0};ran(© —\) =H}.
Dans le cas contraire, on dit que A appartient au spectre (noté o (©)) de ©.

Remarque 1.1.15 Comme dans le cas d’un opérateur linéaire, le spectre d’une relation

linéaire est la réunion disjointe des trois sous-ensembles
0,(0) ={A € C:ker(©— \) #{0}}, le spectre ponctuel (les valeurs propres),
0.(0) = {)\ € C:ker(© -\ ={0};ran (0 —\) = H} , le spectre continu
0,(0)=0(0)\(0,(©)U0c.(0)), le spectre residuel

Enfin on dira par convention que oo € p(0) si mul© = {0}. Si mul® # {0}, co sera

considérée comme une valeur propre de ©.

Terminons ce paragraphe en examinant de plus prés le cas dim’H = 1. Si © est une

relation linéaire de H, alors trois cas de figures se presentent ;
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1. dimO =0<= 6 ={(0,0)},

2. dimO =2<=0=H xH,

3. dmO =1<=3(a,b) € (C})": O =0 ={(z,y) EHXH:ax+by=0}
On en déduit que dans le premier cas, © est symétrique, dissipative mais non autoad-

jointe. Dans le second cas, © n’est ni symétrique, ni autoadjointe, ni dissipative. Pour

le troisiéme et dernier cas, on a le résultat suivant :

Proposition 1.1.16 Supposons que dim’H = 1 et soit © la relation linéaire de 'H
définie par,
Op) = {(,y) € H X H : ax + by = 0}; (a,b) € (C*)"

alors,

1. () (respectivement O ) ) est autoadjointe Vb € C* (respectivement Ya € C*)
2. Siab# 0 alors O est autoadjointe si et seulement si Im (%) =0

3. Siab # 0 alors © () est dissipative si et seulement si Im <%) <0

4. Va € C*, o (@(a70)) = {0} et Vb, e C* 0 (@(o,b)) = {0}

5. Siab+#0 alors o (Op) = {—%}

Preuve.
1
Owo ={(z,y) e K xH:ax =0} ={(0,y) /yeH}.
Soit & présent (x*,y*) € (@(a’o))* . Alors Vy € H :

(y,2*) = (0,y") =0 = a* € H*
— =0

et donc,
(Owo)" =1{(0,4") / y* € H} = Oy

Méme preuve pour ©q ).
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2 Pour ab # 0,

O (ab)

Soient (x*,y*) € (@(a,b))*7

(y,z")

d’ou;

et donc,

On) = (Op) <=

{(z,y) e H x H :ax+by =0}

{(m,y)GHXH:y:—%x}

— <_ﬂx,x*> _ <$7_<}$*>
= (2,9 ,V(x,y) EH xH
= y" = —;x*,
= {($7y)€7'f><7‘l:y:—%x}

{(x,y) EHXH:EQ}—I—By:O}

()

b

3 Soit (z,y) € Op) - On sait que O, ) est dissipative si et seulement si,

Im (y, ) >0
Alors,

Im (y, z) = Im <
Donc,

4 Pour O, 0y. On a pour tout A € C : O(,0) — A = O(q), il suffit alors de vérifier

que

(Owo) " € B(H)
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(0w0) " ={(1.0) /y € H} = O = C x {0}

C’est le graphe de 'opérateur nul. D’autre part,

mul®u0 = {y€H/(0,y) € Ouo} =H #{0}

— 0 Eco (@(a,g))

D’ou finalement,

7 (8(a0) = {00}
Pour @(0717)
O = {(z,0) /z € H}
Donc,
VAeC: Oy — A= {(z,—\z) /v € H}
— (6(071) /\) ={(-Az,z) /Jr e H}
Pour A =0

-1

(©ww)

n’est pas le graphe d’un opérateur linéaire borné.

Pour A #0:
CIPEPYIE {(f’?/ —§$> /r' € H}

C’est le graphe de 'opérateur,

= O(4,0)

B:C—>C;x»—>B(w):—%x

Par ailleurs,

mul®s = {y € H/ (0,y) € O} = {y € H/ (0.y) = (2,0)} = {0}

D’ou enfin, o (O(y) = {0} .
5 Pour ab # 0,

Oy = {(z,y) e HxH:ax+by=0}

- {(n-e) e
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Et donc,
AEC:Ouy —A={(z.- (A +])2) wen}.

D’ou,

<@(a7b)_)\)—1 = {(—(A—F%)x,x):xe?'{}

Ainsi donc,

1.2 Les triplets limites

Soient A un opérateur symétrique fermé densement défini de domaine D (A) C H dont

les indices de défaut sont finis et égaux (cad.ny (A)=dimker (A* £ il3) < 400) et A*

son adjoint.

Définition 1.2.1 On appelle tripet limite pour A* tout triplet noté 11 = (X, T, 1)

constitué d’un espace de Hilbert auxiliere X et d’opérateurs linéaires

Lo,y : D(A*) — X wvérifiant;
1. La seconde formule abstraite de Green
(A" (), y) — (2, A" (y)) = (L1 (2) , Lo (v)) — (Lo (), T1 (v))

pour tout z,y € D (A*).
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2. I'(x) = (Tg (x),I'1 (z)) est un opérateur linéaire surjectif de D (A*) sur X x X,

Remarque 1.2.2 1. La condition necessaire et suffisante pour que le triplet limite

pour A* existe est que D (A) = H et que les indices de défaut coincident.

2. Sill = (X,To, 1) est un triplet limite pour A*; alors II' = (X, —T'1,T) est aussi
un triplet limite pour A*.

3. Soit I1 = (X,T0,I"1) un triplet limite pour A*. Si X' est un espace de Hilbert tel
que dim X'= dim X alors pour tout opérateur linéaire unitaire U : X' — X,

' = (X,UTy, UT) est aussi un triplet limite pour A*.

Proposition 1.2.3 [11] Soient 11 = (X,Ty,I'y) et II' = (X', 1,1) deuz triplets li-

2

mites pour A* alors il existe un opérateur linéaire borné inversible W = (mj)ijzl :

X x X — X'xX' tel que;

% 0 —iIX/ . 0 —i[x
(im0 )= (e oY)

F6 — Wll W12 1jO
I War Wa ) \I

Définition 1.2.4 Soient A et A deux opérateurs linéaires dans H. Supposons de plus

et

que A soit symétirque, densement défini et fermé. Alors A est une extension propre de

Asi AC AcC A

Théoréme 1.2.5 Soient A un opérateur linéaire symétrique densement défini fermé
dont les indices de défaut sont égauz et Il = (X, Ty, T'1) un triplet limite pour A*. alors

A est une extension propre de A si et seulement s’il existe © € C (H) telle que
DA)=T"1(O)={xcD(A*): (Ty(z),I'1(z)) € O}
de plus,

a) A est autoadjoint (resp. symétrique)<—= O est autoadjointe (resp. symétrique),
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b) A est dissipatif (resp. maximal dissipatif )<= © est dissipative(resp. maximal

dissipative).

Remarque 1.2.6

a) Une extension A générée par la relation linéaire © € C (H) sera notée Ae,

b) Si© € B(X) alors, D(Ag) = ker (I'; — OI'g),

c) Les opérateurs Ay et A, dont les domaines de définition sont ;
D(Ay) ={x€eD(A*):T1(x) =0} et D(As) = {x € D(A*) : Ty (z) =0} res-
pectivement sont des extensions autoadjointes de A. de plus si ny (A) = 1 alors

AO = A®(0,b) et Aoo = A@(mo).

Définition 1.2.7 Soient A un opérateur linéaire symétrique densement défini fermé
dont les indices de défaut sont finis et égaux an et Il = (X, Ty, ['1) un triplet limite pour
A*. Suivant [21], Ty establi une bijection de ker (A* — zIy) sur C" (n = ng (A)) pour

tout nombre complexe z € p(Ay) d’ot lon peut définir les deux fonctions suivantes ;

v (2) = [Fo ker(A*_ZIH)]_l M (2) =Tyy(2);2 € p(As) (1.2.1)

appelées y—field et la fonction de Weyl associées a 11 = (X, Ty, T'1). 1l est possible de
vérifier que

M ()T (x,) =T (z,);Va, € ker (A" — 21y).
Le théoréme suivant résume les principales propriétés de la fonction de Weyl [10), 12]
Théoréme 1.2.8 Soient A un opérateur linéaire symétrique fermé dont les indices de
défaut sont finis et égauzr a n, Il = (X, Ty, T'1) un triplet limite pour A*. Alors,
a) M (z) est analytique pour z € p (Aw),
b) ImM (z)Imz >0,z € p(Ax),

¢) [M(2)]"=M(2),z € p(Ax),
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d) M(z) =M (&) = (=7 (§)7(2);2.§ € p(Ax),
e) 2 € plAe) <= (O~ M () € B(X),2 € p(Aw),
f) Si dim X =1, alors z appartient au spectre ponctuel (resp. continu ou residuel)

de Ag si et seulement si M (z) appartient au spectre ponctuel (resp. continu ou

residuel) de O,

9) (Ao — 2In) ™" — (A — 2I) ' =7 (2) (@ = M (2)) ' 4* (2);
z€p(de)Np(Ax).



Chapitre 2

Application aux opérateurs de
Carleman

2.1 Les opérateurs de Carleman

Soient €2 un ensemble quelconque, p une mesure -o—finie sur Q (p est définie sur une
o-algebre de sous-ensembles de Q) et L? (Q, 1) 'espace de Hilbert des fonctions définies

sur ) a carrés integrables selon la mesure pu.

Définition 2.1.1 [1, [7, (22, [32], Un opérateur de Carleman A dans L* (2, 1) est un

opérateur linéaire fermé densement défini s’écrivant sous la forme suivante ;

Af (z) = / K (2.) f (v) du (3). (2.1.1)

avec ;

D<A>:{feL?(ﬂ,m:A|f<x>|k<x>dx<+w},k2<x>=/Q|K<m,y>|2dy

Ou K : Q x Q — C est une fonction mesurable appeée "noyau de Carleman”, elle
vérifie ;

/QIK (z,y)* dp(y) < +00 p.p (2.1.2)



2.1 Les opérateurs de Carleman

14

Remarque 2.1.2 Les opérateurs de Hilbert-Schmidt sont une classe importante d’opé-

rateurs de Carleman

Définition 2.1.3 Un opérateur de Carleman autoadjoint est dit " de premiére classe”

alors qu’il est de "seconde classe” dans le cas contraire

Exemple 2.1.4 1. Soient I un intervalle de R et K une fonction de I x I & valeurs
complexes, mesurables et o carrés intégrables pour la mesure de Lesbegue. On
suppose que K est hermitienne c’est a dire que K (x,y) = m et on définit
lopérateur intégral A de noyau K pour f dans L*(I) par

Af (z) = / K (e.9) f (4) dy.

Alors A est un opérateur de Carleman (méme de Hilbert-Schmidt) de premiére

classe.

2. Considerons dans espace L* (Q, ) l'opérateur défini par la formule et induit

par le noyau

K (z,y) = Z ap¥p () ¥ (y), (2.1.3)

ot {\pr};jg est une suite orthonormée dans L? (0, ) telle que
+oo
Z W, (z)]* < +oo p.p dans €, (2.1.4)
p=0

+00 . P P
et {ap},—y une suite réelle vérifiant,

—+o00

Zaﬁ W, () < +oc p.p dans Q. (2.1.5)
p=0
Si la suite {\Ilp};:) n’est pas totale et si ;:3 12) = +00.Alors A est un opérateur

de Carleman symétrique de seconde classe (voir [2]).
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Théoréme 2.1.5 [I/Les deux formules suivantes ;

1-w(®) {fs e5)

R/\f:R/\erw()\)S()\)—1’()\—1—2')(90)\,90090)‘ (ImA > 0), (2.1.6)
f — Do 1-&)—)\) <f7g0> _
RAf—RAerm_l.(;\_i) <<p1,s0_i>% (ImA > 0), (2.1.7)

établissent une bijection entre I’ensemble des résolvantes généralisées de 'opérateur A,
défini dans la partie 2 de Pexemple [2.1.4] et Pensemble des fonctions analytiques w ()
(lw(A)| < 1,ImA > 0). R represente la résolvante d’une extension autoadjointe de A

et;

(2.1.8)

2.2 Principaux résultats
2.2.1 La fonction de Weyl d’une extension propre

Dans tout ce qui suit,nous supposerons que les indices de défaut de 'opérateur A sont

égaux a 1.
On pose,
+oo
dp (A
Ny =ler (4 = ) et ex () = 20— i3m0y g o
N 24, A
+o0 527 (A) . : : 9
Avec ¢, (z) =37 )\\I/p (x) défini dans la partie 2 de 'exemple 2.1.4, On a alors
a, —

ex € N, et |lex|| = 1. Pour tout nombre complexe z tel que Im z # 0 la formule de Von

Neumann permet d’écrire la somme directe ;
D (A*) = D (A) +N.+Nz (2.2.2)
Considérons a présent dans D (A*) x D (A*) la forme sesquilineaire suivante

D (f,9) = (f,9) + (A" (f), A" (9)) (2.2.3)
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Lemme 2.2.1 ¢ posséde les propriétés décrites ci-dessous :
a) Vf€eD(A): P (f,e;) =P (f,e—i) =P(e;,e-) =0
b) ®(ej,e;)=P(e_j,ey) =2
c) VfeDAY): f= f0+%q)(fvei)ei+%q)(fae—i)e—i

d) Pour tout complexe z (Imz #0) : ® (e,, ;) + P (e, e_;) #0

Preuve.
a On a,
P (f7 €i> = <f7 ei> + <A*f> A*€z> = <f7 ei) + <Af7 Zez)
= <faei> _i<faA*6i> = <f7€i> +Z2 <f7€i> =0

P (f? 6_2') - <f7 €—i> + <A*f7 A*e—i> = <f7 €—i> + <Af7 _ie—i>
= <f7 e*i> +1 <f7 A*e*i> = <f7 6*i> + ZQ <f7 e*i> =0
o (Gi, 671') = <€i; €7i> -+ <A*€Z’, A*67i> = <€i, 67i> + <i€i, —Z’G,Z’>

= <€i7 €—i> + ZQ <€i, €_i> =0

b)
D (exi eri) = (e exi) + (A%ens, Aesy) = (e, exq) + (Fiew, Tiew)
= (ex, ex) — 0 (eni, eaq) =2
car ||ew|| =1

c) Soit f € D(A*). De
f=fotal)e+a(—i)e, fo€D(A),a(i),a(-i)eC

d’ou, de a)
2 (7') = (f? ei) ; 2a (_Z) = (f7 6—i>
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d) Supposons que,
D (e,,e;) +P(ey,e_;) =0

alors de c)
D (e,,6) — @ (es,e_;) = D? (., 6;) — P*(es,e_4) =0
dou l'on conclut que e, € D(A) NN, = 0; c’est & dire
e, =0

ce qui est impossible.

OJ

Proposition 2.2.2 Soit f un élement de D (A*) et z un nombre complexe vérifiant

Im z # 0. Supposons que ;
f=fota)e.+a(2)es fo € D(A),a(z),a(z) e C.

soit la decomposition canonique de [ selon . Alors,

o(z) = D (f,e;)P(es,ey) —P(f,es) P (ese)
® (627 ei) ® (627 e,i) - (ez, G,i) d (65, ei)

(2.2.4)

o (2) _ 6] (f7 e—i) ) (62, 6i) — & (f, ei) P (62, e—i)
s (627 e,-) o (e,a e—i) - (ez, e_i) 0) (eg, ei)

Preuve. On a du lemme précedent,

1 1
f:f0+§q)(f7€i)€i+§q)(fue—i)e—i

P <f7 ei) . @ (€z7 ei) o (62) ei)
()] (f, 671') N o <€z7 e—i) o (627 e—i)
comme « (z) et o (Z) sont uniques, alors la matrice,

(s st

avec,

o O
N———
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est inversible et son inverse est la matrice ;

a(z)) _ [ ®leser) Dleser) \ [ (fier)
«Q (5) B o (627 e—i) P (627 e—i) ) (f, 6_7;)
d(ez,e_;) —P(ez,e;)
— cb(eziei)q)(eiae—i)f(?(ezae—i)cb(eiyei) (b(ez,62‘)‘1)(62,8_1')*‘1)(62,6_1')(1)(65,62') @ (f? el)
—®P(ez,e_;) D(e,e;) o (f7 €—¢)

I'equation ([2.2.4)) s’en suit. O

Proposition 2.2.3 Le triplet 11 = (C,T'y,T'1) défini par,

P(ez,ei)P(ez,e—i)—P(ez,e—i)P(ez,e;)  Pleze)Plez,e—i)—P(ez,e—i)P(ez,e)

Lo (f) =51@(fre) + @ (frei)s T (f) = 5[ (f, ) = (S, e=)] (2.2.5)

N —
| =

ot Ty, Ty sont deux transformations de D (A*) sur C, est un triplet limite pour A*.

Preuve. Cette proposition se déduit a partir de la formule générale des triplets limites
canoniques présenté par A. N. Kochubei [2I] pour les opérateurs symmétriques ayant
des indices de défaut finis égaux a (n,n);1 < n < 400. On se propose ici de faire une

démonstration en utilisnt la définition Soient f,g € D (A*).

)

(A*f,q) = <A* (fo + %(I) (f,ei) e + %CD (f,e—s) e_i) .o + 1(I> (g,€;) e + %CD (g,e_4) e_,->

2

= (A" fo,90) + %‘I) (f,e:) (e, 90) — %® (f,e—i) (€=, 90) + %(I) (9.¢€i) (A" fo, €:)

4
+70 (F.e) Bg.em) (enes) = 70 (fre-) (giemi) (i)

= (Afo,90) + %‘P (f,e:) (e, g90) — %‘D (f,e—i)(e=i, 90) + %‘I’ (9, ¢€:) (fo,ies)

4 2
£ 2 (F.e) Bg.em) (enens) = 1O (fre-) (giem) (i)

= (o) + 50 (1) Blg.e) — 1@ (fre ) Bl e

5 (1) g0 (e ea) — 12 (Fre ) BTG e0) (e es) + 58 (9,0 ) (A"fo )

10 () Blg,60) {en, ) — 1@ (e ) B (e8] (o) + 58 Tg,00) (o —ie )
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de méme ;

(f,Ag)

Alors;

<fo + %@ (f,ei) e+ %CI) (f,e—i)e_i A" (go + %CI) (g,€:)e; + %QD (g,e_;) 6—i)>

(o Ao} + 5 (1) (e Ao} + 3 (Fre2) (e, Ao) — 28 (g, 60) U

1@ () Blg.e) fens ) — 1@ (e ) BT e (e + 5B g0 (foved
1@ (Fe) B (goem) ene) + 72 (Fe) Bg.e2) {emsoes)

(fo, Ago) + %@ (f,e:) (iei, go) + %‘I’ (f,e—i) (—ie—s, go) — %‘D (9.€i) (fo, €)

L (1) g0 (e ea) — 12 (Fre ) B(ge0) feoses) + 58 (9,0) (o)

PR () TG e ) e ) + 4@ (e ) Blg,e ) (e e

(o Ago) — S (1,e) (g6 + (@ (fe-) B (g0

(A"f,9) — (f, A%g)

= (o) + {2 ()G - 0 () Ber)

- (<f0»A90> - %é’ (frei) ®(g,e:) + %q) (f,e—i)® (gae—i))
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C’est a dire,

<A*f,g>—<f,A*g> |
= S0(fe)@(g.e) — 50 (fre) (g )

@ (f.e) ®(g.e) = (Ffoe-) (g, e) + @ (f.e) (g, e=) = D (fre) B(g.e-)
(20 )T + B (e )P0 — B () Bl ) — @ (fe ) ge))

@ (f.e) = (f.e-)) (@(g,ez>+<1><g, ))

(@ (f.e) + D (fre s <®gel )

(@ (fe) — @ (fre). <<I><g,ei>+<1><g,e_i>>>

N | —

(@) B (fe) @ e) - B (o)

= (I (). To(9)) = Lo (f), T1(9))
La formule de Green est vérifiée. Soient a présent (z,y) € C? et 'application ;
[':D(A") — C5T(f) = (Lo (f). T1(f)
Alors pour f = fo+1(z—iy)e; + 3 (v +iy)e_;/fo € D(A) on a,
L) = @olf).Ii(f)
- (et -2 (rel,

- (jla-m+ @i,

= (z,y)

l
2

Donc, IT = (C, Ty, T'1) est un triplet limite. O
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Soient A une extension propre de A et II = (C, Ty, I'1) le triplet défini dans le théoréme

précedent.On a déja vu qu'il existe (a,b) € (C?)" tel que

D(A) = {feD(A"):alo(f) + bl (f) =0}

= {feD(A"):(a+1ib)D(f, &)+ (a—1ib)P(f,e_;) =0}.

(2.2.6)

Pour a = b = 0 'extension induite est A*, c’est pourquoi dans tout ce qui suit on

supposera que (a,b) # (0,0).

Théoréme 2.2.4 Soit A une extension propre de A. Alors, il existe un nombre com-

plexe ¢ pour lequel D(A) prend 'une des deux formes suivante ;

D(A) = {fo+a (i) (ce; +e_); fo € D(A),a(i) € C},

A(f) = A(fo) + i (i) (ce; — e_)
ou bien,
D(A) = {fo+a (i) (e;+ce_s); fo € D(A),a(i) € C},

A(f) = Afo) +ia (i) (e — ce-y)

De plus, A est autoadjoint si et seulement si |c| = 1.
Preuve. On a déja vu que,
. 1 1
VISeDA): f=fo+ §@<f>€i)€i+ 5@(f>€—z‘)€—z‘
Alors;;

D(A) = {f € D(A*):aly(f)+ b (f) = 0}

= {feDA"):(a+ib)®(f,e;)+ (a—1ib) D (f, e_;) =0}

a-+1b

= {fED(A*)i@(fae—i)zm

¢(f7€i)}

(2.2.7)

(2.2.8)

(2.2.9)
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On pose, ¢ = —aa++2§b' Alors, @ (f,e_;) = c®(f,e;) et,

f= J+ %@ (frei)ei+ %Cq) (f.ei)e—i = fo+a(i)(e; + ce_;)

1
avec, o (Z) = 5(1) (f7 ei) S Ca fO €D (A)
D’ot le résultat. De méme;

D(A) = {f €DA): (a+iB)®(f.e) + (=) @ (fe-) = 0}
_ {feD(A*):CD(f,ei):_&JFZbCI)(f,e_i)}

a—+1b

Alors;;

f o= ot g @(feet s® (e e = fot ol (i) (et e

1 1
avec, o’ (i) = §(I)<f,€_i)GC,C,:EEC,JC()ED(A)

Enfin, remarquons que dés lors que (a,b) € (C?)", alors au moins I'une des deux écri-
tures est toujour possible. On montre & présent que Aest autoadjoint si et seulemement

si || = 1. Remarquons tout d’abord que pour b # 0 l'on peut aussi écrire;

D(A) = {feD(A"):aly(f) +0I'1 (f) =0}
= {repa: () +1i(s) =0}
- {f € D(A") - <F1+%Fo> (f) :o}
= {feDA): (1 —TeB)(f) =0}
— ker (I, — [yB)
Ou;

B:C—>C,x»—>—%x

On déduit que A= Ap et donc d’aprés le théoréme et la proposition [1.1.16|;

~ a
A est autoadjoint <= B est autoadjoint <= 7 eR
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D’ou,
a .
a+ ib Tt
| = — ~ a |~
CL+Zb — 41
—b

1
'| = — > 1). Toujours

]

On montre que A esi dissipatif si et seulement si |¢| < 1 (|

d’apres le théoréeme [I.2.5 et la proposition [I.1.16];

A est dissipatif <= Im (—5) >0 <= Im 2 ; <0

D’ou;
a .2 R a\? I a 1 2
P I (Reg) + (m5+1)
24 (Re®) ¢
a
( > + (—Im - —i—l) +4Img
= 2 2
(Reb> ( Imb—l—l)
Im2
= 144 b <
|—a + b
, 1
= ¢/ <1let |C|:H21
Pour b = 0,

A= Aoy, = Ao @ D(T) = Dldo, )

D’apreés le théoréme @ et la proposition @; Ae,,, est autoadjoint et,

Do (/)= 5 [B(f,e) + @ (fre )] =0 = @ (f.e) =~ (f.e )
et donc,
f= o 5@ (e et 5@ (fre)e= fot ol () (~eite)

ou;

o' (i) :%q)(f,e_i) €C,,foeD(A),c=-1
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Enfin, pour a =0

A= A@(o,b) = Aoo et D(A) = D(A@(O;b))

D’apreés le théoréme et la proposition @; Ae,,, est autoadjoint et,
1
Fl (f) - §[q)(fuez) _(I)(f7€—i)] :0:>(1)<f761) - q)<f7e—i)

et donc,

f=/fo— %‘I)(f, e_;) €i+%¢(f,ei) ei=fot+a (i) (e +ey)
ou,
o (i) = %CI)(f,e_i) €C,. foeD(A),c=1

OJ

Remarque 2.2.5 Du théoréme(2.2.4); il existe une correspondance bijective entre [’en-
semble des extensions autoadjointes (resp. dissipatives) de A et celui des nombres réels
(resp. du demi-plan supérieur). En particulier, ¢ = 1 dans (resp. ¢ = —1 dans
)correspond a Uextension autoadjointe Ag (resp.As )

Théoréme 2.2.6 Les fonctions y—field et les fonctions de Weyl associées au triplet

limite défini dans la proposition |2.2.5 sont données par :

2\

A) = e,;2€ CNp(As), 2.2.10
I = gy s ey € CNelds) (22.10)
D (e,,e;) — D(e,,ey)
o (627 ei) + @ (GZ, e—i)
Preuve. Pour la premiére relation, montrons tout d’abord que,

2
®(e,,e) + P (e, e)

[M (2)] (\) =i\ ;2€CNp(Ax), (2.2.11)

e, €N,

En effet,

(A" = 21y) (q) (en0) ?q» (ezre—;) '62)

2\ f_ o) —
T D (e.,e)+ P (e, e ) (4 hro) (e2) =0
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car e, est une base de NV, = ker (A* — z1y).

Enfin,
2\

D (e,,e) + P (e, e )

Soit & présent A € C quelconque. Comme I'y : N, — C est bijective, alors

e, €N,

3 eN. :To(f) = A
et comme dim N, = 1, on déduit que
f=ae;aeC

De plus, comme v (z) et 'y sont inverses I'une de I'autre. Enfin,

A = To(f) =T (ae.) =aly(e) = % [® (e., ) + D (€2, e_7)]
B 2\
— *= D (e,,e) + P (e, e )
= v()\)=f=ae, = 22 €,

o (62’7 62‘) + @ (eza e—i)

Concernant la 2éme relation ;

M (2)](N) =T1[y(2)](N) =T1 (q) (€., ) _?cp (e. ei)'ez)
2\
= > (ez, ei) s (62, €—i>F1 (ez>
— 2 X L[® (e, ) — P (es,e-y)]

D (e,,e)+ P (e, e )

2.2.2 Propriétés spectrales

Dans tout ce qui suit A, désignera I'extension propre de A correspondant a

(a,b) € C? et Dy, ) son domaine de définition associé .
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Proposition 2.2.7 Soit (a,b) € C?. Alors;
a) 0 €0, (A(al,)) ,
b) Vi, € Dy,
= b o=l 8 G) + leill 9 (=) = ia | o]l 8 G) = llpill 3 (=)
Dans ce cas, ¥}, est un vecteur propre de A,y correspondant a la valeur propre

Qag,.

c¢) Si Wy & Doy alors ay € o, (A(a,b))

Preuve.

a On commence par démontrer que pour tout f € D (A*);

(fre) = —illell ™ D00, (1) (. 0, (2:2.12)
(fremi) =illosill D00 (=) (.0, (2:2.13)

Soient Ly le sous espace fermé engendré par les vecteurs ¥, p = 0,1,2, ... et Lg

son orthogonal. On a;

+oo
O(fer) = (fren) + (Af, A%) avee f =Y (fU,) U, + fy ; fy € Ly

p=0
+oo +oo .
_ 0k (7

p=0 k=0

+ <A* (Z (%) W+ fi ) A (||mrlzjk’ﬂ—<_")iwk>>

p:O k=0
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() = IS 20 fw)

—+o00 .
fouy A, ), A (Sl g,
=0 Qp — 1

p=0 pt
g™ <Z<
0w+ ol <p§:%<f Yoy _w>

= il ™ Z

p=0

= o™ Y 25 ) — il Zapapﬂ )

= el (i) 2w
el S () 20 g
par ap, +1

= il Y5 @ )

La formule (2.2.13) se démontre de la méme maniére.

On déduit que;

Lo(f) = 53 [l B + el B0 (). 21
D=2 el 5@+ e G0 . @219

=0

3
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et donc pour tout f € D (A*);

f € Dapy = al'o (f) +bI'1 (f) =0

— mz = el 73, @) + [l 85 (=) ¢, W)
+bZ il ™8, @) + ol 3, ()] (£, ) = 0.
On voit que Lg C Dy, ) pour tout (a,b) € C? et comme {¥,,p =0,1,2, ...} n'est

pas une suite totale; Alors Lg # {0} .Enfin de la relation,

Vf € Ly; Awy (f) = A" (f) =0

s’en suit que 0 est une valeur propre de A, ).

b) De a) pour k = 1,2, ...

U €Dy = ia .5 [ ol 8 0+ [l 718, (1)) (W, )
#5352 [l ™ 3 @) + ol 8 (1)) (W, %) = 0
= ia [~ e 7 8 G + o] T 0 (=) e w)
5 [leilI ™ 3@ + [[o=il| ™ 8 ()] (Wi, i) =0
= —ia[lleil ™ 3@ — [l 3 ()]

[l 7 8@ + el 8 ()] =0
Dans ce cas,

A(a,b) (\Ilk) = A* (\I/k) = ak\:[]ky k‘ — 07 1’ 2’
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c) Supposons a présent que ¥, & D(,p). On démontre d’abord que (A(a,b) — ak) est
un opérateur injectif , pour cela supposons qu’il exite un élement f non nul de

Dyayp) vérifiant A, p) (f) = A*(f) = arf. On pose,

+o00
f=2 £ U Y+ fy s fyulle,
p=0
Alors,
+oo
A(a,b) (f) = A (f) =4 (Z<f7\ljp>‘1/p+f$ )
p=0
+o00o
= Z (f, ¥p) A (U))
p=0
+oo
= Z a’p <f7 q/p> v
p=0
donc,

(A(a,b) _ak) (f) = Zap (f, Up) W) — ay <Z (f, ¥p) qu“’f\f/_)

p=0
+oo
= > (ay—an) (£, ) ¥, —apfy =0
p=0
p#k

Etant donné la somme orthogonale, on déduit que,

Z;;::E (ap - ak) <fa \IJp> \I/p =0
! aqu% =0

(ap —ar) (f, ¥p) ¥, = 0
fy=0

comme {\Ilp};:g est orthogonale (libre) et a, # a; pour p # k;k € {0,1,2,...}

alors;

<f7\:[lp>:07p7ék

fa=0
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il s’en suit forcement que f = o,V € C et donc f & D) ce qui est une
contradiction. D’autre part comme décrit ci-dessus,
(A(a,b) - ak) (f) = Z (ap — ar) (f, ¥p) ¥ — afy -
p#k

Alors pour k € {0,1,2,...},

(i — ) (1)) = <z< ) () akf;,mk>

p#k

— Z (ap — ag) (f, V) (¥, Ui) =0

p#k

- (A(a,b) — ak) (f) 1w,

on conclut que a; € o, (A(a,b)) .

O
Lemme 2.2.8 Soit z € p(As) . Alors pour tout
g € L*(Q, u) il existe gy € Ly et des nombres complexes C, Cy, C,...pour lesquels ;
+oo
g—ZC\IJ +C(i—2)e;,+C(i+2)ey +gq,,Z|C’\ < 00, (2.2.16)
p=0
. dp (i) : dp (—1)
C,=(9, V) —C(i —2) — 2t —C(i+2) m— 2", (2.2.17)
P P sl (ap — 1) HSO—zH (ap +1)

Preuve. Soit z € p(Ay). On a L? (Q,u) = (Aw — 2) (D (As)) . Alors pour tout
g € L?(Q,p) il existent fy € D (A) et C € C tels que,

g = (Aoo — Z) (f(] + Cei — 06_7;)

Comme
—+o0

fo=>_{fo W) ¥, + fow ; fow € L,

p=0
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Alors,

g = (Ae—2)(fo) +C(i—2)ei + C(i+2)es — 2fou
“+oo

= > (ap—2) (o, W) U+ C (i — 2) €5+ C (i + 2) e—; — 2f3y.

p=0
On pose g3 = —2f53 et C, = (a, — 2) {fo, ¥,) . il s’en suit que,

+o0o
95 € Ly; Y _1G|* < +o0,

p=0

et pour tout p =0,1,2, ...,

(9,9p) = Cp+C(i—2)(e;,¥p) +C(i+ 2) (e—i, Up)

= 1— 2 —5p<i) 14z
IR P T R

) 610 (_Z) )
HSOﬂ'H (ap +1)
]

Corollaire 2.2.9 Suivant les notations du lemme précedent, l'opérateur (As, — z)_l

applique L* (Q, 1) sur D (Ay) selon la formule suivante,

+o0
_ C 1
(A =2) () = D —L—W, + Cei = Ce_i — g5,

p=0

a, — 2
0 (Ax) =10,a9,a4,az,...}

Théoréme 2.2.10 Soient (a,b) € C x C* et Ayypy. Alors,

a) {0,a9,a1,0a9,...} Co (A(a,b)) ’

b) Vz € p(Ax),
z €0 (Apy) = ib(P(es,e;) — D (ex,6) = a(P (e, ) + P (ez,e4)).

Dans ce dernier cas, z est une valeur propre de A(qyp).
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Preuve. Le point a) a été traité plus haut. Soit a présent z € p(A). Sachant que

o (@(a,b)) = —Ta (voir la proposion [1.1.16| ) et le théoréme |1.2.8, on a;

—a

2 € o(Aey) = M) €0 (Ouy) &= M(2) = —

b
D (e.,0;) —Ple,ey)  —a
T (o)t (o) b

> ib(P (e, e_;) —Ples,e)) =a(P(es,e)+ Plez,e)),

On montre & présent que z appartient au spectre ponctuel, chose qui se déduit du point

e) du théoreme et du fait quele spectre de O, est ponctuel. O

On termine cette partie en explicitant la forme générale de la résolvante des extensions

propres de A.

Lemme 2.2.11 Soient (a,b) € C x C* et O,y sa relation linéaire correspondante ;

alors pour tout z € p(As) N p (Aap))

—b

(O M (2)) " = m-ﬂc (2.2.18)

Preuve. Remarquons d’abord que z € p(Ax) Np (A(a,b)) = M (2) # —Ta. de plus,

1

(On-M(2)) " = {(w,y—M(2)z):ax+by =0;z,y € C}
= {(y—M(()z,z):ax+ by =0;x,y € C}

_ {(——a+bé\/[(2)m,x) ,xeC}
_ {GH;—AZ(Z)QC) ,:UEC}
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Proposition 2.2.12 Soit (a,b) € C x C*. Alors pour tout z € p (Axs) N p (As))
et g€ L*(Qp),

—+o00
—1 C 1
(Awn —2) (9) = E . - Z‘I’p +Ce; —Ce_; — ;g$

p=0

_ b % 4 <gv€2> e
a+bM(2) " (P(ejez)+P(esez)) (Ples,e)+P(es,ey))

ot les constantes gy, C,Cy,p = 0,1,2,...s0nt définies comme dans le lemme .

Preuve. Remarquons tout d’abord que v* (Z) applique ker (A* — 2z) sur C suivant la

formule,

. 2 (h,ez)
T AW = S T @ (e

D’autre part, du théoréme on a pour tout g € L (Q, p) ,

-1

(A —2) " (9) = (A — 2) 7 (9) +7(2) Oy — M (2)) " 7 (2) ({g, e2) ez)
= (A —2) ' (9) +

+(g,¢2) 7 (2) (Opapy — M (2)) <<1> (e, ¢2) 4—2<I> (e, 62))

= (A —2) " (9) +

—b 2
+(g,e2) 7 (2) (a +bM (2) 3 (e;,es) + P (6—i76z>)
= (A — 2) " (g) +
b 2

T At oM (2) g, €2) 7 (2) <<I> (€i,ez) + D (e, 62))

= (Ao — 2) " (9) +
_ b X 19, c2)

a+bM(2) (P (e ez) + P (e ez)) (P(es,€:) + P (ese-4))

€.

le résultat découle du lemme [2.2.8 et du corollaire [2.2.9 |
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2.3 Reésolvantes généralisées

2.3.1 Les familles de Nevanlinna et les extensions avec sortie
de ’espace

Ce paragraphe porte sur I’étude des extensions autoadjointes avec sortie de ’espace,
en d’autres termes des extensions autoadjointes agissant dans des espaces contenant

I’espace d’origine. Il est a noter que les définitions et propriétés suivantes, hormis le

théoréme [2.3.3| sont de [13], [14].

Définition 2.3.1 Une famille de relations linéaires 7 () ,A € C\R définies dans un

espace de Hilbert H est appelée famille de Nevanlinna si;

1. pour tout A € Cy(resp.C_), la relation T (\) est mazimale dissipative

(resp.accumulative ),
2. 71(A)" =7(N\);xeC\R,
3. pour un certain (et alors tout) u € C,(resp.C_), la famille d’opérateurs

(t(\) 4+ pn)" € B(X) est holomorphe pour tout A € C(resp; C_).

De 2, la relation 7 (A\),A € C\R est necessairement fermée.

La classe de famille de Nevanlinna dans H est notée par R (H).

Définition 2.3.2 Un couple {®1, P2} fonctions holomorphes sur C, U C_ a valeurs

dans B (H) est dit paire de Nevanlinna si,
) Im(@:0).95 )

ImA

b) @5 (A) &1 (A) — @5 (A) @2 (A) = 0;A € C, UC_,

>0;A€C,UC._,

c) 0€p(Py(N)£idy (M), N e Ce.
Il est & noter que les familles et paires de Nevanlinna sont liées par la formule;

T(A) = (@1 (A) (2), P2 (A) (2)) : & € H} (2.3.1)
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Soient A un opérateur symmeétrique sur ’espace de Hilbert H ayant des indices de
défaut égaux et A une extension autoadjointe de A définie dans un espace de Hibert
H pour lequel H est un sous espace fermé. On note Py, Porthoprojecteur de H sur H.
L’opérateur

Ry = Py (Z— A)l ,
représentant la résolvante de A en H est dite résolvante généralisée de A.
La résolvante généralisée des opérateurs de Carleman étudiés dans ce manuscrit est

décrite dans le théoréme suivant ;

Théoréme 2.3.3 Soit A une extension de A avec sortie de lespace. Alors, il existe une
paire de Nevanlinna {®1, P2} de fonctions scalaires holomorphes pour lesquelles pour

tout X € p(A) N p(Ax); on a

Dy (A)+ M (X)) @1 (A) #0

et
+oo
CP 1 1L
R,\ = Za _Z\pr—l—C'(el —671') — ;g\ll
p=0 P
P (M) 4 (g, ez)

— X €,

Do (A)+ MNP (N) (P ez)+P(eiyez)) (Ples,e)+ P ez ey))

ot les constantes gg,C,Cy,p=10,1,2,... sont définies dans le lemme .

Preuve. Supposons tout d’abord que Ry, = (Ay — )\)71. Alors on peut prendre
comme paire de Nevanlinna {®, Po} = {0, $5} ; ont P, est une fonction holomorphe sur
C, UC_ vérifiant ®5 () # 0.

Supposons & présent que Ry # (Ao — )\)71. Selon [10} 25], il existe une fonction de
Nevanlinna 7(.) € R(X) pour laquelle la formule de Krein-Naimark s’écrit comme
suit,

Ry = (A= N =y () (e () + M (1) (V) (2.3.2)
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M (X) et 7y (A) sont la fonction de Weyl et la y—field définies précédement. Soit {®q, Do}
une paire de Nevanlinna vérifiant (2.3.1)). Alors,

(T +MN) = {(@1 (N, (P2 (A) + M (A) @1 (N) ) 1w € CY
= {((22(N) + M (N) @1 (N)) 2, @1 (M) z) : 2 € C}
Montrons & présent que
Dy (A)+ MNP (N)#0

Supposons le contraire. Il s’en suit que;

Dy (N)+ M NS (N =0(A(T(\)+M(N) " €B(C))
— O, (N =(TWN+MN) =0

= R\ = (A — A
Contradiction. Revenant au calcul de (7 (\) + M (A\)) ™,

T ELN MW ()

Finalement, on obtient le résultat demandé en remplacant dans (2.3.2) et en reprenant

le raisonement utilisé dans la proposition [2.2.12 O

Remarque 2.3.4 Les extensions autoadjointes de la proposition sont obtenues
du théoréme en prennant {®1, P2} = {b,a}



Chapitre 3

Inégalités entre les opérateurs
auto-adjoints bornés et leurs
exponentielles

3.1 Introduction

Théoréme 3.1.1 Soit (z;);_, une suite réelle non négative. Alors pour tout réel p > 1

1=

on a;

ep n , n
— r; < exp Z T;
i=1

PP
l’égalité a liew pour x; = p pour une valeur 1 < i <n et x; = 0 pour j # i. La constante
P

e
— est la meilleur possible.
pp

Ce résultat a été établi par Qi F. dans [29] pour le cas p = 2, puis généralisé dans [4]
pour p entier naturel quelconque. On se propose dans le présent chapitre d’étendre ce
résultat au cas ou la famille (x;);_, est remplacée par une famille (A4;)" , d’opérateurs

auto-adjoints positifs.

Définition 3.1.2 Un opérateur A de B (H) est dit positif si (Ax,z) > 0,Vz € H. On

note Bt (H) l’ensemble des opérateurs linéaires bornés positifs dans H.
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Définition 3.1.3 Soient A, B € B* (H). On dira que A > B si

(Az,z) — (Bz,x) > 0,Vr € H.

Le résultat suivant, regroupe les principales propriétés des opérateurs positifs [1}, 32]

Théoréme 3.1.4 1. Bt (H) est un cone fermé.

2

3.

Si A € BY (H) est inversible alors, A~' € BT (H)
Si A, B € BT (H) commutent alors AB € B* (H)

Si A, B € Bt (H) commutent, sont inversibles et vérifient la condition

(A— B) € B"(H) alors, (B! — A7) € BT (H)

A € BT (H) si et seulement s’il existe un opérateur B € Bt (H) autoadjoint tel
que A = B?

A € BT (H) est autoadjoint si et seulement si sa representation spéctrale est de

la forme
M+e

A= /AdEA (3.1.1)

m

o, £ est un nombre positif quelconque,

0<m= ||iIH1f1 (Az,2) < M = sup (Ax,x) < +o0.
= [|lz]|=1

Si A € BT (H) est autoadjoint admet la representation , alors pour toute
fonction réelle continue sur [m, M + €] ;

M+e

fa= [ royae, (3.12)

et f(A) =0 (resp. f(A) > 0) si et seulement si f(A) =0 (resp. f(\) > 0) sur
[m, M +€].
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Remarque 3.1.5 m et M representent respectivement la plus petite et plus grande

valeur du spectre de A.

Définition 3.1.6 Soit A € BT (H). On appelle exponentielle de A et on note exp (A4),
Vopérateur de B (H) défini par;

Proposition 3.1.7 On a :

1. exp (z.1y) = exp (2) . Iy, Vz € C,

Si A, B € B" (H) commutent alors,

exp (A+ B) =exp(A)exp(B) =exp(B)exp (A) =exp(B+ A)

3.2 Reésultats concernant les inégalités

Théoréme 3.2.1 Soit A € BT (H) un opérateur auto-adjoint. Alors, pour tout naturel
p=1,

er

Z;A <exp(4). (3.2.1)

P
De plus, si A = p.Iy alors, on a l’égalité dans la formule|3.2.1|, et la constante e_p est
p

la meilleure possible pour tout A € BT (H) auto-adjoint.

Preuve. Considérons 'opérateur auto-adjoint

eP
B =exp(A) — —AP.
pll’
Il faut montrer que cet opérateur est positif. Soit donc,

M+e

A= /)\dEA
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la représentation spectrale de A. Alors, d’aprés le théoreme [3.2.1]

M+e
ep
B = / (e* — ﬁAp)dEA. (3.2.2)
En utilisant [4], on a
eP
A> 0= (e — p—Ap) 0. (3.2.3)

Donc 'opérateur B est positif. Par ailleurs, il est tres facile de voir que :
eP eP
A=ply — EAP = —p.pp.IH =eP. Iy = exp (p.Iy) = exp (A).
p

Supposons maintenant que « est une constante vérifiant l'inégalité aA? < exp (A) pour

tout élément A auto-adjoint de BY (H). En posant A = p.I3;, on obtient :
aAP <exp(A) = apP Iy < eP. Iy = (ap? —€?) .1y < 0.
Or cette derniére inégalité signifie que o < ;—z. 0

Lemme 3.2.2 Soient p > 1 un entier naturel et (A;);_, une famille d’éléments de

Bt (H) auto-adjoints, deuz & deux commutants. Alors,

iAf < <i Ai) . (3.2.4)

Preuve. Procédons par récurrence. Si n = 2. D’apres le théoréme [3.1.4] Popérateur
A’ng_k est positif, auto-adjoint pour tout 0 < k < p. Il en est de méme pour 'opérateur

-1

’U

kpk
M AA

k=1
Donc, en utilisant la formule du binome :

p—1

l l
A A —AkAp k A;D AP —AkAp k
(A1 + Ay)” Zklp k)! - +Zklp k)!
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on obtient que A + A < (A; + As).
Supposons maintenant que

e ($a)

i=1

(i A’)p - ((2 Ai) +An+1)p > (2 Ai>p Iy

n+1

> iAf—i—AfH_l = A
1=1 =1

Alors,

O

Théoréme 3.2.3 Soit (A;)_, une famille d’éléments de BT (H) auto-adjoints, deux &

deur commutants. Alors, pour tout naturel p > 1 :

n

eP » u
3 AP < exp (Zl Ai> : (3.2.5)

De plus, st A; = p.Iy pour un certain 1 <i <n et Aj =0 pouri # j alors, on a égalité

p
dans la formule|3.2.5 et la constante e_p est la meilleure possible pour tout A; € BT (H).

Preuve. D’aprés le lemme et le théoréeme précédents,

n n p n
e eP
D’autre part, si pour un certain 1 <7 <n, A, =p.Iy et A; = O pour ¢ # j alors,
eP eP eP eP
— A = AT = — (pdy) = —pPIy
pr = pr pr pr

= el Iy =exp(p.Iy) =exp(4;).

Supposons maintenant que « est une constante vérifiant I'inégalité

aiAf < exp <i’4’> )
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Alors, pour A; = p.Iy et A; =0 pour i # j,

Q) AV =aAl = ap’ Dy < exp(A;) = e Iy,

k=1
D’ou,
ap? < eP.
OJ
Proposition 3.2.4 Soit (A;);_, une famille d’éléments de BT (H) auto-adjoints, deux
a deux commutants. Supposons que,

1. les opérateurs A; (i =1,2,...,n) sont des solutions de l’équation
X"+ B, X" '+ .. +B.X+ByIy=0 B cB(H). (3.2.6)

2. Vi # j, Uopérateur (A; — A;) est inversible.
Alors,

Preuve. Posons
Po(X)=X"+B, . X" '+ ..+ B.X"+ By.In.

Si n = 2, I'équation [3.2.6 devient P, (X) = X? + B;.X + By.Iyy = 0. En utilisant

I'inversibilité de (A; — As) et la relation

OZPQ(Al)—PQ(Ag):A%—Ag—FBl(Al—Ag):(A1+A2+B1)(Al—AQ)

on obtient facilement que,

(A + Ay + By) = 0. (3.2.8)

Or; ceci est equivalent a

Al +A2 - _Bl
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Supposons maintenant que la formule est vraie pour n et montrons qu’elle le reste

pour n + 1. Pour tout 1 <+ < n, on peut vérifier que,

P (An+1) — P (Az) - (AZﬂ - A?H) + B, (AZH o A?)

n n—1
— (Z AVHAF 4+ B Y ARETAR 4+ Bl> (Api — Ay)
k=0

Puisque 'opérateur (A, 1 — A;) est inversible, il s’en suit que,

n n—1
(Z ArkAlb 4 B,y AnitAl Bl) —=0 VI <i<n. (3.2.9)
k=0 k=0
Par ailleurs, V1 <i < n,
n n—1 n—1
STANKAN 4 BY ATH AR+ L+ B =AY+ ) G ATTF (3.2.10)
k=0 k=0 k=0
ou,
n—p—1
Cp=Ap N+ > B Attt (3.2.11)
k=0
Posons
Qn(X)=X"+Cp 1 X" 1+ ...C1X + Ch. (3.2.12)

D’apres (3.2.9)) et (3.2.10)), les opérateurs A;, 1 <i <n sont solutions de 'équation

Q. (X) =0, d’aprés 'hypothése de récurrence

ce qui équivaut a :

O



3.2 Reésultats concernant les inégalités

44

Remarque 3.2.5 Puisque tous les opérateurs A;, sont positifs, alors l'opérateur (—B,,)

est lui aussi nécessairement positif.

Proposition 3.2.6 Sous les conditions de la proposition|3.2.4, on a pour tout naturel

p=>1

P p € »
i=1

Preuve. D’apres le théoréme |3.2.1}

n n p
eP eP eP
— AP < — (E Ai) = — (—Bn,l)p. (3.2.16)

O

Corollaire 3.2.7 Soit (A;);_, une famille d’éléments de BT (H) auto-adjoints, deuz d

deux commutants.. Supposons que,

1. les opérateurs A; (i =1,2,...,m) sont solutions de l’équation
X" 4+b, 1 X"+, X +by=0, beC

2. Vi # j, Uopérateur (A; — A;j) est inversible.

Alors, b,_1 <0 et
p p [ P p
SN ar<s (Z Ai) B % (=bn-1)” < exp(=b,-1) (3.2.17)

Preuve. Il suffit de poser dans la proposition précédente, B; = b;. Iy, (i =1,2,...,n).
O
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Théoréme 3.2.8 Soit (A;)!_, une famille d’éléments inversibles de B* (H) auto-adjoints

et deux o deux commutants. On suppose qu’il existe un naturel p > 1 tel que :
Vie{l1,2,...,n}; 0<A; <ply (3.2.18)

Alors,
n pp . n i
exp E A | < =—e E A; (3.2.19)
n
i=1 i=1
De plus, si A; = p.Iy pour tout 1 < i <n alors, on a égalité dans la formule et

la constante p—pe”p est la meilleure possible.
n

Preuve. Soit
M;+e¢

A = / Ai.dE)y; m; = 0
m;
la représentation spectrale de A;. De l'invertibilité de A;, découle que :

M;+e

A7t = /)\;l.dEA.

m;

Puisque A; < p.Iy, alors de la relation

M;+e

Ai=phi= [ (-p)dB <0,

mg
découle que pour tout 1 <7< n:
Par conséquent, Vi, 1 <1< n :

M;+e

At —p Tt = / (A =p).dEy > 0.

Et donc,
p Iy < A7h Vi 1<i<n.
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Par conséquent,

n n n

Y (A=) (4 Z (07 1) = 30 ) = b

=1 =1 =1

Comme les opérateurs A;, sont bornés, positifs et deux a deux commutants, il découle
de ce qui précéde que,
& " AP = ¢ Y (A7) <exp (Zn: A»1> (3.2.20)
L Z PP z a i v B
Par ailleurs, comme

exp (A) < exp(B) pour A< B

Il découle que :

exp (Z Ai) < exp (Zp.]H> = exp (np.Iy) = ™. Iy

=1

G wP” N (4
= <epn.pp) .Iﬁgepn.;(Ai ). (3.2.21)

Supposons maintenant que A; = p.Iy pour tout 1 < ¢ < n. En vertu de la formule

3.2.21} on a dans ce cas,

e N o P N
epg,izl(AiP) _ epg‘izl(p'bap:epgizlp P Iy
= e”p%pnpp.IH =e"P. Iy = exp (Z Ai) :

i=1
Le fait que la constante p—pe”p est la meilleure possible se démontre analogiquement aux
n

cas précédents. O

Corollaire 3.2.9 Sous les conditions du théoréme on a

ep
Les constantes e et p—pe”p sont les meilleures possibles.
P n



Chapitre 4

Inégalités entre opérateurs non
bornés et leurs semi-groupes
fortement continus associés

4.1 Introduction

Théoréme 4.1.1 Soit A un élément autoadjoint de Bt (H). On suppose que A est
inversible. Alors, pour tout naturel p > 1 et tout réel t > 0,

et < e, (4.1.1)

— ertp

Preuve. Le cas t = 0 étant trivial, soit ¢ un réel strictement positif (¢ > 0). Les

2 PP o . . . . .
opérateurs By = €' et By = e]TﬁAp sont positifs, inversibles d’inverses respectifs

By! = Layss

B;l — eftA
ertp

De plus, d’apres le théoréme [3.2.1] (B; — By) € BT (H). En utilisant la propriété 4 du
théoreme [3.1.4} on obtient que (B — Bi') € BT (H), ce qui est exactement le résultat
recherché. O

Le but du présent chapitre est d’établir un analogue de la relation dans le cas d’un

opérateur non borné. La premiére difficulté principale est que dans le cas non borné,
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—tA

la définition de e~ par la formule classique

o0

-y

k=0

ne peut plus étre utilisée puisque cette série n’est pas uniformément convergente. De

plus pour que la série

> Ltk @)
k=0

converge il faut que = appartienne au domaine de définition de chacun des opérateurs
AF k=0,1,2,.... Cette derniére condition peut étre assurée en supposant par exemple
que AD (A) C D(A) sans pour cela, assurer la convergence de cette derniére. Pour
contourner cette difficulté, nous considérerons au lieu e~*4, la notion naturellement la
plus proche, c’est a dire, le semi-groupe fortement continu d’opérateur infinitésimal A et
établirons un analogue du théoréme On étudiera dans un second temps le résultat
obtenu au cas de deux opérateurs A et B avec B borné.

Rappellons tout d’abord qu’un opérateur A de domaine D (A) C H est dit fermé si,
( (z.) CD(A),

lm z,==2 v €D(A)
n—:—1+0oo " i
" {A()Zy

lim A(z,) =y

\ n—-+4o00

Il est connu de la littérature [II, B2] que si A est un opérateur fermé de domaine

D (A) = H alors, A est borné. De méme, tout opérateur autoadjoint est fermé.

Proposition 4.1.2 Soit A un opérateur fermé densément défini (i.e. D(A) = H).

Désignons par R (A) l'image de A. Alors,
H =R (A) & ker (A") (4.1.2)

Preuve. Voir [I], 32]. O
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Proposition 4.1.3 Soient A un opérateur autoadjoint densément défini et X un nombre

réel. Alors,

a.
A est une valeur propre de A < R (A — Ay) #H. (4.1.3)

b.
A est une valeur du spectre de A < R (A — \y) # H. (4.1.4)
Preuve. Voir [I], 32]. O

Définition 4.1.4 Un opérateur A de domaine D (A) C H est dit positif si :
Ve e D(A); <A(x),z>>0 (4.1.5)

Proposition 4.1.5 Soit A un opérateur fermé de domaine D (A) C H. On Suppose

qu’il existe une constante strictement positive ¢ = 0 telle que :

VzeD(4); [A@)] = cl]. (4.1.6)
Alors, lopérateur A est injectif et R (A) est fermé.
Preuve. Voir [I], 32] O

Théoréme 4.1.6 Soit A un opérateur autoadjoint positif. Alors pour tout réel A < 0,

lopérateur A — Ny est inversible.
Preuve. Soit A < 0. Pour tout 2 € D(A), on a

(A=) (@)F = < (A= AL (2), (A= M) () -

= [A@)I* + X [|lz]” - 2A < A(2) 2 >~

> Nlz)*.
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Il s’ensuit que,

Ve eD(A), |[(A=As) @) = Al

Donc d’aprés la proposition | (A — M) est injectif et R (A — Ay) est fermé.
Comme (A — Al3) est un opérateur fermé, il découle de la proposition m,

H = R(A—Ay) G ker (A" = N) = R (A — A) @ ker (A — ALy

= R(A—\y).

Donc, d’aprés la propsition point b, A n’est pas dans le spectre de A. Ce qui achéve

la démonstration. O

Définition 4.1.7 Un opérateur A de domaine D (A), est dit inversible, s’il existe un

opérateur borné A~', défini de H dans D (A) et tel que :
AT A=Ipy AAT = I (4.1.7)

Corollaire 4.1.8 Soit A un opérateur autoadjoint positif. Alors pour tout réel \ = 0,

DUopérateur A + Ay est inversible et

[(A+AL) Y| < (4.1.8)

>/IH

Définition 4.1.9 Un opérateur A de domaine D (A), est dit semi-borné inferieurement

sl existe une constante ¢ = 0 telle que,
Ve € D(A); <A(x),z>>c<x,2>. (4.1.9)

Corollaire 4.1.10 Soit A un opérateur autoadjoint semi-borné inferieurement par la

constante positive c. Alors, pour tout réel A = 0, [opérateur A + My est inversible et

1
—1
l(A+ b7 < — (4.1.10)
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Preuve. On applique le corollaire a lopérateur positif A — cly . O

Remarque 4.1.11 1] est clair qu’un opérateur semi-borné inférieurement est positif.
De plus, on peut facilement établir que comme dans le cas borné, l'inverse d’un opérateur

autoadjoint positif (non borné) est aussi positif.

4.2 Semi-groupes fortement continus

Définition 4.2.1 Une famille monoparamétrique {T; : t € [0, +oo[} d’opérateurs bor-

nés définis dans H est appelée semi-groupe fortement continu si :
1. To =1y et ;T = Ty s Vt, s € [0, +00[
2. s. lim+ T, = Iy, ot le symbole s.lim désigne la convergence forte des opérateurs,
t—0

i.€.,

v li T — x| =0.
veM, lm |7 (z) - af

Définition 4.2.2 Soit {T; : t € [0,+00[} un semi-groupe fortement continu. On appelle

opérateur infinitésimal de ce semi-groupe, l’opérateur A défini par
=—— T (m)‘t:0 ) (4.2.1)

Il est & noter que le domaine D (A) de A est 'ensemble des x € H pour lesquels la
limite existe. Le symbol %+ , désigne la dérivée a droite.

Les deux résultats suivants sont trés connus et largement utilisés dans la littérature [35]

Théoréme 4.2.3 Soient {T; : t € [0, +00[} un semi-groupe fortement continu et A son

opérateur infinitésimal. Alors,

1. Pour tout x € D (A) , lapplication t — T, (x) est fortement différentiable sur

10, +00[ et fortement différentiable & droite au point 0.

2. Pour tout x € D(A), Ty (x) € D(A) Vt = 0 et

AT, () = TiA (r) =~ T, (2). (1.22)
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3. D(A) est dense dans H.

4. L’opérateur A est fermé.

Théoréme 4.2.4 (Hille-Yosida) Soit A un opérateur fermé densément défini dans

H. Alors, les deux assertions suivantes sont équivalentes.
a. A est l'opérateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu de contractions.

b. A est fermé, lintervalle |—o00, 0| est situé dans ’ensermble résolvant de A et,
1
|(A+ )\IH)_lH < Y pour tout réel A = 0. (4.2.3)

Corollaire 4.2.5 Tout opérateur autoadjoint positif est l'opérateur infinitésimal d’un

semi-groupe fortement continu de contractions.

Preuve. [théoréme de Hille-Yosida] Pour la compréhension de ce qui va suivre, nous
proposons ici les principales étapes de 'implication inverse (voir Stefano Meda [26] ). Pour

tout réel A\ > 0, posons
A= AT = ANA+AR) ] =M (A+ ML) (4.2.4)
a. L’opérateur A, est bien défini et est borné sur tout H. De plus,

Ax(D(A) €D (4)

b. L’opérateur A, converge fortement vers A sur D (A) :

lim |[A(A+AL) " (2) —z|| =0, VzeD(A). (4.2.5)

A——+o00

c. Puisque opérateur A, est borné, opérateur e *4* existe pour tout ¢ > 0. De plus,

—tA,

la famille {e it > 0} est un semi-groupe fortement continu de contractions.

d. Il existe un semi-groupe fortement continu {T t(A) it > O} d’opérateur infinitésimal

A tel que pour tout z € D (A) et t > 0,

,\ETOO He’mA (z) — TV (a:)” =0 (4.2.6)
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0

Lemme 4.2.6 Si en plus de la condition b du théoréme de Hille-Yosida, ’opérateur A

est inversible alors, pour tout p =1,2,..., A\* converge fortement vers A™? sur H :
Ve eH, | lim A () — AP (z)||=0, p=12 .. (4.2.7)

Preuve. Puisque les opérateurs A;” et AP sont bornés, il suffit de montrer que Ay *

converge fortement vers A~ quand \ tend vers +00. Soit # € H. Alors,

. . ) A+ M)A (@)
Jm 4370 @) - AT @] = lim ) —AT @
Xz
e
/\—1>r200 A 0

O

4.3 Inégalités entre les opérateurs symétriques et
les semi-groupes fortement continus associés (cas
d’un seul opérateur)

Théoréme 4.3.1 Soit A un opérateur autoadjoint, positif. Si A est inversible alors sur
D (A),
V=0, Yp=1,2,.... TW< Py

— tPeP
Preuve. D’apres le corollaire [4.2.5 opérateur A est I'opérateur infinitésimal d’un
semi-groupe fortement continu Tt(A) de domaine D (A). Par ailleurs, 'opérateur borné

tA, est autoadjoint, inversible. Montrons que tA, est positif. Puisque,

[(A+ M) 7| < et < (A+Xy) '(z),z>>0, x€H, (4.3.1)

> =

alors, pour tout x € H,

1
< (A+My) (@), 2 =< |(A+ M) Y| < w2 =< A (4.3.2)
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Par conséquent, pour tout x € 'H,

< AN (), 2 ==X < [l = AN(A+ M) '] (2) 2 =
= AN {<z,z> A=< (A+ M) ' (2), 2 -}

1
> tA{<x,x>—AX<JJ,x >}—O.

Donc, tA) est positif. En appliquant le théoréme on obtient que pour tout naturel
p > 1 et tout réel t > 0,
et < P yop (4.3.3)

= eptp” A

Soit maintenant « € D (A) alors, pour tout naturel p > 1 et tout réel ¢t > 0,

< Tt(A) (z),2 === lim e ™ (2),2>= lim <e (), 2>

A—>—+o00 A—+00

P’

< lim %—A;p(m),x>—:£ lim <A”"(x),z>

T A—+o0  ePP €PtP A—+oo
= i% lim A;p(x),:c>:£<z4’p(x),x>
ePtP A—+o0 ertp
= < ﬁA_p(x),x -
eprtp
D’ou, le résultat recherché. 0

On se propose maintenant d’établir ’analogue du théoréme pour un opérateur symé-
trique semi-borné inférieurement.

Soit A un opérateur symétrique, semi-borné inférieurement. Posons

m(A) = inf M

(4.3.4)
2eD(AN0} < T, T =

Lemme 4.3.2 Soit A un opérateur symétrique, semi-borné inférieurement.

Sim (A) = 0 alors, A est injectif.



4.3 Inégalités entre les opérateurs symétriques et les semi-groupes fortement

continus associés (cas d’un seul opérateur) 55
Preuve. Découle directement de la relation évidente, (]
<A@),z>=>m(A) <z,x . (4.3.5)

Proposition 4.3.3 Les indices de défaut d’un opérateur symétrique, semi-borné infé-
rieurement sont égaux. En d’autres termes, un opérateur symétrique, semi-borné admet

toujours une extension autoadjointe sans sortie de l’espace.

Preuve. voir [24]. O]
L’un des résultats les plus importants, relatifs aux opérateurs symétriques, semi-bornés
inférieurement et densément définis est ’hypothése de Neumann qui s’énonce comme

suit :

Théoréme 4.3.4 (Hypothése de Neumann) Soit A un opérateur symétrique fermé,
semi-borné inférieurement et densément défini. Alors, pour tout e > 0, il existe au moins

une extension autoadjointe A, telle que m (Za) >m(A) —e.

L’hypothése de Neumann a été établie de différentes maniéres par M. Stone (1932), K.
Fridrichs 1934), G. Freintall (1936), M. G. Krein (1947) et E. Phillips (1959). Cepen-

dant, cette alternative admet ’amélioration suivante.

Théoréme 4.3.5 Tout opérateur symétrique fermé, semi-borné inférieurement et den-

sément défini A, admet au moins une extension autoadjointe A vérifiant la condition

m<A):m(E).

Preuve. voir [24]. O
Nous pouvons maintenant établir ’analogue de la relation pour une certaine classe

d’opérateurs symétriques, semi-bornés inférieurement et densément définis.
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Théoréme 4.3.6 Soit A un opérateur symétrique, semi-borné inférieurement. On sup-
pose que A est inversible et m (A) = 0. Alors, A est l'opérateur infinitésimal d’un

semi-groupe fortement continu Tt(A), vérifiant :

Vi=0, Vp=1,2,... T< Ly (4.3.6)
tPeP

Preuve. Nous allons en fait montrer que sous ces conditions, 'opérateur A est au-
toadjoint, positif et inversible, ce qui nous raméne au théoréme En vertu du
théoréme sur ’hypothése de Neumann, il existe une extension autoadjointe Ade A

vérifiant la condition m (4) = m (g) Comme m (A) > 0 alors, en raison du lemme

, Iopérateur A est positif et injectif. Par ailleurs,
D(A)CD (A’) ot A(D(A) = AMD(A)=H=A (D (A)) —H.

C’est a dire que l'opérateur est A est aussi surjectif. Donc, I'application réciproque
A=l existe de ‘H dans D (Z) Comme A est fermé alors, A~ est aussi fermé. Par
conséquent, d’apres le théoreme du graphe fermé, A~1 est borné. En d’autres termes,

I'opérateur A est inversible. Soit maintenant z € D (ﬁ) Aors,

Ainversible = JyeD(A): A(z)=A(y) = A(y)
= z=y=>x €D(A)

= D(A):D(E) = A=A
Le théoréme est ainsi démontré. O

Théoréme 4.3.7 Soit A un opérateur symétrique fermé, positif. On suppose que :

a. lintervalle |—o0,0[ est situé dans l’ensemble résolvant de A et,

[(A+ M) 7Y < % pour tout réel \ = 0
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b. L’opérateur A admet au moins une extension autoadjointe positive et inversible A.

Alors, sur D (A);

Vt=0, Vp=1,2,... T\Y< Ly (4.3.7)
tpepP

Preuve. La fermeture de A et la condition a. signifient (d’apres le théoréme de Hille-
Yosida) que le semi-groupe {Tt(A), t> O} existe et est fortement continu. Soit A une
extension autoadjointe positive et inversible de A. En vertu du corollaire [4.2.5
le semi-groupe {Tt<A), t> 0} existe aussi et est fortement continu. Soient
maintenant x € D (A) et A > 0.

Alors

y = Ay(@)=(A+ M) "A@)= (A+ M)V A(z) € D(A) gD(Z)

= A) = (A+ M) ) = (A5, )

> y=(4+ MH)lﬁ(g;) — Ay (1)
Il s’ensuit que dans D (A),
VE>0, et =t (4.3.8)
Par conséquent, pour tout x € D (A),t >0et p=1,2, ...,

< TWz,z-=< lim e ™™ (z),2 == lim <e ™ (1), 2~

A— 400 A—+00
— 1 7tEA . pp ~7p
= lim =<e (x),z =< lim <—A"(z),z>
A—+00 A—+00 ertr

_ ¥ < lim g;p(x),x >=i g_p(x),$>'
ePtP A—+o0 eprtp

= < —AP(x), x>
ertp
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La démonstration est ainsi achevée. O

4.4 Inégalités entre les opérateurs symétriques et
les semi-groupes fortement continus associés (cas
de deux opérateurs)

Proposition 4.4.1 Soient Cy, Cy deux éléments de BT (H). Alors,
¥t 4 €2 > Iy, (4.4.1)

Corollaire 4.4.2 Soient Ay, Ay deux éléments commutants de BT (H). Alors,

I - I (4.4.2)
Preuve. On a, en utilisant la proposition précédente et la positivité de e=1~42(inverse
de Popérateur positif eA142) :
eM gt > 0= e M (eA1 + ez — ]H) >0
= e Mgzt >
= e M peAz > oMM
O

Théoréme 4.4.3 Soient A et B deux opérateurs positifs et inversibles. On suppose

que :

a. A vérifie les conditions du théoréme[{.3.7,

b. B est borné (c’est a dire défini sur tout H ),
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c. V€ D(A), BA(x)=AB(x), (condition de commutativité),

d. lintervalle |—o00,0[ est situé dans l’ensemble résolvant de (A + B) et,
iy 4 .
H(A + B+ \My) || < y Ppour tout réel A > 0.
Alors sur D (A),
Vis0, Vp=1,2,.. TP < t% (Z—P + B—P> (4.4.3)
e

Preuve. Notons tout d’abord que sous ces conditions, 'opérateur B est auto-adjoint
et
r€D(A)= B"(z) € D(A), n=20,1,2,.. (4.4.4)

Par ailleurs, il existe d’aprés le théoréme une extension auto-adjointe, positive et

inversible A de A telle que sur D (A),

Vi=0, Vp=1,2,... TW< Ly TP = exp (—tB) < P g
tPeP tpep
(4.4.5)
L’opérateur A + B est symétrique, fermé, positif et densément défini (D (A + B) =
D(A)). D’apres la condition d. du théoréeme, A + B est I'opérateur infinitésimal d’'un
semi-groupe fortement continu Tt(A+B). On a sur D (A),

s. lim (A+B),=A+B=s.lim (Ay\+B)).

A—+o0 A—~o00

Il s’ensuit que sur D (A) et pour tout ¢t > 0,

TAB) — 5 lim exp(—t(A+ B),) =s. lim exp(—t(Ay+ B)))

A——+00 A——+o00

= s. lim exp(—tA\,—1tB,)).

A—+o0
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Par conséquent, pour tout € D(A), t > 0et p=1,2,... et en vertu

< TP (), 2 == R lim < exp(—tA),—tB))(z),x =
— 400

< lirE < (exp (—tAy) + exp (—tB))) (z) ,z >~

= lim <exp(—tA)) (z),z >~ + lim <exp(—tB))(z),z >
—400 —+400

= <T@, 2=+ <177 (2),2 -
P T—p P’ —p

< %<A (a:),x%—l—@%B (x),x >~

_r AP -p

= — < (A?P+B7?)(x),x>.
ebtp

Le théoréme est ainsi démontré. ]



Conclusion et perspectives

. Il ressort a travers la présente theése que la théorie des triplets limites constitue
un outil trés puissant dans la description et 1’étude des extensions propres des

opérateurs symétriques.

. Les résultats obtenus (bien que intéressants a notre sens) restent treés partiels.
En effet, il serait intéressant de décrire et d’étudier les extensions propres des

opérateurs de Carleman dans le cas ou les indices de défaut sont > 2.

. Pour les inégalités entre opérateurs et semi-groupes générés, il serait intéressant
d’envisager au moins le cas (pas facile pour des raisons de commutativité) de deux

opérateurs non bornés.

. Méme pour le cas borné, peut envisager certains cas non commutatifs ?
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