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 يؤدي لأنه الخلايا متعددة الحية الكائنات على كبير تأثير له الميتوكوندريا تورم 

 .المبرمج الخلايا موت إلى

 فإنه ، كحداثة  .الظاهرة لهذه جديدا رياضيا نموذجا نقدم هذه المذكرة سوف في

 نموذجنا يأخذ .الحي الجسم لعملية كبيرة أهمية لها والتي ، مكانية تأثيرات يتضمن

 درجة في تختلف الميتوكوندريا من فرعية مجموعات في هذه الدراسة ثلاث

 ويتم الحالي الكالسيوم تركيز على المجموعات هذه تطور حيث يعتمد .التورم

 تصميمه يتم الكالسيوم انتشار أن حين ، في ODEs من نظام بواسطة وصفه

 بتحليل نقوم .المكانية التأثيرات مراعاة مع والانتشار التفاعل معادلة بواسطة

 على والحصول طويلة لفترة وسلوكها الحلول بوجود يتعلق فيما المشتق النموذج

 التورم.  لعملية كاملة رياضية كلاسيكية

 

Mitochondrial swelling has huge impact to multicellular 
organisms since it triggers apoptosis . 
In this paper, we will present a new mathematical model for 
this phenomenon. As a modernist, it includes spatial effects. , 
which is of great importance to the process of the living body. 
Our model in this study takes three subgroups of 
mitochondria that vary in degree of swelling. The 
development of these groups depends on the current calcium 
concentration and is described by a system of ODEs, The 
spread of calcium is designed by the equation of interaction 
and spread, taking into account spatial effects. We analyze 
the derivative model in terms of long-term solutions and 
behavior and get a complete mathematical classic of swelling. 



 
Le gonflement mitochondrial a un impact significatif sur les 

organismes multicellulaires car  il déclenche l’apotosis. 

Dans ce mémoire, nous présenterons un nouveau modèle 

mathématique pour ce phénomène. En tant que nouveauté, il 

comprend des effets spatiaux, qui sont d'une grande 

importance poule processus in vivo. Notre modèle considère 

trois sous-populations mitochondriales variant enlié degré de 

gonflement. L'évolution de ces groupes dépend de la 

concentration actuelle de calcium concentration et est décrite 

par un système d'EDO, tandis que la propagation du calcium 

est modélisée par une équation de réaction diffusion prenant 

en compte les effets spatiaux. Nous analyser le modèle dérivé 

en ce qui concerne l'existence et le comportement à long 

terme des solutions et obtenir une classification 

mathématique complète du processus de gonflement. 
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Introduction
Contexte biologique : Les mitochondries sont souvent appelées l�électrique centrale de

la cellule en raison de leur fonction principale de fournisseur d�énergie pour presque toutes les
cellules eucaryotes [1]. Cependant, ces organismes à double membrane jouent également un
rôle dans la mort cellulaire par leur capacité pour déclencher l�apoptose. L�un des facteurs
clés de ce processus est la perméabilisations de la membrane mitochondriale interne [13],
entraînant le gon�ement de la matrice mitochondriale.
La transition de la perméabilité mitochondriale est e¤ectuée par l�ouverture d�un pore

dans la membrane interne, qui se produit dans des conditions pathologiques telles que des
concentrations élevées de Ca2+ [14]. La perméabilité accrue conduit à un a­ ux osmotique
de solutés et d�eau dans la matrice mitochondriale, qui à son tour provoque un gon�ement
[8]. [14]. Ce processus aboutit à la rupture de la membrane externe [20]. La rupture de la
membrane externe est un événement critique, car l�apoptose est déclenchée de manière irré-
versible par la libération de plusieurs facteurs proapoptotiques de l�espace inter membranaire
[15].
Les mitochondries intactes stockent le calcium dans leur matrice. Si un gon�ement est in-

duit, ce calcium stocké est en outre libéré [15] et les mitochondries restantes sont confrontées
à une charge de calcium encore plus élevée, conduisant à une accélération du processus.
Procédure expérimentale : Le gon�ement des mitochondries est mesuré sur la base

de di¤usion de la lumière. Alors que les mitochondries intactes présentent des valeurs élevées
de di¤usion de la lumière, plus les mitochondries sont gon�ées moins la lumière est déviée.
Par conséquent, l�augmentation du volume est indirectement a¢ ché par une densité optique
décroissante. Cette relation est montrée linéaire [5], [15], [21]. Les expériences ont été réali-
sées au Helmholtz Zentrum München, institut de Mole-Toxicologie et pharmacologie claire
utilisant les mitochondries de foie de rat et le Ca2+ comme gon�ement inducteur.
Modèles existants : Bien que le processus de gon�ement mitochondrial induit par le

calcium est connue depuis plus de 30 ans, la modélisation mathématique n�a débuté que ré-
cemment. Il existe deux approches conceptuellement di¤érentes : Les modèles à micro-échelle
axés surine description détaillée de tous les processus biochimiques dans les mitochondries
simples [22], [25], et les modèles à macro-échelle qui visent directement à représenter le
gon�ement d�une population entière [5], [11], [17].
Dans la référence [11], les auteurs ont présenté un modèle mathématique qui est pour

première temps capable de décrire tout le temps la progression du gon�ement mitochon-
drial. Le modèle est sur la base de l�observation que les mitochondries varient au sein de la
sous-population concernant leur sensibilité pour l�induction de gon�ement comme il a été
décrit dans [26]. Il se compose d�une EDO pour le fraction de mitochondries gon�ées et
une équation de retard pour déterminer la population correspondante volume de ulation. Ce
modèle est en très bon accord avec les données obtenues expérimentalement et montre des
valeurs de paramètres cohérentes avec des concentrations croissantes de Ca2+. Dans [10], il
a été montré (voir Fig2.1, 14) la dépendance des courbes de gon�ement à di¤érents taux de
calcium concentrations et comment les courbes de gon�ement peuvent être modélisées avec
un simple calcul mathématique. Le paramètre le plus important du modèle, entre autres,
est la rétroaction paramètre et le paramètre décrivant le temps de gon�ement moyen des
mitochondries. L�analyse du modèle simple a également montré que les courbes de gon�e-
ment expérimentales ne peuvent être décrit de manière précise en incluant les commentaires
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positifs, sinon on ne pourrait pas recevoir la forme correcte des courbes de gon�ement. De
plus, di¤érents inducteurs de gon�ement et mitochondries provenant de di¤érents organes
peuvent être classés en comparant les valeurs optimales correspondantes des paramètres.
E¤ets spatiaux : Les expérimentations ont révélé la nécessité de prendre en compte les

e¤ets spatiaux. En e¤et, les modèles prenant en compte les e¤ets spatiaux sont discutés dans
[2] et [3]. La même quantité de Ca2+ est ajoutée à di¤érentes concentrations, c�est-à-dire
que les mitochondries sont exposés à des quantités de calcium identiques avec des niveaux
de pro�ls de concentration variables. Cette conduit à des formes di¤érentes des courbes de
gon�ement correspondantes, qui ne remontent qu�à les di¤érentes distributions de calcium.
Cela implique évidemment l�in�uence des e¤ets spatiaux. En particulier, la dépendance vis-à-
vis des processus locaux devient importante lorsque l�on pense aux mitochondries gon�ement
sec ayant lieu. Il existe deux mécanismes qui conduisent à Augmentation du Ca2+ (voir par
exemple [23], [24]) : libération interne du réticulum endoplasmique ou externe l�a­ ux �nal
de calcium du milieu extracellulaire. Les deux sources de calcium sont très localisées. De
plus, les mitochondries au sein des cellules ne sont pas distribuées au hasard mais résident
dans trois principales régions [18], ce qui renforce l�in�uence des e¤ets spatiaux.
Ce mémoire est organisé comme suit :
Le premier chapitre : Est consacré à des rappels d�usage sur les outils mathématiques

utilisés dans ce mémoire.
Dans le deuxième chapitre : On étudie un modèle mathématique couplé EDP /

EDO pour les variables dépendantes de la contraction des ions calcium et trois fractions de
mitochondries qui se distinguent par leur état d�activité de gon�ement.
Au troisième chapitre : On termine par une simulation numérique où on peut appliquer

les résultats obtenus.



Chapitre 1

Notions et Rappels

1.1 Equation di¤erentielle ordinaire

Dé�nition 1.1 Une équation di¤érentielle ordinaire, d�ordre n est une relation entre la

variable réelle t 2 I; I intervalle réel, et ses dérivées @x
@t
;
@2x

@t2
; :::;

@(n)x

@t(n)
au point t dé�nie par

,

F (t; x;
@x

@t
;
@2x

@t2
; :::;

@(n)x

@t(n)
) = 0; 8x 2 R�: (1.1)

Et on la note EDO.

1.2 Equation di¤erentielle partielle

1. Une EDP (équation aux dérivées partielles) est une équation dans laquelle on �gure
une fonction f de plusieurs variables indépendantes x1; :::; xn et des dérivées partielles
de f par rapport à ses variables,

F (x1; :::; xn; f;
@f

@x1
; :::;

@f

@xn
) = 0; 8x = (x1:::; xn) 2 R�; n 2 N (1.2)

2. Une telle équation est dite d�ordre m quand elle contient au moins une dérivé d�ordre
m sans en contenir d�autres d�ordre supérieur.

3. Toute fonction qui satisfait identiquement cette équation u = f(x1; ::; xn) appelée
solution de (1.2).

1.2.1 Classi�cation des EDP linéaires

a) EDP linéaires du 1er ordre :

Dé�nition 1.2 Une EDP linéaire du 1er ordre est de la forme suivante :

A(x; y)
@u

@x
+B(x; y)

@u

@y
+ C(x; y)u = D(x; y);

où A, B et C sont des fonctions de R2 dans R:

5



6

b) EDP linéaires du 2�eme ordre, à coe¢ cients constants :

Dé�nition 1.3 Une EDP linéaire du 2�eme ordre à coe¢ cients constants, est de la forme
suivante :

A
@
2
u

@x2
+B

@u2

@y@x
+ C

@
2
u

@y2
+D

@u

@x
+ E

@u

@y
+ Fu+G = 0: (1.3)

Remarque 1.1 Le type de l�EDP (1.3) dépend du signe de B2 � 4AC:
a) Si B2 � 4AC > 0, alors l�EDP est dite hyperbolique.
b) Si B2 � 4AC = 0, alors l�EDP est dite parabolique.
c) Si B2 � 4AC < 0, alors l�EDP est dite elliptique.

1.2.2 Gradient d�une fonction :

Dé�nition 1.4 Soit : �
f : 
 � Rn �! R;
(x1; :::; xn) 7�! f(x);

une fonction de class C1 (Rn) (n 2 N�) : le gradient de f , noté rf; est dé�ni par :

grad f(x) = rf(x) =
�
@f (x)

@x1
; :::;

@f (x)

@xn

�
:

Exemple 1.1 Soit :
f(x; y; z) = xy2 � yz2:

On a :
grad(f) = (y2; 2xy � z2; � 2yz):

Dé�nition 1.5 Soit :�
f : 
 � Rn �! Rn;
(x1; :::; xn) 7�! f(x) = (f1 (x) ; f2 (x) ; :::; fn (x)) ;

une fontion vectorielle (n 2 N�). On appelle divergence de f et on note div f , la fonction :

(x1; :::; xn) 7�! div(f(x)) =
@f1 (x)

@x1
+
@f2 (x)

@x2
+ :::+

@fn (x)

@xn
:

Exemple 1.2 Soit :
f(x; y; z) = (2x2y; 2xy2; xy):

On a :
div(f) = 8xy:

Dé�nition 1.6 Laplacien � :
On note x = (x1; :::; xn) 2 Rn, le symbole � désigne le laplacien de f , est dé�ni par :

�f(x) = divrf(x) = @2f (x)

@x21
+
@2f (x)

@x22
+ :::+

@2f (x)

@x2n
:
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Exemple 1.3 Soit

f(x; y; z) = 3x2y + 7 exp(3y)� 9 cos(z);
r(f) = (6xy; 21 exp(3y); 9 sin(z)):

on a

�f(x) = divrf(x);
�f(x) = 6y + 63 exp(3y) + 9 cos(z):

1.3 Convergence d�une suite de fonctions :

Dé�nition 1.7 ( convergence uniforme )
Soit (fn) une suite de fonctions dé�nies sur I � R, et f une autre fonction dé�nie
sur I. On dit que la suite (fn) converge uniformément vers f sur I lorsque :

kfn � fk1 = sup
x2I

jfn(x)� f(x)j �! 0 quand n! +1:

Dé�nition 1.8 ( convergence uniforme )
Soient I un intervalle de R; (fn) une suite de fonctions dé�nies sur I, et f dé�nie sur

I. On dit que (fn) converge uniformément vers f sur I si

8" > 0; 9n0 2 N; 8x 2 I; 8n > n0; jfn(x)� f(x)j < ":

Dé�nition 1.9 ( convergence simple )
Soit (fn) une suite de fonctions dé�nies sur I � R.

i) On dit que la suite (fn) converge simplement au point x0 de I lorsque la suite numérique
(fn(x0)) est convergente.

ii) On dit que la suite (fn) converge simplement sur I lorsqu�elle converge simplement en
tout point x0 de I, dans ce cas la fonction f est dé�nie sur I par :

f(x0) = lim
n!+1

fn(x0); x0 2 I;

est appelée limite simple de la suite (fn).

Dé�nition 1.10 ( convergence simple )
Soient I un intervalle de R; (fn) une suite de fonctions dé�nies sur I et f dé�nie sur I.

On dit que (fn) converge simplement vers f sur I si pour tout x appartenant à I, la suite
(fn(x)) converge vers f(x):
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1.3.1 Conditions aux limites

On considère l�équation :
��u = f; dans 
 � Rn:

1. Dirichlet si on impose sur une partie de @
;

u = g; sur �D � @
:

2. Neumann si on impose sur une partie de @
;
@u

@n
= g; sur �N � @
;

ou
@u

@n
= hru; ni avec n normal exterieure unitaire à 
:

3. Robin si on impose sur une partie de @
;
@u

@n
+ �u = g; sur �R � @
:

1.3.2 Théorème la convergence dominée

Théorème 1.1 Soit (fn)n2N une suite de fonctions mesurables sur un espace mesuré
(E;A; �), à valeurs réelles ou complexes, telle que :
� La suite de fonctions (fn)n2N converge simplement sur E vers une fonction f .
� Il existe une fonction intégrable g telle que :

8n 2 N; 8x 2 E; jfn(x)j 6 g(x):
Alors f est intégrable et

lim
n!1

Z
E

jfn � f j d� = 0:

En particulier :

lim
n!1

Z
E

fnd� =

Z
E

lim
n!1

fnd� =

Z
E

fd�:

1.3.3 Fonctions convexes

Dé�nition 1.11 Une fonction f est convexe sur un intervalle I si, pour tous x et y de I,
pour tout � 2 [0; 1] :

f(�x+ (1� �)y) 6 �f(x) + (1� �)f(y):
Elle est strictement convexe si,

8(x; y) 2 I2; x 6= y; 8� 2 ]0; 1[ ; f(�x+ (1� �)y) < �f(x) + (1� �)f(y):

1.3.4 Théorème de Picard-Lindelöf

Théorème 1.2 Soit D � R�Rn être un rectangle fermé avec (t0; y0) 2 D: Soit f : D ! Rn
soit une fonction continue en t et Lipschitz continue en y: Alors, il existe des � � 0 tels
que le problème de la valeur initiale ,

y
0
(t) = f(t; y(t)); y(t0) = y0:

A une unique solution y(t) dans l�intervalle [t0 � �; t0 + �]:
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1.3.5 Inégalité de Gronwall (Forme di¤érentielle)

Dé�nition 1.12 Si g > 0 et f sont fonctions continues et si l�équation di¤érentielle
suivante est véri�ée :

df(t)

dt
6 f(t)g(t); 8t 2 R�;

alors on a l�inégalité :

f(t) 6 f(t0) exp
�Z t

t0

g(s)ds

�
pour t > t0:

En particulier, si,
f(t0) = 0 alors 8t > t0 f(t) 6 0:

Remarque 1.2 Il est important de noter que la forme di¤érentielle du lemme de Gronwall
reste vraie sans l�hypothèse de positivité sur la fonction g. Pour plus de détail .

1.4 Opérateur adjoint et opérateur auto-adjoint

Dé�nition 1.13 Soient E un espace de Hilbert et A 2 L(E). Il existe un unique opérateur
continu de E dans E, noté A� et appelé l�adjoint de A, tel que,

hAx; yi = hx;A�yi ; 8x; y 2 E:

En outre, on a :
(A�)� = A et kA�k = kAk = kA�Ak

1
2 :

Un opérateur A 2 L(E) est dit auto-adjoint (ou parfois hermitien) si,

A� = A:

1.4.1 Fonctions localement intégrables

Dé�nition 1.14 Une fonction f localement intégrable sur I est une fonction intégrable sur
tout intervalle fermé borné contenu dans I.

Exemple 1.4 Si I 2 [�;+1[ cela signi�e que, pour tout x > �, l�intégrale
R x
�
f(t)dt existe,

ou encore que la fonction F : x 7!
R x
�
f(t)dt est dé�nie sur l�intervalle [�;+1[.

1.4.2 Espaces Lp (
) et Lploc (
)

Soit p un réel, p > 1.
Dé�nition 1.15 Espaces Lp (
) :

Lp (
) =

�
f dé�nie sur 
 à un ensemble négligeable près, telle que

Z



jf(x)jp dx <1
�
:

Dé�nition 1.16 Espaces Lploc (
) :

Lploc (
) = ff mesurable sur 
 telle que f 2 Lp (K) pour tout compact K � 
g :

Remarque 1.3 On a bien sûr Lp (
) � Lploc (
) :



Chapitre 2

Etude d�un modèle mathématique
couplé EDP-EDO de la mitochondrie
processus de gon�ements

2.1 Introdution

Dans ce chapitre on suppose trois sous-populations de mitochondries avec des volumes
correspondants di¤érents. N1(x; t) décrit la densité de mitochondries intactes et non
gon�ées, N2(x; t) contient des mitochondries qui sont dans le processus de gon�ement mais
pas complètement gon�ées etN3(x; t) décrit la densité des mitochondries complètement
gon�ées. La concentration en Ca2+ est notée u(x; t).
La transition des mitochondries intactes (non gon�ées) à des mitochondries complètement

gon�ées dépend de la concentration locale de calcium. À cela, on suppose que les mitochon-
dries ne se déplacent dans aucune direction et, par conséquent, les e¤ets spatiaux ne sont
introduits que par l�évolution du calcium. L�évolution des sous-populations mitochondriales
est modélisée par un système d�EDO, qui dépend de la variable spatiale x en termes de
paramètre.
On fait une analyse du gon�ement des mitochondries sur un domaine borné 
 � Rn avec

n = 2; 3. Ce domaine peut être soit le tube à essai, soit la cellule entière. La concentration
initiale en calcium u(x; 0) décrit la quantité ajoutée de Ca2+ pour induire le processus de
gon�ement. Cela conduit au système couplé EDP-EDO suivant déterminé par les non-
négatifs fonctions modèles f et g :

@u(x; t)

@t
= d1�u(x; t) + d2g(u(x; t))N2(x; t); (2.1)

@N1(x; t)

@t
= �f(u(x; t))N1(x; t); (2.2)

@N2(x; t)

@t
= f(u(x; t))N1(x; t)� g(u(x; t))N2(x; t); (2.3)

@N3(x; t)

@t
= g(u(x; t))N2(x; t): (2.4)

Avec d1 > 0 est le coe¢ cient de la di¤usion et d2 > 0 est le paramètre de rétroaction.

10
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Les conditions aux limites sont donnés par,

@vu = 0 sur @
: (2.5)

Et les conditions initiales sont :8>><>>:
u(x; 0) = u0(x);
N1(x; 0) = N1;0(x);
N2(x; 0) = N2;0(x);
N3(x; 0) = N3;0(x):

2.1.1 Fonction du modèle f

Le processus de transition de perméabilité mitochondriale dépend de la concentration en
calcium.
Si la concentration locale de Ca2+ est su¢ samment élevée, les pores de la membrane

interne sont forcés de s�ouvrir et un gon�ement mitochondrial est initié. Cela est décrit
mathématiquement par la transition des mitochondries de N1 à N2. La fonction de transition
correspondante f(u) est nulle jusqu�à un certain seuil C�, indiquant la concentration en ion
calcium nécessaire pour démarrer l�ensemble du processus.
A chaque fois que ce seuil de Ca2+ est atteint, la transition locale en ce point de N1à N2

sur N3 est inévitablement déclenchée. Pour plus de detail voir [21], ce processus est dépend
du calcium avec des concentrations plus élevées conduisant à une ouverture plus rapide des
pores. La fonction f(u) augmente donc dans u.
Le transfert des mitochondries non gon�ées à gon�ées est lié à l�ouverture des pores, c�est

pourquoi nous postulons également qu�il existe un certain taux de saturation f � a¢ chant le
taux de transition maximal. Ceci est biologiquement expliqué par un taux limité d�ouverture
des pores avec des concentrations croissantes de calcium.

Remarque 2.1 Le seuil d�initiation de f est crucial pour toute la procédure de gon�ement.
En fonction de la quantité et de l�emplacement des ions calcium ajoutés, il peut arriver
qu�au début, la concentration locale soit su¢ sante pour induire un gon�ement dans certaines
régions, mais après un certain temps en raison de la di¤usion, la concentration peut chuter
en dessous de C� n�est plus atteint. Ainsi nous n�avons qu�un gon�ement partiel et après
l�ensemble processus, il reste encore des mitochondries intactes. Néanmoins, il n�y a pas de
mitochondries dans l�état intermédiaire N2 .

2.1.2 Fonction du modèle g

Le changement de la population N2 se compose des mitochondries entre le processus de
gon�ement (provenant de N1 ) et les mitochondries deviennent complètement gon�ées(en
partant vers N3 ). Le passage de N2 à N3 est modélisé par la fonction de transition g(u).
Contrairement à la fonction f , nous n�avons pas ici de seuil et cette transition peut pas

être évité. Cette propriété est basée sur le mécanisme biologique. La perméabilisation de
la membrane interne en raison de l�ouverture des pores conduit à un a­ ux d�eau et donc
imparable gon�ement de la matrice mitochondriale. Ce processus lui-même est indépendant
de la présente concentration en calcium. En raison d�une taille de pores limitée, cet e¤et
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a également sa restriction et on a donc la saturation au niveau g�. Cependant, biologique-
ment, il n�est pas clair s�il existe d�autres in�uences du calcium sur cette seconde transition,
par exemple par l�ouverture des pores supplémentaires. Incluons de telles possibilités, nous
permettons une augmentation générale de g avec saturation au niveau g�. Dans [21], ils ont
prouvé qu�il existe di¤érentes sous-populations mitochondriales et ont donné les formes des
fonctions f et g.
La troisième populationN3 de mitochondries complètement gon�ées croît continuellement

en raison de la transition imparable de N2 à N3. Toutes les mitochondries qui ont commencé
à gon�er seront complètement gon�ées à la �n.

2.1.3 Évolution du calcium.

Le modèle consiste en des évolutions spatiales en termes de di¤usion calcium. En plus du
terme de di¤usion, l�équation de la concentration en calcium contient un terme de production
dépendant deN2, ce qui est justi�é par ce qui suit : Dans l�approche EDO [11] les auteurs ont
montré qu�il est essentiel d�inclure une rétroaction positive mécanisme. Il n�est pas possible
d�a¢ cher le comportement de gon�ement correct sans le positif rétroaction, même avec
le modèle beaucoup plus simple. Dans la communauté biologique, il y a aucun doute sur
l�existence du retour positif. Cet e¤et accélérateur est induit par le calcium stocké à l�intérieur
des mitochondries, qui est en outre libéré une fois que la mitochondrite devient complètement
gon�ée. En raison d�une quantité �xe de Ca2+ stocké , nous supposons que la quantité
du calcium supplémentaire libérée est proportionnelle au nouveau complètement gon�é les
mitochondries, c�est-à-dire les mitochondries quittant N2 et entrant dans N3. Ici les retours
le paramètre d2 décrit la quantité de calcium stocké.
Dans ce travail, nous nous intéressons à la bonne pose et au comportement à long terme

des solutions. L�existence unique de la solution globale est obtenue par la cartographie de
contraction principle. De plus, nous présentons une classi�cation des pro�ls limites. En fonc-
tion d�un a priori étant donné le seuil, nous montrons deux scénarios possibles, à savoir un
gon�ement partiel et complet.

2.2 Problème bien-posé

Le modèle couplé EDO-EDP 2.1 � 2.5 décrive le processus du gon�ement mitochon-
drial va maintenant être analysé mathématiquement. Dans un premier temps, nous voulons
montrer l�existence et unicité de la solution (u;N1; N2; N3) sur l�espace des phases L2(
).
A cet e¤et on suppose quelques hypothèses sur les fonctions modèles f et g:
On donne maintenant des hypothèses mathématiques précises sur f et g:

Condition 2.1 Les fonctions de modèle f : R ! R et g : R ! R ont les propriétés
suivantes :

(i) Non-négativité et Limite :

0 � f(s) 6 f � <1; 8s 2 R;
0 � g(s) 6 g� <1; 8s 2 R; avec f �; g� > 0:
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(ii) Continuité de Lipschitz :

jf(s1)� f(s2)j 6 Lf js1 � s2j ; 8s1; s2 2 R;
jg(s1)� g(s2)j 6 Lg js1 � s2j ; 8s1; s2 2 R avec Lf ; Lg > 0:

La loi de conservation suivante :

N(x; t) = N(x) := N1;0(x) +N2;0(x) +N3;0(x); 8t > 0; 8x 2 
: (2.6)

C�est-à-dire que la population totale N := N1(x; t) + N2(x; t) + N3(x; t) ne change
pas et est donnée par la somme des données initiales. En fait, en ajoutant trois équations
(2) + (3) + (4), on obtient @tN = 0. Le théorème suivant donne le résultat souhaité de bien
posé.

Théorème 2.1 Soit 
 � Rn borné. Supposons les conditions (2:1) être satisfait, alors il
vient :

Pour toutes les données initiales u0 2 L2(
) et Ni;0 2 L1(
); (i = 1; 2; 3), le système
2.1�2.5 possède une solution globale unique (u; N1; N2; N3) dont les composantes satisfont

u 2 C([0; T ];L2(
)); Ni 2 L1([0; T ]; L1(
)); (i = 1; 2; 3);

p
t
@u

@t
;
p
t�u 2 L2([0; T ];L2(
)); pour tous T > 0:

Preuve. Notons d�abord que par 2:6 les fonctions inconnues essentielles peuvent être prises
comme (u;N1; N2). Laisser XT := C([0; T ]; L

2(
)) et dé�nir le mappage

ß: u 2 XT ! Nu := (Nu
1 ; N

u
2 )! bu =ß(u):

Ici pour un u 2 XT donné , Nu = (Nu
1 ; N

u
2 ) désigne la solution du problème EDO :

@tN
u = (�f(u)Nu

1 ; f(u)N
u
1�g(u)Nu

2 ) =: F
u(Nu) ; Nu(x; 0) = (N1;0(x)+N2;0(x)): (2.7)

Et û désigne la solution du problème EDP par :

@bu = d1�bu+ d2g(bu )Nu
2 ; @vbu j@
= 0; bu(x; 0) = u0(x): (2.8)

De toute évidence, par Condition 2.1 F u est Lipchitz continu à partir de Y = L1(
)�
L1(
) dans lui-même, le théorème de Picard-Lindelöf assure l�existence de la solution
globale unique Nu 2 C([0;1);Y ) de 2.7 pour chaque u 2 XT . De plus, puisque l�ap-
plication u 7! g(u)Nu

2 est Lipchitz continue de L
2(
) en lui-même par la condition 2.1,

l�argument standard montre que 2.8 a l�unique solution û 2 C([0;1);L2(
)) satisfaisantp
t@tû;

p
t�û 2 L2loc((0;1);L2(
)) ( voir par exemple [4], [9] ou de manière plus abstraite

dans [6], [19] ). A�n de montrer que ßdevient une application de contraction dans XT pour
un nombre su¢ samment petit T 2 (0; 1], nous allons établir des estimations a priori pour la
di¤érence de deux solutions.
Nous mettons :
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�u = u1 � u2 , �Nj = Nu1
j �Nu2

j (j = 1; 2) ; �bu = bu1 � bu2;
où Nui = (Nui

1 ; N
ui
2 ) est la solution de 2.7 avec u = ui , N

ui (x; 0) = (N1;0(x); N2;0(x))
et ûi est la solution de 2.8 avec Nu

2 = N
ui
2 , ûi(x; 0) = u0(x). Alors �Nj et �û satisfont :

@t�N1 = �f(u1)�N1 + (f(u2)� f(u1))Nu2
1 ; (2.9)

@t�N2 = f(u1)�N1 + (f(u1)� f(u2))Nu2
1 � g(u1)�N2 + (g(u2)� g(u1))Nu2

2 ; (2.10)

@t�bu = d1��bu+ d2g(bu1)�N2 + d2(g(bu1)� g(bu2))Nu2
2 ; (2.11)

�N1(0) = 0; �N2(0) = 0; �bu(0) = 0: (2.12)

Alors en vertu de la borne de f et g, on obtient :

kNui
1 (t)kL1(
) � kN1;0(t)kL1(
) e

(f�t) = C1(t) 8t � 0; (2.13)

kNui
2 (t)kL1(
) � (kN1;0(t)kL1(
) e

(f�t)

+ kN2;0(t)kL1(
))e
(g�t) = C2(t) 8t � 0: (2.14)

Étape 1 En multipliant 2.9 par �N1 et en utilisant la continuité et la positivité de Lipschitz
de f , on obtient :

d

dt
k�N1(t)kL2(
) � Lf kN

u2
1 kL1(
) k�u(t)kL2(
) k�N1(t)kL2(
) :

D�où par 2.12 et 2.13, on obtient :

k�N1(t)kL2(
) � LfC1(T )
Z t

0

k�u(s)kL2(
) ds; 8t 2 [0; T ]: (2.15)

Étape 2 En multipliant 2.10 par �N2 et en utilisant la continuité de Lipschitz de f; g, la
positivitéde g, bornage de f , 2.13 et 2.14, on a maintenant :

d

dt
k�N2kL2(
) � f � k�N1kL2(
) + Lf k�ukL2(
) kN

u2
1 kL1(
) + Lg k�ukL2(
) kN

u2
2 kL1(
) ;

� f � k�N1kL2(
) + (LfC1(T ) + LgC2(T ))| {z }
=:C1;2(T )

k�u(t)kL2(
) :

Alors par 2.12 et 2.15, on obtient :

k�N2kL2(
) � (f �LfC1(T )T + C1;2(T ))| {z }
=:C3(T )

Z t

0

k�u(s)kL2(
) ds; 8t 2 [0; T ]: (2.16)

Étape 3 En multipliant 2.11 par �u et en utilisant la continuité et la bornage de Lipchitz
de g, nous avons :

d

dt
k�bu(t)kL2(
) � d2g� k�N2(t)kL2(
) + d2Lg k�bu(t)kL2(
) kNu2

2 (t)kL2(
) :



15

Ainsi par 2.16 et 2.12, on obtient pour tout t 2 (0; S] et S 2 (0; T ];

k�bu(t)kL2(
) � d2g�C3(T )S2 max0�t�S
k�u(t)kL2(
)+d2LgC2(T )

Z t

0

k�bu(s)kL2(
) kNu2
2 (t)kL2(
) ds:

Par conséquent, nous trouvons

kß(u1)�ß(u2)kxs = kbu(t)kxs � d2g�C3(T )S2 exp(d2LgC2(T )s) k�ukxs
= d2g

�C3(T )S
2 exp(d2LgC2(T )s) ku1 � u2kxs :

Il existe donc un T0 su¢ samment petit en fonction de T et d�autres paramètres mais
passur les données initiales telles que ßpossède un unique point �xe u 2 XT0 . En d�autres
termes,(u;Nu

1 ; N
u
2 ) donne une solution du système 2:1 � 2:5. L�unicité de (Nu

1 ; N
u
2 ) suit de

2:15 et 2:16 directement. Comme T0 > 0 ne dépend pas du choix des données initiales, il est
facile de voir que cette solution locale peut être continuée jusqu�à [0; T ] pour tout T .
Les variables du modèle ont une signi�cation biologique et il est donc important de

montrer que ils sont non négatifs. Ceci est fait dans ce qui suit.

Proposition 2.1 Soit toutes les hypothèses du théorème 2.1 véri�ées et en plus supposons
que,

u0 � 0; N1;0 � 0; N2;0 � 0; N3;0 � 0:

Alors la solution (u;N1; N2; N3) préserve la non-négativité. De plus N1; N2 et N3 sont
uniformément bornés dans 
� [0;1).
Preuve.

1.)Non-négativité : Multiplier les équations par la partie négative des solutions (u�; N�
1 ; N

�
2 ; N

�
3 ),

v� = max(�u; 0). Ensuite, en utilisant la continuité de Lipchitz de f; g et l�inégalité de
Grunwald, on peut en déduire que (u�(t); N�

1 (t); N
�
2 (t); N

�
3 (t)) sont tous 0 pour tout

t > 0.

2.)Borné uniforme de (N1; N2; N3) : A partir de la loi de conservation 2:6 et de la non-
négativité prouvée des parties EDO, N1; N2 et N3 il suit immédiatement,

0 � Ni(x; t) �


N



L1(
)
8t � 0; a.e. x 2 
; i = 1; 2; 3: (2.17)

2.3 Comportement asymptotique des solutions

Maintenant, le comportement à long terme de la solution (u;N1; N2; N3) est étudié. Ce
comportement est fortement dépendant de la structure particulière des fonctions modèles f
et g.

Proposition 2.2 Soit toutes les hypothèses du théorème 2.1 et de la proposition 2.1
véri�ées et en plus supposons u0 6= 0. Alors l�unique solution u est strictement positive pour
t > 0 et devient bornée en dessous par a constante strictement positive :

9t� > 0 et 9% > 0 : u(x; t) � % > 0 8t � t� x 2 
:
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Preuve. La solution u satisfait le problème EDP,

@tu = d1�u+ d2g(u)N2; @vuj@
 = 0; u(x; 0) = u0(x): (2.18)

Pour la preuve nous introduisons une sous-solution u de 2:18 par :

@tu = d1�u; @vuj@
 = 0; u(x; 0) = u0(x): (2.19)

Puisque d2g(u)N2 � 0, il résulte du principe de comparaison que,

u(x; t) � u(x; 0) 8(x; t) 2 
T := 
� (0; T ]:

En comparant u avec la sous-solution u � 0 de 2:19 et en appliquant la parabolique forte
principe du maximum, on obtient la borne stricte u(x; t) > 0.
De plus, on note que le principe du maximum de Hop ainsi que le fait u(x; t) > 0 et la

condition aux limites de Neumann homogène assure la stricte positivite de u(x; t) > 0 sur
la frontière. Ainsi nous trouvons que :

9t� > 0; 9% > 0 tel que min
x2


u(x; t�) � % > 0:

Alors u% � % satisfait,

@tu% � d1�u% = @tu� d1�u @vu%
��
@

= @vuj@
 = 0; 8t � t�; u%(x; t�) � u(x; t�):

En appliquant à nouveau le principe de comparaison, on obtient :

u(x; t) � u(x; t) � u% � % 8t � t� 8x 2 
:

Ce résultat est maintenant utilisé pour obtenir des informations sur le type de convergence
au cours du temps à l�in�ni. Pour cela, nous avons besoin d�hypothèses supplémentaires sur
les fonctions f et g:

Condition 2.2 Soit les fonctions modèles f : R ! R et g : R ! R remplissant la condi-
tion 2.1. De plus, nous supposons qu�il existe des constantes C� > 0, m1 > 0;m2 > 0;
�0 > 0 et %0 > 0 telles que le les a¢ rmations suivantes :

(i) Seuil de départ :

f(s) = 0; 8s 6 C�;
g(s) = 0; 8s 6 0:

(ii) Lissé dans [C�; C� + �0] :

m1(s� C�) � f 0(s) � m2(s� C�); 8s 2
�
C�; C� + �0

�
:

(iii) Limites inférieures :

f(s) � f(C� + �0) > 0; 8s � C� + �0;
g(s) � g(%0) > 0; 8s � %0 > 0:
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(iv) Monotonie dans [0,%0] :

g0(s) > 0 8s 2 [0; %0]:

F igure1� Un exemple typique de f F igure2� Un exemple typique de g
A�n de montrer plusieurs résultats de convergence, nous avons besoin de la proposition

suivante, qui peut être facilement dérivé du lemme de Grunwald standard.

Proposition 2.3 Soient y(t) et a(t) des fonctions non négatives avec y 2 C1([t0; t1)) et
a 2 C([t0; t1)) pour 0 � t0 < t1 � 1. Supposons que y satisfait pour un certain 
0 > 0;

d

dt
y(t) + 
0y(t) � a(t) t0 � t < t1: (2.20)

Alors les estimations suivantes sont vraies,

(i)

Si a(t) � C dans [t0; t1); alors y(t) � y(t0) +
C


0
8t 2 [t0; t1):

(ii)

Si t1 = +1 et

1Z
t0

a(t)dt <1; alors y(t) � y(s) e�
0(t�s) +
1Z
s

a(t)dt;

pour tout s 2 [t0;+1): En particulier y(t)! 0 lorsque t! +1:

L�inégalité di¤érentielle multipliant par e
0t , on obtient facilement :

y(t) � y(t0)e�
0(t�t0) +
tZ

t0

a(s)e�
0(t�s)ds:

Par conséquent, à l�aide des calculs simples, nous pouvons déduire les énoncés ci-dessus.
Le théorème suivant donne des informations sur la forte convergence de la solution.
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Théorème 2.2 Soit la condition 2.2 et les hypothèses de la proposition 2.1 satisfaites.
Ensuite nous avons le suivant résultats de convergence forte :

N1(x; t)
t!1�! N1

1 (x) > 0; dans Lp(
); 1 6 p <1; (2.21)

N2(x; t)
t!1�! N1

2 (x) � 0; dans Lp(
); 1 6 p <1; (2.22)

N3(x; t)
t!1�! N1

3 (x) 6


N



L1(
)
; dans Lp(
); 1 6 p <1; (2.23)

u(x; t)
t!1�! u1(x) � C; dans L2(
): (2.24)

Preuve.

(1) D�après l�équation du modèle 2.2 et le résultat de non-négativité,

@tN1(x; t) = �f(u(x; t))tN1(x; t) � 0 8t � 0 a:e x 2 
:

La suite est donc non croissante et bornée en dessous par 0, d�où découle la convergence,

N1(x; t)
t!1�! N1

1 (x) > 0 a:e x 2 
: (2.25)

De plus, par 2.17 on trouve,

jN1
1 (x)j �



N


L1(
)

; N1(x; t) = jN1(x; t)j �


N



L1(
)
a:e x 2 
; t 2 (0;1):

Puis en vertu du théorème de convergence dominée de Lebesgue, nous concluons que
N1(:; t) converge vers N1

1 (:) fortement dans L
1(
) lorsque t ! 1. Ainsi pour en déduire

2.21, il su¢ t d�utiliser la relation

kN1(t)�N1
1 k

p
Lp(
) � (kN1(t)kL1(
) + kN

1
1 kL1(
))p�1 kN1(t)�N1

1 kL1(
) :

(2) Comme pour N3(x; t), l�équation du modèle 2.4 donne,

@tN3(x; t) = g(u(x; t))N2(x; t) � 0 8t � 0 a:e: x 2 
:

PuisqueN3(x; t) est borné au-dessus par


N



L1(
)
, la monotonie donne la quasi-totalité-

où la convergence,

N3(x; t)
t!1�! N1

3 (x) �


N



L1(
)
pour a:e: x 2 
: (2.26)

De plus jN3(x; t)j est également dominé par


N



L1(
)
, puis par les mêmes arguments

pour N1 ci-dessus on peut en déduire 2.23.

(3) En combinant 2.6 avec 2.25 et 2.26, on obtient facilement la convergence presque par
tout de N2

N2(x; t)
t!1�! N1

2 (x) = N(x)�N1
1 (x)�N1

3 (x) pour a:e: x 2 
:
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Et la convergence dans Lp(
) suit immédiatement comme précédemment,

N2(:; t)
t!1�! N1

2 (x) fortement dans L
p(
)(1 � p <1) lorsque t!1: (2.27)

(4) Ici , nous allons montrer que N1
2 (x) � 0. A cet e¤et, notons d�abord que le l�intégration

de 2.4 sur (0; t) donne,

0 �
Z t

0

g(u(x; s))N2(x; s)dt = N3(x; t)�N3(x; 0) �


N



L1(
)
8t > 0: (2.28)

Alors d�après 2.28, Proposition 2.2 et (iii), (iv) de la Condition 2.2, il découle,

j
j


N



L1(
)
�
Z



Z t

0

g(u(x; s))N2(x; s)dsdx � g(%)
Z



Z t

t�
N2(x; s)dsdx;

où % = min(%; %0) > 0. On obtient donc,Z 1

t�

kN2(t)kL1(
) dt = kN2kL1(t�;1;L1(
)) �
j
j
g(%)



N


L1(
)

: (2.29)

Il existe donc une suite ftkgk2N avec tk !1 telle que la limite,

lim
k!1

kN2(t)kL1(
) = 0:

Alors 2.27 implique la limite,

lim
k!1

Z



N2(x; tk)dx =

Z



N1
2 (x)dx = 0:

D�où N1
2 (x) � 0 pour p.p x 2 
:

(5) A�n de montrer les propriétés de convergence de u, nous utilisons l�orthogonal suivant
décomposition,

u(x; t) = a1(t)'1(x) + '
?(x; t): (2.30)

Où '1(x) � C' = j
j
�1
2 est la fonction propre pour la première valeur propre �1 = 0 de

�� avec la condition aux limites de Neumann homogène et '?(x; t) est orthogonal à '1(x)
,c�est à dire,

'?(x; t) 2 H? = fw 2 H2(');

Z



w(x)dx = 0; @vwj@
 = 0g: (2.31)

En multipliant 2.1 par �1(x) et en utilisant l�intégration par parties, on obtient :

d

dt
a1(t) = d2C'

Z



g(u(x; t))N2(x; t)dx � 0; a1(t) = C'
Z



u(x; t)dx; (2.32)

La fonction a1(t) est donc non décroissante en t: De plus, en substituant la relation
g(u(x; t))N2(x; t) = @tN3(x; t) dans 2.32, on obtient :

a1(t) = a1(0) + d2C'(

Z



N3(x; t)dx�
Z



N3(x; 0)dx; (2.33)
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� C' j
j
1
2 ku0kL2(
) + j
j



N


L1(
)

= Ca1 <1

Ainsi on trouve :
a1(t)! a11 t!1: (2.34)

Pour montrer que u converge vers une fonction a constante, il su¢ t donc de montrer que
�?(t; x)! 0 comme t!1 pour p.p. x 2 
:
Ici par l�inégalité de Wirtinger (voir [7] ), on obtient :

kvkL2(
) � Cw krvkL2(
) pour tout v 2 fv 2 H1(H);

Z



v(x)dx = 0g:

De plus, pour tout v 2 H?, en utilisant le fait que v satisfait le Neumann homogène
condition aux limites et l�inégalité de Wirtinger à nouveau, nous obtenons :

krvk2L2(
) = (v;��v)L2(
) � kvkL2(
) k�vkL2(
) � Cw krvkL2(
) k�vkL2(
) 8v 2 H?:

On obtient ainsi :

kvkL2(
) � Cw krvkL2(
) � C2w k�vkL2(
) 8v 2 H?: (2.35)

La substitution de la décomposition 2.30 dans le EDP 2.1 conduit à,

d

dt
a1(t)'1 + @t'

?(x; t) = d1�'
?(x; t) + d2g(u(x; t))N2(x; t): (2.36)

En multipliant 2.36 par '? , on obtient :

1

2

d

dt



'?(t)

2
L2(
)

+ d1


r'?(t)

2

L2(
)
= d2

Z



g(u(x; t))N2(x; t)'
?(x; t)dx: (2.37)

Alors par 2.35 et l�inégalité de Hölder, on obtient :

d

dt



'?(t)

2
L2(
)

+
d1

(Cw)2


'?(t)

2

L2(
)
� d22Cw

2

d1
kg(u(t))N2(t)k2L2(
) : (2.38)

Ici, nous notons que 2.29 implique,Z 1

0

Z



jg(u(x; t))N2(x; t)j2 dxdt � j
j
g�2

g(%)



N


L1(
)

<1: (2.39)

Puis en appliquant (ii) de la proposition 2.3 avec,

y(t) =


'?(t)

2

L2(
)
; a(t) =

d22Cw
2

d1
kg(u(t))N2(t)k2L2(
) et 
0 =

d1
(Cw)2

:

on en déduit,

'?(x; t)! 0 comme t!1 fortement dans L2(
): (2.40)

ce qui implique 2.24 avec u1(x) = a11 C':
Nous pouvons obtenir d�autres estimations :
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Proposition 2.4 Sous les hypothèses du théorème 2.2, les a¢ rmations supplémentaires
suivantes sont véri�és :

r'?(x; t) = ru(x; t) t!1! 0 dans L2(
) , (2.41)

sup
t>0
ku(t)kL2(
) <1; sup

t>0



'?(t)


L2(
)

<1;
Z 1

0



r'?(t)

2
L2(
)

dt <1; (2.42)

sup
t��



r'?(t)


L2(
)

<1;
Z 1

�



�'?(t)

2
L2(
)

dt <1 pour tout � > 0: (2.43)

Preuve. Puisque u 2 C([0;1);L2(
)), le fait que u(x; t) = a1(t)C' + '?(x; t) ! a11 C' et
'?(x; t) ! 0 dans L2(
) car t ! 1 implique le bornitude uniforme de u(t) et '?(t) dans
L2(
). D�où en intégrant 2.37 sur (0;1) par rapport à t, on en déduit 2.42. La convergence
2.41 peut être obtenue par des arguments similaires au cas précédent '?(x; t)! 0. En fait,
en multipliant 2.36 par ��'? et en utilisant 2.35, on obtient

d

dt



r'?(t)

2
L2(
)

+
d1

(CW )2


r'?(t)

2

L2(
)
� d22(Cw)

2

d1
kg(u(t))N2(t)k2L2(
) : (2.44)

Alors pour dériver 2.41, il su¢ t d�appliquer la proposition 2.3 dans [t0;1) avec t0 > 0
et u(t0) 2 H1(
) (voir 2.39). L�existence d�un tel temps positif t0 est assuré par le dernier
rapport de 2.42. Pour tout � > 0, choisis 0 < t0 < � de sorte que u(t0) 2 H1(
). Puisque :

(d2Cw)
2

d1
kg(u(t))N2(t)k2L2(
) �

(d2Cw)
2

d1
g�


N

2

L2(
)
: (2.45)

On peut appliquer (i) de la proposition 2.3 avec t0 = t0 , t1 =1, 
0 =
d1

(CW )2
et C =

(d2Cw)
2

d1
g�


N

2

L2(
)
pour conclure que supt�� kru(t)k

2
L2(
) = supt��



r'?(t)

2
L2(
)

< 1.
La multiplication de 2.36 par ��'? donne aussi :

d

dt



r'?(t)

2
L2(
)

+ d1


r'?(t)

2

L2(
)
� d22
d1
kg(u(t))N2(t)k2L2(
) : (2.46)

Ici, nous avons utilisé l�inégalité de Cauchy-Schwarz pour le membre de droite. D�où
l�intégration 2.46 sur [�;1), on en déduit 2.43.

2.4 Classi�cation des gon�ements partiels et complets

Le processus de gon�ement mitochondrial et son étendue dépendent de la dose locale de
calcium. Si la concentration initiale u0 reste inférieure au seuil d�initiation C� en tout point
x 2 
 et N2;0 = 0, alors aucun gon�ement ne se produira et nous avons Ni(x; t) � Ni;0(x)
8x 2 
, i = 1; 2; 3 pour tout t > 0.
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Un autre scénario possible est le soi-disant « gon�ement partiel » . Cet e¤et de gon�ement
partiel se produit dans les expériences et peut également être vu dans les simulations lorsque
le calcium initial la concentration se situe au-dessus de C� dans une petite région mais en
raison de la di¤usion, elle ne reste pas au-dessus ce seuil pendant tout le temps. Cela conduit
au cas où il existe un temps �ni T1 tel que N1(x; t) = N1(x; T1) 8t 2 T1 .
Mais si la distribution initiale du calcium ainsi que l�in�uence de l�alimentation positive-

est su¢ samment haut, alors un « gon�ement complet » se produit, ce qui signi�eN1(x; t)!
0 et N3(x; t)! N(x) pour tout x 2 
 lorsque t!1.
Comme il a été montré précédemment, pour les deux cas, il considère que N2(x; t) ! 0

lorsque t!1.

Condition 2.3 Que l�hypothèse des conditions 2.1 et 2.2 soit véri�ée. De plus, nous
supposons une plus grande régularité de la donnée initiale :

N1;0 2 H1(
); N2;0 2 H1(
):

Un point crucial pour distinguer le gon�ement partiel du gon�ement complet est de
véri�er si f(u) reste positive à tout moment. Pour cela il faut avoir une convergence uniforme
de u(x; t) à u1 � a11 C' . On n�a jusqu�ici que la convergence forte dans L2(
). Donc notre
objectif maintenant est de montrer la convergence uniforme, ce qui s�avère être une tâche
considérable.

Théorème 2.3 Soit N � 3 et la condition 2.3 satisfaites, alors les a¢ rmations supplé-
mentaires suivantes sont véri�ées :

sup
t>0
(krN1(t)kL2(
) + krN2(t)kL2(
)) <1; (2.47)

sup
t��



�'?(t)


L2(
)

<1 8� > 0; (2.48)

ku(t)� u1kL1(
) ! 0 lorsque t!1: (2.49)

Preuve. Notons d�abord que H2(
) est continûment plongé dans l�espace de Hölder C�(
)
d�ordre � 2 (0; 1), puisque N � 3. De plus en raison de l�inégalité d�interpolation avec l�aide
de 2.35, on obtient :

ku(t)� u1kC�(
) � C� kr(u(t)� u1)k�L2(
) k�(u(t)� u1)k
1��
L2(
) ;

= C�


r'?(t)

�

L2(
)



�'?(t)

1��
L2(
)

;

� C� sup
t>1



�'?(t)

1��
L2(
)



r'?(t)

�
L2(
)

8t 2 [1;1):

Il est donc facile de voir que 2.49 découle de 2.48, puisque nous connaissons déjà


r'?(t)



L2(
)

t!1!
0 par 2.41. A�n de montrer 2.48, nous introduisons une équation auxiliaire. Appliquer A

1
2

au EDP 2.1 , on obtient :

@tA
1
2u+ d1A

3
2u = d2A

1
2 (g(u)N2):
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Puisqu�il sera montré plus tard que A
1
2 (g(u)N2) 2 L21([0;1);L2(
)), la régularité stan-

dard le résultat assure que @tA
1
2u et A

3
2u appartiennent aussi à L21([0;1);L2(
)). Puis en

multipliant par A
3
2u, on obtient :

1

2

d

dt
kAu(t)k2L2(
) + d1




A 3
2u(t)




2
L2(
)

= d2(A
1
2 (g(u(t))N2(t)); A

3
2u(t))L2(
):

On obtient donc,

1

2

d

dt
k�u(t)k2L2(
) +

d1
2




A 3
2u(t)




2
L2(
)

� d22
2d1

kr(g(u(t))N2(t))k2L2(
) ;

� d22
d1




g0(u(t))ru(t)N2(t)


2
L2(
)

+
d22
d1
kg(u(t))rN2(t)k2L2(
) :

Ici, il est clair que Au = A'? = ��'? et
R


��'? = 0, on peut donc appliquer la

méthode de Wirtinger inégalité pour ��'? . On obtient ainsi :

d

dt



�'?(t)

2
L2(
)

+
d1
Cw2



�'?(t)

2
L2(
)

� 2d22
d1
L2g


N

2

L1(
)



r'?(t)

2
L2(
)

+
2d22
d1
krN2(t)k2L2(
) (2.50)

Ici, nous supposons l�estimation suivante, qui sera montrée plus tard.

sup
t�0
krN2(t)kL2(
) � CN2 <1; (2.51)

qui assure que le second terme du membre de droite de 2.50 est borné par quel que
constante C4 pour tout t 2 (0;1).
De plus, puisque d�après le théorème 2.1, la solution u satisfait

p
t�u 2 L2(0; T ;L2(
)),

pour chaque � > 0, il existe une constante C5 et �2 (0; �) telles que

�'?(�)

2
L2(
)

� 1

�
C5

De plus 2.43 assure que le premier terme du membre de droite de 2.50 est borné par une
constante C6 pour tout t 2 (�;1):
Ainsi pour en déduire 2.48, il su¢ t d�appliquer la proposition 2.3 à 2.50 avec,

t0 = �; t1 =1; 
0 =
d1
Cw2

; C = C4 + C6:

Ensuite, a�n de montrer la convergence uniforme de u(t) ! u1, il su¢ t de véri�er
2.51.Pour cela, nous commençons par l�estimation de rN1(t).
L�application du gradient à l�équation du modèle 2.2 conduit à,

@trN1 = �f
0
(u)ruN1 � f(u)ruN1: (2.52)

On note ici que puisque f est Lipchitz et u 2 H1(
), f
0
(u)r existe C�est-à-dire x 2 


et appartient à H1(
) ( voir par exemple [12]] et [16] ).
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En multipliant 2.52 par rN1(t), on obtient :

1

2

d

dt
krN1(t)k2L2(
) �

Z



���f 0(u(x; t))��� jru(x; t)j jN1(x; t)j jrN1(x; t)j dx
�
Z



f(u(x; t)) jrN1(x; t)j2 dx: (2.53)

Ici, nous rappelons :

u(x; t) = a1(t)C' + '
?(x; t); a1(t)C' " u1 = a11 C' comme t " 1: (2.54)

Au vu de la Condition 2.2, nous décomposons 
 en 3 parties :


1(t) : =
�
x 2 
; u(x; t) 6 C�

	
;


2(t) : =
�
x 2 
; C� < u(x; t) 6 C� + �0

	
;


3(t) : =
�
x 2 
; C� + �0 < u(x; t)

	
;

Alors (i) de la Condition 2.2 implique que f 0(u(x; t)) = 0 dans 
1(t). Selon le compor-
tement de f

0
(u(x; t)) dans 
2(t), il faut distinguer les deux cas

(I) u1 � C� et (II) u1 > C�:

Cas (I) Nous prenons d�abord un regard sur le cas u1 � C� .
Sur 
2(t), compte tenu de (ii) de la Condition 2.2 et 2.54, on a :

0 � m1(u(x; t)� C�) � f
0
(u(x; t)) � m2(u(x; t)� C�);

� m2(u
1 + '?(x; t)� C�) � m2'

?(x; t);

) jf 0(u(x; t))j � m2

��'?(x; t)�� sur 
2(t):

En substituant cette estimation dans 2.53, on obtient :

1

2

d

dt
krN1(t)k2L2(
) � m2



N


L1(
)

Z

2(t)

��'?(x; t)�� jru(x; t)j jrN1(x; t)j dx
+


N



L1(
)

Z

3(t)

���f 0(u(x; t))��� jru(x; t)j jrN1(x; t)j dx (2.55)
�
Z



f(u(x; t)) jrN1(x; t)j2 dx:

La première intégrale peut être encore estimée comme suit :Z

2(t)

��'?(x; t)�� jru(x; t)j jrN1(x; t)j dx �


'?(t)ru(t)



L2(
)
krN1(t)kL2(
) ;

�


'?(t)



L4(
)
kru(t)kL4(
) krN1(t)kL2(
) ;

� C2H1



'?(t)


H1(
)

kru(t)kH1(
) krN1(t)kL2(
);
� C7



r'?(t)


L2(
)



�'?(t)


L2(
)

krN1(t)kL2(
) :
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Ici, nous avons utilisé le théorème de plongement de Sobolev, l�estimation elliptique dans
L2(
) et la méthode de Wirtinger inégalité ( CH1 est la constante de plongement pour
H1(
) � L4(
) et C7 est une constante sur CH1 , CW ).
Pour la seconde intégrale sur 
3(t), en rappelant que f(u(x; t)) � f(C� + �0) > 0 dans


3(t) par (iii) de la Condition 2.2, on a

p
f(u(x; t))p
f(u(x; t))

; on obtient :



N


L1(
)

Z

3(t)

jf 0(u(x; t))jp
f(u(x; t))

jru(x; t)j
p
f(u(x; t)) jrN1(x; t)j dx

�



N


L1(
)

2

Z

3(t)

jf 0(u(x; t))j2

f(u(x; t))
jru(x; t)j2 dx+ 1

2

Z

3(t)

f(u(x; t)) jrN1(x; t)j2 dx;

�



N


L1(
)

2

L2f
f(C� + �0)



r'?(x; t)

2
L2(
)

+
1

2

Z

3(t)

f(u(x; t)) jrN1(x; t)j2 dx:

La substitution de ces résultats dans 2.55 conduit à :

1

2

d

dt
krN1(t)k2L2(
) 6 m2



N


L1(
)

C7


r'?(t)



L2(
)



�'?(t)


L2(
)

krN1(t)kL2(
)

+



N


L1(
)

2

L2f
f(C� + �0)



r'?(x; t)

2
L2(
)

� 1
2

Z

3(t)

f(u(x; t)) jrN1(x; t)j2 dx:

Par l�inégalité de Young, il existe une constante C8 telle que :

d

dt
krN1(t)k2L2(
) 6 C8



r'?(t)


L2(
)

+ C8


�'?(t)



L2(
)
krN1(t)kL2(
) :

L�intégration de ceci sur (�; t) donne :

krN1(t)k2L2(
) � krN1(�)k2L2(
) + C8
Z 1

0



�'?(t)

2
L2(
)

dt

+C8

Z t

�



�'?(s)

2
L2(
)

krN1(s)k2L2(
) ds: (2.56)

Notons ici que 2.53 donne :

d

dt
krN1(t)kL2(
) 6



N


L1(
)

Lf


r'?(t)



L2(
)
;

d�où

krN1(�)kL2(
) 6 krN1;0kL2(
) + Lf


N



L1(
)
(

Z �

0



r'?(t)

2
L2(
)

dt)
1
2

p
� <1: (2.57)

Ainsi, d�après 2.42 et 2.43 on déduit de 2.57 et 2.56 que :

sup
0�t<1

krN1(t)kL2(
) < +1: (2.58)

Ce résultat est maintenant utilisé pour montrer que rN2(t) reste également borné dans
L2(
). Pour cela nous appliquons le gradient à l�équation du modèle 2.3 et obtenons,

@trN2(t) = f 0(u)ruN1 + f(u)rN1 � g0(u)ruN2 � g(u)rN2:
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La multiplication par rN2 et l�intégration sur 
 conduit à :

1

2

d

dt
krN2(t)k2L2(
) �

Z



f 0(u(x; t))ru(x; t)N1(x; t)rN2(x; t)dx

+

Z



f(u(x; t))rN1(x; t)rN2(x; t)dx

�
Z



g0(u(x; t))ru(x; t)N2(x; t)rN2(x; t)dx

�
Z



g(u(x; t)) jrN2(x; t)j2 dx:

Alors (ii), (iii) de la condition 1 donne :

1

2

d

dt
krN2(t)k2L2(
) � (Lf + Lg)



N


L1(
)

Z



jru(x; t)j jrN2(x; t)j dx

+f �
Z



jrN1(x; t)j jrN2(x; t)j dx�
Z



g(u(x; t)) jrN2(x; t)j2 dx:

Donc par l�inégalité de Young et 2.58 , pour tout � > 0, il existe une constante C9;� telle
cette :

d

dt
krN2(t)k2L2(
) � � krN2(x; t)k2L2(
) + C9;�(1 +



r'?(t)

2
L2(
)

)

�2
Z



g(u(x; t)) jrN2(x; t)j2 dx: (2.59)

Alors 2.59 avec � = 1 et l�inégalité de Gronwall donne

krN2(t)k2L2(
) � (krN2;0k
2
L2(
) + C9;1(t� +

Z t�

0



r'?(t)

2
L2(
)

dt))et� 8t 2 [0; t�]; (2.60)

où t� > 0 est le nombre donné dans la proposition 2.2 , d�où l�on sait que pour tout
x 2 
 il détient u(x; t) � % > 0 8t � t� et par conséquent (iii) et (iv) de la condition 2.2
impliquent,

g(u(x; t)) � g(%) > 0; 8t � t�;
avec % = min(%; %0) comme dé�ni précédemment. En remplaçant ceci dans le dernier

terme de 2.59 par � = g(%), on obtient :

1

2

d

dt
krN2(t)k2L2(
) �

1

2
g(%) krN2(t)k2L2(
) �

C9;�
2
(1 +



r'?(t)

2
L2(
)

) 8t � t�:

Alors vu de 2.42 et 2.43, on peut appliquer (i) de la proposition 2.3 avec,

t0 = t�; t2 =1; 
0 =
1

2
g(%); C =

C9;�
2
(1 + sup

t�t�



r'?(t)

2
L2(
)

):

Ainsi avec 2.60 , nous avons atteint 2.51.

Cas II Voyons maintenant le cas u1 > C� .
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Soit x 2 
2(t), i.e, C� � u(x; t) 6 C� + �0, en rappelant alors (ii) de la Condition 2.2 :

m1(s� C�) � f
0
(s); 8s 2 [C�; C� + �0]:

Et en intégrant ceci sur (C�; u(x; t)) par rapport à s, on obtient :

f(u(x; t)) � 1

2
m1(u(x; t)� C�)2: (2.61)

En raison de la condition u1 > C� et de la monotonie de a1(t) avec 2.54 il s�ensuit :Pour
tout � avec 0 < � < (u1 � C�), il existe T� > 0 tel que :

a1(t)C' � C� + � 8t � T�:

En substituant ceci dans 2.61, on obtient avec l�inégalité de Young :

f(u(x; t)) � m1

2
(a1(t)C' + '

?(x; t)� C�)2 � m1

2
(�+ '?(x; t))2;

� m1

2
(�2 + 2�

��'?(x; t)��+ ��'?(x; t)��2);
� m1

2
(
1

2
�2 �

��'?(x; t)��2) 8t � T� et x 2 
2(t):

De plus comme cette estimation est toujours valable pour le cas où u(x; t) = C� + �0 ,
(iii) de La condition 2.2 implique :

f(u(x; t)) � f(C� + �0) �
m1

2
(
1

2
�2 �

��'?(x; t)��2) 8t � T� et x 2 
2(t):

Puisque f(u(x; t)) = 0 = f 0(u(x; t)) dans 
1(t) pour t � T� , substituer ces estimations
à f(u(x; t)) dans 2.53, on a :

1

2

d

dt
krN1(t)k2L2(
) � Lf



N


L1(
)

Z

2(t)[
3(t)

jr(u(x; t))j jrN1(x; t)j dx

�m1

4
�2
Z

2(t)[
3(t)

jrN1(x; t)j2 dx

+
m1

2

Z

2(t)[
3(t)

��'?(x; t)��2 jrN1(x; t)j dx 8t � T�:

D�où par l�inégalité de Young, l�inégalité de Wirtinger et l�espace de Sobolev plongeant
H2(
)! L1(
), il existe une constante C10 telle que :

d

dt
krN1(t)k2L2(
) �

2Lf


N



L1(
)

m1�
kru(t)k2L2(
) +m1



'?(t)

2
L1(
)

krN1(t)k2L2(
) :

� C10(


r'?(t)

2

L2(
)
+


�'?(t)

2

L2(
)
krN1(t)k2L2(
)) 8t � T�:

L�intégration de cette plus (T�; t) et l�application de l�inégalité de Grunwald, compte
tenu de 2.42 et 2.43,on trouve que :

krN1(t)k2L2(
) � (krN1(T�)k2L2(
) + C10
Z t

T�



r'?(s)

2
L2(
)

ds)e
C10

R t
T�kr'?(t)k

2

L2(
)
dt

< 1 8t � T�:
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Ici par le même raisonnement que pour 2.57, on obtient supt2[0;T�] krN1(t)kL2(
) < 1.
Ainsi nous obtenir :

sup
t�0
krN1(t)kL2(
) <1:

La borne de rN2(t)dans L2(
) peut être montrée exactement de la même manière que
pour Cas 1) u1 � C�, puisque pour l�estimation de krN2(t)kL2(
) on n�a pas utilisé la
relation entre u1 et C� . Cela donne :

sup
t�0
krN2(t)kL2(
) <1:

Ainsi 2.51 est véri�é et la preuve est terminée.
Sous les hypothèses de la condition 2.3 , le comportement à long terme peut être

davantage caractérisé comme suit :

Théorème 2.4 Soit la condition 2.3 satisfaite, alors le comportement asymptotique sui-
vant de la solution est véri�é.

1) Gon�ement partiel :

Soit u1 � C� , alors il existe un temps �ni Tp > 0 tel que,

N1(x; t) � N1(x; Tp) 8t � T� 8x 2 
:

Et nous avons les taux de convergence exponentiels suivants pour tout x 2 
 et t � T� :

N2(x; t)
t!1�! 0 dans O

�
e�g(%)t

�
;

N3(x; t)
t!1�! N(x)�N1(x; Tp) dans O

�
e�g(%)t

�
;

a1(t)
t!1�! a11 dans O

�
e�g(%)t

�
;

'?(t)

2

L2(
)

t!1�! 0 dans O
�
e�
1t

�
;

r'?(t)

2

L2(
)

t!1�! 0 dans O
�
e�
1t

�
:

Ces taux dépendent de la fonction du modèle g et du paramètre dé�ni précédemment
% = min(%; %0) en correspondance avec la Condition 2.2 et la Proposition 2.2 et on a

 = min( d1

2C2W
; g(%)) > 0.

2) Gon�ement complet :

Soit u1 > C�, alors il existe un TC > 0 tel que pour tout x 2 
 et tout t � TC cles taux
de convergence exponentiels suivants sont valables,

N1(x; t)
t!1�! 0 dans O

�
e�f(C

�+�)t
�
;

N2(x; t)
t!1�! 0 dans O

�
e��t

�
;

N3(x; t)
t!1�! N(x) dans O

�
e��t

�
;

a1(t)
t!1�! a11 dans O

�
e��t

�
;

'?(t)

2

L2(
)

t!1�! 0 dans O
�
e�
2t

�
;

r'?(t)

2

L2(
)

t!1�! 0 dans O
�
e�
2t

�
:
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Où 
 et sont des constantes positives dépendant de (u1�C�; �0) et (u1�C�; �0; f(.); g(.))
respectivement et 
2 = min(

d1
2C2W

; �) > 0.

Ici la terminologie v(t) t!1! v1 pour O
�
e�kt

�
signi�e qu�il existe une constante C > 0

tel que :
jv(t)� v1j � Ce�kt:

Preuve.

2.4.1 Gon�ement partiel

Nous commençons par le cas de gon�ement partiel. Par la convergence de u(x; t) à u1 <
C� assure l�existence d�un temps Tp > 0 tel que :

u(x; t) � C� 8x 2 
 8t � Tp;

et par conséquent,
fu(x; t) = 0 8x 2 
 8t � Tp: (2.62)

D�après 2.2, on a :
N1(x; t) � N1(x; Tp) 8t � Tp:

Pour l�équation 2.3, par 2.62et la dé�nition de %, elle est valable pour tout t � Tp;

@tN2(x; t) = �g(u(x; t))N2(x; t) � �g(%)N2(x; t):

Qui donne

N2(x; t) � N2(x; Tp)e�g(%)N2(x;Tp) �


N



L1(
)
e�g(%)Tpe�g(%)t 8x 2 
 8t � Tp; (2.63)

C�est-à-dire que nous avons une convergence exponentielle de N2(x; t) vers 0. D�après la
loi de conservation, nous savons :

N3(x; t) = N(x)�N1(x; Tp)�N2(x; t) 8t � Tp:

D�où suit,

N1
3 (x) = N(x)�N1(x; Tp)

et jN3(x; t)�N1
3 (x)j = N2(x; t); 8t � Tp;

qui avec 2.63 donne,

jN3(x; t)�N1
3 (x)j �



N


L1(
)

eg(%)Tpe�g(%)t 8x 2 
 8t � Tp: (2.64)

Or, au vu de 2.33 et 2.64, on voit facilement que,

a1(t)
t!1�! a11 dans O

�
e�g(%)t

�
:
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Quant à la convergence de


'?(t)

2

L2(
)
, on applique (ii) de la proposition 2.3 avec

y(t) =


'?(t)

2

L2(
)
, 
0 =

d1
C2w
et t0 = t

2
2.38. On obtient alors par 2.63,



'?(t)

2
L2(
)

�


'?(t0)

2L2(
) e�
0(t�t0) + d22C2Wd1 g�

Z t

t0

kN2(s)k2L2(
) ds

� sup
t>0



'?(t)

2
L2(
)

e
�
0
2
t +

d22C
2
W

d1
g�


N

2

L1(
)
e2g(%)Tp

Z t

t0

e�2g(%)sds

� sup
t>0



'?(t)

2
L2(
)

e
�
0
2
t +

d22C
2
W

d12g(%)
g�


N

2

L1(
)
e2g(%)Tpe�g(%)t:

Ce qui implique,

'?(t)

2
L2(
)

t!1! 0 dans O
�
e�
1t

�
; avec 
1 = min(

d1
2C2W

; g(%)):

Quant à


r'?(t)

2

L2(
)
, de 2.44 on obtient maintenant :

d

dt



r'?(t)

2
L2(
)

+
d1
C2W



r'?(t)

2
L2(
)

� d22C
2
W

d1
g� kN2(t)k2L1(
) :

Répétant ainsi le même argument que pour


'?(t)

2

L2(
)
, on obtient la convergence :



r'?(t)

2
L2(
)

t!1! 0 dans O
�
e�
1t

�
:

2.4.2 Gon�ement comple

Dans le cas complet de gon�ement où u1 > C� , l�uniforme la convergence de u(x; t)
vers u1 implique que pour tout � 2 (0; u1 � C�), il existe un temps TC = TC(�) > 0 tel
que :

u(x; t) � C� + � > C� 8x 2 
 8t � TC :
A�n de dériver la positivité stricte de f(u(x; t)), nous devons distinguer entre deux cas

conformément à la Condition 2.2 :
� u(x; t) � C� + �0 , où �0 > 0 désigne la constante de la Condition 2 , c�est-à-dire
� � �0 .Dans ce cas, il résulte du (iii) de la Condition 2 que,

f(u(x; t)) � f(C� + �0) > 0 8x 2 
 8t � TC :

� u(x; t) 2 (C�; C� + �0), ce qui signi�e qu�on est dans le cas (ii) de la Condition 2 , où
on a la relation f

0
(u(x; t)) � m1� > 0, d�où suit :

f(u(x; t)) � f(C� + �) > 0 8x 2 
 8t � TC :

En résumé nous concluons,

f(u(x; t)) � f(C� + �) > 0 8x 2 
 8t � TC comme 
 = min(�; �0): (2.65)
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Et en plus par (iii) et (iv) de la Condition 2.2,

g(u(x; t)) � g(�) > 0 8x 2 
 8t � TC comme � = min(%0; C
� + �): (2.66)

En substituant la relation 2.65 dans l�équation du modèle (2), on obtient la décroissance
exponentielle de N1(x; t) à 0 :

N1(x; t) � N1(x; TC)e�f(C
�+
)(t�TC) �



N


L1(
)

ef(C
�+
)TCe�f(C

�+
)t 8x 2 
 8t � TC :

De plus la deuxième équation du modèle 2.3,

@tN2(x; t) = f(u(x; t))N1(x; t)� g(u(x; t))N2(x; t);

peut être estimée au moyen du résultat précédent, (ii) de la Condition 2.1 et 2.66
comme suit :

@tN2(x; t) � C0e�f(C
�+
)t � g(�)N2(x; t); C0 = f

� 

N


L1(
)

ef(C
�+
)TC : (2.67)

Soit ici n�importe quel nombre satisfaisant,

0 < � < min(f(C� + 
); g(�)):

Alors par 2.67 , on obtient facilement :

@t(e
�tN2(x; t)) � C0e�(f(C

�+
)��)t 8x 2 
 8t � TC : (2.68)

Donc en intégrant 2.68 sur (Tc; t), on obtient la décroissance exponentielle de N2(x; t) :

N2(x; t) � (


N



L1(
)
e�TC +

C0
f(C� + 
)� �e

�(f(C�+
)��)TC )e��t 8x 2 
 8t � TC :

Par analogie avec le cas précédent, la loi de conservation avec la décroissance exponentielle
obtenu ci-dessus implique,

N1
3 (x) = N(x) et N3(x; t)

t!1! N(x) dans #( e��t) 8x 2 
 8t � TC :

La convergence exponentielle pour a1(t),


'?(t)

2

L2(
)
et


r'?(t)

2

L2(
)
peut être dérivé

du même raisonnement que pour le cas de gon�ement partiel avec g(%) remplacé par �.



Chapitre 3

Application et simulation numérique

3.1 Simulation numérique

Le modèle présenté va maintenant être analysé numériquement. On considère le domaine

 décrit un tube à essai contenant des mitochondries puri�ées. Nous somme s�intéressé par les
e¤ets de l�ajout d�une certaine quantité de calcium aux mitochondries intactes. l�évolution
temporelle de la concentration en calcium u et des sous-populations mitochondrie les N1
(intact), N2 (gon�ement) et N3 (complètement gon�é) est simulé à l�aide de MATLAB.
Sur la base des observations biologiques mentionnées au début, nous supposons une forme

sigmoïde des fonctions modèles f et g déterminées de la manière suivante :

f(s) =

8>>><>>>:
0; pour s < C�;

f �; pour s > C+;

�f
�

2
cos

�
(s� C�)�
C+ � C�

�
+
f �

2
; autre;

g(s) =

(
g�; pour s > C+;

�g
�

2
cos
� s�
C+

�
+
g�

2
; autre:

Les paramètres du modèle que nous avons utilisés pour les simulations sont indiqués dans
le tableau 1.
Les concentrations en calcium C� et C+ sont adaptées de [10], les autres paramètres

sont choisi exemplaire. Le pas de discrétisation de l�espace est de 1=40 et le nombre de grille
points = 402 .

Nom La description V aleur

d1 paramètre de di¤usion 0:2

d2 paramètre de rétroaction 30

f � taux de transition maximal N1 y N2 1

g� taux de transition maximal N2 y N3 0:1

C� seuil d�initiation N1 y N2 20

C+ seuil de saturation 200

hx =
1
N

taille du pas de discrétisation spatiale 1
40

ht taille du pas de discrétisation temporelle 1

32
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Tableau1-Paramètres du modèle

3.1.1 Approximation numérique

L�EDP décrivant le processus de di¤usion du calcium est discrétisé par rapport à l�espace
par moyen de l�approche des di¤érences �nies standard. Ici, le La placier est approximé par
l�utilisation de l�étoile à cinq branches. Ce faisant, la EDP est transférée dans une EDO et
nous nous retrouvons avec un système EDO sur le domaine discret. En raison de la faible
complexité numérique du modèle, cela peut être facilement réalisé en utilisant la méthode
explicite d�Euler. Le Neumann homogène condition aux limites est réalisée en introduisant
des points fantômes a�n de calculer la dérivée normale à la frontière.

3.1.2 Valeurs initiales

Comme nous l�avons souligné plus tôt, au début toutes les mitochondries sont intactes et
avec ce la ni dans le processus de gon�ement ni complètement gon�é, c�est-à-dire

N1;0(x) � 1; N2;0(x) � 0; N3;0(x) � 0;

Pour la concentration en calcium, il n�est pas si clair comment déterminer l�état initial.
Le la valeur initiale u0(x) dé�nit la distribution de la quantité de Ca2+ ajoutée. A ce taux
de la progression de la di¤usion ainsi que le lieu de dosage sont d�une grande importance.
Par conséquent un peut imaginer di¤érents états initiaux possibles pour une quantité totale
�xe C to t de calcium ajouté. Pour les simulations nous avons utilisé Ctot = 30�(N + 1)2

dépendant de la discrétisation spatiale et la distribution initiale du calcium est supposée
être la distribution normale restreinte à le secteur [�1; 3] projeté sur le domaine discret.
Pour la concentration en calcium, il n�est pas clair comment déterminer l�état initial. La
concentration initiale en calcium est donc déterminé par un secteur de la distribution normale
standard (voir 2.10 , ??. ) Le les simulations montrent que cette quantité de calcium est
su¢ samment élevée pour induire un gon�ement complet.

Résultats : Gon�ement complet

Les colonnes de la �gure 3 montrent l�évolution des variables du modèle u, N1 , N2 et
N3 . Ici, la première ligne a¢ che les données initiales décrites, puis chaque ligne a¢ che le
di¤érents états à des pas de temps croissants (t = 0; 35; 150; 250; 300; 370; 400; 520; 750; 4100)
également sur les �gures 4 et 5.

Remarque

Il faut être conscient des di¤érentes échelles de temps. La di¤usion du calcium se produit
plus lentement que la développement des populations mitochondriales et l�état constant est
atteint plus tard (t = 4100 pour l�évolution du calcium, t = 1900 pour les populations
mitochondriales).
Sur la base de la distribution initiale du calcium, le gon�ement ne commence pas sur

l�ensemble du domaine immédiatement, mais uniquement sur les régions où les concentrations
dépassent le seuil de gon�ement C�. Un résultat remarquable est l�onde de calcium qui se
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propage clairement, qui particulièrement devient évident dans l�évolution de N2. Si l�on
compare la dynamique avec celle de simple di¤usion sans aucune rétroaction, l�évolution
résultante du calcium induite par les mitochondries le gon�ement est en e¤et complètement
di¤érent. Conformément aux résultats analytiques, dans le �n toutes les mitochondries sont
complètement gon�ées et la concentration de calcium est constante surtout le domaine.

Résultats : Gon�ement partiel

Considérons maintenant une quantité totale de calcium beaucoup plus faible, Ctot =
2; 1�(N+1)2 ajouté en deux distributions initiales variables. Les simulations montrent que ce
petit changement dans le degré de localisation décide entre un gon�ement complet et partiel.
Dans les �gures 4 et 5, nous montrer l�évolution de u et N1 a�n d�obtenir une description
qualitative de la di¤érence entre le gon�ement complet et partiel, par lequel il est montré
comment un légèrement modi�é l�état initial peut conduire à un gon�ement partiel (sur le
côté droit) ou un gon�ement complet (à gauche).

3.2 Conclusion

Le modèle mathématique développé est en totale conformité avec le modèle biologique-
ment attendu résultats. Il fournit une compréhension approfondie du mécanisme sous-jacent
en mettant l�accent sur le développement spatial.
Ceci est d�une grande importance pour la compréhension des processus se déroulant in

vivo. L�analyse mathématique donne des résultats intéressants et en particulier nous avons
pu obtenir une classi�cation complète du processus de gon�ement mitochondrial.
La robustesse et validité du modèle dérivé ont été démontrées. Ce modèle peut également

être adapté au processus de gon�ement ayant lieu dans les cellules au lieu de tubes à essai en
changeant la condition aux limites. Une cellule n�est plus un système fermé et par conséquent,
il existe un �ux de calcium sur la frontière conduisant aux conditions aux limites de Robin.
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Conclusion générale
Dans ce mémoire on a étudié un problème biologique, on a étudie un nouveau modèle

mathématique de ce phénomène, un modèle pour un gon�ement des mitochondries dans
un organisme vivant, il inclut les e¤ets spatiaux, qui sont d�une grande importance pour le
processus qui considère trois sous-populations mitochondriales dont le degré de gon�ement
varie. Le modèle suppose que la frontière est une �membrane �perméable, à travers lequel les
ions calcium peuvent à la fois entrer ou sortir de la cellule.
L�évolution de ces groupes dépend de la concentration actuelle de calcium et est décrite

par un système des EDOs. La propagation du calcium est modélisée par une équation de
réaction-di¤usion prenant en compte les e¤ets spatiaux.
La fonction principale des mitochondries est de produire de l�ATP comme source d�énergie

chimique pour de nombreuses cellules. Cependant, ces organites enfermés à double membrane
jouent également un rôle important dans la mort cellulaire par leur capacité à déclencher
l�apoptose. L�un des facteurs clés de ce processus est la perméabilisassions de la membrane
mitochondriale interne, entraînant le gon�ement de la matrice mitochondriale.
Sous des hypothèses biologiquement pertinentes sur les données, on fait une analyse du

modèle dérivé par rapport à l�existence et au comportement des solutions et obtenons une
classi�cation mathématique complète du processus de gon�ement.
Finalement, on a augmenté l�analyse du modèle avec des simulations informatiques qui

illustrent les résultats théoriquement obtenus.
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