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Abstract

The aim of this work is to find results of existence, uniqueness and maximum
regularity of the solution of a generalized of Bitzadse-Samarski problem in spaces
L? in non commutative Cases. The method is based mainly on the use of the
theory of operator sums, the Semi-groups and interpolation spaces.

This work completes the article [1] which has dealt in the spaces L? in com-
mutative framework.

key - words : Bitzadse-Samarski problem in spaces; non commutative
Cases; Analytic semi-groups; maximum regularity; UMD space; Interpolation
spaces.

Résume

Le but est de trouver des résultats d’existence, d’unicité et de régularité
maximale de la solution d'un probleme de Bitzadse-Samarski généralisé dans les
espaces LP: cadre non commutatif. La méthode est basée essentiellement sur
I'utilisation de la théorie des sommes d’opérateurs, les semigroupes et les espaces
d’interpolation.

Ce travail complete I'article [1] qui a traité dans les espaces L? le cadre commu-
tatif.

Mots clés: : Probleme de Bitzadse-Samarski généralisé Cadre non commu-
tatif; Semigroupes analytiques; régularité maximale; espaces UMD ; Espaces
d’interpolation.
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Introduction

0.1 Position du probléeme

On considere, dans un espace de Banach complexe X, un probleme de Bitzadse-Samarski
généralisé dans les espaces LP: cadre non commutatif.
Soit 0 < xg < 1; le probleme aux limites que 1'on se propose d’étudier ici, consiste en
I’équation différentielle

—u"(z) + Au(z) + wu(x) = f(z);z € (0;1), (0.1.1)

avec les conditions aux limites non locales généralisées :

u(0) = uo,
{u/(xo) € D(H) et u(1) — Hu/(20) = 1 4, (0.1.2)

Ici, A et H sont deux opérateurs linéaires fermés dans un espace de Banach complexe X,

de domaines respectifs D(A) C X et D(H) C X, ug et uy.4, sont des éléments donnés dans
X et w est un parametre spectral positif. Notre étude se fera, lorsque le second membre f
appartient a LP(0,1; X) avec 1 < p < 4o0.
On s’intéresse a l'existence, I'unicité et la régularité maximale de la solution classique pour
les problemes (0.1.1)-(0.1.2) sous des conditions nécessaires et suffisantes de compatibilité
des données wug, u1.4, et f. Pour des raisons de commodité, on va traiter 1'’équation (0.1.1)
avec la notation

A, =A+wl,w>0

La principale difficulté et originalité de ce travail réside dans le fait que :
1. les opérateurs A et H ne commutent pas.

2. les conditions aux limites contiennent des opérateurs non bornés.

0.2 Apercu historique

Le travail, que je présente dans ce mémoire, fait suite a celui de Hamdi Brahim pour le cadre
commutatif dans les espaces UMD [1].

Ici, je considere le cadre non commutatif dans les espaces UM D.

Des résultats originaux sont démontrés complétant ainsi ceux obtenus dans le travail cité
ci-dessus.
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0.3 Description des chapitres et résultats principaux

Ce travail comporte quatre chapitres.

m [e premier chapitre est dédié aux rappels d’usage sur les outils mathématiques utilisés
dans ce travail tels que des notions d’analyse fonctionnelle, certains résultats classiques
sur la théorie des semi-groupes, les espaces d’interpolation, les puissances fractionnaires
d’opérateurs et les intégrales de Dunford.

m Le deuxieme chapitre traite les problemes (0.1.1)-(0.1.2) lorsque f € LP(0,1; X);1 <
p < 400 et pour w = 0.

Apres avoir construit une formule de représentation de la solution, on donne les con-
ditions nécessaires et suffisantes d’existence, d’unicité et de régularité optimale d’une
solution classique du problemes (0.1.1)-(0.1.2) , c’est-a-dire une fonction u vérifiant
i) ue W(0,1; X) N LP(0,1; D(A)),
ii) w(xo) € D(H), 2 € [0,1],
i11) u satisfait; (0.1.1) — (0.1.2) et pour w = 0.
Une solution semi-classique du probleme (0.1.1)-(0.1.2), c’est-a-dire une fonction u
vérifiant, pour tout ¢ €0, 1]
i) ue W*(0,1—¢X)NLP0,1—¢ D(A)NWHP(0,1; X),
it) u'(xg) € D(H),zo € [0, 1],
i1i) w satisfait (0.1.1) — (0.1.2) et pour w = 0.

Plus précisément, et faisant des hypotheses, nous obtenons les résultats suivants:

Théoréme 0.3.1 On suppose (2.1.1)~ (2.1.7). Soient ug,u1 ., € X et f € LP(0,1; X)

, 1 < p<+oo. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. (a) Le probléeme (2.0.1)-(2.0.2) admet une unique solution semi-classique.
(b)
up € (D(A), X) L

p’p7
Q(e®%(ug — Jo) + Iy — Juy) € D(H) et,
A_1<u17900 + HQ(eIOQ(UO - JO) + Iro - Jro)) S (D(A)> X)l L

§+E,P'

2. (a) Le probléme (2.0.1)-(2.0.2) admet une unique solution classique.

(b)
Ug € (D(A),X)%

p,p’
Q(@IOQ(UO — J()) + Ixo — on) c D(H) et,
A_l(ulw’ﬂo + HQ(‘ezOQ(uO - ‘]0) + [960 - Jxo)) € (D(A)a X) L

%7}3'

w Dans le troisieme chapitre, on considere cette fois-ci, pour w > wy, le probleme (0.1.1)-
(0.1.2). On s’intéresse a l'existence, I'unicité et la régularité maximale des deux types
de solutions du probleme (0.1.1)-(0.1.2).

w Dans le quatrieme chapitre, On adapte I'exemple donné dans [2] pour illustrer nos
résultats.



Chapitre 1

Rappels

1.1 Les opérateurs:

1.1.1 Opérateurs linéaires bornés

Soient X , Y et Z des espaces de Banach.
Définition 1.1.1 On dit qu’un opérateur A, défini de X dans Y est borné si

D(A) = X et sup||AE|| < +©
lgl<1

Définition 1.1.2 On note L(X;Y) la collection de tous les opérateurs linéaires bornés de
Uespace vectoriel normé X dans l’espace vectoriel norméY | L(X;Y) est un espace normé

et sa norme est définie par

Ax
Al zexv) = SHPM = sup [|Az[ly = sup [[Az]ly , VA € L(X;Y).

eex [l2llx ezt ]| =1
On note L(X;X) = L(X)

Proposition 1.1.1 L(X;Y) est un espace de Banach si et seulement si'Y est un espace de
Banach.

Proposition 1.1.2 Soit A € L(X). Si||A||zx) <1 alors (I — A) est inversible dans L(X)
et (I—A)~ =) A"
n=0

Définition 1.1.3 Soient (A, D(A)), (B, D(B)) deux opérateurs linéaires de X dans Y. On

dit que B est une extension ou un prolongement de A et on note A C B si

D((4) € D(B),
Vr e D(A), Ax = Bx.

3
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Définition 1.1.4 Soient A: D(A) C X — Y et B: D(B) C Y — Z deux opérateurs

linéaires . On peut définir 'opérateur BA par
D(BA) ={x € D(A) : Ax € D(B)},
(BA)x = B(Az) , x € D(BA).
Définition 1.1.5 On appelle ensemble résolvant de A, I’ensemble
p(A) ={A € C : (A— A)est inversible et a inverse borné dans L(X)}.
Un élément de p(A) est appelé valeur résolvante de A.
1. Si X\ € p(A) on définit Ry(A) la résolvante de A au point X par
Ry\(A) = (A- D).

2. 0(A) = C\ p(A) est appelé le spectre de A et un élément de o(A) est appelé valeur
spectrale de A.

1.1.2 Opérateurs linéaires fermés

Définition 1.1.6 Un opérateur linéaire A : D(A) C X — Y est dit fermé si et seulement
si pour toute suite {x,}neny C D(A) telle que

Tp —> x, dans X
n—-+o0o

Ax, — y, dansY.

n—-+o0o

onax € D(A) et Av =y .

Proposition 1.1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé sur X. Alors Uapplication
Ry : A€ p(A) — Ry(A) = (A -7t

est analytique sur p(A).

Proposition 1.1.4 Soit A: D(A) C X — Yun opérateur linéaire .

1. Si A est un opérateur fermé, alors pour tout B € L(X;Y) | opérateur A+ B : D(A) —
X CY est fermé.

2. Si A est un opérateur fermé et injectif alors A™! est fermé.

3. Si A est un opérateur fermé a valeurs dans X et D(A) est fermé dans X alors A est
continu de D(A) dans X .

4. Si A est un opérateur continu sur D(A) C X, alors A est fermé si et seulement si,son

domaine est fermé.

5. Sip(A) # @ alors A est fermé.

Proposition 1.1.5 Soient A € L(X) et B: D(B) C X — X un opérateur linéaire fermé
tels que Im(A) C D(B) Alors BA € L(X).
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1.1.3 Opérateurs sectoriels
Définition 1.1.7 Soit 0 < w < 7w On définit le secteur suivant
S, ={2€C\ {0} : |argz| < m —w}.
Un opérateur linéaire fermé A sur X est dit sectoriel d’angle w si S, C p(A), et

sup [|MA — X)) 7|z < +o0
AESw

1.2 Les semi-groupes d’opérateurs linéaires

1.2.1 Semi-groupes fortement continus

Définition 1.2.1 Soit {G(t) }1=0 une famille d’opérateurs linéaires dans X. On dit que cette

famille forme un semi-groupe dans X si elle vérifie les propriétés suivantes:
1. G(0) = Iy,
2. Vs, t e RY G(t+ s) = G(t)G(s).

Lorsque la famille {G(t)}; est définie pour t € R, et que la deuxieme propriété est vérifiée

pour tout s,t de R on dira qu’on a un groupe.

Définition 1.2.2 On dit qu un semi-groupe {G(t)}1>o est fortement continu si et seulement
si pour tout x € X, Uapplication t — G(t)x de RT dans X est continue, ¢ est-d-dire pour
tout x € X

lim||G(t)x —z||x =0

t—0+
On dit aussi que {G(t) }1=0 est un Cy semi - groupe.

Définition 1.2.3 Un semi-groupe {G(t) }1=0 est appelé semi-groupe uniformément continu

d’opérateurs linéaires bornés si
lim||G(t) — 1 =0.
t“g}H () = I 2x)

Proposition 1.2.1 Si{G(t)}i=0 un semi-groupe fortement continu alors il existe deuz con-
stantes M > 1 e w > 0 telles que

IGO)|lex) < Me*' | ¥t > 0.

1.2.2 Générateur infinitésimal d’un semi-groupe

Définition 1.2.4 On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe {G(t) }1=o, 'opérateur
A défini par

h—0t

D(A) = {go € X: lim %emste}

Ap = limM . p € D(A).

h—0+ h
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D(A) est non vide (0 € D(A)) et est bien un sous espace vectoriel de X ,A est linéaire de
D(A) dans X.

Proposition 1.2.2 Soit (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe {G(t) }+=0,

alors
1. A est linéaire fermé de domaine D(A) dense dans X.

2. Jw,400[C p(A) et VA €]w, +00], pour tout n € N\ {0},
M

(A= AD)"|[ex) <
ouM>1etw=>=0.

1.2.3 Semi-groupes analytiques

On définit, pour tout 0 < a < g, le secteur X, := {2z € C\ {0} : |argz| < a}.

Définition 1.2.5 Soit 0 < a < g Une famille {G(2)}.ex, d’éléments de L(X) forme un
semi-groupe analytique de type o dans X, un espace de Banach complexe, si elle vérifie les

conditions suitvantes :
1. G(0) =1,
2. V21,29 € 3y, tel que 21 + 29 € Xy, G(21 + 20) = G(21)G(22),

3. Vr € X, limG(z)x = x,
z—0

2€Xq

4. Uapplication z — G(z) est holomorphe sur ¥,,.

Théoreme 1.2.1 Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense D(A) dans X tel que

M
10, +00[C p(A) et AM > 0: VA > 0, ||(A — )\I)_1||£(X) < B
Alors,il existe un secteur 5,0 < § < g, tel que

M
Al

T
De plus,l’opérateur (—A)% est bien défini et il existe un secteur Yo r/2 avec 0 < a < 5 tel

S5 C p(A) et YA € S5, [[(A = M) 7| 2x) <

que
Eoz+7r/2 C P((_A)%) )
1

et (—A)2 génére un semi-groupe analytique.
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1.3 Les espaces d’interpolation

Définition 1.3.1 Soit X un espace de Banach. On désigne par LP(R; X) avec p € [1;400]
J’espace de Banach des fonctions [ fortement mesurables définies pour presque tout t € R

et telles que
1/p

+oo
(A Hﬂm&%) =17

avec la modification habituelle pour p = +o00.

LER;X) < 00

Définition 1.3.2 Soient (Xo; || - |lo) et (Xi1;]| - ||1) deux espaces de Banach s’injectant con-
tinument dans un espace topologique séparé X .

pour p € [1;400] et 0 €]0; 1[,0n dit que x € (Xo; X1)o,p St et seulement si

i) Vt > 0,3zo(t) € Xo,Jx1(t) € X tel que x = x0(t) + 21(2),
i) t %29 € LP(Ry; Xo), t' %, € LP(R,; X1).

Proposition 1.3.1 (XonXi: | - [xx) «(Xo+X1: | - [lxoxs) et ((Xo, X)ags | - llop) sont

des espaces de Banach pour les normes respectives

.
I Ixonxa =l 2 llxo + |2 lx, st € Xon X,

o o= _int (2ol + o llx, ) s o € Xo+ X,
“ & HG,p: xi:]R+—ig£,i:071 ( H t_9x0 ‘LQ(RJHXO) + “ t1_0$1 ‘Lf(R+;X1) ) Si S (X(]?Xl)a,p'
\ Vt>0,x=xq(t)+xq (t)
de plus

XO NX; C (X(),X1>9’p C X() + X5

avec injections continues .
Notons que (Xo, X1)op = (X1, X0)1-0,p-

1.3.1 Quelques espaces d’interpolation particuliers

Définition 1.3.3 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X, muni de sa
norme du graphe:
Vo € D(A), [|z||pea) = [|z|[x + [|Az]|x-

En suivant les notations de Da Prato.Grisvard [7], pour p € [1,400] et 0 < 6 < 1, on pose

alors

Da(8,p) = (D(A), X)1-0,-

Quand Dopérateur A vérifie certaines hypothéses supplémentaires, il est alors possible de

donner des caractérisations explicites de D 4(0,p) comme suit:

Proposition 1.3.2 Soient p € [1,400],0 < 0 < 1 et A un opérateur linéaire fermé sur X
de domaine D(A).
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1. Supposons que p(A) D RY et qu’il existe une constante C > 0 telle que

C
Ve >0, [[(A=tD) Mleeo <

alors

Da(0,p) ={v € X : tPA(A—t]) 'z € LP(R,; X)},

(voir G.Da Prato et P.Grisvard [7]).

2. Si A génére un semi-groupe fortement continu et borné dans X

Da(0,p) = {z € X :t7%(c" — D)z € LE(Ry; X)},

(voir Lions [16]).

3. Si maintenant A génére un semi-groupe analytique borné dans X, alors

Da(0,p) ={zx e X :t'"Aer € LP(R,; X)}.
Notons que, d’aprés G.Da Prato et P.Grisvard (voir [7],page 383), on a
D an(0,p) = Da(mb, p),

avecm € N* p e [1,+o0] et 0 <0 < 1.

Remarque 1.3.1 Soit A un opérateur linéaire fermé de domaine D(A) C X. Quand
Popérateur A vérifie certaines hypothéses supplémentaires, il est alors possible de donner,

pour m = 1, des caractérisations explicites de (D(A™), X)1/mpp- On a
(D(Am)aX)l/mp,p = Dan(1—1/mp,p),

(voir .P.Grisvard [10]) et grice a la propriété de réitération (voir Lions -Peetre [15]), il

s’ensuit pour m > 1

Dym(1 —1/mp,p) =Da(m —1/p,p)
=Da(m -1+ (1-1/p),p)
={p e DA™ A" € (D(A), X1y |
=(D(A), X)m-1)+1/pp-

En particulier, on pose alors m = 2, en suivant les notations de P.Grisvard [10]

(D(A?), X)1)2pp =D a2(1 = 1/2p, p) (1.3.1)
=(D(A), X)111/pp)
:{ap € D(A): Ap € (D(A),X)l/p,p} c D(A).



1.5 Espaces de Sobolev a valeurs vectorielles

1.3.2 Propriété fondamentale d’interpolation

On se donne deux triplet d’espace d’interpolation (Xg, X7, X) et (Yp,Y1,Y) et un opérateur

linéaire T de X dans Y. Alors on a le théoréme suivant:

Théoréme 1.3.1 On suppose que les restrictions de T' aux espaces X; a valeurs dans Y;

sont linéaires continues. Alors, pour tout 0 < 0 < 1 et p € [1,+00|, Uopérateur T est lineaire

continu de (Xo, X1)gp dans (Yo, Y1)o, et

1T 2o X000, 00000 < CHT N 2 30 1T 20 1) -

1.4 Les espaces U M D

on considére un espace de Banach X.

Définition 1.4.1 Pour e €]0,1] et p €]1,400], on définit I'opérateur
H. € L(LP(R; X)),

par

™ S

Ve LP(R; X), (Hof)(z) = l/ » Mds, p.p.x € R.

Définition 1.4.2 X est appelé espace UM D,s’il existe p €]1, +00| tel que
Ve L(LP(R; X)), lim Hef , existe dans L(LP(R; X)).
e—0
dans ce cas, l'application

H: LP(R;X) — LP(R;X)
f — Hf= lmH.f
e—0t

(1.4.1)

est un élément de L(LP(R; X)) appelé la transformée de Hilbert sur LP(R; X'). Notons que si

X est un espace UMD alors (1.4.1) est vraie pour tout p €]1, +o0].

Corollaire 1.4.1 Un espace de Banach X est un espace UMD si est seulement si pour tout

p(1 < p < +00), la transformation de Hilbert est continue de LP(R; X) dans lui-méme.

Exemple 1.4.1 1[I est possible de donner de nombreuzr exemples d’espaces de Banach clas-

stques qui ont la propriété UMD :
1. Tout espace de Hilbert est UM D.
2. Tout espace isomorphe a un espace UMD est UMD.

3. Tout sous-espace fermé d’un espace UMD est UM D.

4. Si les espaces X et Y sont UMD alors les espace interpolés (cas réel (X;Y )g, ou

compleze [X;Yg,) sont des espaces de type UMD avec 1 < p < 1.

5. Tous les espaces construits sur LP(R; X), (1 < p < +00), telque X est un espace de

type UMD sont de type UMD.
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1.5 Espaces de Sobolev a valeurs vectorielles

Soient I un intervalle de R et X, E, F' trois espaces de Banach.
Les espaces de Sobolev a valeurs vectorielles sont construits a partir des espaces LP avec
p € [1,+o0[, dont on donne ici la définition.

Définition 1.5.1 Soit f: I — X. Pour 1 < p < 400, on définit
L(I; X) = {f est Bochner-mesurable telle que / | f 1P dp < —i—oo}
I

que l'on munit de la norme

1/p
1 ey = (/I | f I du) -

Définition 1.5.2 Soient p € [1,+oo[ et A un opérateur linéaire sur X de domaine D(A).
On définit

LP(I,D(A)) == {p € L(I,X) : o(z) € D(A) pp. =€ et Ap(x) € LP(I,X) pp. €I},

Définition 1.5.3 Soient n € N et p € [1,+00]. On définit l’espace de Sobolev W™P de la

facon suivante :

WP(I: X) := {u e LP(I; X), [u]Y) € LP(I; X), pour tout j € N tel que j < n}.

e

Notons que pour j = 0,1,....k, [u]0) est la dérivée ;™ au sens des distributions de u et

[u]V) € LP(I; X) signifie que
dg; € LP(I; X) tel que [U](j) = [g]-

Théoréme 1.5.1 Pour tout n € N et tout p € [1,+o0], l'espace de Sobolev W™P(I; X) est

un espace de Banach.

Théoréme 1.5.2 Pour tout n € N\ {0} et tout p € [1,+00], l’espace de Sobolev W™P(I; X)

s’injecte continiment dans C"(I; X).

Remarque 1.5.1 W™?(I; X) s’injecte continiment dans C"'(I; X), signifie que toute
fonction de W™P(I; X) est (presque partout) égale a une fonction de C"Y(I; X) et qu’il
existe C' > 0 tel que, pour tout w € W™P(I; X), on a

I llom—r @< llwne ) -
Cela signifie que lidentité T : W™P(I; X) — C"(I; X) est continue. On note alors

W™P(I; X) — C"H(I; X).
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1.6 Puissances fractionnaires d’opérateurs

On utilisera dans ce travail les puissances fractionnaires d’opérateurs, en particulier la racine
carrée d’un opérateur.
Soit A un opérateur linéaire fermé dans X, tel que p(A) contient ]0, +00[. S’il existe C' > 0
tel que pour tout A > 0,

IAA = A1) |y < C < s,

alors, on définit pour 0 < Re a < 1 et = € D(A), Popérateur J* par

sinTQ
J% =

400
/ N LA — ALY (= A)zd)

T
et pour 0 < Re o < 2 et v € D (A?) par

= (11> N /;OO Aol ((A ) - TAA?) (—A) zd) + (—A) zsin (?) :

+o0
['(«) :/ e 't 1dt.
0
(voir Balakrishnan [3] )

Lemme 1.6.1 Les opérateurs J* admettent des extensions fermées et (—A)* est la plus

petite extension fermée de J*. (voir [3],p.423).
Lemme 1.6.2 Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans X tel que

3C >0 Ry C p(A) et pour A >0,

C (1.6.1)
-1

H<A_)‘I) HL(X) < 1+ N

alors pour 0 < a < %, — (=A)* défini précédemment génére un semi-groupe analytique S, (t)

défini par
“+o00
Sa (1) —/ (A=XD""g(\ta)dr si0<a <
0

N | —

1
ot g (A, t; ) = —sin (tA* sin ) exp (—tA* cos mar) est analytique pour tout t > 0. (voir
[5].p-423)

1 oo

Remarque 1.6.1 Pour o = § on obtient S t)=~-J, (A- M)~ sintv/AdA.
T

1.7 Calcul fonctionnel

Soit (X, |].||) un espace de Banach complexe. Pour U un ouvert de C, on désigne par H(U)
I’ensemble des fonctions holomorphes sur U.

Définition 1.7.1 (formule intégrale de Cauchy) Soient U un ouvert de C, K un
compact de U de bord «y orienté positivement. Soient f € H(U), et zp € K. On a

Fzg) = — L 1@ g,

" 2r ), (2 — 2
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Définition 1.7.2 (Intégrale de Dunford). Soient A € L(X), U un ouvert de C, K
un compact de U contenant o(A), v le bord de K orienté positivement (v est donc finie et
entoure le spectre de A) et f € H(U). Alors

1 -1
fA) = o / F(2)(o0 = A) .
L opérateur f(A) € L(X) et ne dépend pas duchoiz de .

Définition 1.7.3 Soient A un opérateur linéaire fermé et H(A) est [ espace des fonctions a
variable complexe qui sont holomorphes dans un ensemble fermé contenant le spectre de A .

Alors .
FA) = o / FON(A = D)L,

ot vy est une courbe sectorielle de Jordan entourant le spectre de l'opérateur A et f € H(A).



Chapitre 2

Représentation de la solution et

régularité

Dans ce chapitre, on s’intéresse la représentation de la solution d'un probleme de Bitzadse-
Samarski généralisé. Plus précisément, on considére sur I'intervalle borné [0, 1], I’équation

—u"(z) + Au(z) = f(x), (2.0.1)

avec les conditions non locales généralisées :

u(0) = o,
{u’($0) € D(H) et u(l) — Hu'(z0) = U1 4,, (2.0.2)

ou 0 < xg <1, Aet H sont des opérateurs linéaires fermés dans X, un espace de Banach
complexe, f € LP(0,1; X) avec 1 < p < 400 et ug, Uy 4,, sont des éléments donnés dans X.

2.1 Les hypotheses

On suppose que

X est un espace de type UMD, (2.1.1)
A est un opérateur linéaire fermé dans X :] — 00,0] C p(A) et
3C > 0: YA >0, [|NA+ M) |z < H—L)\ (21.2)
Cette hypothese implique que @ := —(A)% existe et génére un semi-groupe analytique

généralisé (non fortement continu en zéro) (e*%),~o. (voir Balakrishnan [3])

Vs € R, A" € L(X) et 213)
3C > 1: 04 €)0;7: Vs € R, ||A®||z(x) < Celalél o

H est est un opérateur linéaire fermé dans X, (2.1.4)

;ri D(A®) ¢ D(H), (2.1.5)

0 € p(A), (2.1.6)

13
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avec
A= HQ(e(H‘”O)Q + e(l—mo)Q) 4] — 2@

défini sur X et A € L(X). Ce travail est une généralisation de l'article de [1], cadre

commutatif:

@ Nous avons changé la condition D(Q) C D(H) par (2.1.5) .
@ Nous ne supposons pas I’hypothese de commutativité .
® Nous construisons une formule de représentation adaptée pour la solution classique .

@ Nous supposons

A(D(A4), X) 1,) € (D(A4), X) 1, (2.1.7)
Vo e;ri D(AR); Hy € (D(A),X) 1, (2.1.8)

pour optimalité des solutions semi-classiques ou classique du probleme (2.0.1)-(2.0.2)

2.2 Conséquences des hypotheses

Dans la remarque suivante, nous précisons certaines conséquences de nos hypotheses.

Remarque 2.2.1 1. Les hypothéses (2.1.2)-(2.1.3) signifient que A € BIP(X,0,4) avec

0 € p(A) (voir [9]), plus
Q= —(A)2 € BIP(X,0,4)

(voir [5], remarque, (6).p 984).

2. Sous Uhypothése (2.1.2), puisque Q génére un semigroupe analytique borné nous avons,

pour tous p € X,z >0, etn € N

e e 1 DQF) =1 D(AX) et Qe € £(X). (2.2.1)

3. Sous Uhypothése (2.1.2)~ (2.1.5), puisque H est fermé et Qe? € L(X), on déduit
HQ((e+20)@ 1 e(1=20)Q) ¢st fermé.
Et de (2.2.1), on a D(HQ(e*™0)Q 4 c(1=200Q)) = X | alors d’apres théoréme du graphe
on obtient HQ(el+20)@ 4 ¢(1=20)Q) ¢ £(X).Enfin A € L(X).

4. 1l est difficile de vérifier (2.1.7), mais
AP =T — 2N 4 HQ(e 709 4 e(Imm0)@) A~ (2.2.2)

alors, (2.2.1), (2.1.8) implique (2.1.7).
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2.3 Représentation de la solution

On utilise la représentation de la solution trouvée dans [1], cadre L? qui est donnée par:

u(x) = e+ e + [+, 2 €[0,1] (2.3.1)
avec
1 1
- __Q / (== S)Qf ) et Jx - __Q_l/ e(s_m)Qf(S>dS
u'(2) = Q™ — Qe MU + QL — QJ, ,x € [0,1],
alors

' (z0) = Q™ — Qe + QI — QJy, € D(H)

u(l) = e+ G + I,
u(0) = ¢o + €%¢1 + Jo,

on utilise les conditions (2.0.2)

eQCO + Cl + [1 - H(QemOQCO - Qe(l—wo)ch + Q[xo - QJxo) = ul,xoa
Co + €%C + Jo = u,

alors (o = ug — e9¢ — Jy et
e?(ug — €9 — Jo) + G — H(Qe™ ¥ — Qe ™°¢ + QLyy — Qlay) = th g — Iy
implique

(1—e29)¢,— H[Qe™® (ug— Jo) — Qe +20)@ 4 1=20) ¢, L QT —Q.J,,] = w1 gy — 1 — €2 (1g—Jp)

(2.3.2)
on remarque
Q™% ug — Jo) = Q9 4 07N + QL — QU € D(H),
et de (2.1.5), Qe%p € D(H) obtenu
Qe (ug — Jo) + Qloy — QJoy € D(H),
alors (2.3.2) devient
[I e*? 4 HQ(eM+®0)@ 4 o1-w0) )]Cl =y 4o — 11 — €% (ug — Jo)
— HQ[e™ (g — Jo) + Ly — |
de (2.1.6) on déduit
G=A1 [ul — I — Qug — Jo) — HQ[e(ug — Jo) + Loy — JxOH, (2.3.3)
et
o =g — Jo — 9. (2.3.4)

Finalement, en insérant (2.3.3)-(2.3.4) dans (2.3.1) on déduit que, la solution du probleme
(2.0.1)-(2.0.2) u est représentée formellement, pour tout z € [0, 1], par

u(z) =e"@yy — @ Jy — eI TN L U gy — 11 — eQ(uo — Jo) + HQ(@IOQ(uO —Jo)+ I, — Jxo)]

+ DA gy 0 — I — eQug — Jo) + HQ(e™9 (ug — Jo) 4 Loy — Juo) | + Lo + o
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alors
u(z) = Qg + R(z) + S(z) + e(Im2)QA 1 Uty + HQ(@IOQ(uO —Jo) + Loy — Juo) |-

On pose
u=u+95+R, (2.3.5)

avec

R(x) = =N gy = Iy = €@ = Jo) + HQ(e2 (g — Jo) + Ly = Jay)|.
S(z) = —e"@Jy — e1MOA! [ — I —e“(up — Jo)} + 1+ Jg,
i = e™Quq + el [ul +HQ(e™ (g — Jo) + L, — Jxo)].

2.4 Régularité

Pour étudier la régularité de la solution nous avons besoin de quelques lemmes techniques.

Lemme 2.4.1 (voir [8]) Soient f € LP(0,1;X),1 < p < 400 et X un espace de type

UMD.Si Q) est un opérateur linéaire fermé vérifiant les deux hypothéses suivantes:

] —00,0] Cp(Q), et sup | AMQ+ M) | ex)< +o0
30 €]0,x[,3C > 1:Vs € R,
(—Q)* € L(X) , et [[(—Q)*||zx)l|Ce?™,

on dit dans ce cas que —Q € BIP(X,0), alors

1.
r— L(x, f) = Q/ @) f(s)ds € LP(0,1; X).
0
2.
1
v L — 2, f(1—)) = Q/ =10 f(5)ds € I7(0,1: X).
3.
1
r— Lz, f) = Q/ e@+IQ f(s)ds € LP(0,1; X).
0
/.
1 1
/ eSQf(s)ds,/ e(l_S)Qf(s)dS € (D(Q),X)1,.
0 0 b
d.

2p?

-1 lesQ s)ds, Q7! le(l_s)Q s)ds 2 1.
@ [ e [ R (DQ).X),,
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Lemme 2.4.2 (voir [17]) Supposons que Uhypothése (2.1.2) est réalisée et soit Q) un généra-

teur infinitésimal d’un semi-groupe analytique (e'9)i=0, 0 € X, p €]1,+00[, on a
1. eQp e L*(0,1; X),

2. QmeQyp € LP(0,1; X) si et seulement si o € (D(Q™), X) 1 .

np P

Proposition 2.4.1 Suppose (2.1.2)~(2.1.4). soit f € LP([0,1],X),1 < p < 400, alors

Jrgs Ly € (D(A), X) 1

%717.

Lemme 2.4.3 (voir [1]) On suppose (2.1.1)~ (2.1.6), soient ug,u1 ., € X et pour tout
kEeNona
Q"R(.) € LP(0,1; X)

Remarque 2.4.1 1. Le fait que W??(0,1; X) C C'([0,1]; X), les conditions auz limites

ont un sens lorsqu’on cherche une solution classique.

2. Siu est une solution semi-classique vérifiant, pour tout € €]0,1[, u € W?(0,1; X) N
W2P(0,1 — ¢, X), alors

u € C([0,1]; X)nC*([0, 1[; X).

3. Soit u € W?P(0,1; X) N LP(0,1; D(A)) alors

voir [2],remarque 1, assertion 6, p 197 Dans ce cas, on obtient u(0),u(l) € D(Q)
PULSQUE

(D(A), X) 1, = (X, D@1t = (X, D(Q))s1, € D(Q).

2p

Lemme 2.4.4 On suppose (2.1.1)~ (2.1.7), soient ug,uy ., € X et f € LP(0,1; X),
1 < p < 400 alors
AS(.) € LP(0,1; X).

Preuve 2.4.1 Pour x € [0,1] on a
AS(z) =Q%™ Jy + Q%" ONT 1) — €9 (ug — Jo)] + Q°L, + Q*J,

_Q2e9 Ty + Q2R Ry — o) — QPN — %L(m, f) - %L(l C (1),
D’aprés de la remarque (2.2.1) , assertion 2 nous avons pour tout ¢ € X

e?p e D(A) C (D(A), X) 1

2p P

et de l’hypothése (2.1.7) et de la proposition(2.4.1) on a

AL AT (ug — o) € (D(A), X) 1y,
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et donc, du lemme (2.4.2), assertion 1. on a:

Qe IONT e g — Jy) € L7([0, 1], X),
Q00N € 17([0,1], X),
Q%*Jy € LP([0,1], X).
Théoréme 2.4.1 On suppose (2.1.1)~(2.1.7). Soient ug,u1., € X et f € LP(0,1; X),

1 < p < +o0. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme (2.0.1)-(2.0.2) admet une unique solution semi-classique.

2.
Up € (D(A)7X)%,p7
Q(e®%(ug — Jo) + Iy — Juy) € D(H) et, (2.4.1)
A_l[ul,zo + HQ(eJ:OQ(UO — JO) + I:vo - Jxo)] S (D(A), X)%+%,p'

Preuve 2.4.2 Nous montrons d’abord que sous (2.4.1), u donné par la formule de reprsen-

tation (2.3.5) est la solution semi-classique. Nous devons vérifier, que pour tout € €]0; 1[:
Au € LP(0,1 —¢; X) et Que LP(0,1; X).

En fait, nous écrivons w = u+ S + R et vertu de le lemme (2.4.3) et du lemme (2.4.4), il

suffit de prouver que
Au € LP(0,1 — € X)),

et
Que LP(0,1;X) pp z € [0,1],
alors
At — QQGIQUO + QQe(l—x)QA—l |:u1,x0 + HQ(QIOQ(UO _ JO) + Ixo _ Jxo)}
et

Qu = QemQuo + Qe(l_”’;)QA_1 [umo + HQ(@”’Q(uO —Jo)+ I, — Jxo)}

mais de (2.4.1) nous avons
o € (D(Q*), X) 1, = (D(Q), X)1,,

2p?

et
Ail ul,xo + HQ(exOQ<u0 - JO) + ICEO - Jffo) € (D<Q>7X>

Alors en raison du lemme (2.4.2), énoncés (2.0.1)-(2.0.2) nous conclucons que Au € LP(0,1—
6, X) et Qu e LP(0,1; X) et donc Au € LP(0,1 — ¢ X) et Qu € LP(0,1; X).

Maintenant a partir de (2.5.5), on obtient u(0) = ug de plus (2.4.1) assure que u'(x) € D(H)
et encore une fois d partir de (2.3.5), nous obtenons u(1) — Hu'(xo) = Uy 4.

Inversement, si le probléme (2.0.1)-(2.0.2) admet une solution semi-classique v alors
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elle est donnée par (2.3.5). A partir de la remarque (2.4.1), on a ug € (D(A), X)1 , et
v (z9) € D(H)

2p

Q™9 (ug — Jo) + Iy, — Juy) € D(H).
Enfin Qu et Qu € LP(0,1; X) donc

Qe PNy o+ HQ(e™9 (ug — Jo) + Ly — Jao) |
alors grice a du lemme (2.4.2) assertion 2. on a
A My gy + HQ(e™9 (ug — Jo) + Ly — Jup) | € (D(A), X)

Théoréme 2.4.2 On suppose (2.1.1)~ (2.1.7).Soient ug,u1 , € X et f € LP(0,1; X)

, 1 <p<+oo. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes.
1. Le probléme (2.0.1)-(2.0.2) admet une unique solution classique.

2.
Uy € (D(A), X)Ql

2P’

Q(e™%(ug — Jo) + Iy — Juy) € D(H) et,
A_l[ul,ico + HQ(exOQ(UO - JO) + ]zo - ‘]ﬂﬁo)] S (D(A>’X) L

2P’

Preuve 2.4.3 u une solution classique du probléme (2.0.1)-(2.0.2) si
Q%u € LP(0,1; X),

du lemme (2.4.2) assertion (2). On a uy € (D(A),X)inp, et

A Mugpy + HQ(e™9 (ug — Jo) + Ly — Juy)] € (D(A), X) 1,

Si on change (2.1.7) par (2.1.8) on obtient les résultats suivants:

Théoréeme 2.4.3 On suppose (2.1.1)~ (2.1.5) et(2.1.8).Soient ug,u1 4, € X et f € LP(0,1; X)
, 1 <p<+o0. Alors, le probléeme (2.0.1)-(2.0.2) admet

1. une unique solution semi-classique u si seulement si

Up € (D(A)7X)%7p7

Q(e®%(ug — Jo) + Iy — Juy) € D(H) et,
U1,z + HQ(eon(UO - JO) + ]Io - Jxo) € (D(A>7 X)

2. une unique solution classique u si seulement si

Uug € (D(A),X)ip,
Q(e™% (ug — Jo) + I, — Jy,) € D(H) et,
ul,xo + HQ<610Q(UO — J(]) + Ixo — Jxo) I~ (D(A),X) 1
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Preuve 2.4.4 De la remarque (2.2.1), (2.1.8) implique (2.1.7) alors, on peut applique le
théoréme (2.4.1). De plus (2.2.2) avec (2.1.7) montre qu’il existe

%U € (D(A)’X>2—lp,p C (D(A)vX)%_A,_L p?

2p

tel que
A g 4y + HQ(e™9 (ug — Jo) + Ly — Jup)) = Utz + HQ(e™ (ug — Jo) + Lpy — Juy) + 0.

Alors, pour E = (D(A),X)%Jr v ou (D(A), X)

1, les deux assertions suivantes sont equiv-
2n 7

1
%7]3

i~

lentes :
1. A_1<U17x0 + HQ(e"EOQ(uO — Jo) + [960 — Jxo)) c k.

2. urg + HQ(e™?(ug — Jo) + Ly — Juy) € E.

2.5 Cas particulier du probleme

Dans ce paragraphe on considere un cas particulier de I'operateur H ou I’hypothese d’inversibilité
est vérifiee. H = —al,a € C\ {0}, Reax > 0. Le probeme devient:

—u"(x) + Au(z) = f(x),x €]0;1],
u(0) = up, (2.5.1)

au'(xg) + u(l) = Uy 4.

Ici, notre hypothese principale sur A est

A est un opérateur fermé dans X, o(A) CJ0;+oo[ et

V0 €]0; m[, sup|[MA + M)~ H|£x) < +o0, (2.5.2)
AESy

avec Sp = {z € C\ {0} : |argz| < 0} puisque H = —al alors

on considere les fonctions F' et GG définies par

F(z)=1+G(z2),
G(2) = az(e~(1F®0)z 4 o=(1=20)2) _ =22 » c C,

D’abord nous fixons g5 > 0 telque B(0,4g2) C p(A).

Lemme 2.5.1 On pose S =S5z on a
1. F,G sont holomorphe sur S.
2. x> 0 implique ReF(z) > 0.

3. lim  az(e”(F®0)z 4 e=(1=20)2) _ =22 poyjs,
Rez—+00,z€S5
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(a) il existe xo > 0 tel que S et Rez > xq implique

2> |F(:)] >

N | —

(b) F est borné sur S.
4. il existe 0y €]0; [ tel que F(z) ne s’annule pas sur
Yo={2€C:Rez>¢gy et |argz| <6y},

et min|F'(z)| =r > 0.
ZEX

maintenant nous posons pour z € Y,

G(z)

=16

Lemme 2.5.2 On suppose (2.5.2) lopérateur A = I — aQ(el1F20)Q 4 (1=70)Q) _ 2Q ¢t
borné et inversible et A=t =T — U(—Q).

Proposition 2.5.1 On suppose (2.1.1) ~ (2.1.5) et (2.1.8). Soient up,uy ., € X et f €

LP(0,1; X), 1 < p < +oo Alors, les assertions suivantes sont équivalentes:
1. Le probléme (2.5.1) admet une unique solution semi-classique.

2.
ug € (D(A)vX)ﬁ,pa

Utae — 0Q(e™(ug — Jo) + Luy — Jiy) € (D(A), X)

1 1 .
§+%7p

Proposition 2.5.2 On suppose (2.1.1) ~ (2.1.5) et (2.1.8). Soient up,uy ., € X et f €

LP(0,1; X), 1 < p < oo Alors, les assertions suivantes sont équivalentes:
1. Le probléeme (2.5.1) admet une unique solution classique.

2.
uo € (D(A), X) 1 .

Uy,zg — aQ<€xOQ(UO - JO) + Ixo - Ja?o) € (D(A>>X> L



Chapitre 3

Probleme avec un parametre spectral

Dans ce chapitre, en vue d’éliminer I’hypothése d’inversibilité du déterminant, on ajoute un
parametre dans 1’équation :

—u"(x) + Au(z) + wu(x) = f(z); z €[0,1]. (3.0.1)

Soit 0 < xy < 1, sous des conditions aux limites non locales

u(0) = uo,
{u'(xo) € D(H) et u(1) — Hu'(20) = 4, (3.0.2)

3.0.1 Etude du probléme
On consideére wy > 0 fixé et pour w > wyp, on pose

A, = A+wl

alors le probleme (2.0.1)-(2.0.2) devient (3.0.1)-(3.0.2) avec A remplacé par A,,.
Nos hypothese principale sur les opérateurs sont

Ay, est un opérteur linéaire fermé dans X,] — 00, 0] C p(Ay,), et

SAUPHA(AWO + A7 2x) < Ho0. (3.0.3)
>0

NG

Cette hypothese implique @, = —(A,,)2 est générateur infinitésimal d’un semi-groupe

analytique sur X

Vs € R, (Ay,)"* € L(X) et
. 0 |s] (3.0.4)
3C > 1: 04, €]0;7[: [[(Au)®[lex) < Ceteol
H est un opérateur fermé, (3.0.5)
;ri D(AX) ¢ D(H), (3.0.6)
(D(A),X) ;) € A(D(A). X) 1 . (3.0.7)
avec
Aw — HQw(e(1+x0)Qw _I_ e(l_xO)Qw) + [ _ €2Qw7
lorsque A, est inversible borné cette hypothese est équivalente a
AZ(D(A),X) 1) € (D(A),X) g, 3.05)

22
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On donne quelque remarques :

Remarque 3.0.1 pour tout w > wy

1.

Ay, est un opérteur linéaire fermé dansX,

] = oojw —wo] C p(Ay) et (3.0.9)
sup||A(Aw + M) 7| 2x) < 4o0.

A>0

et pour ¢y = sup||M(Aw, + A1) H|zx) » qui ne dépend pas de w, on obtient
A>0

sup|| A (A, + )\I)_1||£(X) = sup||MAy, — (N +w — wo)])_1||g(x) > ¢p.
A>0 A>0

2. Q= —(Aw)% générent des semi-groupes analytiques sur X.

3. D(Qw) = D(Qwo) = D(Q)

4 (D(A), X) L, = (D(Aw), X) 1, p €]1; +o00].

1
%’p

5. Comme on a k € N\ {0}

D(QZ) = D(A5) = D(A") € D(QZ™),

w w

on a
A D(QY) =0 D(Ak) =11 D(4)

6. A, vérifie Uhypothése (3.0.4).

Lemme 3.0.1 On suppose (3.0.3)~ (3.0.8), il existe w* > wy tel que pour tout w > w*,

Dopérateur A,, inversible.

Preuve 3.0.1 On pose T, = —HQ,, (e T70)Qu 4 ¢(1=70)Qu) 4 2w ¢t d’aprés le lemme 5 [1].
On
| T Nl =1 HQu(eM 0@ 4 10wy — 2Qu ||
S| HQ QR QI (o0 4 o) 2
<|I HQZ™ [leoo |l Q20 QL™ leex |l QG2 el 0% £y
+ [ HQL Nleooll Q20 QLH Hlccoll QU2 e =09 || 2oy + || €9 [|2ex)
<[ HQL™ llexy (14 co) || Q7+ el 0% | (x
+ 1 HQLZ [leexy (14 co) || QG009 2wy + || €9 [|2(x),

Alors, il existe w* > wy tel que pour tout w > w*, lopérateur A, € L(X), on obtient
| To [l ee)< 1,

donc A, = I — T, est inversible.
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Théoréme 3.0.1 On suppose (3.0.3) ~ (3.0.8) et(2.1.1) et pour w* > wy. Alors, le probléeme

(3.0.1)-(3.0.2) admet

1. une unique solution semi-classique u si seulement si

up € (D(A), X) 1

p7p7

Qo (€% (ug — Jo) + Iy — Ju,) € D(H) et,

Agl(ul,mo + HQw(exOQw (uo — Jo) + Loy — Juy)) € (D(A%X)%—i-%,p'

2. une unique solution classique u si seulement si

o € (D(A), X) 1,

Qu (€709 (ug — Jo) + Iy — Juy) € D(H) et,
NS (g + HQule™ (g — Jo) + Ly — o)) € (D(A), X) 1,

Remarque 3.0.2 On considérons H = a(Qy,)° avec a € C\ {0} et 8 €] — o0;1] alors le

probleme devient

u'(z) + Au(z) — wu(z) = f(x), z €]0; 1],
u(0) = uy,
w(1) + a(Quy) v (0) = 1 -

par exemple si =0 devient

0

u(0) = uyg,
u(l) + o/ (z9) = U z,-

Alors,nous obtenons les résultats suivants:

Proposition 3.0.1 On suppose (3.0.3) ~ (3.0.8) et(2.1.1) et pour w* > wy.

probléme (3.0.11) admet

1. une unique solution semi-classique u si seulement si

up € (D(A), X)

1
%7177

A Uy g + aQu(€™9 (ug — Jo) + Iy — Juy)) € (D(A),X)%Jr%’p.

2. une unique solution classique u si seulement si

wo € (D(A), X) 4

%’p7

A (U py + aQu (€9 (ug — Jo) + Ly — Juy)) € (D(A), X)1,

(3.0.10)

(3.0.11)

Alors, le



Chapitre 4
Application

Ici on géneralise 'exemple dans [2].
Soit 0 < x¢ < 1, on consideére le probleme suivant:

—Au(z,y) +wu(z,y) = f(z,9), (v,y) € 2=]0,1[x]0, 1]
u(0,y) = uo (), yg]O, 1]
w(Ly) = [ 6 (. 8) 5 (@0, ) dE = wiy (4), y €10, 1]
u(x,0) =u(zx,1) =0, z €0,1].
Le Probleme s’écrit abstraitement:
—u" () + Au(z) +wu (z) = f(x), pp. ze€(0,1)
u (0) = up.
u (1) + HUI (ZL’()) = ULJ;O,

avec
{ D (A) =W?P(0,1) N W,"(0,1)

(Ap) (y) = ¢" (y) -
A opérateur linéaire fermé définit dans X := L? (0,1),p €]1, +oo[ par
Ensuite, il n’est pas difficile de voir que pour ¥ € LP (0,1) et y € (0, 1)

1 Y !
A~ = (1— d 1— d
[A™] (y) = ( y)/o s (s) S—i-y/y (1—s)9(s)ds,
de plus pour tout A € C avec Rev/A > 0, on a

(A=A () = / N (4,5) 6 (5) ds,

ou
smh\/X(l —y)smh\/Xs §0<s<y,
VA sinh v\
Nyx(y,s) =
sinh v/ \y sinh v\ (1 — s) Sy<s<l.
Vv Asinh v\

1 1
Maintenant, on définit ¢ €]1; +o00[ par — + — = 1 et considérons

q P
H(go)(y):—/qus(y,g)so(g)dg, peX. ye ),

25
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ou ¢(.,.):(0,1) x (0,1) — C est une fonction fixe vérifiant

((b(y, )€ LZ(O, 1), pour p.p.ye€ (0,1)
o) 5 50 € L0, pour ppy € (0.1)
G1:y — O(y,y), f2 1y —> g—j(y,y) € Lr(0,1) (4.03)
Q:y— P(y,.) € L90,1; L9(0,1))
o1, =0,
notez que si sup || ¢(y,.) ||rao,y= Cy < 400 puis

yE[O,l]
y — @(y,.) € LY(0,1; LY0,1)),

et nous pouvons construire un exemple simple une fonction ¢ satisfaisante (4.0.3), en parametre,
pour un fixe n € N\ {0}

¢y, &) =1 —-y)"v (&), &ye(0,1),
ott p € W24(0,1) N W7 (0, 1), Puis H € £(X) puisque pour tous ¢ € X

1/p
1H ()l = () dg Py

£>d£]pdy) "
1/ / ’90

Maintenant, nous voulons appliquer le Théoréeme (3.0.1) pour le probléme (4.0.2). Tout
d’abord, nous indiquons explicitement les conditions apparaissant dans ce théoréme :

(Z) Ug € (D(A),X) 1

%7}77

1/p

//

< 1|l zago,1;La0,1)) 2]l x -

(i) Q(e™C(ug — Jo) + Ly — Juy) € D(H),
(’LZZ) uLxO—l—HQ(ewOQ(uo )+Ix0 — QUO) € (D (A)7X)%+i’p ou(D <A)’X)i’p.
Les espaces d’interpolation (D (A), )% T (D(A), X )%m sont décrits par

(D(A),X) 1, ={peW>Pr(0,1) : (0) = (1) =0},

(D(4) »X)%JFQLJ, = W'=V/pr(0,1) sip< 2,

(D(A),X)%Jr% :{wewl_l/p((),l) : /Ot|s(01(t_)|:)d§<+oo} sip=2,
(D(A),X)1, 1, ={eeWrr(0,1) : ¢(0)=p(1)=0} sip>2

(voir [7], p. 385.)
nous rappelons que f € W* 9 ou ke N 0 <0 < 1,si f € WFP(0,1) et

*) ( (k)
/ / |f ’J;ep( )‘ dzdy < +o0.
-y

Notons que, ug € (D (A),X). , CD (Q) et H € L(X) si (i) est vérifiée.
On vérifie les hypotheses (avec wy = 0) du Theoreme (3.0.1).




4.0 Application 27

@ L’espace LP (0,1) 1 <p < oo est UMD et donc (2.1.1) est vérifiée.

@ Pour (3.0.3), voir [7], p.372, Lemme 8.1.

® La propriété (3.0.4) n’est pas facile & montrer, elle est complétement prouvée dans [14].
@ H € L(X) et donc les hypotheses (3.0.5) et (3.0.6) sont clairement vérifiées.

® Pour I'hypothese (3.0.8), il suffit de montrer (2.1.8) :

Soit p € :Fj;D (A¥) c €(0,1), puis pour y € (0,1)

(dH (o)

R R R A A LG

dy ,
— 61 (1) 0 (v) +/O 8%5) (€) de
W - we <>+¢1<>§jsy>
\ +g—j(y,y)s@(y)+/o agb(yf) (&) de,

donc y — ¢1 (y) ¢ (y) € LP (0,1) car

1/p /D
(/ e r”dy) < suwp lo(z |(/ 61 |de)
z€[0,1]

< sup [p (2)] X [|o1] x < +o0,
z€[0,1]

de méme y +— /Oyg—z(y,f)go(f) d¢ € LP(0,1) car
ya¢

= ([ L wou o)
<[ (]% qd&)w(/01|so<§>|pd§)l/pdy

o ()
0
< H— (v Iy < +oc.
L4(0,1)

H d*H
Alors d(go) € L?(0,1) et de la méme maniére, on montre que y ggp) e LP(0,1).
Y Yy

Finalement, H (p) € W?P(0,1) et on a aussi H () (0) = H (¢) (1) = 0, donc H (p) €
(D(4).X),,

En appliquant maintenant le Théoréme (3.0.1), on obtient le résultat suivant:

Proposition 4.0.1 Soient uy € X, uip € X, f € L (0,1,X) avec 1 < p < 4o0. Alors il

existe w* > 0 tel que pour tout w > w*, le Probleme (4.0.1) admet une unique

1. solution semi-classique u si et seulement si

Uy € (D(A) 7X)2i,p et
U1,z + HQ(exOQ(UO - JO) + ]900 - Jﬂco) S (D (A) 7X>

o=
+

Sl
S]
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2. solution classique u si et seulement si

Uy € (D(A),X)%p et

U,on + HQ(GQCOQ(UQ — Jo) + ]3[30 —
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