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Notaions :


 : Produit de Kronecker.

R : Ensemble des nombres réels.

R+ : Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.

N : Ensemble des entiers naturels.

C : Ensemble des nombres complexes.

Rn�m : L�éspace des matrices de n lignes et m colonnes à entrée dans R:

Rn�n : L�éspace des matrices carrées de dimension n à entrées dans R:

Rn�m+ : L�éspace des matrices de n lignes et m colonnes à entrée dans R+:

Rn+ : Espace des vecteurs à entrées réelles non-négatives.

Re z : Partie réelle du nombre complexe z:

k:k : Une norme sur Rn.

In : Matrice identité d�ordre n.

AT : Transposée d�une matrice A:

A�1 : La matrice inverse de A:

exp (A) : L�exponnentielle d�une matrice A:

det (A) : Le déterminant d�une matrice A:

� : Valeur propre d�une matrice carrée.

PA (�) : Le polynôme caractéristique d�une matrice carrée A:

� (A) : Le spèctre de la matrice carrée A:

D� : Opérateur de dérivation d�ordre non entier �:

I� : Opérateur d�intégration d�ordre non entier �:

L : Opérateur de Laplace.

� (:) : Fonction Gamma d�Euler.

IML : Inégalité matricielle linéaire.

LTI : Système linéaire à temps invariant.
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INTRODUCTION

L�analyse des systèmes linéaires positifs forment un domaine de recherche attrayant dans la

théorie de systèmes linéaires. En général, un système positif est caractérisé par sa propriété

d�entrée-tout particulière, c�est-à-dire sa sortie et son état, correspondant à toute entrée

non négative et état initial non négatif, sont toujours non négatifs. Cette propriété peut

être vue naturellement dans les domaines de la biologie, des réseaux de communication, de

l�économie et des systèmes probabilistes et dans des modèles de population structurés par

l�âge en démographie. Concernant ces systèmes, on se contente de citer les systèmes singuliers

positifs.

Les systèmes singuliers positifs ont suscité de l�intérêt ces dernières années en raison de leurs

caractéristiques spéciales qui ne se retrouvent pas dans les systèmes classiques. ils sont des

modèles plus précis pour la réalisation de di¤érentes pratiques tels que la robotique, les

systèmes mécaniques ou les circuits électriques.

Les outils fractionnaires apparaissent aussi en automatique, notamment dans la commande

des systèmes dynamiques où le système à contrôler et/ou le régulateur sont régit par des

équations di¤érentielles fractionnaires. il est donc légitime de s�intéresser à ces systèmes en

vue de leurs synthétiser des commandes adéquates pour rendre compte de leur comportement.

Dans ce mémoire, nous allons nous intéressés à établir des conditions nécessaires et su¢ santes

sur la positivité des systèmes linéaires à temps invariant et aussi de la stabilité des systèmes

singuliers positifs.

Ce mémoire se compose d�une introduction, cinq chapitre et une conclusion. Le premier

chapitre comporte des notions de base.

Le deuxième chapitre présente la repésentation d�état, la positivité et la singularité des sys-

tèmes linéaires à temps continu.

Le troisième chapitre est l�originalité de ce travail, il est consacré à l�étude de la stabilité

asymptotique des systèmes singuliers positifs. À travers le chapitre quatre nous décrivons

les systèmes singuliers fractionnaires ainsi que leurs positivité et stabilité. Dans le cinquième
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chapitre, on procède à l�étude de la stabilité des systèmes singuliers bidimentionnels par les

inégalités matricielles linéaires.

Une conclusion générale fera le point de ce travail.



Chapitre 1

Préliminaires et notions de bases

Dans ce chapitre on introduit quelques notions et résultats utilisés dans notre travail, on se

base sur les références suivantes [4]; [6]; [7]; [9] et [16]:

1.1 Outils d�algèbre linéaire

1.1.1 Polynôme caractéristique

Dé�nition 1.1.1 Soit une matrice A 2 Rn�n, alors le polynôme caractéristique de A est :

PA (�) : = det(A� �In)

1.1.2 Les valeurs propres et les vecteurs propres d�une matrice

Dé�nition 1.1.2 � est une valeur propre de A 2 Rn�n si et seulement s�il existe un vecteur

x non nul tel que :

Ax = �x

On dit que x est le vecteur propre de A associe à la valeur propre �:

1.1.3 Le spèctre

Dé�nition 1.1.3 Le spèctre d�une matrice A noté �(A) est l�ensemble des valeurs propres

de A:
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Dé�nition 1.1.4 L�ensemble des valeurs propres de la matrice paire (E;A) est donné par :

�(E;A) = f� j � 2 C; � � 1 : det(�E � A) = 0g :

Remarque 1.1.1 Par convention �(I; A) est simplement �(A):

1.1.4 Mineur principal d�une matrice carrée

Dé�nition 1.1.5 Si A 2 Rn�n est une matrice, les mineurs principaux d�ordre k de cette

matrice sont les déterminants des matrices tronquées (aij)16i;j6k pour k allant de 1 à n:

1.1.5 Rang d�une matrice

Dé�nition 1.1.6 Soit A 2Mn;n (R) une matrice. On appelle rang de la matrice A la dimen-

sion du sous-espace vectoriel engendré par ses vecteurs colonnes.

1.2 Matrices particulières

1.2.1 Matrices symétriques, matrices nilpotentes

Dé�nition 1.2.1 Une matrice A 2 Rn�n est dite symétrique si

AT = A

Dé�nition 1.2.2 Une matrice carrée A est dite nilpotente s�il existe p 2 N� tel que

Ap = 0

L�indice de nilpotence est alors le plus petit p qui véri�e l�équation Ap = 0.

Exemple 1.2.1 La matrice

A=
�
0 2

0 0

�
est nilpotente d�indice 2; ie que A2 = 0R2�2

1.2.2 Matrices monomiales

Dé�nition 1.2.3 Une matrice carrée A est appelée matrice monomiale (ou matrice de per-

mitation généralisée) si les entrées de A sont toutes nulles sauf une, dans chaque ligne et

chaque colonne, qui est strictement positive.
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Exemple 1.2.2 La matrice

A =

2664
0 0 1 0
0 0 0 1
0 1 0 0
1 0 0 0

3775 est une matrice monomiale

Lemme 1.2.1 La matrice inverse d�une matrice monomiale est aussi une matrice mono-

miale.

1.2.3 Exponentielle d�une matrice

Dé�nition 1.2.4 L�exponencielle d�une matrice carrée M de dimension n se dé�nit par son

développement en série entière :

exp(M) =
+1X
i=0

1

i!
M i;

Lemme 1.2.2 1. Si A et B sont deux matrices de dimensions n� n, alors

exp(A): exp(B) = exp(A+B)

si les matrices A et B commutent.

2. d
dt
exp(Mt) =M exp(Mt):

1.2.4 Matrices dé�nies positives, dé�nies négatives

Dé�nition 1.2.5 Soit A une matrice A 2 Rn�n: A est dé�nie positive (réspectivement semi-

dé�nie positive) si et seulement si

xTAx > 0 (respectivement � 0);8x 2 Rn; x 6= 0Rn :

Dé�nition 1.2.6 Soit A 2 Rn�n, A est dite une matrice dé�nie négative (réspectivement

semi-dé�nie négative) si et seulement si

xTAx < 0 (respectivement � 0);8x 2 Rn; x non nul:
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1.2.5 Matrices non négatives, positives et de Metzler

Soient A = (aij)i;j 2 Rn�n et B = (bij)i;j 2 Rn�m deux matrices à coe¢ cients réels.

Dé�nition 1.2.7 A est une matrice non-négative si ses entrées sont non-négatives, ie : aij >
0; pour tout i; j = 1; 2; :::; n: Nous noterons une telle matrice par A > 0 ou encore, A 2 Rn�nu :

Dé�nition 1.2.8 Une matrice non-négative A 2 Rn�nu est appelée positive si au moins une

de ses entrées est positive. Nous noterons une telle matrice par A > 0:

Théorème 1.2.1 La matrice inverse A�1 d�une matrice positive A 2 Rn�nu est une matrice

positive si et seulement si A est une matrice monomiale.

Preuve. Nécessairement, nous supposons que la matrice inverse A�1 = [bij] de la matrice

positive A = [aij] est une matrice non-négative.

De l�équation AA�1 = I; on a :

nX
k=1

aikbkj =

�
1 si i = j
0 si i 6= j (1.2.1)

òu i; j = 1; 2; :::n: Si le ième ligne de la matrice A a p entrées positives aij pour et i 6= j; alors

de l�équation (1.2.1) il s�ensuit que bkj = 0 pour k = j:

Dans ce cas la matrice A�1contient p� (n� 1) sous matrices nulles.

Si p � 1 alors detA�1 = 0: Par conséquent k = 1 car par hypothèse detA 6= 0:

Donc la matrice A n�a qu�une seule entrée positive dans chaque ligne et chaque colonne.

La su¢ sance résulte du fait que la matrice inverse d�une matrice monomiale est aussi une

matrice monomiale qui est positive. �

Matrices de Metzler

Dé�nition 1.2.9 A est une matrice de Metzler si toutes ses entrées hors diagonales sont

(positives) non-négatives,ie :

aij > 0 pour i 6= j ,i; j = 1; 2; :::n:
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Exemple 1.2.3 La matrice A suivante est une matrice de Metzler,

A =

0BBBB@
1 4 5 6 7
0 �3 1 1 2
2 1 �6 9 10
11 2 3 �1 8
1 6 1 2 2

1CCCCA ;
Parmi les résultats sur les matrices de Metzler, on donne le théorème suivant :

Théorème 1.2.2 A est une matrice de Metzler si et seulement si 8t > 0;

exp(At) > 0;

Preuve. Nécessité :

Supposons que A est une matrice de Metzler, on peut trouver un réel � � 0 tel que (A+�In) �

0; et sachant que :

(A+ �In) + (��In) = (��In) + (A+ �In)

Il s�ensuit que

exp(At) = exp((A+ �In)t+ (��In)t)

= exp(A+ �In)t: exp(��In)t

� 0

Du fait que

exp(A+ �In)t � 0 et exp(��In)t � 0

Su¢ sance :

Supposons que 8t > 0; exp(At) � 0
Ainsi puisque

A =
d

dt
exp(At) jt=0= lim

t�!0+

exp(At)� In
t

;

prenons comme ej le j�eme vecteur de la base canonique, nous obtenons pour i 6= j;



1.3 Produit de Kronecker 10

aij = lim
t�!0+

hexp(At) exp(j)� exp(j); exp(i)i
t

= lim
t�!0+

hexp(At) exp(j); exp(i)i
t

� hexp(j); exp(i)i
t

= lim
t�!0+

hexp(At) exp(j); exp(i)i
t

car hexp(j); exp(i)i = 0

> 0:

Alors aij > 0 pour i 6= j et la matrice A est donc une matrice de Metzler. �

1.2.6 Faisceau de matrices

Dé�nition 1.2.10 Un faisceau de matrices est une matrice dont les coé¢ cients sont des

polynômes de degré 1.

1.3 Produit de Kronecker

Le produit de Kronecker des matrices joue un rôle important dans les mathématiques et dans

les applications trouvées en la physique théorique. Il s�agit d�une autre manière de dé�nir la

notion de produit de matrices.

Dé�nition 1.3.1 Le produit de Kronecker de deux matrices A = [aij] 2 Mn;m(R) et B =

[bij] 2Mp;q(R) est noté par A
B et est dé�nie par :

A
B =

0BB@
a11B :: :: a1nB
: : : :
: : :

am1B amnB

1CCA 2Mmp;nq(R)
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Exemple 1.3.1 Soit A =
�
0 �2
3 �1

�
et B =

0@ 2 1
�4 �2
�3 2

1A alors,

A
B =

�
0 �2
3 �1

�



0@ 2 1
�4 �2
�3 2

1A

=

0BBBBBBBB@
0

0@ 2 1
�4 �2
�3 2

1A �2

0@ 2 1
�4 �2
�3 2

1A

3

0@ 2 1
�4 �2
�3 2

1A �1

0@ 2 1
�4 �2
�3 2

1A

1CCCCCCCCA

=

0BBBBBB@
0 0 �4 �2
0 0 8 4
0 0 6 �4
6 3 �2 �1
�12 �6 4 2
�9 6 3 �2

1CCCCCCA
Quelques propriétés du produit de Kronecker

Parmi les propriétés du produit de Kronecker on cite :

1. Le produit de Kronecker est Associatif : Pour tout triplet de matrices A;B et C, on

obtient :

A
B 
 C = (A
B)
 C = A
 (B 
 C)

2. Le produit de Kronecker est distributif par rapport à l�addition : pour tout quadruplet

A;B;C et D tel que (A+B) et (C +D) existent, on obtient :

(A+B)
 (C +D) = (A
 C) + (A
D) + (B 
 C) + (B 
D)

3. Le produit de Kronecker est également distributif par rapport au produit matriciel

standard : Pour tout quadruplet A;B;C et D tel que AC et BD existent, on obtient

(AC)
 (BD) = (A
B)(C 
D)

4. L�opérateur de transposition se distribue par rapport au produit de Kronecker,

(A
B)T = AT 
BT
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5. Le produit de Kronecker n�est pas commutatif,

A
B 6= B 
 A

L�une des nombreuses utilisations du produit de Kronecker consiste à résoudre ou à détermi-

ner les propriétés de solutions aux équations matricielles linéaires. Ces équations matricielles

peuvent être converties en un système équivalent où la matrice de coe¢ cients implique le pro-

duit de Kronecker. Dans cette transition, les matrices sont également converties en vecteurs.

La fonction qui implémente cette conversion est appelée Vectorisation.

1.3.1 Vectorisation des matrices

Dé�nition 1.3.2 Soit A=(aij) une matrice de dimension m � n:On dé�nit l�opérateur vec

d�empilement des colonnes par :

vec(A) =

0BBBBBBBBBB@

a11
:
:
a1n
a21
:
:
amn

1CCCCCCCCCCA
Propriétés :

Pour les besoins de l�étude de la stabilité des systèmes singuliers par les inégalités matricielles

linéaires, nous citons quelques propriétés utiles pour notre contributions :

1. La linéairité : soit A;B et C telles que A+B existe, alors

vec(�A+ �B) = �vec(A) + �vec(B)

2. Soit A;B et C telles que ABC existe, alors,

vec(ABC) = (CT 
 A)vec(B)

En particulier :

vec(AB) = (Ip 
 A)vec(B) = vec(ABC) = (BT 
 Im)vec(A),

avec A 2Mm;n(R) et B 2Mn;p(R)
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1.4 Transformation de Laplace

La transformée de Laplace est un outil très puissant qui permet de convertir une équation

di¤érentielle en une équation linéaire algèbrique où disparaissent les formes dérivées. Une telle

pratique permet de transposer le problème de l�espace de temps vers un espace des phases,

de le résoudre dans cet espace puis trasposer de nouveau la solution vers le monde réel par

la transformée inverse de Laplace.

1.4.1 Fonctions causales

Dé�nition 1.4.1 Une fonction f de la variable réelle t est dite causale si elle est nulle pour

tout t strictement négatif ie :

f(t) = 0 si t < 0

Dé�nition 1.4.2 La transformée de Laplace d�une fonction causale f est la fonction F = Lf

de la variable réelle complexe s dé�nie par :

F (s) = L [f(t)] =

Z +1

0

f(t)e�stdt

pour que F existe, il faut que l�intégraleZ +1

0

f(t)e�stdt soit convergente

Propriétés de la transformation de Laplace

Soit f et g deux fonctions causales admettant des transformées de Laplace.

1. Linéarité : Pour tout k appartenant à R; la fonction �f + �g admet une transformée

de Laplace et

L [(�f + �g)(t)] = �L [f(t)] + �L [g(t)] ;

2. Transformée d�une dérivée :

L

�
df(t)

dt

�
= sF (s)� f(0);

3. Convolution :

L[(f � g)(t)] = L[f(t)]L[g(t)] = F (s)G(s);
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avec

(f � g)(t) =
Z t

0

f(�)g(t� �)d�

1.4.2 Transformation inverse de Laplace

Dé�nition 1.4.3 Si F (s) = L [f(t)] ; on dit que fest l�original de F; et on note aussi

f(t) = L�1 [F (s)] :



Chapitre 2

Systèmes linéaires invariants à temps
continu

Dans ce chapitre, nous allons nous intéressé à la classe des systèmes invariants dans le temps

à temps continu. Nous introduisons par suite une nouvelle classe de systèmes qui est la classe

des systèmes positifs. Nous nous basons sur les di¤érentes références [4],[5],[11] et [16] pour

donner des dé�nitions et caractérisations des systèmes positifs en temps continu.

2.1 Description des systèmes L.T.I en temps continu

2.1.1 Représentation d�état d�un système

Dé�nition 2.1.1 Soit un système multi-entrées (m entrées), multi-sorties (p sorties), dont

le modèle est décrit par une ou plusieurs équations di¤érentielles linéaires à coe¢ cients

constants. Ce modèle peut s�écrire sous la forme d�un système d�équations matricielles di¤é-

rentielles du premier ordre :�
x0 (t) = Ax (t) +Bu (t) (équation d�état)
y (t) = Cx (t) (équation de sorties)

où x (t) 2 Rn est le vecteur d�état.

u (t) 2 Rmest le vecteur de commande.

A 2 Rn�n la matrice dynamique ou parfois d�évolution.

B 2 Rn�mest la matrice de commande.

y (t) 2 Rpest la sortie (vecteur de sortie ou de mesures).
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C 2 Rp�n est la matrice de sortie.

Le modèle sous cette forme est appelé représentation d�état du système.

Remarque 2.1.1 Cette représentation d�état n�est pas unique.

2.1.2 Trajectoire d�états et sortie du système

La solution du système x0 (t) = Ax (t) + Bx (t) souvent appelée trajectoire d�état sous la

condition initiale x (0) = x0 est donnée par :

x (t) = exp (At)x0 +

tZ
0

exp (A (t� �))Bu (�) d� :

L�équation de sortie est cependant,

y (t) = C exp(At)x0 + C

tZ
0

exp (A (t� �))Bu (�) d� :

en e¤et,

y (t) = Cx (t) = C exp(At)x0 + C

tZ
0

exp (A (t� �))Bu (�) d� :

2.1.3 Positivité des systèmes linéaires standards à temps continu

Rappelons dans ce qui suit, la classe de systèmes standards positifs ainsi que quelques de

leurs propriétés.

On considère le système linéaire à temp-invariant�
x0 (t) = Ax (t) +Bu (t)
y = Cx (t) ; x (0) = x0

(2.1.1)

où x 2 Rn; A 2 Rn�n; B 2 Rn�m; C 2 Rp�n et y 2 Rp:

Rappelons dans ce qui suit, la classe de systèmes positifs ainsi que quelques de leurs propriétés.

Dé�nition 2.1.2 [15] Le système linéaire à temps continu décrit par (2:1:1) est dit positif

(où internemet positif) si pour tout x0 2 Rn+ et tout contrôle u (t) 2 Rm+ pour t � 0; on a

x (t) 2 Rn+ et y 2 R
p
+ pour t � 0:
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Un deuxième résultat est donné par :

Théorème 2.1.1 Le système continu linéaire (2:1:1) est positif si et seulement si A est une

matrice de Metzler et B 2 Rn�m+ ; C 2 Rp�n+ :

Preuve. Sens direct, supposons que le système (2:1:1) est positif.

Si u (t) = 0 pour t � 0 et x0 = ei; où ei est la i�emecolonne de la matrice d�identité In:

La trajectoire est positif par hypothèse alors x (0) = Aei � 0 ce qui implique que aij � 0

pour i 6= j:

Par suite A est une matrice de Metzler.

Si on pose que la condition initiale x0 = 0; on a x (0) = Bu (0) � 0

alors B 2 Rn�m+ pour u (0) 2 Rm+ : Et si on remplace dans l�équation de la sortie, pour u (0) = 0

on a :

y (0) = Cx0 pour tout x0 2 Rn+

alors C 2 Rp�n+ :

Inverssement, supposons que A est une matrice de Metzler, B 2 Rn�m+ ; x0 2 Rn+; C 2 R
p�n
+

et u (t) 2 Rm+ pour t � 0:

Alors le théorème (1:2:2) assure la positivité de la martice exp (At) ; et puisque la trajectoire

du système (2:1:1) est sous forme :

x(t) = exp(At)x0 +

tZ
0

exp (A (t� �))Bu (�) d� :

on conclut que x(t) 2 Rn+ pour t � 0 et on a y (t) = Cx(t) 2 R
p
+ car C 2 Rp�n+ par hypothèse

et x(t) 2 Rn+ �

Exemple 2.1.1 Considérons le circuit électrique représenté par la (figure1) avec les résis-

tances R1; R2; R3 et capacités C1; C2 et une source de tension e = e(t):En choisissant les

tensions u1 = u1(t); u2 = u2(t) comme variables d�état et la sortie y = y(t),
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�gure 1

Et en appliquant les lois de Kirchho¤, nous pouvons écrire les équations

R1C1u
0
1 + u1 +R3(C1u

0
1 + C2u

0
2) = e (2.1.2)

R3(C1u
0
1 + C2u

0
2) + u2 +R2C2u

0
2 = e

Et

y = u1 + u2 (2.1.3)

Les équations (2.1.2) et (2.1.3) peut être réécrit sous forme d�équations :�
u01
u02

�
= A

�
u1
u2

�
+Be (2.1.4)

y = C

�
u1
u2

�
(2.1.5)

où

A =

"
� R2+R3
C1[R1(R2+R3)+R2R3]

R3
C1[R1(R2+R3)+R2R3]

R3
C2[R1(R2+R3)+R2R3]

� R1+R3
C2[R1(R2+R3)+R2R3]

#
(2.1.6)

B =

"
R2

C1[R1(R2+R3)+R2R3]
R1

C2[R1(R2+R3)+R2R3]

#
; C =

�
1 1

�
De l�équation (2.1.6), il s�ensuit que A est une matrice de Metzler et B 2 R2�1+ ; C 2 R1�2+ :

Par conséquent; le circuit est un bon exemple de système positif à temps continu.
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2.2 Description des systèmes linéaires singuliers à temps
continus

2.2.1 Trajectoire d�états et sortie du système

D�autres systèmes généralisant le système standard peuvent être donné par :8<:
Ex0 (t) = Ax (t) +Bu (t)

y = Cx (t)
x (0) = x0

(2.2.1)

où x (t) 2 Rn; E 2 Rn�n qui est la matrice d�évolution, A 2 Rn�n; B 2 Rn�m+ ; u (t) 2 Rm;

y (t) 2 Rp; C 2 RP�n:

qui sont appelés systèmes linéaires singuliers (ou implicites), il s�agit ici de la classe de

systèmes dynamiques représentant les systèmes interconnectés entre eux comme, dans de

nombreux systèmes pratiques les circuits électriques, les systèmes d�alimentation, les réseaux

etc...

2.2.2 Singularité

Dé�nition 2.2.1 On dit que le système (2:2:1) est singulier si la matrice d�évolution E est

singulière.

Dans le cas où la matrice E non singulière on dit que le système est standard ou explicite.

2.2.3 Régularité

Dé�nition 2.2.2 Le système (2:2:1)est dit régulier si et seulement si :

9s 2 C tel que det (Es� A) 6= 0:

Exemple 2.2.1 On considère la paire (E;A)

avec

E =

0@ 1 0 0
0 1 0
0 0 0

1A ; A =
0@ 0 1 0
0 0 1
0 0 �1

1A
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On calcule le déteminant de la matrice (sE � A) pour tout s 2 C; on obtient

det (Es� A) = det

24 s �1 0
0 s �1
0 0 1

35 = s2 6= 0;8s 2 C= f0g :
Alors (E;A) est régulier.

Un deuxième exemple à traiter est le suivant :

Exemple 2.2.2 On prend la paire (E;A)

où

E =

0BBBB@
0 0 0 1; 72 0
0 0 0 0 0

�0; 82 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

1CCCCA ;A =
0BBBB@

0 1; 1 0 0 0
0 0 1; 56 0 0
1; 23 0 0 1; 98 0
0 0 0 0 0
0 0 1; 01 0 0

1CCCCA
après calcul, le déterminant de la matrice (sE � A) ;

det (sE � A) = 0;8s 2 C:

alors le système étudié n�est pas régulier.

Dé�nition 2.2.3 Le système singulier est régulier où la paire (E;A) est régulière s�il existe

une paire de scalaires �; � 2 C telle que :

det (�E � �A) 6= 0:

2.2.4 Trajéctoire d�état et la sortie du système singulier

Pour résoudre ce système. On distingue deux cas :

1�erecas : Cas standard :

Si la matrice E est non singulière, donc le système (2:2:1) devient :

x0 (t) = E�1Ax (t) + E�1Bu (t) (2.2.2)

y(t) = Cx(t)

x(0) = x0
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On retrouve alors, pour tout t � 0:

Trajectoire d�état :

x(t) = exp(E�1At)x0 +

tZ
0

exp
�
E�1A (t� �)

�
Bu (�) d� :

Sortie du système :

y(t) = C exp(E�1At)x0 + C

tZ
0

exp
�
E�1A (t� �)

�
Bu (�) d� :

2�emecas : Cas singulier,

Dans toute la suite, pour cette classe de système nous supposons que (2:2:1) est régulier (i.e

9 s 2 C; det(sE � A) 6= 0):

Dé�nition 2.2.4 Dans ce cas, on peut écrire la matrice résolvante comme unique série de

Laurant au voisinage de l�in�ni

(sE � A)�1 =
1X

i=��
�is

�(i+1)

où � est l�indice de nilpotence du faisceau (sE � A)

et �i la matrice fondamentale de(2:2:2) ; satisfaisant les équations suivantes,8<:
E�i � A�i�1 = �0iIn
�iE � �i�1A = �0iIn
�i = 0;8i � ��

où �0i =
�
I si i = 0
0 sinon

Donc la solution du système (2:1:3) avec la condition initiale x (0) = x0 et le contrôle u (t)

est donnée par :

x(t) = exp(�0At)�0Ex0 +

tZ
0

exp (�0A (t� �))�0u (�) d� +
�X
j=1

��j
�
Bu(j�1) + Ex0s

(i�1)�
où u(j) = djU

dtj
; j = 1; :::; �� 1

et la sortie est donnée par :

y (t) = C exp(�0At)�0Ex0+

tZ
0

C exp (�0A (t� �))�0u (�) d�+
�X
j=1

C��j
�
Bu(j�1) + Ex0s

(i�1)�
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2.2.5 Positivité des systèmes linéaires singuliers

Considérons le système singulier :8<:
Ex0 (t) = Ax (t) +Bu (t)

y(t) = Cx (t)
x (0) = x0

(2.2.3)

On rappelle la dé�nition de la positivité de systèmes linéaires singuliers en temps continu

citée dans [4]

Dé�nition 2.2.5 Le système singulier (2:2:3)est dit positif si pour tout état initial admissible

x0 2 Rn+ et tout contrôle non-négatif u (t) � 0 avec uj (t) � 0; j = 0; :::; �� 1 pour t 2 Rn+;

l�état x (t) 2 Rn+ et la sortie y (t) 2 R
p
+ pour t � 0

Dé�nition 2.2.6 Le système (2:2:3) est faiblement positif si et seulement si A est une ma-

trice de Metzler, E 2 Rn�n+ ; B 2 Rn�m+ ; C 2 Rp�n+ :

Exemple 2.2.3 Considérons le circuit à quatre mailles représenté par la �gure 2;où Ri;

i = 1; :::8 sont les résistances données, L1; L2 les inductances et e1; e2 les sources de voltages.

On note par i1; i2; i3; i4 les intensités du courant dans les quatre mailles.

�gure 2
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En appliquant la loi des mailles, on obtient alors,

L1
di1 (t)

dt
= � (R1 +R3 +R5) i1 (t) +R3i3 (t) +R5i4 (t) ;

L2
di2 (t)

dt
= � (R4 +R6 +R7) i2 (t) +R4i3 (t) +R7i4 (t) ;

0 = R3i1 (t) +R4i2 (t)� (R2 +R3 +R4) i3 (t) + e1;

0 = R5i1 (t) +R7i2 (t)� (R5 +R7 +R8) i4 (t) + e2:

et si on pose x1 = i1 (t) ; x2 = i2 (t) ; x3 = i3 (t) ; x4 = i4 (t) ; on peut cependant écrire les

quatre équations sous la forme suivante,

Ex0 (t) = Ax (t) +Bu (t) :

avec,

E =

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

1CCA ; A =
2664
�R11

L1
0 R13

L1

R14
L1

0 �R22
L2

R23
L2

R24
L2

R31 R32 �R33 0
R41 R42 0 �R44

3775 ; B =
0BB@
0 0
0 0
1 0
0 1

1CCA ;

x (t) =

0BB@
i1 (t)
i2 (t)
i3 (t)
i4 (t)

1CCA =

0BB@
x1 (t)
x2 (t)
x3 (t)
x4 (t)

1CCA ; u (t) = � e1(t)e2(t)

�
:

où,

R11 = R1 +R3 +R5 ; R22 = R4 +R6 +R7; R24 = R42 = R7:

R13 = R31 = R3; R14 = R41 = R5; R23 = R32 = R4

R33 = R2 +R3 +R4; R44 = R5 +R7 +R8

Remarquons que A est une matrice de Metzler car toutes ses entrées hors diagonale ne sont

pas négatives.

Nous choisissons comme sorties :

y1 = L
di1 (t)

dt
+R11i1

y2 = R6i2:
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alors l�équation de la sortie est de la forme :

y = Cx

où,

y =

�
y1
y2

�
; C =

�
0 0 R3 R5
0 R6 0 0

�
:



Chapitre 3

Stabilité des systèmes singuliers
positifs

3.1 Stabilité des systèmes standars positifs

Notons que la classe de systèmes positifs est une classe aussi importante en pratique. Comme

exemples, nous avons les systèmes à compartiments, les circuits RLC, les systèmes biologiques,

etc....

La seul particularité de cette classe est que les variables sont par nature positives. Plus encore

ces systèmes seront représenté sur des cônes et ne pas sur des espaces vectoriels comme leurs

homologues les systèmes classiques.

Le but de ce chapitre est basé sur l�étude de problème de la stabilité d�un système L.T.I

continu, des conditions nécéssaires et su¢ santes de la stabilité seront donc établies.

3.1.1 Position du problème

On considère le système positif standard à temps invariant sans contrôle suivant :�
x0 (t) = Ax (t) ::::::::::(1:a); x (0) = x0
y (t) = Cx (t) :::::::::::::::::::::::(1:b)

(3.1.1)

où x0 2 Rn+; A est une matrice de Metzler et le vecteur d�état x (t) est positif.

Nous représentons la notion de stabilité avec toutes ces propriétés et caractérisations.

Nous considérons un système sans contrôle et à conditions initiale x (0) = x0 positive, on

dé�nit la stabilité par,
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Dé�nition 3.1.1 [16]On dit que le système positif (1:a) est stable si pour toute condition

initiale x0 2 Rn+; il existe un vecteur � (t) 2 Rn+ qui satisfait la condition limt!+1 � (t) = 0

tel que

x (t) � � (t) 8t � 0:

Où x (t) la solution du système avec la condition initiale x0:

3.1.2 Conditions nécessaires et su¢ santes de la stabilité

Parmi les caractérisations on cite,

Test par les valeurs propres

Théorème 3.1.1 [16]Le système positif (3:1:1) est asymptotiquement stable si et seulement

si toute les valeurs propres �1; �2; :::; �n de la matrice de Metzler A ont des parties réelles

négatives.

Exemple 3.1.1 Soit le système linéaire suivant,�
x0 (t) = Ax (t)
y (t) = Cx (t)

où

A =

0@ �1 0 1
1 �2 0
0 0 �3

1A ; et C = � 1 1 1
�

pour l�étude de la stabilité du système, on prend la matrice dynamique A, on calcul ses valeurs

propres, on obtient

�A = det (sI � A)

=

������
s+ 1 0 �1
�1 s+ 2 0
0 0 s+ 3

������
= (s+ 1) (s+ 2) (s+ 3)

Donc, � (A) = f�1; � 2; � 3g � C�; d�où la stabilité du système.



3.1 Stabilité des systèmes standars positifs 27

Test par les mineurs principaux

Théorème 3.1.2 [16]Le système positif (3:1:1) est asymptotiquement stable si et seulement

si tout les mineurs principaux �i; i = 1; :::; n de la matrice (�A) sont positifs, i.e :

�1 = �a11 > 0

�2 =

���� �a11 �a12
�a21 �a22

���� > 0
...
...

�n = det (�A) > 0:

Exemple 3.1.2 Nous prenons le système positif,�
x0 = Ax (t)
y = Cx (t)

avec

A =

0@ �3 0 0
0 �1 2
0 2 �8

1A et C =
�
1 2 0

�
On va calculer les mineurs principaux de la matrice A: On obtient

�1 = �a11 = 3 > 0

�2 =

���� 3 0
0 1

���� = 3 > 0
�3 =

������
3 0 0
0 1 �2
0 �2 8

������ = 12 > 0
Par conséquent, le système étudié est asymptotiquement stable.
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Test de Lyaponov

La méthode de Lyaponov traité dans cette partie est basée sur la dé�nition d�une fonction

paticulière, noté v (x) qui est appelée fonction de Lyaponov. On considère le système non

forcé (i.e : sans contrôle) positif

x0 (t) = Ax (t) ; A 2 Rn�n+ ;x (t) 2 Rn+: (3.1.2)

On sait que ce système homogène est stable, s�il existe une norme telle que kx (t)k décroisse

strictement avec le temps.

Prenons

kx (t)k = v (x (t)) = x� (t)Px (t) ; P > 0 (3.1.3)

On veut donc que

v0 (x (t)) < 0; 8t; 8x(0) (3.1.4)

Ce qui permet d�imposer une condition à la matrice P .

Pour cela, il su¢ t d�insérer (3:1:2) dans (3:1:3) et (3:1:4) : On obtient

v0 (x (t)) = x0� (t)Px (t) + x� (t)Px0 (t)

= x� (t)A�Px (t) + x� (t)PAx (t)

= x� (t) (A�P + PA)x (t)

= x� (t) [�Q]x (t)

Puisque v0 (x (t)) doit être strictment négatif, pour tout t; il faut donc que Q soit une matrice

dé�nie positive. Ce qui nous amène à l�équation de Lyaponov

A�P + PA = �Q (3.1.5)

Théorème 3.1.3 Si A satisfait (3:1:5) avec P > 0 (P = P �) ; Q > 0 alors

Re�i (A) < 0 pour tout �i valeur propre de A:

Preuve. Soit xi vecteur propre associé à la valeur propre �i;alors

�x�iQxi = x�i (A
�P + PA)xi

= x�iPxi
�
�i + �i

�
= 2Re (�i)x

�
iPxi
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Or x�iQxi et x
�
iPxi sont strictement positif, donc Re (�i) < 0 �

On continue avec les conditions nécssaires et su¢ santes pour la stabilité des systèmes linéaires

singuliers positifs, en se basant sur les références [4],[8] et [20].

3.2 Stabilité des systèmes singuliers positifs

3.2.1 Position du problème

Comme le cas du système linéaire standard, quand on étudie la stabilité du système linéaire

singulier positif, il su¢ t de considèrer l�équation homogène suivante,

Ex0(t) = Ax(t) tels que A 2 Rn�n+ de Metzler; E 2 Rn�n+ ; x (t) 2 Rn+; t � 0 (3.2.1)

avec la condition initiale x (0) = x0 qui est positive .

Pour simpli�er l�étude, nous supposons dans cette section que le système (3:2:1) est régulier

parceque dans ce cas le système a une unique solution.

Dé�nition 3.2.1 Le système singulier régulier (3:2:1) est dit stable si 9 �; � > 0 tel que

l�état du système x (t)

satisfasse

kx (t)k � �e��t kx (0)k ; t � 0:

3.2.2 Conditions nécessaires et su¢ santes de la stabilité

Test par les valeurs propres

Le théorème suivant donne un critère direct pour la stabilité des systèmes linéaires singuliers

réguliers.

Théorème 3.2.1 [8]Le système linéaire singulier régulier positif est stable si et seulement si

�(E;A) � C� avec

C� = fs=s 2 C;Re (s) < 0g :

Exemple 3.2.1 Prenons comme exemple de circuit éléctrique, le système (3:2:1)
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où

E =

2664
1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

3775 ; A =
2664
0 1 0 0
1 0 0 0
�1 0 0 1
0 1 1 1

3775 :
Le polynôme caractéristique de ce système est

PE;A (s) = det (sE � A)

=

��������
s �1 0 0
�1 0 s 0
1 0 0 �1
0 �1 �1 �1

��������
= s2 + s+ 1

=

 
s+

1

2
+

p
3

2
i

! 
s+

1

2
�
p
3

2
i

!

Donc le spectre de la matrice paire (E;A) est :

� (E;A) =

(
�1
2
�
p
3

2
i; � 1

2
+

p
3

2
i

)
� C�

Alors le système est stable par le théorème précédent.

Test par les polynômes caractéristiques

Considérons le système linéaire positif à temps continu :

Ex0 (t) = Ax (t) ; x (0) = x0 (3.2.2)

où x (t) 2 Rn; E 2 Rn�n; et la paire (E;A) est régulière.

On suppose qu�il est possible de rendre la paire (E;A) sous forme :

P [Es� A]Q = Es� A: (3.2.3)

où

E = PEQ =

�
In1 0
0 0

�
; A = PAQ =

�
A11 A12
A21 A22

�
; (3.2.4)

A11 2 Mn1 (R) ; A22 2Mn2 (R) deux matrices de Metzler; A12 2 Rn1�n2+ ; A21 2 Rn2�n1+

n1 = rgE; n = n2 + n1 et p 2 Rn�n; Q 2 Rn�n+ est une matrice monomiale.
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Remarque 3.2.1 Si Q est une matrice monomiale alors

x0 (t) = Q�1x (t) 2 Rn+; t � 0 pour tout x (t) 2 R�+ car Q�1 2 Rn�n+ :

Théorème 3.2.2 [20] Supposons qu�il existe une paire dè matrices (P;Q) satisfaisant les

équations (3:2:4) alors le système (3:2:2) est positif et asymptotiquement stable si et seulement

si les coe¢ cients des polynômes

P1 (s) = det

�
In1s� A11 �A12
�A21 �A22

�
= an1s

n1 + an2s
n2�1 + :::+ a1s+ a0 (3.2.5)

P2 (s) = det
�
In2s� A22

�
= sn1 + an2s

n2�1 + :::+ a1s+ a0

sont positifs, i.e : aj > 0; j = 0; 1; :::; n1 et ai > 0; i = 0; 1; :::; n2 � 1:

Exemple 3.2.2 Considérons le système (3:2:2) avec les matrices

E =

2664
0 0 0 1
0 �2 0 �4
0 1 0 2
0 �1 0 �2

3775 ; A =
2664
0 1 1 �2
0 4 �7 7
1 �1 2 �3
�5 2 �1 3

3775
Prenons la matrice E; puis en ajoutant la 3�eme ligne multipliant par 2 à la 2�eme ligne, on

obtient :

E1 =

2664
0 0 0 1
0 0 0 0
0 1 0 2
0 �1 0 �2

3775
Deuxièment, nous additionons la 3�eme ligne à 4�eme ligne, on trouve

E2 =

2664
0 0 0 1
0 0 0 0
0 1 0 2
0 0 0 0

3775
Maintenant ,on va multiplier par (�2) la première ligne et on l�ajoute à la troixième ligne,

on obtient :

E3 =

2664
0 0 0 1
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

3775
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Par permutation entre la 2�eme et 3�eme ligne puis entre le 1�ere et le quatrième colonne, on

obtient :

E =

2664
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

3775 = PEQ
on fera les mêmes opérations sur la matrice A; on trouve

A =

2664
�2 1 1 0
1 �3 0 1
1 2 �3 2
0 1 1 �4

3775 = PAQ
où

P =

2664
1 0 0 0
�2 0 1 0
0 1 2 0
0 0 1 1

3775 ;Q =
2664
0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0

3775
Calculons les deux polynômes P1 (s) et P2 (s)

P1 (s) = det

�
I2s� A11 �A11
�A21 �A22

�

=

��������
s+ 2 �1 �1 0
�1 s+ 3 0 �1
�1 �2 3 �2
0 �1 �1 4

��������
= 10s2 + 41s+ 18:

P2 (s) = det
�
In2s� A22

�
=

���� s+ 3 �2
�1 s+ 4

����
= s2 + 7s+ 10

Donc les coe¢ cients des deux polynômes sont positifs. Alors d�aprés théorème (3:2:2) le

système est positif et asymptotiquement stable .

Corollaire 3.2.1 Le système linéaire (3:2:2) est positif et asymptotiquement stable si toute

les coe¢ cients du polynôme

P (s) = det [Es� A]

sont dé¤érents de zéro et tous ont le même signe.
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Test de Lyaponov

On considère le système

Ex0 (t) = Ax (t) (3.2.6)

On traite d�abord le cas où E inversible. Donc (3:2:6) sera

x0 (t) = E�1Ax (t) = ~Ax (t)

Théorème 3.2.3 Le système (3:2:6)avec E inversible est stable s�il existe une matrice P

dé�nie positive véri�ant

P � = P et qui est la solution de l�équation

~AP + P ~A = �Q

Pour toute matrice Q dé�nie positive avec ~A = E�1A:

Cas où E est singulier Considérons le système singulier à temps continu suivant�
Ex0 (t) = Ax (t)
x (t0) = x0

(3.2.7)

Théorème 3.2.4 On dit que le système (3:2:7) est asymptotiquement stable si et seulement

s�il existe une matrice P tel que

P TA+ ATP = �Q pour une matrice Q dé�nie positive

avec

ETP = P TE � 0:

Preuve. On considère comme fonction condidate la fonction,

V (x (t)) = xT (t)PEx (t) (3.2.8)

Pour assurer la stabilité il su¢ t que,

V 0 (x (t)) = x0T (t)
�
PET

�
x+ xT (t) (PE)x0 (t) < 0

si de plus

PET = ETP (3.2.9)
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En remplaçant (3:2:9)dans(3:2:8) on obtient :

V 0 (x (t)) < 0 =) (Ex0)
T
Px+ xTP (Ex0 (t)) < 0

=) xT
�
ATP + PA

�
x < 0

=) ATP + PA < 0:

�



Chapitre 4

Systèmes linéaires fractionnaires à
temps continu

4.1 Introduction

Beaucoup de vrais systèmes dynamiques sont mieux caractérisés par un modèle dynamique

d�ordre non entier, basé en générale sur la notion de di¤érentiation ou l�intégration de l�ordre

non entier.

Les systèmes fractionnaires ou d�ordre non entier sont aussi stables que leurs homoloques,

les systèmes d�ordre entier. Du fait que les systèmes fractionnaires sont d�une part, pour la

plupart considérés comme les systèmes à mémoire qui sont généralement plus stables com-

parés aux systèmes d�ordre entier et d�autre part, du fait qu�ils a¢ chent une dynamique

beaucoup plus sophistiquée, ce qui présente une grande importance par exemple dans le do-

maine de la communication sécurisée. Récement, le problème de la synchronisation chaotique

a étè naturellement étendue aux systèmes fractionnaires des lasers, des réacteurs chimiques,

de la communication sécurisée et de la biomédecine. Le concept du calcul fractionnaire a le

potentiel énorme de changer la manière dont nous voyons, modélisons, et commandons la

nature autour de nous. La raison principale de l�usage fréquent des modèles d�ordre entier

était l�absence des méhodes de solution pour des équations fractionnaires ou d�ordre non

entier. Actuellement, un bon nombre de méthodes pour l�approximation de la dérivée et de

l�intégrale fractionnaire peut être facilement employé dans diverses applications notamment

en théorie du contrôle.
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Dans ce chapitre, on va s�intérésser à l�étude des tests de stabilité des systèmes linéaires

fractionnaires singuliers positifs en temps continu. On commence par quelques rappels et des

dé�nitions dont aura besoin pour les paragraphes qui vont suivre.

On cite les références dont nous utilisons dans ce chapitre, [3],[10],[12],[13],[14],[15],[17],[18]

et [19].

4.2 Quelques concepts de calcul fractionnaire

4.2.1 La fonction Gamma d�Euler

Dé�nition 4.2.1 On appelle fonction Gamma d�Euler la fonction donné par

� (x) :=

+1Z
0

exp (�t) tx�1dt:

telle que si on se place dans C on suppose alors que Re (x) > 0: Mais, si on travaille dans R;

alors il faut se contenter de prendre x > 0:

Propriétés

Parmi les propriétés de la fonction Gamma, on donne :

Soit x > 0. Alors on a

1. � (x+ 1) = x� (x)

2. 8n 2 N; � (n+ 1) = n!

3. � (1) = 1

Il existe plusieurs dé�nitions mathématiques sur la dérivée fractionnaire. Dans cette par-

tie on adopte les dé�nitions habituellement utilisées :Capito et son inverse l�opérateur de

Riemann-liouville. Cela est dû au fait que la dériveé fractionnaire au sens de Caputo permet

de d�imposer les conditions initiales classiques et les conditions aux limites.
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4.2.2 Intégrale fractionnaire aux sens de Riemann-Liouville

Dé�nition 4.2.2 Soit x : [0; T ]! R telle que x est continue sur [0; T ] : On appelle intégrale

fractionnaire d�ordre � > 0 au sens de Riemann-Liouville de x, la fonction suivante :

J�x (t) :=
1

� (�)

tZ
0

(t� s)��1 x (s) ds; � > 0:

4.2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Dé�nition 4.2.3 Soit n � 1 < � < n; n 2 N� et x : [0; T ] ! R de classe Cn ([0; T ]) : La

dérivée d�ordre � au sens de Caputo de x (t) est donnée par :

D�x (t) =
1

� (n� �)

tZ
0

(t� s)n���1 x(n) (s) ds

4.3 Système linéaire fractionnaire à temps continu

4.3.1 Représentation d�état

Considérons un système linéaire à temps continu d�entrée u (t) 2 Rm et de sortie y (t) 2 Rp:

Sa représentation d�état peut être de la forme suivante :8<:
D�x (t) = Ax(t) +Bu (t) ::::::(1:a) ; t 2 [0; T ] ; 0 < � � 1

y(t) = Cx(t):::::::::::::::::::::::::(1:b)
x(0) = x0

(4.3.1)

4.3.2 Trajectoire et sortie du système

Théorème 4.3.1 La solution de l�équation (1:a) sous la condition initiale x(0) = x0; est de

la forme :

x (t) = �0 (t)x0 +

tZ
0

� (t� �)Bu (�) d�

où

�0 (t) =
1X
k=0

Aktk�

� (k�+ 1)
;

� (t) =

1X
k=0

Akt(k+1)��1

� ((k + 1)�)
; avec 0 < � � 1:
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Alors l�équation de la sortie s�écrit :

y(t) = C�0 (t)x0 +

tZ
0

C� (t� �)Bu (�) d�

Remarque 4.3.1 Remarquons que dans le système (4:3:1) ; si on prend � = 1: on obtient le

système linéaire standard et on a

�0 (t) = � (t) =

1X
k=0

(At)k

� (k + 1)
= exp(At):

Dans les parties qui vont suivre, nous considérons le cas 0 < � < 1:

4.3.3 Positivité des systèmes linéaires fractionnaires standards

Parmi les dé�nitions qui sont véri�ées pour le cas classique et sont aussi pour le cas fraction-

naire, on donne :

Dé�nition 4.3.1 Le système fractionnaire (4:3:1) est dit positif si x(t) 2 Rn+; y(t) 2 R
p
+; t �

0 pour toute condition initiale x0 2 Rn+ et pour tout u(t) 2 Rm+ ; t � 0:

Lemme 4.3.1 Soit A 2 Rn�n et 0 � � � 1 alors :

�0 (t) =
1X
k=0

Aktk�

� (�k + 1)
2 Rn�n+ pour t � 0 , (4.3.2)

et

� (t) =
1X
k=0

Akt(k+1)��1

� ((k + 1)�)
2 Rn�n+ pour t � 0 (4.3.3)

si et seulement si A est une matrice de Metzler.

Preuve. Necéssité : on a

�0 (t) = In +
At�

� (�+ 1)
+ :::;

� (t) = In
t��1

� (�)
+
At2��1

� (2�)
+ :::;

il s�ensuit que �0 (t) 2 Rn�n+ et � (t) 2 Rn�n+ pour t � 0; si A est une matrice de Metzler.

Su¢ sance :
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Supposons que A est une matrice de Metzler alors d�après le théorème (1:2:2) ona

eAt � 0 pour t � 0; (4.3.4)

Nous pouvons écrire :

�0 (t)� eAt =
1X
k=0

(At�)k

� (k�+ 1)
� (At

�)k

k!
(4.3.5)

=
1X
k=0

k!� � (k�+ 1)
� (k�+ 1)

(At�)k

k!

� 0 pour t � 0

Puisque k! � � (k�+ 1) pour 0 < � < 1 et de (4:3:4) et (4:3:5) nous avons

�0 (t) � eAt pour t � 0;

Par suite �0 (t) 2 Rn�n+ ; et la démonstration est similaire pour � (t) : �

Théorème 4.3.2 Le système fractionnaire linéaire décrit par (4:3:1)est positif si et seule-

ment si A est une matrice de Metzler et B 2 Rn�m+ ; C 2 Rp�n+ :

4.3.4 Stabilité des systèmes linéaires fractionnaires standards po-
sitifs

Soit le système linéaire fractionnaire positif à temps continu suivant :

D�x(t) = Ax(t); 0 � � � 1; t � 0 (4.3.6)

Théorème 4.3.3 Le système fractionnaire continu positif (4:3:6) est asymptotiquement stable

si seulement si les valeurs propres de la matrice A sont situées dans le demi-plan complexe

gauche ouvert i:e : �(A) � C�:

Théorème 4.3.4 Le système fractionnaire (4:3:6) est asymptotiquement stable si et seule-

ment si tout les coe¢ cients du polynôme :

det[Ins� A] = sn + an�1sn�1 + :::::+ a1s+ a0

sont positifs, i.e : ai > 0 pour i = 0; 1; :::; n� 1
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4.4 Systèmes linéaires fractionnaires singuliers

4.4.1 Représentation d�état

Considéraons le système singulier fractionnaire décrit par l�équation d�état

ED�x(t) = Ax(t) +Bu(t) 0 < � < 1 (4.4.1)

y(t) = Cx(t)

x(0) = x0 2 Rn

Avec D� est l�opérateur di¤érentiel de Caputo,x(t) 2 Rnest le vecteur d�état; u(t) 2 Rm est

le vecteur de commande, y(t) 2 Rpest le vecteur de sortie, E;A 2 Rn�n; C 2 Rp�n:

4.4.2 Régularité des systèmes singuliers fractionnaires

Dé�nition 4.4.1 On dit que la paire (E;A) dans le système (4:4:1) est régulière si et seule-

ment si det(E�� A) 6= 0 pour certain � 2 C (� = s�); 0 � � � 1:

Exemple 4.4.1 On considère le système (4:4:1) pour � = 0:5 avec les matrices

E =

�
1 0
0 0

�
; A =

�
0 0
1 �2

�
; B =

�
1
2

�
et la condition initiale x0 = 0; alors le système est régulier car

det(E�� A) =

���� � 0
�1 2

���� = 2�; (� = s�)
6= 0 pour � 2 C�;

4.4.3 Trajectoire et sortie du système

Supposons que detE = 0 (E singulier) et que la paire (E;A) est régulière, i.e det[Es��A] 6= 0

pour certain s 2 C: Alors

(Es� � A)�1 =
+1X
i=��

'is
�(i+1)� ; (4.4.2)

où 'i véri�e

E'i � A'i�1 = 'iE � 'i�1A = �i0 =
�
In pour i = 0
0 pour i 6= 0 (4.4.3)
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où (�ij est le delta de Kronecker) et

'i = 0 pour i < ��; '��E = E'�� = 0 (4.4.4)

Théorème 4.4.1 La solution du système dynamique de l�équation fractionnaire(4:4:1) est

donnée par

x(t) =

+1X
i=0

('0A)
i'0

�Z t

0

(t� �)(i+1)��1
�[(i+ 1)�]

Bu(�)d� +
t�i

�(i�+ 1)
Ex0

�

+

�X
i=1

h
'�iBu(t)

(i�1)� + �(i��1)Ex0

i
;

Preuve. Supposons que (E;A) est régulière, donc (Es� � A)�1 =
P+1

i=�� 'is
�(i+1)� où 'i

véri�e (4:4:1) et (4:4:4)

on a

(Es� � A)
+1X
i=��

'is
�(i+1)� =

+1X
i=��

'is
�(i+1)�(Es� � A) (4.4.5)

d�une part,

on prend l�équation di¤érentielle fractionnaire, puis on applique la transformation de Laplace,

on obtient cependant,

EL(d
�x

dt�
) = L(Ax(t) +Bu(t))

alors

Es�X(s) = AX(s) +BU(s) + s��1Ex0

X(s) = (Es� � A)�1[Bu(s) + s��1Ex0]

En remplaçant (Es� � A)�1par (4:4:5), on trouve alors,

X(s) =

+1X
i=��

'is
�(i+1)� [Bu(s) + s��1Ex0]

=
+1X
i=��

'i[s
�(i+1)�Bu(s) + s�(�i+1)Ex0]

=
+1X
i=0

'i[s
�(i+1)�Bu(s) + s�(�i+1)Ex0] +

�X
i=1

'�i[s
�(i+1)�Bu(s) + s�(�i+1)Ex0]
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Par l�application de la transformation inverse de Laplace, on obtient

x(t) = L�1(X(s))

=
+1X
i=0

['i

Z t

0

'i
(t� �)(i+1)��1
�[(i+ 1)�]

Bu(�)d� +
'it

�i

�(i�+ 1)
Ex0] +

�X
i=1

'�i[Bu(t)
(i�1)� + �(i��1)Ex0];

�

Remarque 4.4.1 Si det(E) 6= 0; alors E�1existe et donc la solution devient

x(t) =
+1X
i=0

�Z t

0

(E�1A)i
(t� �)(i+1)��1
� [(i+ 1)�]

E�1Bu(t)d� +
ti�

� (i�+ 1)

�
E�1A

�i
x0

�
En e¤et, puisque E�1existe on trouve

(Es� � A)�1 =
�
Es�

�
In � (Es�)�1

�
A
��1

=
+1X
i=0

(E�1A)iE�1s�(i+1)�;

Par suite,

X(s) =
+1X
i=0

(E�1A)iE�1s�(i+1)�BU(s) +
+1X
i=0

(E�1A)is�(i�+1)x0

En appliquant la transformation inverse de Laplace, on obtient

x(t) = L�1 [X(s)]

=
+1X
i=0

�Z t

0

(E�1A)i
(t� �)(i+1)��1
� [(i+ 1)�]

E�1Bu(t)d� +
ti�

� (i�+ 1)

�
E�1A

�i
x0

�
;

d�où le résultat,

4.4.4 Positivité des systèmes singuliers fractionnaires

Dans cette partie, nous représentons la dé�nition de la positivité des systèmes singuliers

linéaires fractionnaires.

Dé�nition 4.4.2 Le système fractionnaire (4:4:1) est dit positif si x(t) 2 Rn+; t � 0 pour

toute condition initiale non-négative x0 2 Rn+ et tout contrôle admissible u(t) 2 Rm+ :

Il existe a d�autres critères et conditions nécessaires et su¢ santes de la positivité de ce type

de systèmes liées avec leur stabilité.
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4.4.5 Stabilité des systèmes singuliers linéaires fractionnaires po-
sitifs

On considère le système singulier fractionnaire positif sans contrôle suivant

E
d�x

dt�
= Ax (t) , x(0) = x0; 0 � � � 1 (4.4.6)

où x0 2 Rn+; u(t) 2 Rm+ et E;A 2 Rn�n+ :

Dé�nition 4.4.3 le système singulier fractionnaire positif décrit par l�équation (4:4:6) est

dit asymptotiquement stable si

lim
t!+1

x(t) = 0; pour tout x0 2 Rn+:

Supposons que nous pouvons réduire la paire (E;A) dans (4:4:6) sous la forme

P [Es� A]Q = �Es� �A; où �E =
�
In1 0
0 0

�
; �A =

�
�A11 �A12
�A21 �A22

�
; (4.4.7)

�A11 2 Mn1(R)et �A22 2 Mn2 (R) deux matrices de Metzler, �A12 2 Rn1�n2+ ; �A21 2 Rn2�n1+ ; n1 +

n2 = n; P 2 Rn�n et Q 2 Rn�n+ est une matrice monomiale.

Théorème 4.4.2 Le système fractionnaire linéaire singulier (4:4:1) est positif et asymptoti-

quement stable si et seulement s�il existe une paire de matrice (P;Q) qui satisfait (4:4:7) tel

que les coe¢ cients des polynômes :

P1(s) = det

�
In1s� �A11 � �A12
� �A21 � �A22

�
et

P2(s) = det
�
In2s� �A22

�
sont positifs.



Chapitre 5

Stabilité des systèmes linéaires
singuliers discret 2D par l�approche
IML.

5.1 Introduction

Les inégalités matricielles linéaires représentent un outil é¢ cace pour résoudre beaucoup de

problèmes d�optimisation, dans le domaine de la théorie de contrôle, le traitement de signal,...

Du point de vue contrôle, l�utilisation des IMLs est vraiment large dans l�analyse de la

stabilité.

Dans ce chapitre, on va s�intérésser à l�étude de la stabilité des systèmes singuliers discrets à

deux dimensions sous la contrainte de positivité de l�état, des conditions nécessaires et su¢ -

santes seront donc établies. Nous nous basons pour ce faire sur les références suivantes :[1],[2]

et [4].

5.2 Inégalités matricielles linéaires

Pour pouvoir présenter des résultats sur la stabilité des systèmes positifs par IML, on a besoin

de quelques notions citées dans [4]:
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5.2.1 les formulations IMLs

Dé�nition 5.2.1 Une inégalité matricielle (IML) est une expréssion de la forme

F (x) = F0 +
nX
i=1

xiFi > 0; (5.2.1)

où x = (xi)i=1;::;n est un vecteur de nombres réels et (Fi)i=0;::;n sont des matrices réelles

symétriques.

Remarque 5.2.1 L�inégalité �>�dans (5:2:1) signi�e «dé�nie positive»

Exemple 5.2.1 L�inégalité 24 x1 � 3 x1 + x2 �1
x1 + x2 x2 � 4 0
�1 0 x1

35 > 0
est une IML à deux variables. On peut alors l�écrire comme24�3 0 �1

0 �4 0
�1 0 0

35+ x1
241 1 0
1 0 0
0 0 1

35+ x2
240 1 0
1 1 0
0 0 0

35 > 0
Dé�nition 5.2.2 Une inégalité matricielle linéaire est une inégalité de la forme

F (x) � 0 (5.2.2)

où F est fonction a¢ ne d�un espace vectoriel de dimension �ni vers un ensemle de matrices

réelles symétriques

Sn =
�
M=M =MT 2 Rn�n

	
n >0

1. Une IML non stricte est une IML telle que l�inégalité dans (5:2:2) est non stricte i.e

(5:2:2) devientF (x) � 0

2. Des inégalités matricielles linéaires F (x) < 0 est un cas particulier de (5:2:1) puisqu�elle

peuvent être reformulées sous forme

�F (x) > 0
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On écrit toujours une IML sous la forme F (x) < 0 avec F : Rn ! Sn

Propriétés

-Si

G (x) > 0;

H (x) > 0

sont deux IMLs, alors, �
G (x) 0
0 H (x)

�
> 0

est une IML.

-Plus généralement, lorsqu�il y a plusieurs IMLs Fi (x) > 0; i = 1; ::; n; il est toujours possible

de les réécrire sous une seule LMI

F (x) =

26664
F1 (x) 0 � � � 0

0
. . .

...
...

. . . 0
0 � � � 0 Fn (x)

37775 > 0
L�inégalité a un sens puisque F (x) est symétrique.

-Tout x véri�ant l�inégalité

F (x) > 0

satisfait aussi le système des IMLs Fi (x) > 0; i = 1; ::; n et vice versa.

-Pour � > 0; on a F (x) > 0 équivalent à �F (x) > 0:

On pense maintenant à introduire la théorie de stabilité par les IMLs.

5.2.2 Stabilité de Lyapunov

Les LMIs ne se présentent pas directement sous la forme de l�inégalité présentée ci-dessus

(5.2.2). Prenons un exemple classique de l�automatique : la stabilité au sens de Lyapunov

pour un système linéaire,

x0 = Ax(t)
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Il s�agit de trouver une matrice réelle P = P T > 0 de même dimension que A telle que

ATP + P TA < 0 qui se réécrit sous une seule inégalité

�
�P 0
0 ATP + P TA

�
� 0

Cette inégalité représente une caractérisation matricielle de la stabilité sous formulation IML.

5.3 Stabilité des systèmes 2D de Lyaponov

Les systèmes 2D sont des systèmes qui sont caractérisés par deux variables indépendantes

qui propagent l�information dans deux directions indépendantes.

On considère le système discret 2D�
Ex (i+ 1; j + 1) = A0x (i; j) + x (i; j)A1 +Bu (i; j)

y = Cx (i; j)
(5.3.1)

où x 2 Rn; u 2 Rmet y 2 Rp; Ai 2 Rn�n; B 2 Rn�m; i = 0; 1; 2 et C 2 Rp�n:

avec �
x (i; 0) = xi0 ,i = 1; ::; n
x (0; j) = x0j ,j = 1; ::; n

sont des conditions aux limites, ce système s�appelle le système linéaire de Lyapunov linéaire

2D en temps réel.

5.3.1 Conditions nécessaires et su¢ santes de la stabilité

Soit le système 2D particulier (sans contrôle)�
Ex (i+ 1; j + 1) = A0x (i; j) + x (i; j)A1

y = Cx (i; j)
(5.3.2)

Véctorisation du modèle

On prend l�équation d�état dans le système (5:3:2) , puis on le véctorise, on obtient

vec [Ex (i+ 1; j + 1)] = vec [A0x (i; j) + x (i; j)A1]

La linéairité de l�opération vec , nous donne

vec [Ex (i+ 1; j + 1)] = vec [A0x (i; j)] + vec [x (i; j)A1]
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et donc

(In 
 E) vec [x (i+ 1; j + 1)] = (I 
 A0) vec [x (i; j)] +
�
AT1 
 I

�
vec [x (i; j)]

Cela implique que

(In 
 E) vec [x (i+ 1; j + 1)] =
�
(In 
 A0) +

�
AT1 
 In

��
vec [x (i; j)]

Alors le système (5:3:2) équivaux à�
ÊX (i+ 1; j + 1) = ÂX (i; j)

Ŷ (i; j) = ĈX (i; j)
(5.3.3)

où Ê = (In 
 E), Â = (In 
 A0) +
�
AT1 
 In

�
;= (In 
 E),X (i; j) = vec [x (i; j)] ; Ŷ (i; j) =

vec [y (i; j)] et Ĉ = (In 
 C) :

Stabilité

On reconsidère le système de Lyapunov transformée,�
ÊX (i+ 1; j + 1) = ÂX (i; j)

Ŷ (i; j) = ĈX (i; j)
(5.3.4)

Dé�nition 5.3.1 Le système 2D décrit dans (5:3:4) est asymptotiquement stable si pour

toutes conditions limites X (i; 0) 2 Rn�n+ ,i = 1; ::; n et X (0; j) 2 Rn�n+ , j = 1; ::; n

on a

lim
i;j!+1

X (i; j) = 0

Théorème 5.3.1 [1] Une matrice polynômiale hermitienne

P (z) =

2X
i=0

Piz
i avec P�i = P �i

est dé�nie positive sur le cercle unité si et seulement s�il existe une matrice hermitienne X

telle que �
P0 �X P1
P �1 X

�
> 0 , X = X�

Théorème 5.3.2 [1] Le système de Lyapunov (5:3:2) est asymptotiquement stable s�il existe

une matrice hermitienne X0; X1; X2 avec X0 � 0; X1 � 0 et X2 � 0 satisfaisant les IMLs

suivantes �
In 
 A0 + AT1 
 In

�T
X1

�
In 
 A0 + AT1 
 In

�
� �ET1;0X1

�E1;0 > 0



5.3 Stabilité des systèmes 2D de Lyaponov 49

��
In 
 A0 + AT1 
 In

�T
X2

�
In 
 A0 + AT1 
 In

�
�X0

�
In 
 A0 + AT1 
 In

�T
X2
�E1;0

� �ET1;0X2

�
In 
 A0 + AT1 
 In

�
X2 + �ET1;0X2

�E1;0 + �ET0;1X2
�E0;1

�
> 0

où �Ek;l = (In 
 E)
�
kIn1 0
0 lIn2

�
et n1 + n2 = n:



Conclusion et perspectives

Ce mémoire a pour but l�étude de la stabilité asymptotique des systèmes linéaires

positifs. Nous avons commencer par rassembler les outils nécessaires pour cette étude et qui

consiste à présenté les di¤érentes dé�nitions liées à l�analyse des systèmes linéaires positifs.

Puis nous avons rappeler la solution d�un système linéaire standard à temps continu ainsi

que des conditions nécessaires et su¢ santes de positivité. La solution du système singulier à

fait l�objet d�une section à part. Nous avons donné des critères pour la stabilité des systèmes

linéaires singuliers positifs et les systèmes linéaires singuliers fractionnaires positifs.

La classe des systèmes 2D de Lyapunov a été considérée où nous avons établis des conditions

su¢ santes de stabilité.

En perspectives , on poura considérer le problème de stabilité des modèles 2D fractionnaires

de Lyapunov.
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