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Résumé :

Dans cette thése, on s’intéresse aux inégalités intégrales d’ordre arbitraire et aux appli-
cations aux équations différentielles non linéaires d’ordre non entier.

On établit des résultats intégraux a une classe d’inégalités de type Holder, faisant inter-
venir trois fonctions positives.

En se basant sur un travail de S.H. Wu publié, en 2007 dans JMAA Journal, on démontre
des résultats fractionnaires selon ’approche de Riemann-Liouville.

Aussi, pour notre cas, certains travaux de Z. Dahmani publiés en 2012, dans General
Mathematics, peuvent étre déduits comme un cas particulier pour notre contribution frac-
tionnaire aux inegalites de Holder.

Dans cette thése, on sera aussi concerné par 1’étude d’une classe d’équations différentielles
singulieres fractionnaires au sens de Caputo. Cette classe d’équations peut étre interprétée
comme un modeéle général incluant le systéme de Lane-Emden, qui a beaucoup d’applications
en physique et en particulier en Astrophysique. La stabilité des solution de cette classe sera
aussi étudiée dans cette these.



Abstract :

In this thesis, we are concerned with fractional integral inequalities and non linear diffe-
rential equations of arbitrary order.

We begin by generalizing some Holder type inequalities involving three positive functions,
by using the well know theory of fractional integration in the sense of Riemann-Liouville.

This project deals also with non linear singular differential equations of non integer order
in the sense of Caputo. Some existence and uniqueness theorems are proved for a more
general Lane-Emden problem. Other notions of stability are also discussed.
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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul différentiel. L’histoire de cette
théorie remonte au 19°"¢ siécle, lorsque I’Hopital se pose la question & Leibniz sur le résultat
de la dérivée d’ordre un demi. Ensuite plusieurs chercheurs se sont intéressés a ce sujet.

L’objectif principal de cette thése est de présenter une contribution intégrale au calcul frac-
tionnaire dans le domaine intégral ainsi que dans sa dimension différentielle.

Cette thése se compose d’une Introduction et quatre Chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques définitions et résultats relatifs au calcul frac-
tionnaire dont on aura besoin dans les autres chapitres.

Le deuxiéme chapitre porte sur une contribution aux inégalités de type Holder dans le cas
fractionnaires au sens de Riemann-Liouville. On généralise certains résultats de S. Wu. [45].

Dans le troisiéme chapitre, on aborde les inégalités intégrales au sens de g-calcul. On donne
une contribution intégrale via cette théorie et on généralise des résultats de W.J. Liu et al.
[32] ainsi que de F. Qi [38].

Le quatriéme chapitre porte sur ’existence et 'unicité des solutions des systémes différen-
tiels fractionnaires singuliers a 'origine, On démontre des résultats assurant ’existence et
I'unicité. D’autres résultats assurant ’existence d’une solution au moins seront discutés.
La stabilité au sens de ULAM-HYERS des solutions de notre systéme sera aussi étudiée dans
cette chpitre.

On termine cette contribution par une Conclusion Générale et des perspectives.



Chapitre 1
RAPPELS

Ce chapitre contient des définitions, des rappels des théorémes classiques avec certaines
propriétés qui seront & utiliser par la suite.

Dans la premiére partie, on donne le théoreme de Banach et quelque théorémes des points
fixes qui sont fréquemment utilisables dans le chapitre quatre.

1.1 Définitions

On rappelle les définitions suivantes :

Définition 1.1.1 : Soit E un espace vectoriel sur k.Une norme sur E est une application
N de E a valeurs dans [0,00[ qui vérifie les trois propriétés suivantes :

1. N (z) =0 si et seulement si x = 0. (Séparation)

2.VAek,Vx € E, N (Ax) = |A\| N (z). (Positive Homogénéité)

3.Ve,ye E, N(x+y) < N (x)+ N (z). (Inégalité triangulaire).

On note souvent N (x) = ||z .
Un espace vectoriel normé (E, ||.||) est un espace vectoriel E muni d’une norme ||.|.
Définition 1.1.2 : Soit Q = [a,b] un intervalle de R et 1 < p < 0.

1. Pour 1 < p < oo, LP () est l'espace des fonctions réelles f sur Q) telles que f est
mesurable et

b
/ 1 (@) da < +oo.
On peut munir LP () de || f[|, = (/ |f(:c)]pd:v)%

2. Pour p = 0o, L™ (Q) est l’espace des fonctions f mesurables bornées présque partout
sur €.



On peut munir L> () de ||f||., = sup |f (z)].

z€[a,b]

Définition 1.1.3 :Soient F, et E5 deux espaces vectoriels normés, de morme respectives
Ilg, et |Illg,- Une application f : (Ey,|.|lp) — (B2, .|lg,) est continue en zo € E
lorsque on a :

Ve >0,3n > 0/Va € E tel que ||x — x|z, <n, ona ||f(z)— f(20)llg, <e
De fagon équivalente, f est continue en xq lorsque pour toute suite (xn)nzo qui converge

vers xo dans (B, ||.||g,) , la suite(f (x,)),5o converge vers f (xo) dans (B2, 1115, )-

Définition 1.1.4 : Soit C (E, F) [’ensemble des applications continues f : E — F. On
dit qu’'une partie A C C (E, F) est équicontinue en un point x € E si la propriété suivante
est vérifiée :

Ve>0,30 =0 (v,6) >0/Vy € E |z —yllp,<d= VfeA |[f(z)—f@W)|p<e

Définition 1.1.5 : Soient E un espace vectoriel normé, de norme ||.||; et (u,), une suite
de E. On dit que (u,) est une suite de Cauchy si

Ve >0, N >0,Yn> N, ¥p > N, |[tupyp — unllp <e.

Définition 1.1.6 : On dit que E est complet pour la norme ||.||5 st toute suite de Cauchy
(pour cette norme) est convergente (pour cette norme).
Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

Définition 1.1.7 : Soient E un espace de Banach muni de la norme ||.||5 et T une appli-
cation de E dans E. Un élément x de E est dit point fize de T si

Txr = x.

Définition 1.1.8 : Soit E un espace vectoriel normé, de norme ||.|| ;. Une application f de
E dans E est dite contractante s’il existe un nombre K € |0, 1], tel que pour tout =,y € E,
on a

IF (@) = F e < Kz =ylg-

Définition 1.1.9 : Soit A un opérateur linéaire d’un espace de Banach E dans un autre
espace de Banach F'.

A est compact s’il transforme tout ensemble borné de E dans un ensemble relativement
compact de F'.

Définition 1.1.10 : Un opérateur est dit complétement continu, s’il est compact et continu.
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1.2 Un peu de Théorie de Point Fixe

Dans cette partie, on donne quelque théorémes de points fixes qui sont & utiliser dans
la suite de cette these.

Principe de Contraction de Banach

Théoréme 1.2.1 : Soient E un espace de Banach muni de la norme ||.|; et T : E — E
une application contractante.

Alors, T admet un point fize unique.

Théoréme d’Ascoli-Arzela

Théoréme 1.2.2 : [11] Soit K un compact de R™ (n > 1). Alors un ensemble S C C (K) est
relativement compact dans C (K) si et seulement si les fonctions dans S sont uniformément
bornées et équicontinues sur K.

Théoréme de Point Fixe de Schaeffer

Théoréme 1.2.3 : [40] Soient E un espace de Banach et T : E — E un opérateur complé-
tement continu.

Sil’ensemble Q :={y € E: y= AT y tel que A € ]0, 1} est borné, alors T posséde au moins

un point fixe dans E.

1.3 Intégrales Fractionnaires

Dans ce qui suit, on présente des définitions et des propriétés essentielles correspondantes
a la notion de la dérivation et de 'intégration d’ordre fractionnaire dont on aura besoin dans
les autres chapitres. Pour plus de détails, on se réfere a ([34, 36, 37, 39]).

Définition 1.3.1 Les fonctions d’Fuler Gamma et Béta sont définies réspectivement par

+o00o
L(a)= [e“u*tdu, a>0 (1.1)
0

et

1
B (p,q) = {tp*I (1— t)qfl dt, p,q > 0. (1.2)
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Propriétés :

Proposition 1.3.1 :
Ona:

W) T (3) =V
2)'(n+1)=nl, neN,
B)T(z+1)=2I'(2), 2> 0,

(4) B(p,q) = B(g,p), p>0,q>0,

(5) B(p,q) = F4L, p>0,q>0.

1.4 Intégration Selon Riemann-Liouville :

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. Une primitive de f est donnée par :

Si on note J" (f (t)) = F,, (t), on a donc :

t

I (1) = k) (¢ =) f (7) dr. (1.3)

a
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Selon I'approche de Riemann-Liouville, la notion d’intégrale fractionnaire sera donc une
généralisation de la formule (1.3) pour a > 0. On donne alors :

Définition 1.4.1 L’opérateur intégral fractionnaire de Rieman-Liouville d’ordre oo > 0, pour
une fonction f € C ([a,b]), est défini par :

(1.4)
Jaf @) =f@) ;a=0
Exemples et Propriétés (Semi-Groupe, Commutativité) :
Exemple 1.4.1 Soit f(z) =2° o1 §d >0et x> 0.
Alors, on a :
Joad = ﬁ{ (z —7)* ' rodr.
Par le changement de variable : 7 = xy, on aura :
1 ! -1 6
Jor’ = iy ) (x —2y)* (2y) xdy
0
_ gotd v a—1 )
= T { (1—y)"" (y)°dy
e §
= #5585 +1).
Comme les fonctions Gamma et Béta sont reliées par la fameuse relation :
T'(a)T (6
(0 ) = T w5)
alors, on trouve
a6 1 D@L+, a4+6 . _T(+1) a6
JOJT = m T(atot1) T 0 — F(a+5+1)x +o, (16)

Par exemple, pour a = % et d = 1, on applique la formule (1.6), on obtient :

a.. _  I'(141) iy (@ 2 4
Jow = N ETSEE) R ) 3\/Ex\/5‘ (1.7)
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Et pour a = 1, on obtient

Jlpd — F(5+1)x1+5 _ _ I'(6+1) 146 _ 541

= T(+2) = GryrEsn®

5+1x

Exemple 1.4.2 Considérons la fonction f (x) = (x —a)”, x > a. Alors

(x — T)O‘_l (r—a)dr = Blasy+) (x — a)wra )

Jof (@) = i

2 ~— =8

T(a)
Cela implique :
Je (v —a)) = qrtds (v — )™ (1.8)
Proposition 1.4.1 (Propriétés S-G-C :)
Soit f une fonction de C (|a,b],R). Alors, on a
1) JeIEf (&) = T (f (), (19)

2) JoJ3f (x) = J2JEf ()

pour tout o >0 et > 0.

Démonstration : Elle est basée sur la fonction Béta d’Euler S (a, 3) .

1.5 Dérivation Fractionnaires :

L’approche dérivative de Riemann-Liouville se base sur les fonctions continues sur un
intervalle [a,b] de R. Elle est considérée comme une intégrale au sens de Riemann-Liouville
a lordre n — o, n > a, suivie d'une opération classique de type dérivée n™¢ de cette méme
intégrale.

En revanche, I'approche des dérivées au sens de Caputo est I'opération inverse sur la
classe des fonctions f € C" ([a,b]);n—1< a <n.

En effet, on peut voir que n’importe quelle dérivée en ce sens est considérée comme une
opération de dérivée n'®™¢ de f suivie d’une intégrale de R-L a l'ordre n — a.

1.6 Dérivation Fractionnaire au Sens Riemann-Liouville :I
Définition 1.6.1 On définit la dérivée fractionnaire d’ordre o > 0 au sens de Riemann-

Liouville d’une fonction f : [a,b] — R par la formule :

d'!n 1
dz™ | T'(m—a)

D _qr| m—1<a<m,meN*

(m_T)a+1—m

2 — =8

DG f (x) = (1.10)

%f(m), , o =m.
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Remarque 1.6.1 On peut écrire la relation (1.10) sous la forme équivalente suivante :

LN (f(@)], m—1<a<m,meN
Daf@ =4
dz™ (l’), s a=m.

Remarque 1.5.2 La dérivée de Riemann-Liouville d’une constante n’est pas nulle. On a

"D (1) = pggy (w—a) ™" .

En effet,
* N m c r m—a—1
D3 (0) = fw r(m—a)f (x —7) dr
a
=iy (@ —a) "
Propriétés :

Proposition 1.6.1

(1) Pour tout p, A € R et pour deux fonctions continues f : [a,b] = R et g : [a,b] — R, on
a

*Dg (uf (x) + Mg (x)) = p *Dg (f (x)) + X *Dg (g9 (x)),

(2) La propriété :
"Dy *Dif (t) = "Dt f (1)

n’est pas toujours vérifiée lorsque o > 0 et 5 > 0.

(3) Il en est de méme de la propriété de commutativité : 3 o > 0, > 0, tels que :

*Dy *DJf (t) # *D5 *Dg f(t)
Démonstration

Dans (2), on prend f (t) 72 eta=f8= 5. On a alors :
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Tandis que

1.7 Dérivation Fractionnaire au Sens de Caputo :

Définition 1.7.1 Soient « > 0;m —1 < a <m, et f e C™([a,b]),m € N*. On définit la
dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Caputo par :

Def(x) = Jm o f0 (z), = € [a,b] . (1.11)

Remarque 1.7.1 On peut facilement déduire que 'opérateur de la dérivation fractionnaire
de Caputo est un opérateur linéaire.

Exemples et Propriéteés :

Exemple 1.7.1 Dérivée au sens de Caputo de la fonction f (z) = (x — a)” telle que z > a :

Do f (x) = (Jr=) (L f (x))

_ gm—a [ L(B+m—a+1) B—
= Ja <W (.CC — a) m)

r m—a-+1 m—a —-m
Z%(% ) (z—a)’

_ _IB+1) B—a
= F@arn @ —a) "

Remarque 1.7.2
La dérivée de Caputo d’une fonction constante est nulle, tandis que celle de R-L ne l’est pas.

Proposition 1.7.1

Soient m — 1 <a <m, uy,\ € R, et f € C™([a,b]),m € N*.
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(1) On a:

D (J2f) =1
(2) En général, la propriété :

Jo (Dgf)=1.

n’est pas vérifiée.

1.8 Passage de Riemann-Liouville & Caputo

La relation assurant le passage entre la dérivée de Riemann-Liouville et celle de Caputo
est donnée par la formule ci dessous. Il rentre en considération le reste du développement de
Taylor de la fonction f considérée. On a alors la proposition suivante :

Proposition
Soient o € lm — 1,m] et f € C™ ([a,b]) m € N*. Alors, on a :

oz | £ 3 L pow)| = page

k=0

Cette derniére relation peut aussi s’écrire

Daf(t) = *Def(t) — Y Lt 1 (a).

1.9 Un peu de g-Calcul :

Dans cette section, on va exposer un résumé des notations mathématiques et des dé-
finitions sur g-intégrales fractionnaires qui seront utilisés dans le chapitre 3. Pour plus de
détails, on peut consulter [1, 3].

Soit ty € R. On définit

Ty ={t:t=1tq",ne N}U{0},0<¢g< 1 (1.13)

Pour une fonction f : T, — R, le V g-dérivé de f est :

f(qt) — f(t) (114>
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Pour tout ¢t € 7'\ {0} la g-'intégrale d’une fonction f définie sur un intervalle [0, t] ( 'intégrale
de Jackson ), est définie par :

[ 0w = a-aryds) (115)
=0
Le V,-dérivé de g-intégrale d’une fonction f :
v, /Otf(T)VT ) (1.16)
Si f est continue au point 0, alors
/Ot V(AT = f() - £(0). (1.17)

Soient f : T;, — R une fonction continue et g : 73, — 73, une fonction g¢-différentiable,
strictement croissante, et g(0) = 0. Alors pour b € T3, on a :

b g(b)
| rvis@ve = [T regiovs (119
0 0
Si n est un nombre entier positif, alors la fonction g-factorielle est définie comme suit :

(t—s)" = (t—s)(t—qs)(t—q¢®s)...(t — " s). (1.19)

Si n n’est pas un nombre entier positif, alors

o 1 s\ ik
(t—s) = ¢ IEO 11_(%(% (1.20)
La g-dérivée de la fonction factorielle par rapport t est
V(-8 — %(t gD, (1.21)
et la ¢g-dérivée de la fonction factorielle par rapport s est
V(t—s)®™ = — 11—_q; (t — gs)=D, (1.22)

La fonction g-exponentielle est définie par

o0

e(t) = JJ(1—q").e,0) =1. (1.23)

k=0
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L’opérateur ¢- intégral fractional d’ordre v > 0, pour une fonction f est définie par

Vv, 4 f(t) fot—QTalf() 7 a>0,t>0,

avec I'y(a) := fo eq(qu)Vu.

(1.24)



Chapitre 2

INEGALITES INTEGRALES
FRACTIONNAIRES AU SENS
RIEMANN-LIOUVILLE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on établit des nouveaux résultats sur des inégalités de type Holder, et
ceci en utilisant les intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville. Le cadre idéal
pour cette étude est de prendre trois fonctions positives sans que les résultats soient de type
Holder avec poids. Certes! on utilisera en particulier les techniques de Holder avec poids.
On sait qu’en analyse mathématique, I'inégalité de Holder est une inégalité fondamentale
relative aux espaces de fonctions L,, cette inégalité est une généralisation de I'inégalité de
Cauchy-Schwarz.

Le cas classique est donné par I’énoncé suivante :

Si f et g sont deux fonctions définies sur [a,b], telles que f(x) > 0,9(z) > 0,f €

LP([a,b]), g € LU([a,b]) et i + é =1, alors

/abf(m)g(x)dx < (/ab fp(ar)da:y(/abgq(a:)da:)é. (2.1)

En d’autres termes sans tenir compte de la positivité :

Si f € LP(Ja,b]) avec 1 < p < 400, g € LI(]a,b]) avec 1 < ¢ < +0o0 et %%—é =1, alors
fg € L'(Ja,b]) et on a :
1Fglly < I1F11, Nlgll, -
1

Plus généralement, pour 0 < p, ¢ < 400 et r défini par zln + é = =, si f € LP([a,b]) et
g € L([a,b]) alors fg € L"([a,b]) et

1fgll, < 11, Mgl -

19
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1

L’inégalité de Holder avec % + % = - se généralise immédiatement a n fonctions, par

récurrence : n 1 ]
Soient 0 < 7, py,...,pn < +00 tels que Y. — = ~ et fr. € LP*([a,b]), k = 1,n. Alors,

k=1 Pk r
n n
IT#| <TId,, -
k=1 k=1

T

Passons maintenant a citer quelques travaux liés a nos résultats.

En 2007, Wu [45] a établit le résultat suivant :

Théoréme 2.1.1 Soient f, g et e des fonctions intégrables définies sur [a,b] et f(z) >
0,9(x) >0,1—e(z)+e(y) >0, pour tous x,y € [a,b] et soit p > q > 0 telles que %—i—% <1
Alors
b b 11 b b 9
[ e < -0 [ @) ([ @ [ )
(2.2)

_</abgq(:c)e(x)da; /ab fP(x)dr — /abgq(x)d;c /ab fp(f)e(:v)da:yrlp.

En 2012, Z. Dahmani a établit le résultat suivant (dans un espace C), approprié) [12] :

Théoréme 2.1.2 Soient p > 1,q > 1, tels que %%—% =1, st |f|" et |g|";t > O deux fonctions
dans C,,(u > —1). Alors pour tout o > 0,t €la, b, on a :

1

T fgl () < (9711 0)7 (7 11 ()

Q|

(2.3)

2.2 Reésultats Principaux

Dans cette section, on prouve les résultats suivants :
Théoréme 2.2.1 [6] Soient f, g et e des fonctions définies sur [a,b] telles que f(z) >
>q>

0,9(z) > 0,1 —e(x) +e(y) > 0, pour tous x,y € |a,t], tels que [P, g% e € L'([a,b]),p
0, 110 + % < 1. Alors pour tous o > 0,t €|a, b], on a :

2

Q=

FOg0] < (= (0mgrw) 7 [(gree )

(e 0 - o) ]
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Pour prouver le théoréme ci-dessus, on utilise les lemmes suivants.

Lemmes Préliminaires

Lemme 2.2.1 [25] Si f(z) et fg(x) sont des fonctions intégrables définies sur [a,b], f(z) >
0,9(z) >0 et 0<p<1, alors, on a

/at f(z)g"(x)dx < (/: f($)dx> lp(/at f(x)g(:z:)d;p>p_ (2.5)

Preuve : Supposons u = (fg)? et v = f17P et p+ ¢ = 1. Par I'inégalité (2.1), on a

/a  Ha)g? () d = / ' w()o(a)ds

b

< (/b u;(x)dx)p(/ U%(x)dxf

a

_ (/:f(x)g(x)dx>p</:f(x)dx>1p.

L’inégalité suivante est une généralisation de l'inégalité de Holder ([25],p.140).

Lemme 2.2.2 Soient f;, (i = 1,2,...,m), des fonctions p;-intégrables définies sur |a,b] et
fi>0,p;>0,(i=1,2,....,m), tels que pil + piZ + ..+ me = 1. Alors

t m m t 1

/ Hfz(x)dx < H (/ fft(;[’)dx) i (2.6)
a - i=1 a

Preuve de Théoréme 2.2.1 : On va procéder en deux étapes.

Etape 1 : Quand % + % = 1. Des techniques fastidieuses de calcul nous donnent.

t t

/ E=D" bryg(r)dr / %ﬂmg(p) (L—e(r) + ()i dp

a a
t t

- | [T roemar | | [ S 0 0= e+ e o o

a a
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_ / (t—7)! t (t— p)o?
- (/ o) f(T)g(T)dT) ( |52 f(p)g(p)dp)

[ (t—7) L (t—p)>?
- / / I'(a) T(a) f(T)g(m)f(p)g(pe () drdp

)

[ (t— 1)L (t — p)ot
* a/ a/ INEY! (o F(m)g(T)f(p)g(p)e (p)drdp
_ / (t—r) ! / (t— p)o-t
- / O (T)Q(T)dr) ( / o) f(p)g(p)dp)

Donc, on peut écrire

a

1 1
D’une part, on a — + — = 1. En utilisant I'inégalité de Holder avec poids, on aura donc :
p q

t (t _ T)a—l t (t B ,0)0‘_1 -
G/Wf(ﬂg(f)cha/ o) F(p)glp) (1 —e(r) +elp))rTadp

SIS

t

< /%f(T)g(T)dT (/ (t}p():)_lfp@) (1 —e(7) +elp)) dﬂ)

a a

q

X (/ %Qq(p) (1 —e(7) +€(p))dp) .

a

On remarque au passage que :
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1 1 1
Comme (— — —) + — 4+ — =1, on déduit du lemme 2.2.2 que :
qa P p

| St ( [ ><1e<r>+e<p>>dp)

D =

a a

x ( [ S ) (1= el) + elp) dp)

a

1
q

1

< ( [ [ S ) ) (1= e60) + () dpdf) (29)

a

t ot i
x ( [ S ) 0) (1= ) + (o) dpdT)

LA

a a

( | [ s g - et >+e<p>>dpdf) .

RS

a a
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On développe (2.9) comme suit :

Q=
D=

t t
—)e—1 (4 pya—1
[ [ S ) 0) (1 = elr) + () dp

a a

t t
—r a—1 _ Ya—1
= (/(t p()a) gq(T)dT/(trﬁgl) g% (p)dp

a a
t t

_ / =0 (e () dr / 02 g1 ) dp (2.10)

¢
+ [ S [ S i)

On a aussi :

hSA

t t
[ [ S S ) 170 (1 ) + ) dpir

- ( [t tovir [ piov
@ « (2.11)
- [ S et [ S5 e

a
t

+ [ S [ e )

a a

Et enfin, on a :

B =

[ [ S )50 (1 k) + () dp

t

- ( / nr [ S )iy

“ (2.12)
- / {7 (T)elr)d / = g"(p)dp

a

t

+ / A fo(r)d / (t_r%lg"(p)e(p)dp)p-

a a
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De (2.10) , (2.11) et (2.12) , on a

(// tpT(LC; 1(t (T)g%(p) (1 — e(7) +€(p))dpd7')

(/ / Ul e ga(r) £2(p ><1—e<7>+e(p>>dpd7)
/]
(/e

a

Qe
S e

S =

LA

(trzlz 1 Fp)a fP(1)g%(p) (1 —e(T) + e(p))dpdT)

QN
hSEIN

—T a—1
F(L) gq(T)dT)

X

(o) )]
[( / itr‘zﬁlg%p)e(mdﬂ) ( / = (r)dr )
( f“rizilg%)m) ( [ %;L‘é )| )
Par conséquent, on obien
j D i / I o)) (1 = elo) + el

Donc, on peut écrire
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t

(] o)
() feian)]
/ | e pr(r)ar)
! / a(tﬂglgq“)df) ( / “};Li” o) }
- (J"‘gz<t>)3’2’{ [(Jafp(t);<<7“9q(t)>r
[ o)) re) - (o) (]}

D’ot, on a :

/ “;(—;f_lmg(f)m / ( (> F(0)g(p) (L — e(r) + e(p))+ 4 dp

)
(Jo9'(0) {[ ) (o9 0) ] (2.13)

[(Ja (9®e®)) (7r7®)) = (12g70)) (2 (f”(t)e(t)>>] }

Gréce a (2.8) et (2.13) on a (2.4).
Le théoreme est démontré dans le premier cas.

Passons maintenant a la 2°¢ étape.

. 1 1 1 1 1 1
Etape 2 : On prend —+— < 1. On choisit —+— = r (0 < r < 1), ce qui implique —+— = 1.

P q P q pr qr
Dans ce cas, on observe que :

(o) ()

= / / (e

/ E=D pryg(rydr / EZ 0 b p)glo) (1 = () + (o)) dp

2 F(p)g(p)drdp
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/ / T = - F(p)g(p)e(r)drdp

)al

r(a) f(p)g(p)e(p)drdp (2.14)

= ( / “Fzglﬂr)gm) .

D’une part, appliquant I'inégalité de Holder, on aura

t (t—7)! / (t — p)o?
a/ () f(T)g(T)dTa/ T(a) F(p)g(p) (1 —e() +e(p))dp

= [ s [ (ST odolo) (0 - elo) + (o) dp

a a

< [ S rngtrar [ ( [ S5 G0y (= elr) + <o) dp)

a

a

X (/ “Har (9o (L= e(r) + (o) dﬂ) ] |

a

On remarque aussi que :

1
pr

/ “&Lﬁ‘lfmg(f)df[ ( [ S o) (=) - elo) dp)

a a

" /(t - <>+e<p>>dp>

a

-/ (/ SR ( <T>g<p>>qr<1e(¢>+e<p)>dp)

1
pr

S S T g (1 —e(¢>+e<p)>dp)

[
/ —

I‘ F(a F)" (g(r)* (1 —e(r) + e(p)) dp) ] dr.
D’ou

t (t—71)t / (t — p)ot
/Wf(T)g(T)dT/Wf(P)g(p) (1—e(r) + e(p)) dp

a a
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</ ( [ S R o) (1 o) + (o) dp)
| [ S R ) () (1= elr) + () dp> (2.15)
| [ S S O )T (1 () + o) dp> ]df

On a (q—lr - ir) + i + i — 1. En appliquant le Lemme 2.2.2, on va avoir :
( [ gl (1 elr) + ) dp) -
( S S () (9" (1~ ef) + () dp) W
( S S T (o) (1= ef) + () dp) E ] i

< ( / / USpr G2 (g(m)” (9(p)” (1= e(7) + e(p)) dpdr)

a

(/ / S om ))”(g(p))”(le(T)+e(p))dpdT)
(/ [ G5 s ))pT(g(T))qr(l6(7)+6(P))dpdT)

La formule (2.15) nous donne :

t t

(t= (t=p)!
Q/Wf(T)Q(T)dTG/ I(a) f(p)g(p) (L —e(r) +e(p))dp

< ( [ [ S S o) () (1= )+ () dpdr)
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1
t ot s

| [ [ S ) o) (1= )+ elp) dpr

Bl (2.16)

pr

N~—

) (/ [ S R 0 @l (L () + (o)) dpir

a a

En appliquant le lemme 2.2.1 en tenant compte de 0 < r < 1, on obtient :

[ (t—p)tt—7)" ” .
(a/a/ I(a) I'(a) (9()" (g9(p))" (1 — e(7) +€(p))dpd7')

1?4)

t ot (1—71)((1%_][T
< (/ / (1—e(7)+e(p)) dpdr) 217)
(// on tFT(La) - (9(7))" (9(p))" (1 — e(7) +€(p))dpd7)

3

1
pr

Q=
SIS

On a aussi :

pr

(/ / @ (1) (9(p)™ (1 = e(7) + ¢ (p)) dpdf>
(1)
< (/ / (1—e(r)+e(p)) dpd7—> (2.18)
(/ [ (1) (9(p))" (1 = e(r) +e(p)) dpdf) .
De (2.17) et (2.18), on a
o (t=p)t (t—7)" qr qr

(a/a/ () INE) (g(7)" (g(p))" (1 —e(7) +e(p)) dpdT)

~ ( | S S GO o) e () + () dpdT)

) </ [ S R ) (9 (1 () + (o) d,OdT)

(A=) (& —L&)+0-r)E+01-nL

" -
- (/ / “@<T>+e<p>>dpd7) |
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m»-A
\s\»—‘

// o 1(t Ta S (g(r) (9(p))" (1 — e(r dpdT)
//(t p)e—1 (t— T)a 1 (f(’]‘))p (g(p))q (1—6 dpdT)

/ / S (F(0) (9 (L~ () + e(p)) dpdr

’3/—\ /"\ /’\

Par conséquent, on a

(// S (G (9l (1= er) —I—e(P))dpdT) -
X (/ / SR O o) (= e () +e(p) dpdT)
X (/ / e e () <g<r>>qr<1e<f>+e<p>>dpd7>;r

< (t/t/<1e(7')+€(p))dpd7-) o

<\ [ [ S ) o) (1= elr) + () dpm)

Q=
™=

LS

t t

<\ [ [ G GO Gl (- o) + e(o) d,m)

a a

Sl

t t

<\ [ [ S GO 6 (- o) + (o) dpdf)

a a

t t

= (t—ay™ [( [ o do [ 5 oty ar

a a
t t

- [ o an [ S5 o) el

a a
t

+ / 2 (g(p)) € () dp / e <g<¢>>qd7) q

a a
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Donc,

(/ [ L g™ (gl (1) + elp) dpdT) o
(/ / S (o) <g<p>>q’"<1e<7>+e(p>)dpdT)’;
(// R T @) ()™ (1= () + elp dpdT)

< (t—a)?(573) (] <tFT(glgq(T)dT)3 2 -

a

{ (/ “&L‘Slf%)df) ( / “Fzzzlgq@df)

a

_[ / (trlz)a(;lgq(p)e(p)dp) / (t}T(f)_l FP(r)dr

“ a

! (/ (trr():)lng(T)dT) (/ (trT(La)lfp(T)e(T)dT)] }

Des formules (2.16) et (2.19), on obtient
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t t 2
- /(t_pT(f)lgq(T)dT /(t_{(f) lfp(T)e(T)dT ] }

1_1

= (t— )’ 7) (Jega(r) i

< AL f2(8) (Jg ()] = [(T* (g2 (t)e(1))) (J*f7 (1)) — (J*g°(t)) (J° (f”(t)e(f)))]Q}’lj(Q- )
Gréce aux inégalités (2.14) et (2.20), on obtient 'inégalité (2.4). Le théoréme 2.2.1 est a'insi
prouvé.

Remarque 2.2.1 Il est clair que le résultat du théoréme 2.1.1 est un cas particulier de celui
du théoréme 2.2.1 quand o = 1,¢ = b.

Une autre résultat qu’on peut récupérer, et qui est déja établit pour un autre espace dans
[12], est donné par le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.1 Soient f,g deux fonctions définies sur [a,b] et f > 0,9 > 0, telles que
17,99 € L'([a,b]),p > q > 0, % - % = 1. Alors pour tout o > 0,t €|a,b|, on a :

1 1
FUmgm] < (1) (7). (2.21)
Démonstration : En appliquant le théoréme 2.2.1 pour 113 + % =1 et e(t) = 1, on obtient

JUf(B)g(t)] < (Jo‘gq(t)> O [(Jagq(t)Jafp(t)>2>] 2p
= (o) (rro)”

[
Jun

Remarque 2.2.2 Appliquant le corollaire 2.2.1 pour @ = 1, on obtient I'inégalité classique
de Holder.



Chapitre 3

INEGALITES INTEGRALES
FRACTIONNATRES AU SENS DE
Q-CALCUL

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente quelques résultats sur les inégalités g-intégrales. Pour plus de
détails, on cite [14].

3.2 Reésultats Préliminaires Sur Les Inégalités g-Intégrales]

Dans [35], Ngo et al. ont démontré que

Zf‘”l (r)dr > ZTéf (1) dr (3.1)

et
1

{f‘”l (1)dr > ZTf‘s (1)dr (3.2)

tels que 6 > 0 et f soit une fonction continue et positive sur U'intervalle [0, 1], vérifiant :

1 1
[f(r)dr > [rdr , xz€][0,1]. (3.3)
Dans [29], W.J. Liu et al. ont généralisé le résultat de Ngo ( avec ses co auteurs) en démon-
trant que

}f“*ﬁ (r)dr > [ (1 —a)* f5 (7)dr , (3.4)

S — >

33
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o a> 0,5 >0 et f est une fonction continue et positive sur U'intervalle [a, b], telle que :

b

S (r)dr >

T

(tr—a)’dr , y=min(1,8), z € [a,b]. (3.5)

8 ~~— o

Dans [32], Liu et al. ont démontré que pour toute fonction f positive, continue et décroissante
sur [a, b], alors le résultat suivant :

Jo /P (r)dr [~ a) s ()
[P rear fe—appear =700 (3.6)

est valide.

Ce résultat a été généralisé dans [32] comme suit :

Théoréme 3.1.1 Soient f > 0 et g > 0 deux fonctions continues sur [a,b], telles que f soit
décroissante et g croissante. Alors pour tout >~ > 0,6 >0, on a
Jo £P@ydr [y (@) (r)dr
i @ydr [T g (r) f(r)dr

Les mémes auteurs ont établit le résultat suivant :

Théoréme 3.1.2 Soient f >0 et g > 0 deux fonctions continues sur |a,b], telles que
(f2(1)g’(p) = 2 (p)g’ (7)) (f*(7) = P77 (p)) = 057, p € [a,1].

Alors pour tout 5>~ > 0,0 >0, on a

[P [P
fab fotrv(rydr f: g*(7) fr(7)dr

(3.8)

Dans [13, 16], Z. Dahmani et ses co auteurs ont établit des généralisations pour certains
résultats de [32], en utilisant la théorie d’intégrale fractionnaire.

Beaucoup de chercheurs ont étudié et généralisé les inégalités (3.1),(3.4) et (3.6) et un certain
nombre de prolongements et de généralisations sont apparus dans la littérature (e.g. [8, 9,
13, 16, 31, 30, 38]).

3.3 Résultats Principaux

On commence par le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.1 [14] Soit f une fonction positive décroissante et continue sur Ty,. Alors
pour tout a« > 0,6>~v>0,0 >0, on a
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t>0. (3.9)

Démonstration
La fonction f est positive décroissante et continue sur 7.
Alors pour t € Ty, et pour tout >~ > 0,0 >0,7,p € (0,t), on a

(pé _ 7.6) (fB_W(T) _ fﬂ—7<p)) > 0. (3.10)

Considérons

H(r.p) = (P00 =) (F760) = F77(0)). (3.11)

(t—qr)(e=2 (t—gp)(e=D)
Lg(e) Lg(a)

On multiplie les deux membre de (3.11) par , et par double intégration

par rapport a 7 et p sur [0,¢], on peut écrire :

= g (- gp)le= - T — O B —ar ey
; / / F T HE AT = VPO, ) o)

=V OV )] > 0.

q

La preuve du théoréeme 3.2.1 est achevée.

On donne aussi le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.2 [14] Soient f, g et h des fonctions positives et continues sur Ty,, telles
que :

(g(T) - g(p)) (% - %) > 0,7, p € (0,1),t > 0. (3.13)
Alors, on a
V@) V% (gf)
Y, (D) ¥, (gh0) (344
pour tous o > 0, > 0.
Démonstration
Soient f, g et h des fonctions positives et continues sur 7;,. Par (3.13), on peut écrire
ST+ 903 a0 s =0, (3.15)

ouT,pé€(0,t),t>0.

Par conséquent,
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g(m) f(p)(T) + g(p) f(T)R(p) — g(p) f(p)h(T) — g(7) f(T)h(p) > 0,7,p € (0,1),t > (()- |
3.16
(a=1)

(t—qr)
Iy(a

On multiplie les deux membres de (3.16) par , et par une intégration par rapport

a 7 sur [0,t], on obtient

f(p)V,gh(t) + g(p)h(p)V, () — g(p) f(p)V *h(t) — h(p)V, “gf(t) > 0. (3.17)

Donc,

VA (), %gh(t) — V, “h(t)V, “gf(t) > 0. (3.18)

Ceci acheve la preuve du théoréeme 3.2.2.
On a aussi le résultat suivant :

Théoréme 3.2.3 [14] Soient f, g et h des fonctions positives et continues sur Ty, telles
que :

(g(T) _ g(p)) (% _ %) > 0,7, p € (0,4),t > 0. (3.19)

Alors on a :

V@)V, (gh(D) + V,*(FO)V, " (9h(t) (3.20)
RUCI i |

pour tous o > 0, w,t > 0.

Démonstration
De 'inégalité (3.17), on peut écrire
I 1)V, 00) + 90T, 10
! (3.21)
—~9()f (0)V;h(t) = h(p) V"9 £ (1)) = 0.
Ce qui implique :
V@)V (gh(t) + V2 (F(1)V,“ (gh(t))
(3.22)

> V(W)= (gf (1) + V= () V *(9f(#))-
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le théoréeme 3.2.3 est ainsi prouvé.

Remarque 3.2.1 Il est clair que le théoreme 3.2.2 est un cas particulier du théoréme 3.2.3
pour o = w.

On a & démontrée aussi le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.4 [14] Soient f et h des fonctions positives et continues telles que f < h
sur Ty,. St % est décroissante et f est croissante sur Ty, alors pour tous p > 1,0 > 0,1 > 0,
["tnégalité

V" (F1) _ V()

> 3.23
v, () ¥, (D) (32
est valide.
Démonstration
Grace au théoréme 3.2.2, on a
vV Af@) V)
Y, ) = Y, ) (324
L’hypothese f < h sur T}, implique :
(t—qr)=t .- (t—qr)=t ,
th 1(’7') S Fq(a) h (7')77' c (O,t),t > 0. (325)
Alors par une intégration sur (0,¢), on obtient
VA (RfPH) < VS (RP(1)), (3.26)
donc,
VA HE) V()
. 3.27
VA 0) S Y, () (327

Alors, de (3.24) et (3.27), on obtient (3.23).

Un autre résultat est donné par le théoréeme suivant :

Théoréme 3.2.5 [14] Soient f et h deux fonctions positives et continues telles que f < h

sur Ty,. St % est décroissante et f est croissante sur Ty, alors pour tous p > 1,a > 0,w >

0,t>0, on a
V@)V P [) + V2 (f(8)V, “ (hP (1))

V@)V (P () + Vi (h(1))V “ (f7 (1))

q

> 1. (3.28)
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Démonstration
On prend ¢ := fP~! dans le théoréme 3.2.4. Alors on obtient

Vo @OV (D) + V()Y (RFHD)
V(M) V2 (fr (1) + V(@) V,(fP(1)

L’hypothese f < h sur T}, implique :

(t—aqp)*=
Ig(w)

L’intégration des deux membres de (3.30) par rapport a p sur (0,t), donne

hf?H(p) < %hf’(ﬂ), p € (0,1),t > 0.
V (hfPH (1) < V2 (h7(2)).
Par (3.26) et (3.31), on a
Vo fOVE(RfPHE) + V2 f OV, (7))
SV F V(AP () + V f (V2 (hP(2)).

Par (3.29) et (3.32), on achéve la preuve de théoréme.

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

Remarque 3.2.2 Dans le théoreme 3.2.5, si on prend o = w, on obtient le théoréme 3.2.4.



Chapitre 4

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
FRACTIONNAIRES NON
LINEAIRES

4.1 Introduction

Généralement les équations de Lane-Emden sont rencontrées dans quelques modeéles de
la physique mathématique et de I’astrophysique en particulier [4, 10, 23, 26]. Le modéle type
de ces équations a la forme d’'une EDO d’ordre 2. Il est donné par :

"

o' (0)+ 52 () + f (e () =g (1), t€]0,1],

avec les conditions :
z(0)=A, ' (0)= B,

telles que A et B soient des constantes et f soit une fonction continue sur [0,1] x R et

g€ C(]0,1]).

Dans ce chapitre, on va étudier un systéme différentiel fractionnaire couplé & singularité
a lorigine inspiré "fractionnairement" de ’équation ci dessus. La singularité visée dans ce
travail est la non existence de la limite quand t tend vers 0 pour la non linéarité du probléme.
On va établir des conditions assurant I’existence et I'unicité des solutions pour des problémes
fractionnaire avec conditions sur [0, 1]. Puis, on passe a 'é¢tude de la stabilité au sens UH,
de Ulam-Hyers.

On commence par rappeler quelques travaux liés & notre systéme.

En 2011, S. Stanék [41] a étudié 'existence des solutions pour le probléme suivant :

39
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tel que 2 < a < 3,0 < pu < 1, D* dénote la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville d’ordre o, f: [0,1] x D — R,; (D C R3), et f(t,z,y,2) est singuliére en 0.
En 2013, [27], R.W. Ibrahim s’est intéressée a la stabilité UH pour :

DY (D*+ ) u(t) + f(tu(t) =g(t),

w(0) = p, u(l) =,

0<a,f<1,0<t<1 a=>0,

ou D7 désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo pour v > 0, f est une fonction
continue [0,1] x R et g € C ([0,1]).

En 2016, [42], A. Taieb et Z. Dahmani ont considéré une dimension plus générale pour le
systéme couplé d’équations différentielles fractionnaires. Ils ont établit 'existence et 'unicité
d’une solution avec certaines types de stabilité au sens UH pour le probléme suivant :

() =ag1(t), t € J,

(D% (D™ + )y () + fo (E, 2 (8), 22 (1), .
2 t)?"'vx'ﬂ (t)) = 92 (t), te Ja

DB (DO62 + at_z) Ty (t) + f2 (t,l’l (t) , T (

D (D 4 9 o () + fo (t 200 (1) 2 (8) ..

n n , " (-1)
3l 0 = 32 [ 0] = . = 5| @] =0,
. k=1 k=1 k=1
> [D%ay (0)] = 32 [ D1y, (0)] = ... = 37 | D=2 (0)] = 0,
k=1 k=1 k=1
L Dak+l71a';k (1) :O7 k = 1,27...,"7/,

avec [ —1 < oy, B, <l,ar >0, € N={0,1}, k=1,2,....,n,n € N={0} et J := [0,1]. D
et D k =1,2,...,n, sont les dérivées fractionnaires au sens de Caputo. Pour k£ = 1,2, ..., n,
fe: J xR* = Ret gr: J— R sont des fonctions continues.

Dans, [17], Z. Dahmani et M.Z. Sarikaya ont établit 'existence et 1'unicité des solutions et
la Delta stabilité d’Ulam pour le probléme suivant :

DA (D + bigy () 21 (B) + f1 (20 (8) 22 (1) = hy (), 0 <t <1,
D72 (D2 + byga () o (t) + fa (t, 21 (1) 22 (1) = ha (t), 0 <t <1,

2, (0) =0, D%y (1) +byge (1) 24 (1) = 0, k=1,2,

avec DPr et D™ sont les dérivées fractionnaires au sens de Caputo, avec 0 < ay, 3;, < 1,
by > 0, k = 1,2. Les fonctions f; : [0,1] x R* — R et hy, : [0,1] — R sont continues,
g : (0,1] — [0,400) sont des fonctions continues, singuliéres a t = 0.
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En 2018, [5], Z. Bekkouche, Z. Dahmani et G. Zhang ont établit I'existence et I'unicité des
solutions et la stabilité d’Ulam de type Delta pour le probleme suivant :

DO (D + bigr (1) 21 (1) + fi (B, 21 (), 22 (1) = wiSh (8,21 (1) 22 (1), 0 <t <1,
D2 (D%2 + bygs (t)) w2 (t) + fo (t, 21 (8) , 22 (1)) = waSa (t,21 (), 22 (1)), 0 <t <1,

2 (0) = 0, DYy (1) + bigr (1) 21, (1) = 0,

DP% et D sont les dérivées fractionnaires au sens de Caputo, avec 0 < oy, < 1,0 < 3, <
1, b, > 0,0 < wy < 00, k = 1,2. Les fonctions f; : [0,1] x R?> — R et hy, : [0,1] — R sont
continues, g : (0,1] — [0, +00) sont des fonctions continues, singuliéres a ¢t = 0.

Dans [18, 19, 20, 21, 22, 43|, on trouve d’autres résultats assurant 1’existence et 'unicité
des solutions pour les EDFs et les EDFSs.

4.2 Systéme Différentiel Singulier

Soit le probléme suivant [7] :

( DB1 (Dal —+ g1 (t)) I (t) + f1 (t, T (t) , Lo (t) ,D61I‘1 (t) s D62ZL'2 (t))
= hl (t, T (t) , Lo (t)) s
Dﬁ2 (Da2 + [ (t)) T2 (t) + fQ (t, X1 (t) , L9 (t) ,D(;lI‘l (t) s D62ZL'2 (t)) (41)

= hy (t, 21 (1), 22 (1)),

L {L‘k(O) = ayg, ZL‘k(l) =b, t € J,

avec J = [0,1], 0 < ag, B, < 1,0 < 6 < ap, < 1, k = 1,2. Les fonctions f, : [0,1] x R* k =

1,2, sont continues, g : (0,1] — [0,+00) sont des fonctions continues, singuliéres a t = 0,

c’est a dire lim+gk (t) = oo. Les opérateurs DPx D% et D’ k = 1,2, sont les dérivés
t—0

fractionnaires au sens de Caputo.

4.3 Reésultats Auxiliaires

On a besoin des lemmes :
Lemme 4.3.1 28] Va,n—1<a<n,neN* e feC"(]0,b]), alors on a :
JDYf(t) = f(t) +co+ et +cat? + ..+t L €Ri=0,1,...,n— 1.

Lemme 4.3.2 [7] Pour 0 < ay, B, < 1, et ¥, € C ([0,1],R), k = 1,2, le probléme suivant
D% (D™ + g, (1)) (£) = Wi (1), £ € [0,1), (42)
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avec
r(0) = ag, xx(1) = by, (4.3)

admet une solution (x1,xs) donnée par :

LCk(t) = Jak+ﬁkq]k (t) — Jakgk (t) l’k(t)

La—p)xt
— / T (Jﬁklllk(T) — gx (1) C(]k<7')) dr + ap — b | t** +ap, k= 1,2.
0

(ax)
(4.4)
Preuve du lemme 4.3.2
(t—r Fr=t
On multiplie les deux membres de (4.2) par Tﬁ), et par une intégration par rapport
k
a 7 sur [0,t], on obtient
JPk [DP (D™ + g (1)) i (t)] = JO: T (2), t €]0,1]. (4.5)
Par le lemme 4.3.1, on a
(Dak + 0k (t)) T (t) +cp = Jﬁk\I/k (t) , ¢ € R. (46)
Donc, on peut écrire
Dy, (t) = JO Wy () — gi (t) 2k () — Cx. (4.7)
. (t — 7)™t L
On multiplie les deux membres de (4.7) par T, et par une intégration par
(6773
rapport a 7 sur [0,¢], on obtient
JOR D%y (t) = J (JOR W (t) — g () 2 (1) — 1) (4.8)
T (t) + dk = JakJBk\I/k (t) - Jakgk (t) T (t) - Jakck, dk € R. (49)

En utilisant la propriétée de semi-groupe sur l'intégrale de R-L, on a :
zy, (t) = JTPRW () — T gy, (8) 2y, (t) — xS (1) — di. (4.10)

Donc, on a :

t

— )t [ T —s)!
T (t) = /(tf(ozk) /( F(ﬁ)k) Uy (s)ds — gx (7) xp(T) | dT

—Ck(]ak(l) —dk, (411)
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ou cg, di € R.
Par les conditions (4.3), on aura :

dp = —ag,
- (4.12)
e =1 (ap + 1) [fo T (JPWk(T) = gi (7) 2i(T)) dT + ay, — bk} .

On remplace (4.12) dans (4.11), on aura (4.4). Ceci accomplit la preuve.
Passons maintenant a considérer ’espace de Banach :
B = {(z1,22) ;21,22 € C([0,1],R), D"z, D%y € C([0,1],R)},
avec la norme :

(21, 22) ||y = max ([|l2]| o . 22l | D2 || || D%222]|) 5

il = max o (0 el = max |z (0)].
10721l = max [DMar ()], [ D], = max [D%, (1)].

Cette espace, avec sa norme, va nous permettre d’aborder le probléme de 'existence et
de 'unicité.

4.4 Existence et Unicité

Dans cette section, on établit des conditions suffisantes pour 'existence et 'unicité des
solutions au systéme (4.1).

Théoréme 4.4.1 [7] Supposons que les hypothéses suivantes sont vérifiées :
(Hy) : gr:(0,1] — [0,00), k = 1,2, sont continues, et il existe 0 < p,, < 1;t — tr gy (t)
soit continues sur [0,1], et My = max |tfr gy (t)].

i

(Hs) : 1l existe des constantes positives Ly, k =1,2,1=1,2,3,4,5,6 telles que :

| f1 (t, ur, ug, us, ug) — fu (t, v1,v2, 3, v4)|
(4.13)

< Lyy |ug —v1| + Lia |ug — vo| + Lig |us — vs| + Ly |ug — vg

et
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|f2 (tJ Uy, Uz, Uus, U4) - f2 (t7 V1, U2, U3, U4>’

(4.14)
< Loy Juy — v1] + Log [ug — va| + Log [ug — vs| + Log [ug — v4]
pour tout t € [0,1] et toutes (uy, us, us, us), (v1,v9,v3,v4) € R Supposons aussi que
|ha (t,uy, u2) — hy (t,01,02)] < Ly |us — v1]| + Lig |ug — vo (4.15)
et
|ho (t,u1,u2) — ho (t,v1,v2)] < Los|us — vy| + Laog |uz — val, (4.16)
pour tout t € [0,1] et toutes (uy,uz), (v1,v9) € R2
Alors, le systéme (4.1) admet une solution unique sur [0, 1], pourvu que :
i=6 i=6
w =: 11;11?2(2 (AkZILkZ+Bk7AkzlLkZ+Bk) < 1, (417)
tel que
2
Ay = ,
© T T(a+ B+ 1)
B, = ML (1 — pu)
kK — )
I'(og + 1 — py,)
M.I (1 — M,I (1 — r 1
B - L) WD (L — ) U (g +1) (4.18)

(g —0p+1—p,) T(apg+1—p) (a0 —0p+1)

Démonstration :
D’abord, on définit 'opérateur T' : B — B par :

T (x1, 1) (t) == <T1 (21, 2) (1), To (a1, 29) (1) )
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tel que

Ty (w1, m2) (1) = = JPrhy (21 (1) , 29 (1))

—JwEBk fi (8,20 (8) @2 (), D'y (t), D22 () — T gy () m3,(2)
T by (t, 1 (t) 22 (1))

0% 1% _ T T 01 02 1 T
t /0 T (an) fi (£, 21 (), 22 (), D%y (t), D225 (t)) | d

— gk (T) xg(T)dT

— (ak — bk) tak + ag,
(4.19)

pour tout ¢t € [0,1] et k =1,2.
On va prouver que T est contractant sur B.
Soit (z1,%2), (y1,y2) € B et t € [0,1]. Alors,

T (z1,22) = T (y1,92) || 5

- H (Tl (21, 22), Ty (xl,xz)) B (Tl (v,12), T (yl’y2)>HB

- H <T1 (21, 22) = T1 (y1,92) , T2 (21, 22) — T2 (y1, ¥2) ) H

= max ( |Th (21, 22) — T3 (y1, v2)|l oo s |1 T2 (21, 22) — T (1, v2) || o

| D% (T (w1, 22) — Th (1, 32)) ||+ || D22 (T2 (21, 2) — T (yl,yz))Hoo>‘
(4.20)
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On a donc :

| Th (21, 2) — Ti (Y1, 92) |l o
) A (5,21 (8),72(5))

t (t
= trél[%(]/o U (ap+8y) | —Pe(s,91(5),52(5)) s

e [T fi (s, () e () D (s), D ()|
tef0.1] Jo T (o + By | —Jk (37 y1(s),y2(s), D%y (s), D% ys (3))
t ap—1
(t—s)™ " g7 "
— d
e [ g ()] (s) = (o)
([T () ) ) o
o I'(ax) o (B —hy; (5,91 (5), 92 (5))
xnl[ax]to"“
tefo,1
. /1 (1—7)" / (1= )" | fu (s, (5) 22 (s), D7y (5) , D75 (s)) |\ -
0 F(Oék) 0 F(ﬁk) _fk (3,y1 (5) ) Y2 (5)7D61y1 (S)7D62y2 (S))
L — )t
1%k Mg — 1%
<t + [ BT g (1) o) = ()] e
(4.21)
Grace a 'hypothese (H;), on observe que :
t ap—1
(t—s)™ s
— d
mae [ S g (9 o) — )] ds
M, - ' -1
< _F $0k M, _ 1 — w)* Fr
S (a0 (e yklloo/0 (1 —w)™ wdw
M (o, 1 — p,)
< _
= T (ak) ka yk“oo
MI" (1 — py,)
- , 4.22
e o= el (122)
avec 3 (.,.) est la fonction Béta d’Euler.
En utilisant encore une fois ’hypothése (Hy), on va donc avoir :
1 ap—1
(1 B T) T s e
— t k
| R e Ol la(r) = )] ma
M (1 — py)
N _ 4.23

Grace a (Hsy), on obtient :
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QU

ap+6,—1
max /tw fi (8,21 (s) 22 (5), D%y (), D25 (s ) )

et Jo T (aw+By) | —fe (501 (s) 02 (5)7D51y1( , D%y, ()
A=) T =) T f (5,20 (5) @2 (5), DOy (s), D% (s))
+/o I( (/ (

ds) dr

) T (Be) | —fu(501(5),42(5), D%y (s), D?ya (s))
< 2
- T(ax+8,+1)
( Lia |21 — y1lloo + Lz |72 — 92| o )
x . (4.24)
+ L3 HD‘SI (1 — Zh)Hoo + Lja ||D§2 (g — y2)H

Encore une fois, par (Hs), on a :
hi (s, 21 (s) , 22 (s))

- /t (t N S)ak‘i’ﬁk*l
o) Sy Tlar+8,) | —hw(s,91(5),92(s))
LA=n)" 7 (m =) | g (s, 21 (8), 29 (5))
+/0 F(ak> (/; F(ﬁk> _hk (Sayl (S) » Y2 (S))
2

[ (o + B +1)

ds

ds) dr

X (L 121 = y1lloo + Lo 172 = v2ll0) - (4.25)

IN

En remplagant les inégalités (4.22), (4.23), (4.24), et (4.25) dans (4.21), on déduit que

| T% (71, 2) — Ti (Y1, 92) |l o
2

[(ap + By +1)

IN

X (Lis [|v1 — y1ll o + L [|72 — 2l )

2
[(ap+ B, +1)
Lia [l1 = yilloo + Lz |72 — w2l

+

X
+ L || D% (1 = yn) || + Lia || D% (22 — 2)]|
LIy ),
For e =) |~

(4.26)
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Par conséquent, on a

| Th (21, 2) — Ti (Y1, 92) | o

i=6
2 2M,I' (1 —
ZL’“‘ + kL ( )
[+ B + 1) = I'(ar +1— puy)
X |[(z1 — Y1, 22 — yo)ll -
Donc,
i=6
[T (21, 2) = T (41, 92) [l o < (Ak > Lt Bk) (1 = y1,22 = yo)| 5 - (4.27)
i=1
D’une part, on a
Déka (32‘1, Q?Q) (t) .= JakJeriakhk (t, T (t) , Lo (t))

=IO fi (w1 (8) 22 (8), DOy (8), D%2g (8)) — T gy, (1) (1)

T (ap — 0% + 1)

ap—0

JPkhy (1,21 (), 22 (7))
X /0 % —JBx £, (7‘, 21 (1), 29 (t), DOz (T), D22y (T)) dr
— i (7) 2k (7)
(ak — bk) I (Oék + 1) 1ok =0k
T (Ozk — 51@ + 1)

(4.28)
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Donc, on peut écrire

DTy, (24, 29) — D% Ty, (y1, y2)

M=) (s, (5) w0 (5))
N /0 [ (g + By — k) ( —hi (8,91 (5), 92 (5)) ) s

B /t (t — s)™ ot ( fi (5,21 (s), @2 (s), DMy (5), D% (5)) ) s
0 r (@k + Bk - 5k) _fk: (571/1 (8) ) Y2 (S) ) D61y1 (S) ) D62y2 (S))

— /Ot (t —Fsg::f;)s“k s g (s) (xk(s) - yk<5))d8

B Y- T)a"fl T (r— s)ﬁ’f1 hi (8,21 (s), 22 (8)) <\ dr
/0 I () </0 I'(Br) ( —hi (5,91 (s), 92 (s)) >d ) a

toak—ék
T (ap — 0p + 1)

L1 - T)ak_l T (r— S)B’“_l fr (s, w1 (), 29 (5), D'ay (s), D%y (8)) o
+/0 I' (cu) </o I'(Bk) ( — i (5:91 (), y2 (5), D*'yr (5), D2 (s)) )d ) o

T (ap — o + 1)

tak—z?k

1 L= T)ak_l T H ['(ap +1) ak—0x
+/0 T % (1) <Ik(7) - yk(r)> TR 1)75 5t

(4.29)
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Alors,

HDS’“ (Tk (21, 22) — T (Y1, y2) ) HOO

(=)™ PR (5,0 (5) w2 (5))
—hi (8,91 (5), 92 (s))

fr (s, w1 (s), 29 (), D%wy (), D%y (s))
—fx (S, Y1 (3) ) Y2 (3) ) D61y1 (S) ) D62y2 (S))

< max
— te1] Jo (g + B — k)

aXx
€] Jo T (ag + By, — k)

t(t — g) Ok 13—uk
+t?[%/g ‘ r Zak — 01) | gi ()] |2k (s) — yk(s)| ds
PA-M T M=) (s (s) e () | e
+/0 F(Oék) (/0‘ F(ﬁk) ‘ —hk(s,yl (S),y2 (S)) ‘d >d
F(Oék + 1) an—0

[ (g — 0k + 1)tef0,1]

F(ak + 1)

tak 5k
[ (ap — 0 + 1)te[0a}1{}
1 ap—1
(1 —7) 7 o [(ap+1) s
_ Lk dr.
[ R I Ol () = ) i s e e

Avec les mémes arguments, on montre que

‘ D% (Tk (21, 72) — Tk (Y1, Y2) )H

1 (ap+1)

IN

+ M (1—py) ML (1—pu )T (0p+1)
L F(ak76k+1ﬁuk) I‘(ak+1f,uk)I‘(akf§k+l)

X |[(#1 = y1, w2 — y2) | 5 -

Par conséquent,

HD (Tk (w1, 22) = T) (Y1, 2 >H <A*ZLM+Bk) (21 —y1, 22 — 92)| 5 -

De (4.20), (4.27) et (4.32), on aura

i=6
Ay, Z Ly; + By,
i=1
I7 1) =Ty < e | I = g1,z — 32 .
ALY Lii + By

i=1

ds

fr (s, 71 (8), 29 (5), D%y (8), D%y (s))
—fi (5,51 (5) .92 (s), D1y (s) , D%y (5))

ds) dr

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)
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Par (4.17), on déduit que T' est contractant. Par application du théoréme de point fixe de
Banach, on déduit que T' posséde un unique point fixe qui est la solution du systéme (4.1).
Ceci accomplit la preuve.

4.5 Existence d’une Solution

Dans cette section on présente des résultats qui nous assurent ’existence d’au moins une
solution pour le probléeme (4.1).
On démontre le théoréme suivant.

Théoréme 4.5.1 [7] Supposer que les hypothéses (Hy) et (Hs) sont vérifiées telles que :
(HY) : gx:(0,1] — [0,00), k = 1,2, sont continues, et il existe ;0 < p;, < o — O;
t — the gy (t) soit continues sur [0,1], et My = m[(z)iic} [th g (1)) .

(H3) : fr:[0,1] x R* = R, hy, : [0,1] x R? — R sont continues et il existe des constantes
positives Ci, k =1,2,3,4, telles que :

|f1 (8, ur, ug, u, ug)| <Oy
| fo (8, ur, ug, uz, ug)| <0 Co
|ha (F,u1,u0)] < Cs
|ho (t,ur,ug)| < Cy, (4.34)
pour tout t € [0,1] et tout (uy,us, us, uy) € R
Le systéme (4.1) admet au moins une solution (x1,x3) sur [0,1].

Démonstration :
On utilise le théoréme de point fixe de Schaeffer. On va procéder en quatre étapes :

Etape 1:
On doit prouver que T est continu sur B.

Soit (z,,y,) € B ,n € N tel que (x,,y,) — (x0,70) dans B.
On a

||T ($n7 yn) =T ('T[b yO) ||B

= max ( 1Ty (20, Yn) — T2 (20, Y0) oo > 112 (20, Yn) — T2 (70, %0) || o6

| D (T4 (20, yn) — T1 (20, 90))|| .+ [| D% (T2 (%0, yn) — T (o, ?JO))Hoo>'
(4.35)
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On a aussi :
Ty (T, yn) (1) : = Joathip, (t, 20 (), yn (1))
—JE (b @ (E) g (1), D7y (8), D%y (1)) — T g1 (1) n(t)
Jﬁlhl (tv Tn (t) 7yn (t))
(5] ' (1 — T)al_l 1 2
¢ /0 e I ACEACRACR:EAUIR A
—q1 (1) xp(T)dT
— (Cl,l — bl) ™ +ay.
Alors,

1T (s yn) — T1 (0, v0) |l
/t (t — S>a1+51_1 hl (87 Tn (S) y Yn (5)) ds
o ['(an+8)

_hl (37 To (S> » Yo (S)) B
t (t o S)a1+51*1
| e

£ (5,0 (3) g (), D%, (5) , Dy (5))
*/0 U= ST gy ()] [za(r) — o) | ds

IA

ds
B

ds | dr
B

Fi (8,20 () yn (5) , D () , D2y (5))
—f1 (s.20(s) 50 (s), D™z (s), Do (5))

—f1 (s:20 () .90 (s), D™z () , D*yp (5))
r (O[l)

T ( [ | Bl @)
X maxt™!
t€[0,1]

[ (L

1 (1 o T)al—l 7
tt H1 " . e
Xtem[(&)% +/0 T (ay) [T g1 ()| |2 (7) — 20(7) | 5 52[3}1(}

ds | dr
B

(4.36)

Si (zn, yn) — (z0,y0)||g — 0, la continuité des fonctions t#1g; et fi, hy, implique :

171 (s, 20 (8) , ym (5)) = ha (5,20 (5) 90 ()] — 0,

_ 0’

' fi (8,20 () yn (5) , D'y () , D2y (5))

—fi (s.20(s) 50 (s), D™z (s) , D*yo (5))
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La formule (4.36) nous donne :

||T1 (ITLJ yn) - Tl (x07 yO)Hoo I 0 (437)
De la méme maniére, on obtient :

||T2(:L‘nayn)_T2(x0ay0)||B - 07

|0 (71 @) = T w0,0) )| — 0,
(4.38)

HD(Sz(TQ(‘Tﬂ7yn)_Tz(x07y0)>HB — 0.

On remplace (4.37) et (4.38) dans (4.35) on conclut que : |1 (2, yn) — T (0, Y0)|| 5 — 0.
Donc T' est continu sur B.

Etape 2 : On montre que Popérateur 7' envoie tout ensemble borné de B en un ensemble

borné dans B.
On définit 'ensemble €2, := {(x1,22) € B, ||(z1,%2)|z <7}, our > 0. Pour (z1,z2) € £,
par l'inégalité (4.34) donnée dans (H3), on obtient :

1Ty (21, 22) |

S (Cl -+ Cg) max/
0

t€[0,1]

t (t . S)a1+51—1

R AR

t (t - S)al—l s
231 d
t%g}ﬁ/o [(aq) 291 (s)] |z1(s)| ds

s o s
+(Cy + Cg)ggﬁt X /o I (o) /0 NEN ds | dr

1 (1 o 7_>a171 Tk
™ x 23
MES /o Ty o ()l

(4.39)

+maxt™ |ay — by| + |aq|.
te(0,1]

Donc, on peut écrire

||T1 (Il,xg)”m S A1 (01 + Cg) + T’Bl + |CL1 — bl‘ + |(l1| . (440)
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On a aussi

HT2 (331,1'2) Hoo S A2 (CQ -+ 04) + ’I"BQ + ’&2 — bg‘ -+ |a2\ s (441)

Tk (21, 22) ||oo < Ak (Crx + Ciio) + 1By + |ag — bi| + |ax] -
Aussi, on remarque que :

|IDMT (21, 22) ||

F (a1 —|— 1)
< Af B —b
< AT (Ch+C3) +rBi + |ag 1|F(041—51+1)’
(4.42)
||D52T2 ($1,902) ||oo
r (062 + 1)
< A5 (Cy+C B —b
< 5 (Co+ Cy) +7B; + |ag 2|F(042—(52+1)’
||D°F T (21, 22) ||
T (Oék + 1)
< A (C,+C B} —b )
< AL (Cr + Crg2) + 1B + |ay, k|F(Oék—5k+1)
Gréce aux inégalités (4.40) (4.41) et (4.42), on obtient
[T (1, 22) |
Ay, (Ck -+ Ck+2> +rB + |ak — bk| -+ |CLk’ ,
< max . (4.43)

Ap (Cr + Cran) + B} + g — by| pst s

Par conséquent, l'opérateur 7' envoie tout ensemble borné de B en un ensemble borné dans
B.

Etape 3 : Equi-continuité de T(,) :
Pour t1,ty € [0,1]; t1 < tg, et (x1,22) € Q,., pour k =1,2, on a

[Tk (w1, 29) (t2) — T (71, 72) (t1)]]oo

(Ck + Cria) ap+s ap+B (Ck + Cry2) 0 o
¢ kot k 10 _ 4%k
F(Oék‘i‘ﬁk‘i‘l)(z 1 )+F(Oék+6k+1)(2 1)
rMT (1 — py,) rMT (1 — py,)
[ (ar +1— 1) I (o +1— )

(ta" " =" ") + (5" —11%),

(4.44)
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et

1D (Th (1, (t2) = T (a1, 22) (1))l

(Cr + Cri2) (tgk+6k_6k — t(f”ﬁ’“_(sk) N (Crk + Cry2) T (o + 1) (tg’“_é’“ — t?’“_‘;’“>

rM,T (1 i ,uk:) (tgk*(;k*l‘«k _ t?k*fsk*/‘k)

_|_
T (ap —op + 1 — p1y)

P ML (1 — 1) T (g + 1) (tg’“"s’“ - t?k’5k>
U(ag+1—p,)T(ag — 0+ 1)

i (4.45)

Les second membres de (4.44) et (4.45) sont indépendants des variables 1, x2. Alors

| Ty (21, x2) (t2) — T (21, 22) (t1)]| 5 tend vers zéro quand ¢; tend vers to.
En raison des résultats obtenus aux étapes 2, 3 et selon le théoreme d’Arzela-Ascoli, on voit
que T est complétement continu.

Etape 4 : On montre que I'ensemble
0 := {(z1,22) € B; (w1,22) =0T (21,22),0 <n <1},

est borné :

Soit (z1,x9) € 0, alors (z1,x9) = nT (1, x5), pour 0 < n < 1. Par conséquent, pour ¢ € [0, 1],
on a :
zy, (t) =0Tk (1, 22) (1), k= 1,2.

Donc,
[(1; 22)ll g = 0 [T (21, 22)]| 5 -
Par I'inégalité (4.43), on obtient

[(z1, 22)| 5
Ay (Ck -+ Ck+2) +rB + |ak — bk| + |ak| ,
< . 4.4
o 771@?2(2 D(ag+1) ( 6)

Az (Ck + Ck+2) + 1B + |ak - bk’ T(ap—6k+1)

Par conséquent, # est borné.

On conclut par le théoréme du point fixe de Schaeffer que 'opérateur 7" admet au moins
un point fixe qui est une solution du probléme (4.1). Le théoréme 4.5.1 est ainsi prouve.
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4.6 Stabilité au Sens UH

Dans notre cas, on introduit la définition suivante :

Définition 4.6.1 : [7] Le systéme (4.1) est stable au sens U-H si il existe un nombre réel
m > 0, tels que pour tous €1, € > 0, et pour toute solution (y1,y2) € B de l'inégalité
sutvante :

DPe (D + gi, (£)) i (£) + fi (£, 91 (8) 52 (), D'y (t) , Dy (1))

—hy (tuyl <t>7y2 (t))
< €, 0Kt <,

ye (0) = ak, yr (1) =by, k=12, (4.47)
alors il existe une solution (x1,x2) € B de (4.1), avec
(1 — 1, y2 — x2)|| g < me, € =max (€1, €3) . (4.48)
Remarque 4.6.1 La fonction (y1,y2) € B est une solution de l'inégalité (4.47) si et seule-
ment si il existe ¢, € C' ([0,1],R), k = 1,2, tels que :
lek (B)] < e, t €[0,1],
et

D% (D + gy () g (1) + fi (.91 (1) 92 (8), D™y (t), D™ o (1))

= Bty (), y2 (B) + e (1), t € [0,1].

Théoréme 4.6.1 [7] Soient 0 < ay, S, < 1 et 0 < 0 < ag. On suppose que les conditions
du théoréme 4.4.1 sont vérifiées.
Alors, le systéme (4.1) est stable au sens U-H.

Démonstration :
Soit (y1,y2) € B une solution de systéme (4.47). Alors, (y1,y2) est une solution de I'inégalité
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intégrale suivante :
—s)%k~1g—
vk () + fy s s i (5) ye(s)ds

_ ft (t—s)*ktPr—1 hy, (57 n (S) , Y2 (S)) .

0 T(ax+By)
—fi (8,91 (5), 92 (s) , D'y (s) , D%y ()

1 (—7)*! Ty, (7,91 (7) Y2 (7))
+t kfo T(ax) 5 5 5 dr
—JPk fi, (T,yl (7),y2 (1), D%y (7) , D%y, (T))

1 (1*7’)0"“_17’7‘%

=t [y a9k () ye(T)dT + (@ — b) £ — ap

< JotBr €

takJrﬁk
(g + 6+ 1)

er k=1,2. (4.49)

En utilisant (Hy) et (Hz), il existe une solution (z1,z5) € B de systéme (4.1) :

i (t) = —/0 (t_??;;>S_Mks“kgk<s>xk<s>ds

bt — S)O‘Hﬂ’“_l hi (8,21 (s), 22 (s))
Jr/o U (o + By) ( —fi (5,21 (5) 2 (5), D2y (s), D25 (5)) ) o

o =) JPehy (1,20 (1), 22 (7)) -
t /0 T (o) ( —JPk £, (7‘, 21 (1), 22 (1), D% 2y (), D% (7‘)) ) d

L1 — A\~ oy,
4% / ( ?(ak) T TR gy (7) o (T)dT — (ar — b)) t + ax,.
0
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Alors, on peut écrire
|yk (1) — i, (1))

_5)™ .718—1.
— f[]t (t)l_‘(leksﬂkgk (S) xk(s)ds

_Fftag%+m_1< i (s, 21 (5), 22 (5)) >(k

0 T(ax+By) — I (s, w1 (), 29 (), D%wy (8), D2y (3))
= |yr(t) —
%% fl (A-—n)*t ‘]Bkhk (T7 1 (T) ) L2 (T)) dr
0 T(o) —JPk fi (7,21 (1) 02 (7) , Dy (1), D225 (7))
o fol —(I_T);(];;;F“’“ T g (T) 3 (T)dT — (ag — by) t% + ay,
Uk (1) + (ar = b) 1% — ay + [ E 5 gy (5) y(s)ds
_ft (t—s)*kTFk 1 ( hi, (5,91 (5), 92 (s)) ) ds
0 Tlawtf) \ —fi (5,91 (5), 92 (5), D1 (s), D%y (s))
a 1 (1—7')0%7:l Jﬁkhk (7—7 U1 (T> y Y2 (T)) )
tok | A= d
) T ( —J% fi (Toy1 (1) y2 (7). D2y (1), D%y (7)) ) 7
—to fy %T“% (7) yw(T)dT
_ — Jy S s gy (5) (yn(s) — wi(s)) ds
(i (5,91 (5) 92 (5)) — I (s, 21 (8) , 22 (5)))
t (t—s)*kTPr—1
s D(on+By) B ( Ir (37?/1 (), y2(s), D%y (s), D%y (3)> ) s
—fi (5,21 (5) , 2 (5), D"y (5) , D5 (5))
+
—JP (i (5,91 (5) , 92 (5)) — P (5,21 (5) , 2 (5)))
a 1 (I*T)ak_l
+tk d
0 Tlow) B ( Jr (5,91 (), y2 (8), D%y (s), D%y (s)) ) !
—fi (5,21 (5) 2 (5), D%y (s), D25 (5))
ap—1_—p
o IO g () () — () dr

(4.50)
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Par I'inégalité (4.49), on obtient

t) — t
mas [y (1) = o (1)

€
['(ap + 8, +1)

_s [e% —IS—
Jo L (st gy (5)] yk(s) — an(s)] ds

o 1 (1—7)%% 1~
e [ ST gy (7)) e (7) — ()| dr

[ (5,91 (8) 2 (5)) = I (8,21 (s) , 22 (5))]
+fy L fi (5,1 (5) 95 (), Dy (), D2y () | | ds
* -
— [ (S, 11 (8), 29 (5), D%y (8), D%y (5))

IO |hi (5,91 (5), 92 (5)) — e (s, 21 (s) , 2 (s))]

ap—1
o [ LS Fi (791 (7) 92 (7). D%y (1), DPys (7)) dr
+.JP
—fi (1,21 (7) 22 (7) , D%y (1), D225 (7))

(4.51)

Ce qui implique :

e — 2kl oo
L PME L= )
Do +8,+1)  T(ag+1—py) o0
2
+ Lis ||lx; — + Lig llzo —
oy Dl =l + L 2 = el
2

+F(ak—|—ﬁk+1)

Liallos = yilloo + L2 l72 — y2ll o

+Lys || D (21 = y1)|| o + Lia || D% (2 — ) ||
(4.52)
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Ainsi,

||yk - xk”oo

IA

X | (1

— Y1, T2 — y2)||B'

6

€L 2
Mot Bt 1) [P(ak+6k+1);L’”

2MI" (1 — py)
I'(ag+1—py)

6
€k
B F(Oék+ﬁk~|—1)+< k; kit k) (Y1 — 21,92 — 22)|| 5

D’une part, (4.49) donne

tso‘k‘skl*

Dry, (1)

M+ ¢

INCTEIS)

[ et
0 T(ap+B,—0%)

_fk (57 n (8) )y Y2

F(ak—i-l Yt Ok
+ @

I'(akp+1-90k) F Oék

_ D(apt1)tk %k (1— T“k LT
T(axt+1—0y) fo T(ar) T g (T) Yy

< Jak+/8k_5k e

tak+Br—0k
['(ap + By, — 6 +1)

De méme, on montre que :

€L, k= 1,2

E sk gy, (s) yr(s)ds

hk <S7 n (S> y Y2 (S))
(s), D%yy (s), D%y (s))
JOkhy, (7,91 () 92 (7))

—JBx fi, (773/1 (1), 2

ds

(T> >D61y1 (T) 7D62y2 (T))

ap—bp)T(ar+1) Lo
( )dT—i_(k(ak_)i_l( (l;:; )t =0k

(4.53)

dr

(4.54)

6
DO (), — < h AN L+ B - - .
H (yk xk)Hoo = F(ak + B, — 0 + 1) + ( k; ki t k) H(yl L1, Y2 xQ)HB

Par (4.53) et (4.55), on a

€k

o)l < max

||(yl —X1,Y2 —

€k
1<k<2 <F (g + B+ 1) T (g + By —

=)

6
A > Ly + By,

-+ max e [(y1 — 21,92 — 22) |
S ALY L+ B
i=1

< eQ4wl(yr — a1, — @

2l

(4.55)

(4.56)
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d’ou
1 1

o = .
1r£ka§2 (F(ak+@k+l)’F(ak—{—ﬁk—ék—i—l))

Par conséquent,

(1 — 21,92 — 22) || 5 < i-

De (4.17), on obtient m > 0. Ainsi, le systéme (4.1) est stable au sens U-H.

(4.57)
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CONCLUSION GENERALE

Dans cette thése de Doctorat, on a établit des résultats récents sur des inégalités de
type Holder, et ceci en utilisant les intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville.
On a aussi généralisé un résultat de type Holder d’un travail publié¢ en 2012 dans General
Mathematics sur la méme classe d’inégalités.

Dans le chapitre 2, on a généralisé des inégalités de type Q; d’un travail de Liu et al., en
utilisant 'approche des g-intégrales.

Dans le dernier chapitre, on a étudié une classe d’équations différentielles fractionnaires
singuliéres a to = 0. En effet, on a obtenu certains résultats d’existence et d’unicité pour un
probléme fractionnaire "inspiré du modéle classique de Lane-Emden" dans le cas de dérivée
au sens Caputo. La technique utilisée est le principe de contraction de Banach. On a étudie
ces problémes en établissant des conditions suffisantes qui nous ont assuré ’existence et
I'unicité.

D’autres résultats sur 'existence d’une solution au moins ont été aussi prouvés dans cette
these. Enfin, la stabilité au sens UH a été aussi étudiée.

Comme perspective de cette theése, on propose, aux chercheurs intéressés par cet axe,
de collaborer avec nous sur la possibilité de proposer un vrai modele d’ordre arbitraire a
la fameuse équation de Lane-Emden. On compte dans le futur in chaa ALLAH explorer le
domaine des EDFSs singuliéres en utilisant ’approche de Hadamard. Voici au moins deux
pistes de recherche & suivre.
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