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Résumé :

Dans cette thèse, on s�intéresse aux inégalités intégrales d�ordre arbitraire et aux appli-
cations aux équations di¤érentielles non linéaires d�ordre non entier.
On établit des résultats intégraux à une classe d�inégalités de type Hölder, faisant inter-

venir trois fonctions positives.
En se basant sur un travail de S.H. Wu publié, en 2007 dans JMAA Journal, on démontre

des résultats fractionnaires selon l�approche de Riemann-Liouville.
Aussi, pour notre cas, certains travaux de Z. Dahmani publiés en 2012, dans General

Mathematics, peuvent être déduits comme un cas particulier pour notre contribution frac-
tionnaire aux inegalites de Holder.
Dans cette thèse, on sera aussi concerné par l�étude d�une classe d�équations di¤érentielles

singulières fractionnaires au sens de Caputo. Cette classe d�équations peut être interprétée
comme un modèle général incluant le système de Lane-Emden, qui a beaucoup d�applications
en physique et en particulier en Astrophysique. La stabilité des solution de cette classe sera
aussi étudiée dans cette thèse.
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Abstract :

In this thesis, we are concerned with fractional integral inequalities and non linear di¤e-
rential equations of arbitrary order.

We begin by generalizing some Hölder type inequalities involving three positive functions,
by using the well know theory of fractional integration in the sense of Riemann-Liouville.
This project deals also with non linear singular di¤erential equations of non integer order

in the sense of Caputo. Some existence and uniqueness theorems are proved for a more
general Lane-Emden problem. Other notions of stability are also discussed.
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INTRODUCTION

Le calcul fractionnaire est une généralisation du calcul di¤érentiel. L�histoire de cette
théorie remonte au 19�eme siècle, lorsque l�Hôpital se pose la question à Leibniz sur le résultat
de la dérivée d�ordre un demi. Ensuite plusieurs chercheurs se sont intéressés à ce sujet.

L�objectif principal de cette thèse est de présenter une contribution intégrale au calcul frac-
tionnaire dans le domaine intégral ainsi que dans sa dimension di¤érentielle.

Cette thèse se compose d�une Introduction et quatre Chapitres :

Dans le premier chapitre, on rappelle quelques dé�nitions et résultats relatifs au calcul frac-
tionnaire dont on aura besoin dans les autres chapitres.

Le deuxième chapitre porte sur une contribution aux inégalités de type Hölder dans le cas
fractionnaires au sens de Riemann-Liouville. On généralise certains résultats de S. Wu. [45].

Dans le troisième chapitre, on aborde les inégalités intégrales au sens de q-calcul. On donne
une contribution intégrale via cette théorie et on généralise des résultats de W.J. Liu et al.
[32] ainsi que de F. Qi [38].

Le quatrième chapitre porte sur l�existence et l�unicité des solutions des systèmes di¤éren-
tiels fractionnaires singuliers à l�origine, On démontre des résultats assurant l�existence et
l�unicité. D�autres résultats assurant l�existence d�une solution au moins seront discutés.
La stabilité au sens de ULAM-HYERS des solutions de notre système sera aussi étudiée dans
cette chpitre.

On termine cette contribution par une Conclusion Générale et des perspectives.
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Chapitre 1

RAPPELS

Ce chapitre contient des dé�nitions, des rappels des théorèmes classiques avec certaines
propriétés qui seront à utiliser par la suite.
Dans la première partie, on donne le théorème de Banach et quelque théorèmes des points

�xes qui sont fréquemment utilisables dans le chapitre quatre.

1.1 Dé�nitions

On rappelle les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 1.1.1 : Soit E un espace vectoriel sur |:Une norme sur E est une application
N de E a valeurs dans [0;1[ qui véri�e les trois propriétés suivantes :
1: N (x) = 0 si et seulement si x = 0: (Séparation)
2: 8� 2 |;8x 2 E; N (�x) = j�jN (x) : (Positive Homogénéité)
3: 8x; y 2 E; N (x+ y) � N (x) +N (x) : (Inégalité triangulaire).

On note souvent N (x) = kxk .

Un espace vectoriel normé (E; k:k) est un espace vectoriel E muni d�une norme k:k.

Dé�nition 1.1.2 : Soit 
 = [a; b] un intervalle de R et 1 � p � 1.
1. Pour 1 � p < 1, Lp (
) est l�espace des fonctions réelles f sur 
 telles que f est

mesurable et Z b

a

jf (x)jp dx < +1:

On peut munir Lp (
) de kfkp =
�R
jf (x)jp dx

� 1
p :

2. Pour p = 1, L1 (
) est l�espace des fonctions f mesurables bornées prèsque partout
sur 
.

8
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On peut munir L1 (
) de kfk1 = sup
x2[a;b]

jf (x)j :

Dé�nition 1.1.3 :Soient E1 et E2 deux espaces vectoriels normés, de norme respectives
k:kE1 et k:kE2. Une application f :

�
E1; k:kE1

�
�!

�
E2; k:kE2

�
est continue en x0 2 E1

lorsque on a :

8" > 0;9� > 0=8x 2 E tel que kx� x0kE1 < �; on a kf (x)� f (x0)kE2 < ":

De façon équivalente, f est continue en x0 lorsque pour toute suite (xn)n�0 qui converge
vers x0 dans

�
E1; k:kE1

�
; la suite(f (xn))n�0 converge vers f (x0) dans

�
E2; k:kE2

�
.

Dé�nition 1.1.4 : Soit C (E;F ) l�ensemble des applications continues f : E �! F: On
dit qu�une partie A � C (E;F ) est équicontinue en un point x 2 E si la propriété suivante
est véri�ée :

8" > 0;9� = � (x; ") > 0=8y 2 E kx� ykE � � =) 8f 2 A kf (x)� f (y)kF < ":

Dé�nition 1.1.5 : Soient E un espace vectoriel normé, de norme k:kE et (un)n une suite
de E. On dit que (un) est une suite de Cauchy si

8" > 0; 9N � 0;8n � N; 8p � N; kun+p � unkE � ":

Dé�nition 1.1.6 : On dit que E est complet pour la norme k:kE si toute suite de Cauchy
(pour cette norme) est convergente (pour cette norme).
Un tel espace est aussi appelé espace de Banach.

Dé�nition 1.1.7 : Soient E un espace de Banach muni de la norme k:kE et T une appli-
cation de E dans E. Un élément x de E est dit point �xe de T si

Tx = x:

Dé�nition 1.1.8 : Soit E un espace vectoriel normé, de norme k:kE. Une application f de
E dans E est dite contractante s�il existe un nombre K 2 ]0; 1[, tel que pour tout x; y 2 E;
on a

kf (x)� f (y)kE � K kx� ykE :

Dé�nition 1.1.9 : Soit A un opérateur linéaire d�un espace de Banach E dans un autre
espace de Banach F .
A est compact s�il transforme tout ensemble borné de E dans un ensemble relativement

compact de F .

Dé�nition 1.1.10 : Un opérateur est dit complètement continu, s�il est compact et continu.
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1.2 Un peu de Théorie de Point Fixe

Dans cette partie, on donne quelque théorèmes de points �xes qui sont à utiliser dans
la suite de cette thèse.

Principe de Contraction de Banach

Théorème 1.2.1 : Soient E un espace de Banach muni de la norme k:kE et T : E ! E
une application contractante.

Alors, T admet un point �xe unique.

Théorème d�Ascoli-Arzela

Théorème 1.2.2 : [11] Soit K un compact de Rn (n � 1). Alors un ensemble S � C (K) est
relativement compact dans C (K) si et seulement si les fonctions dans S sont uniformément
bornées et équicontinues sur K.

Théorème de Point Fixe de Schae¤er

Théorème 1.2.3 : [40] Soient E un espace de Banach et T : E ! E un opérateur complè-
tement continu.

Si l�ensemble 
 := fy 2 E : y = �T y tel que � 2 ]0; 1[g est borné, alors T possède au moins

un point �xe dans E.

1.3 Intégrales Fractionnaires

Dans ce qui suit, on présente des dé�nitions et des propriétés essentielles correspondantes
à la notion de la dérivation et de l�intégration d�ordre fractionnaire dont on aura besoin dans
les autres chapitres. Pour plus de détails, on se réfère à ([34, 36, 37, 39]).

Dé�nition 1.3.1 Les fonctions d�Euler Gamma et Béta sont dé�nies réspectivement par

� (�) =
+1R
0

e�uu��1du; � > 0 (1.1)

et

� (p; q) =
1R
0

tp�1 (1� t)q�1 dt; p; q > 0: (1.2)
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Propriétés :

Proposition 1.3.1 :
On a :

(1) �
�
1
2

�
=
p
�;

(2) � (n+ 1) = n!; n 2 N;

(3) � (z + 1) = z� (z) ; z > 0;

(4) � (p; q) = � (q; p) ; p > 0; q > 0;

(5) � (p; q) = �(p)�(q)
�(p+q)

; p > 0; q > 0:

1.4 Intégration Selon Riemann-Liouville :

Soit f : [a; b]! R une fonction continue. Une primitive de f est donnée par :

F1 (t) =
tR
a

f (�) d� :

Une seconde primitive de f est :

F2 (t) =
tR
a

F1 (x) dx =
tR
a

�
xR
a

f (�) d�

�
dx

=
tR
a

(t� x) f (x) dx:

Puis par récurrence sur n, on aura :

Fn (t) =
1

�(n)

tR
a

(t� x)n�1 f (x) dx:

Si on note Jn (f (t)) = Fn (t) ; on a donc :

Jn (f (t)) = 1
(n�1)!

tR
a

(t� �)n�1 f (�) d� : (1.3)
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Selon l�approche de Riemann-Liouville, la notion d�intégrale fractionnaire sera donc une
généralisation de la formule (1:3) pour � � 0. On donne alors :

Dé�nition 1.4.1 L�opérateur intégral fractionnaire de Rieman-Liouville d�ordre � � 0; pour
une fonction f 2 C ([a; b]) ; est dé�ni par :

J�a f (t) =
1

�(�)

tR
a

(t� �)��1 f (�) d� ;� > 0;

J0af (t) = f (t) ;� = 0:

(1.4)

Exemples et Propriétés (Semi-Groupe, Commutativité) :

Exemple 1.4.1 Soit f (x) = x�; où � > 0 et x > 0:

Alors, on a :

J�0 x
� = 1

�(�)

xR
0

(x� �)��1 � �d� :

Par le changement de variable : � = xy, on aura :

J�0 x
� = 1

�(�)

1R
0

(x� xy)��1 (xy)� xdy

= x�+�

�(�)

1R
0

(1� y)��1 (y)� dy

= x�+�

�(�)
� (�; � + 1) :

Comme les fonctions Gamma et Béta sont reliées par la fameuse relation :

� (�; �) = �(�)�(�)
�(�+�)

; (1.5)

alors, on trouve

J�0 x
� = 1

�(�)
�(�)�(�+1)
�(�+�+1)

x�+� = �(�+1)
�(�+�+1)

x�+�: (1.6)

Par exemple, pour � = 1
2
et � = 1, on applique la formule (1:6), on obtient :

J�0 x =
�(1+1)

�( 12+1+1)
x
1
2
+1 = �(2)

�( 52)
x
3
2 = 4

3
p
�
x
p
x: (1.7)
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Et pour � = 1; on obtient

J10x
� = �(�+1)

�(�+2)
x1+� = �(�+1)

(�+1)�(�+1)
x1+� = 1

�+1
x�+1:

Exemple 1.4.2 Considérons la fonction f (x) = (x� a)
 ; x � a: Alors

J�a f (x) =
1

�(�)

xR
a

(x� �)��1 (� � a)
 d� = �(�;
+1)
�(�)

(x� a)
+� :

Cela implique :

J�a (x� a)

 = �(
+1)

�(
+�+1)
(x� a)
+� : (1.8)

Proposition 1.4.1 (Propriétés S-G-C :)

Soit f une fonction de C ([a; b] ;R). Alors, on a

1) J�a J
�
a f (x) = J

�+�
a (f (x)) ;

2) J�a J
�
a f (x) = J

�
a J

�
a f (x)

(1.9)

pour tout � > 0 et � > 0:

Démonstration : Elle est basée sur la fonction Bêta d�Euler � (�; �) :

1.5 Dérivation Fractionnaires :

L�approche dérivative de Riemann-Liouville se base sur les fonctions continues sur un
intervalle [a; b] de R: Elle est considérée comme une intégrale au sens de Riemann-Liouville
à l�ordre n��; n � �, suivie d�une opération classique de type dérivée nieme de cette même
intégrale.
En revanche, l�approche des dérivées au sens de Caputo est l�opération inverse sur la

classe des fonctions f 2 Cn ([a; b]) ; n� 1 < � � n:
En e¤et, on peut voir que n�importe quelle dérivée en ce sens est considérée comme une

opération de dérivée nieme de f suivie d�une intégrale de R-L à l�ordre n� �:

1.6 Dérivation Fractionnaire au Sens Riemann-Liouville :

Dé�nition 1.6.1 On dé�nit la dérivée fractionnaire d�ordre � > 0 au sens de Riemann-
Liouville d�une fonction f : [a; b]! R par la formule :

�D�
a f (x) =

8>><>>:
dm

dxm

�
1

�(m��)

xR
a

f(�)

(x��)�+1�md�

�
; m� 1 < � < m;m 2 N�

dm

dxm
f(x); ; � = m:

(1.10)
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Remarque 1.6.1 On peut écrire la relation (1:10) sous la forme équivalente suivante :

�D�
a f (x) =

8<:
dm

dxm
[(Jm��a ) (f(x))] ; m� 1 < � < m;m 2 N�

dm

dxm
f(x); ; � = m:

Remarque 1.5.2 La dérivée de Riemann-Liouville d�une constante n�est pas nulle. On a

�D�
a (1) =

1
�(1��) (x� a)

�� :

En e¤et,
�D�

a (c) =
dm

dxm

�
c

�(m��)

xR
a

(x� �)m���1 d�
�

= c
�(1��) (x� a)

�� :

Propriétés :

Proposition 1.6.1

(1) Pour tout �; � 2 R et pour deux fonctions continues f : [a; b]! R et g : [a; b]! R; on
a

�D�
a (�f (x) + �g (x)) = �

�D�
a (f (x)) + �

�D�
a (g (x)) ;

(2) La propriété :
�D�

a
�D�

af (t) =
�D�+�

a f (t)

n�est pas toujours véri�ée lorsque � > 0 et � > 0.

(3) Il en est de même de la propriété de commutativité : 9 � > 0, � > 0, tels que :

�D�
a
�D�

af (t) 6= �D�
a
�D�

a f (t)

Démonstration

Dans (2), on prend f (t) = t�
1
2 et � = � = 1

2
: On a alors :

�D
1
2
0 f (t) = 0 , �D

1
2
0
�D

1
2
0 f (t) = 0:

On remarque au passage que :

�D
1
2
+ 1
2

0 f (t) = �1
2
t�

3
2



15

Dans (3), on pose f (t) = t
1
2 et � = 1

2
; � = 3

2
. Donc

�D
1
2
0 f (t) =

p
�
2
; �D

3
2
0 f (t) =

�D
3
2
0

�
t
1
2

�
= 0:

Tandis que

�D
1
2
0
�D

3
2
0 f (t) = 0;

�D
3
2
0
�D

1
2
0 f (t) = �1

4
t
3
2 :

1.7 Dérivation Fractionnaire au Sens de Caputo :

Dé�nition 1.7.1 Soient � � 0;m � 1 < � < m; et f 2 Cm ([a; b]) ;m 2 N�. On dé�nit la
dérivée fractionnaire d�ordre � au sens de Caputo par :

D�
a f(x) = J

m��
a f (m) (x) ; x 2 [a; b] : (1.11)

Remarque 1.7.1 On peut facilement déduire que l�opérateur de la dérivation fractionnaire
de Caputo est un opérateur linéaire.

Exemples et Propriétès :

Exemple 1.7.1 Dérivée au sens de Caputo de la fonction f (x) = (x� a)� telle que x � a :

D�
a f (x) = (J

m��
a )

�
dm

dxm
f (x)

�
= Jm��a

�
�(�+m��+1)
�(���+1) (x� a)��m

�
= �(�+m��+1)

�(���+1) (Jm��a ) (x� a)��m

= �(�+1)
�(���+1) (x� a)

��� :

Remarque 1.7.2

La dérivée de Caputo d�une fonction constante est nulle, tandis que celle de R-L ne l�est pas.

Proposition 1.7.1

Soient m� 1 < � < m; �; � 2 R; et f 2 Cm ([a; b]) ;m 2 N�.
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(1) On a :
D�
a (J

�
a f) = f :

(2) En général, la propriété :
J�a (D

�
a f) = f :

n�est pas véri�ée.

1.8 Passage de Riemann-Liouville á Caputo

La relation assurant le passage entre la dérivée de Riemann-Liouville et celle de Caputo
est donnée par la formule ci dessous. Il rentre en considération le reste du développement de
Taylor de la fonction f considérée. On a alors la proposition suivante :

Proposition
Soient � 2 ]m� 1;m] et f 2 Cm ([a; b])m 2 N�: Alors, on a :

�D�
a

"
f(t)�

m�1X
k=0

(t� a)k

k!
f (k)(a)

#
= D�

a f(t):

Cette dernière relation peut aussi s�écrire

D�
a f(t) =

�D�
a f(t)�

m�1X
k=0

(t�a)k��
�(k��+1)f

(k)(a):

1.9 Un peu de q-Calcul :

Dans cette section, on va exposer un résumé des notations mathématiques et des dé-
�nitions sur q-intégrales fractionnaires qui seront utilisés dans le chapitre 3. Pour plus de
détails, on peut consulter [1; 3].
Soit t0 2 R: On dé�nit

Tt0 := ft : t = t0qn; n 2 Ng [ f0g; 0 < q < 1: (1.13)

Pour une fonction f : Tt0 ! R; le r q-dérivé de f est :

rqf(t) =
f(qt)� f(t)
(q � 1)t : (1.14)
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Pour tout t 2 T nf0g la q-l�intégrale d�une fonction f dé�nie sur un intervalle [0; t] ( l�intégrale
de Jackson ), est dé�nie par :Z t

0

f(�)r� = (1� q)t
1X
i=0

qif(tqi): (1.15)

Le rq-dérivé de q-intégrale d�une fonction f :

rq

Z t

0

f(�)r� = f(t): (1.16)

Si f est continue au point 0, alorsZ t

0

rqf(�)r� = f(t)� f(0): (1.17)

Soient f : Tt1 ! R une fonction continue et g : Tt1 ! Tt2 une fonction q-di¤érentiable,
strictement croissante, et g(0) = 0. Alors pour b 2 Tt1 ; on a :Z b

0

f(t)rqg(t)rt =

Z g(b)

0

(f � g�1)(s)rs: (1.18)

Si n est un nombre entier positif, alors la fonction q-factorielle est dé�nie comme suit :

(t� s)(n) = (t� s)(t� qs)(t� q2s):::(t� qn�1s): (1.19)

Si n n�est pas un nombre entier positif, alors

(t� s)(n) = tn
1Y
k=0

1� ( s
t
)qk

1� ( s
t
)qn+k

: (1.20)

La q-dérivée de la fonction factorielle par rapport t est

rq(t� s)(n) =
1� qn
1� q (t� s)

(n�1); (1.21)

et la q-dérivée de la fonction factorielle par rapport s est

rq(t� s)(n) = �1� q
n

1� q (t� qs)
(n�1): (1.22)

La fonction q-exponentielle est dé�nie par

eq(t) =

1Y
k=0

(1� qkt); eq(0) = 1: (1.23)
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L�opérateur q- intégral fractional d�ordre � � 0, pour une fonction f est dé�nie par

r��
q f(t) =

1
�q(�)

R t
0
(t� q�)��1f(�)r� ; � > 0; t > 0; (1.24)

avec �q(�) := 1
1�q
R 1
0
( u
1�q )

��1eq(qu)ru:



Chapitre 2

INEGALITES INTEGRALES
FRACTIONNAIRES AU SENS
RIEMANN-LIOUVILLE

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on établit des nouveaux résultats sur des inégalités de type Hölder, et
ceci en utilisant les intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville. Le cadre idéal
pour cette étude est de prendre trois fonctions positives sans que les résultats soient de type
Holder avec poids. Certes ! on utilisera en particulier les techniques de Holder avec poids.
On sait qu�en analyse mathématique, l�inégalité de Hölder est une inégalité fondamentale
relative aux espaces de fonctions Lp, cette inégalité est une généralisation de l�inégalité de
Cauchy-Schwarz.

Le cas classique est donné par l�énoncé suivante :
Si f et g sont deux fonctions dé�nies sur [a; b], telles que f(x) � 0; g(x) � 0; f 2

Lp([a; b]); g 2 Lq([a; b]) et 1
p
+ 1

q
= 1, alorsZ b

a

f(x)g(x)dx �
�Z b

a

fp(x)dx
� 1
p
�Z b

a

gq(x)dx
� 1
q
: (2.1)

En d�autres termes sans tenir compte de la positivité :

Si f 2 Lp([a; b]) avec 1 < p < +1, g 2 Lq([a; b]) avec 1 < q < +1 et 1
p
+ 1

q
= 1, alors

fg 2 L1([a; b]) et on a :
kfgk1 � kfkp kgkq :

Plus généralement, pour 0 < p, q � +1 et r dé�ni par 1
p
+ 1

q
= 1

r
, si f 2 Lp([a; b]) et

g 2 Lq([a; b]) alors fg 2 Lr([a; b]) et

kfgkr � kfkp kgkq :

19
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L�inégalité de Hölder avec 1
p
+ 1

q
= 1

r
se généralise immédiatement à n fonctions, par

récurrence :
Soient 0 < r, p1; : : : ; pn � +1 tels que

nP
k=1

1

pk
=
1

r
et fk 2 Lpk([a; b]); k = 1; n: Alors,






nY
k=1

fk







r

�
nY
k=1

kfkkpk :

Passons maintenant à citer quelques travaux liés à nos résultats.

En 2007, Wu [45] a établit le résultat suivant :

Théorème 2.1.1 Soient f , g et e des fonctions intégrables dé�nies sur [a; b] et f(x) �
0; g(x) > 0; 1� e(x) + e(y) � 0; pour tous x; y 2 [a; b] et soit p � q > 0 telles que 1

p
+ 1

q
� 1.

Alors

Z b

a

f(x)g(x)dx � (b� a)1�
1
p
� 1
q

�Z b

a

gq(x)dx
� 1
q
� 1
p
h� Z b

a

gq(x)dx

Z b

a

fp(x)dx
�2

(2.2)

�
�Z b

a

gq(x)e(x)dx

Z b

a

fp(x)dx�
Z b

a

gq(x)dx

Z b

a

fp(x)e(x)dx
�2i 1

2p
:

En 2012, Z. Dahmani a établit le résultat suivant (dans un espace C� approprié) [12] :

Théorème 2.1.2 Soient p � 1; q � 1; tels que 1
p
+ 1

q
= 1; si jf jp et jgjq ; t > 0 deux fonctions

dans C�; (� � �1): Alors pour tout � > 0; t 2]a; b]; on a :

J� jfgj (t) �
�
J� jf jp (t)

� 1
p
�
J� jgjq (t)

� 1
q
: (2.3)

2.2 Résultats Principaux

Dans cette section, on prouve les résultats suivants :

Théorème 2.2.1 [6] Soient f , g et e des fonctions dé�nies sur [a; b] telles que f(x) �
0; g(x) > 0; 1� e(x) + e(y) � 0; pour tous x; y 2 [a; t], tels que fp; gq; e 2 L1([a; b]); p � q >
0; 1

p
+ 1

q
� 1. Alors pour tous � > 0; t 2]a; b]; on a :

J�[f(t)g(t)] � (t� a)1�
1
p
� 1
q

�
J�gq(t)

� 1
q
� 1
p
h�
J�gq(t)J�fp(t)

�2
(2.4)

�
�
J�[gq(t)e(t)]J�fp(t)� J�gq(t)J�[fp(t)e(t)]

�2i 1
2p
:
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Pour prouver le théorème ci-dessus, on utilise les lemmes suivants.

Lemmes Préliminaires

Lemme 2.2.1 [25] Si f(x) et fg(x) sont des fonctions intégrables dé�nies sur [a; b], f(x) �
0; g(x) > 0 et 0 < p < 1; alors, on aZ t

a

f(x)gp(x)dx �
�Z t

a

f(x)dx
�1�p�Z t

a

f(x)g(x)dx
�p
: (2.5)

Preuve : Supposons u = (fg)p et v = f 1�p et p+ q = 1: Par l�inégalité (2.1), on aZ b

a

f(x)gp(x)dx =

Z b

a

u(x)v(x)dx

�
�Z b

a

u
1
p (x)dx

�p�Z b

a

v
1
q (x)dx

�q
=
�Z t

a

f(x)g(x)dx
�p�Z t

a

f(x)dx
�1�p

:

L�inégalité suivante est une généralisation de l�inégalité de Hölder ([25],p.140).

Lemme 2.2.2 Soient fi; (i = 1; 2; :::;m), des fonctions pi-intégrables dé�nies sur [a; b] et
fi � 0; pi > 0; (i = 1; 2; :::;m), tels que 1

p1
+ 1

p2
+ :::+ 1

pm
= 1: AlorsZ t

a

mY
i=1

fi(x)dx �
mY
i=1

�Z t

a

fpii (x)dx
� 1
pi : (2.6)

Preuve de Théorème 2.2.1 : On va procéder en deux étapes.

Étape 1 : Quand 1
p
+ 1

q
= 1: Des techniques fastidieuses de calcul nous donnent.

0@ tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)d�

1A0@ tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�) (1� e (�) + e (�))
1
p
+ 1
q d�

1A
=

0@ tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)d�

1A0@ tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�) (1� e (�) + e (�)) d�

1A



22

=

0@ tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)d�

1A0@ tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)d�

1A
�

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1
�(�)

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)f(�)g(�)e (�) d�d�

+

tZ
a

tZ
a

(t� �)��1
�(�)

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)f(�)g(�)e (�) d�d�

=

0@ tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)d�

1A0@ tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)d�

1A

=

0@ tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)

1A2

: (2.7)

Donc, on peut écrire

�
J� (f(t)g(t))

�2
=

0@ tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)d�

1A2

=

tZ
a

(t��)��1
�(�)

f(�)g(�)d�

�
tZ
a

(t��)��1
�(�)

f(�)g(�) (1� e(�) + e(�))
1
p
+ 1
q d�:

(2.8)

D�une part, on a
1

p
+
1

q
= 1: En utilisant l�inégalité de Hölder avec poids, on aura donc :

tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)d�

tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�) (1� e(�) + e(�))
1
p
+ 1
q d�

�
tZ
a

(t��)��1
(�(�))

f(�)g(�)d�

0@ tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�) (1� e(�) + e(�)) d�

1A
1
p

�

0@ tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�) (1� e(�) + e(�)) d�

1A
1
q

:

On remarque au passage que :
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tZ
a

(t��)��1
(�(�))

f(�)g(�)d�

0@ tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�) (1� e(�) + e(�)) d�

1A
1
p

�

0@ tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�) (1� e(�) + e(�)) d�

1A
1
q

=

tZ
a

�
(t��)��1
(�(�))

�"0@ tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)fp(�) (1� e(�) + e(�)) d�

1A
1
p

�

0@ tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)gq(�) (1� e(�) + e(�)) d�

1A
1
q
� 1
p

�

0@ tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�)gq(�) (1� e(�) + e(�)) d�

1A
1
p #
d� :

Comme
�
1

q
� 1
p

�
+
1

p
+
1

p
= 1, on déduit du lemme 2.2.2 que :

tZ
a

(t��)��1
(�(�))

f(�)g(�)d�

0@ tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�) (1� e(�) + e(�)) d�

1A
1
p

�

0@ tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�) (1� e(�) + e(�)) d�

1A
1
q

�

0@ tZ
a

tZ
a

(t��)��1
�(�)

(t��)��1
�(�)

gq(�)fp(�) (1� e(�) + e(�)) d�d�

1A
1
p

�

0@ tZ
a

tZ
a

(t��)��1
�(�)

(t��)��1
�(�)

gq(�)gq(�) (1� e(�) + e(�)) d�d�

1A
1
q
� 1
p

�

0@ tZ
a

tZ
a

(t��)��1
�(�)

(t��)��1
�(�)

fp(�)gq(�) (1� e(�) + e(�)) d�d�

1A
1
p

:

(2.9)
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On développe (2.9) comme suit :0@ tZ
a

tZ
a

(t��)��1
�(�)

(t��)��1
�(�)

gq(�)gq(�) (1� e(�) + e(�)) d�d�

1A
1
q
� 1
p

=

� tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

�
tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)e (�) d�

tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

+

tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)e(�)d�

� 1
q
� 1
p

=

� tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

� 2
q
� 2
p

:

(2.10)

On a aussi : 0@ tZ
a

tZ
a

(t��)��1
�(�)

(t��)��1
�(�)

gq(�)fp(�) (1� e(�) + e(�)) d�d�

1A
1
p

=

� tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�)d�

�
tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)e(�)d�

tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�)d�

+

tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�)e(�)d�

� 1
p

:

(2.11)

Et en�n, on a :

0@ tZ
a

tZ
a

(t��)��1
�(�)

(t��)��1
�(�)

fp(�)gq(�) (1� e(�) + e(�)) d�d�

1A
1
p

=

� tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�)d�

tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

�
tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�)e(�)d�

tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

+

tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�)d�

tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)e(�)d�

� 1
p

:

(2.12)
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De (2.10) , (2.11) et (2.12) , on a0@ tZ
a

tZ
a

(t��)��1
�(�)

(t��)��1
�(�)

gq(�)gq(�) (1� e(�) + e(�)) d�d�

1A
1
q
� 1
p

�

0@ tZ
a

tZ
a

(t��)��1
�(�)

(t��)��1
�(�)

gq(�)fp(�) (1� e(�) + e(�)) d�d�

1A
1
p

�

0@ tZ
a

tZ
a

(t��)��1
�(�)

(t��)��1
�(�)

fp(�)gq(�) (1� e(�) + e(�)) d�d�

1A
1
p

=

� tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

� 2
q
� 2
p

�
��� tZ

a

(t��)��1
�(�)

fp(�)d�

�� tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

��2

�
�� tZ

a

(t��)��1
�(�)

gq(�)e(�)d�

�� tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�)d�
�

�
� tZ

a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

�� tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�)e(�)d�

��2� 1
p

:

Par conséquent, on obtient :

tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)d�

tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�) (1� e(�) + e(�))
1
p
+ 1
q d�

�
� tZ

a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

� 2
q
� 2
p

�
��� tZ

a

(t��)��1
�(�)

fp(�)d�

�� tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

��2

�
�� tZ

a

(t��)��1
�(�)

gq(�)e(�)d�

�� tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�)d�
�

�
� tZ

a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

�� tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�)e(�)d�

��2� 1
p

:

Donc, on peut écrire
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� tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

� 2
q
� 2
p

�
��� tZ

a

(t��)��1
�(�)

fp(�)d�

�� tZ
a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

��2

�
�� tZ

a

(t��)��1
�(�)

gq(�)e(�)d�

�� tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�)d�
�

�
� tZ

a

(t��)��1
�(�)

gq(�)d�

�� tZ
a

(t��)��1
�(�)

fp(�)e(�)d�

��2� 1
p

=
�
J�gq(t)

� 2
q
� 2
p

("�
J�fp(t)

��
J�gq(t)

�#2

�
"�
J�
�
gq(t)e(t)

���
J�fp(t)

�
�
�
J�gq(t)

��
J�
�
fp(t)e(t)

��#2) 1
p

:

D�où, on a :

tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)d�

tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�) (1� e(�) + e(�))
1
p
+ 1
q d�

�
�
J�gq(t)

� 2
q
� 2
p

("�
J�fp(t)

��
J�gq(t)

�#2

�
"�
J�
�
gq(t)e(t)

���
J�fp(t)

�
�
�
J�gq(t)

��
J�
�
fp(t)e(t)

��#2) 1
p

:

(2.13)

Grâce à (2.8) et (2.13) on a (2.4).
Le théorème est démontré dans le premier cas.

Passons maintenant à la 2eme étape.

Étape 2 :On prend
1

p
+
1

q
< 1:On choisit

1

p
+
1

q
= r (0 < r < 1), ce qui implique

1

pr
+
1

qr
= 1:

Dans ce cas, on observe que :

tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)d�

tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�) (1� e(�) + e(�)) d�

=

tZ
a

tZ
a

(t��)��1
�(�)

f(�)g(�) (t��)
��1

�(�)
f(�)g(�)d�d�
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�
tZ
a

tZ
a

(t��)��1
�(�)

f(�)g(�) (t��)
��1

�(�)
f(�)g(�)e(�)d�d�

+

tZ
a

tZ
a

(t��)��1
�(�)

f(�)g(�) (t��)
��1

�(�)
f(�)g(�)e(�)d�d�

=

0@ tZ
a

(t��)��1
�(�)

f(�)g(�)

1A2

:

(2.14)

D�une part, appliquant l�inégalité de Hölder, on aura

tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�)d�

tZ
a

(t� �)��1
�(�)

f(�)g(�) (1� e(�) + e(�)) d�

=

tZ
a

(t��)��1
�(�)

f(�)g(�)d�

tZ
a

�
(t��)��1
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:

On remarque aussi que :
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D�où
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(2.15)

On a
�
1

qr
� 1

pr

�
+
1

pr
+
1

pr
= 1. En appliquant le Lemme 2.2.2, on va avoir :
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:

La formule (2.15) nous donne :
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(2.16)

En appliquant le lemme 2.2.1 en tenant compte de 0 < r < 1, on obtient :0@ tZ
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(2.17)

On a aussi : 0@ tZ
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(2.18)

De (2.17) et (2.18), on a0@ tZ
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Donc,
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Des formules (2.16) et (2.19), on obtient
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	 1
p :
(2.20)

Grâce aux inégalités (2.14) et (2.20), on obtient l�inégalité (2.4). Le théorème 2.2.1 est ainsi
prouvé.

Remarque 2.2.1 Il est clair que le résultat du théorème 2.1.1 est un cas particulier de celui
du théorème 2.2.1 quand � = 1; t = b:

Une autre résultat qu�on peut récupérer, et qui est déjà établit pour un autre espace dans
[12], est donné par le corollaire suivant.

Corollaire 2.2.1 Soient f; g deux fonctions dé�nies sur [a; b] et f � 0; g � 0; telles que
fp; gq 2 L1([a; b]); p � q > 0; 1

p
+ 1

q
= 1. Alors pour tout � > 0; t 2]a; b]; on a :

J�[f(t)g(t)] �
�
J�gq(t)

� 1
q
�
J�fp(t)

� 1
p
: (2.21)

Démonstration : En appliquant le théorème 2.2.1 pour 1
p
+ 1

q
= 1 et e(t) = 1; on obtient

J�[f(t)g(t)] �
�
J�gq(t)

� 1
q
� 1
p
h�
J�gq(t)J�fp(t)

�2�i 1
2p

=
�
J�gq(t)

� 1
q
�
J�fp(t)

� 1
p
:

Remarque 2.2.2 Appliquant le corollaire 2.2.1 pour � = 1; on obtient l�inégalité classique
de Hölder.



Chapitre 3

INEGALITES INTEGRALES
FRACTIONNAIRES AU SENS DE
Q-CALCUL

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on présente quelques résultats sur les inégalités q-intégrales. Pour plus de
détails, on cite [14].

3.2 Résultats Préliminaires Sur Les Inégalités q-Intégrales

Dans [35], Ngo et al. ont démontré que

1R
0

f �+1 (�) d� �
1R
0

� �f (�) d� (3.1)

et
1R
0

f �+1 (�) d� �
1R
0

�f � (�) d� ; (3.2)

tels que � > 0 et f soit une fonction continue et positive sur l�intervalle [0; 1], véri�ant :

1R
x

f (�) d� �
1R
x

�d� ; x 2 [0; 1] : (3.3)

Dans [29], W.J. Liu et al. ont généralisé le résultat de Ngo ( avec ses co auteurs) en démon-
trant que

bR
a

f�+� (�) d� �
bR
a

(� � a)� f� (�) d� ; (3.4)
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où � > 0; � > 0 et f est une fonction continue et positive sur l�intervalle [a; b], telle que :

bR
x

f
 (�) d� �
bR
x

(� � a)
 d� ; 
 = min (1; �) ; x 2 [a; b] : (3.5)

Dans [32], Liu et al. ont démontré que pour toute fonction f positive, continue et décroissante
sur [a; b], alors le résultat suivant :R b

a
f�(�)d�R b

a
f
(�)d�

�
R b
a
(� � a)�f�(�)d�R b

a
(� � a)�f
(�)d�

; � � 
 > 0; � > 0 (3.6)

est valide.

Ce résultat a été généralisé dans [32] comme suit :

Théorème 3.1.1 Soient f > 0 et g > 0 deux fonctions continues sur [a; b], telles que f soit

décroissante et g croissante. Alors pour tout � � 
 > 0; � > 0; on aR b
a
f�(�)d�R b

a
f
(�)d�

�
R b
a
g�(�)f�(�)d�R b

a
g�(�)f
(�)d�

: (3.7)

Les mêmes auteurs ont établit le résultat suivant :

Théorème 3.1.2 Soient f > 0 et g > 0 deux fonctions continues sur [a; b] ; telles que�
f �(�)g�(�)� f �(�)g�(�)

� �
f��
(�)� f��
(�)

�
� 0; � ; � 2 [a; b] :

Alors pour tout � � 
 > 0; � > 0; on aR b
a
f �+�(�)d�R b

a
f �+
(�)d�

�
R b
a
g�(�)f�(�)d�R b

a
g�(�)f
(�)d�

: (3.8)

Dans [13, 16], Z. Dahmani et ses co auteurs ont établit des généralisations pour certains
résultats de [32], en utilisant la théorie d�intégrale fractionnaire.
Beaucoup de chercheurs ont étudié et généralisé les inégalités (3.1),(3.4) et (3.6) et un certain
nombre de prolongements et de généralisations sont apparus dans la littérature (e.g. [8, 9,
13, 16, 31, 30, 38]).

3.3 Résultats Principaux

On commence par le théorème suivant :

Théorème 3.2.1 [14] Soit f une fonction positive décroissante et continue sur Tt0 : Alors
pour tout � > 0; � � 
 > 0; � > 0; on a
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r��
q [f

�(t)]

r��
q [f


(t)]
�
r��
q [t

�f�(t)]

r��
q [t

�f
(t)]
; t > 0: (3.9)

Démonstration
La fonction f est positive décroissante et continue sur Tt0 :
Alors pour t 2 Tt0 et pour tout � � 
 > 0; � > 0; � ; � 2 (0; t); on a�

�� � � �
��
f��
(�)� f��
(�)

�
� 0: (3.10)

Considérons

H(� ; �) := f
(�)f
(�)
�
�� � � �

��
f��
(�)� f��
(�)

�
: (3.11)

On multiplie les deux membre de (3.11) par (t�q�)(��1)
�q(�)

(t�q�)(��1)
�q(�)

; et par double intégration
par rapport à � et � sur [0; t] ; on peut écrire :

2�1
Z t

0

Z t

0

(t� q�)(��1)

�q(�)

(t� q�)(��1)

�q(�)
H(� ; �)r�r� = r��

q [f
�(t)]r��

q [t
�f
(t)]

�r��
q [f


(t)]r��
q [t

�f�(t)] � 0:

(3.12)

La preuve du théorème 3.2.1 est achevée.

On donne aussi le théorème suivant :

Théorème 3.2.2 [14] Soient f; g et h des fonctions positives et continues sur Tt0, telles
que : �

g(�)� g(�)
��f(�)
h(�)

� f(�)
h(�)

�
� 0; � ; � 2 (0; t); t > 0: (3.13)

Alors, on a
r��
q (f(t))

r��
q (h(t))

�
r��
q (gf(t))

r��
q (gh(t))

; (3.14)

pour tous � > 0; t > 0:

Démonstration
Soient f , g et h des fonctions positives et continues sur Tt0 : Par (3.13), on peut écrire

g(�)
f(�)

h(�)
+ g(�)

f(�)

h(�)
� g(�)f(�)

h(�)
� g(�)f(�)

h(�)
� 0; (3.15)

où � ; � 2 (0; t); t > 0:

Par conséquent,
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g(�)f(�)h(�) + g(�)f(�)h(�)� g(�)f(�)h(�)� g(�)f(�)h(�) � 0; � ; � 2 (0; t); t > 0:
(3.16)

On multiplie les deux membres de (3.16) par (t�q�)(��1)
�q(�)

; et par une intégration par rapport
à � sur [0; t] ; on obtient

f(�)r��
q gh(t) + g(�)h(�)r��

q f(t)� g(�)f(�)r��
q h(t)� h(�)r��

q gf(t) � 0: (3.17)

Donc,

r��
q f(t)r��

q gh(t)�r��
q h(t)r��

q gf(t) � 0: (3.18)

Ceci achève la preuve du théorème 3.2.2.

On a aussi le résultat suivant :

Théorème 3.2.3 [14] Soient f; g et h des fonctions positives et continues sur Tt0, telles
que : �

g(�)� g(�)
��f(�)
h(�)

� f(�)
h(�)

�
� 0; � ; � 2 (0; t); t > 0: (3.19)

Alors on a :

r��
q (f(t))r�!

q (gh(t)) +r�!
q (f(t))r��

q (gh(t))

r��
q (h(t))r�!

q (gf(t)) +r�!
q (h(t))r��

q (gf(t))
� 1 (3.20)

pour tous � > 0; !; t > 0:

Démonstration
De l�inégalité (3.17), on peut écrire

(t� q�)!�1
�q(!)

�
f(�)r��

q gh(t) + g(�)h(�)r��
q f(t)

�g(�)f(�)r��
q h(t)� h(�)r��

q gf(t)
�
� 0:

(3.21)

Ce qui implique :

r�!
q (f(t))r��

q (gh(t)) +r��
q (f(t))r�!

q (gh(t))

� r��
q (h(t))r�!

q (gf(t)) +r�!
q (h(t))r��

q (gf(t)):
(3.22)
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le théorème 3.2.3 est ainsi prouvé.

Remarque 3.2.1 Il est clair que le théorème 3.2.2 est un cas particulier du théorème 3.2.3
pour � = !.

On a à démontrée aussi le théorème suivant :

Théorème 3.2.4 [14] Soient f et h des fonctions positives et continues telles que f � h
sur Tt0 : Si

f
h
est décroissante et f est croissante sur Tt0 ; alors pour tous p � 1; � > 0; t > 0;

l�inégalité
r��
q (f(t))

r��
q (h(t))

�
r��
q (f

p(t))

r��
q (h

p(t))
(3.23)

est valide.

Démonstration
Grâce au théorème 3.2.2, on a

r��
q (f(t))

r��
q (h(t))

�
r��
q (ff

p�1(t))

r��
q (hf

p�1(t))
: (3.24)

L�hypothèse f � h sur Tt0 implique :

(t� q�)��1
�q(�)

hfp�1(�) � (t� q�)��1
�q(�)

hp(�); � 2 (0; t); t > 0: (3.25)

Alors par une intégration sur (0; t); on obtient

r��
q (hf

p�1(t)) � r��
q (h

p(t)); (3.26)

donc,

r��
q (ff

p�1(t))

r��
q (hf

p�1(t))
�
r��
q (f

p(t))

r��
q (h

p(t))
: (3.27)

Alors, de (3.24) et (3.27), on obtient (3.23).

Un autre résultat est donné par le théorème suivant :

Théorème 3.2.5 [14] Soient f et h deux fonctions positives et continues telles que f � h
sur Tt0 : Si

f
h
est décroissante et f est croissante sur Tt0 ; alors pour tous p � 1; � > 0; ! >

0; t > 0; on a
r��
q (f(t))r�!

q (h
p(t)) +r�!

q (f(t))r��
q (h

p(t))

r��
q (h(t))r�!

q (f
p(t)) +r�!

q (h(t))r��
q (f

p(t))
� 1: (3.28)
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Démonstration
On prend g := fp�1 dans le théorème 3.2.4. Alors on obtient

r��
q (f(t))r�!

q (hf
p�1(t)) +r�!

q (f(t))r��
q (hf

p�1(t))

r��
q (h(t))r�!

q (f
p(t)) +r�!

q (h(t))r��
q (f

p(t))
� 1: (3.29)

L�hypothèse f � h sur Tt0 implique :

(t� q�)!�1
�q(!)

hfp�1(�) � (t� q�)!�1
�q(!)

hp(�); � 2 (0; t); t > 0: (3.30)

L�intégration des deux membres de (3.30) par rapport à � sur (0; t); donne

r�!
q (hf

p�1(t)) � r�!
q (h

p(t)): (3.31)

Par (3.26) et (3.31), on a

r��
q f(t)r�!

q (hf
p�1(t)) +r�!

q f(t)r��
q (hf

p�1(t))

� r��
q f(t)r�!

q (h
p(t)) +r�!

q f(t)r��
q (h

p(t)):
(3.32)

Par (3.29) et (3.32), on achève la preuve de théorème.

Remarque 3.2.2 Dans le théorème 3.2.5, si on prend � = !, on obtient le théorème 3.2.4.



Chapitre 4

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
FRACTIONNAIRES NON
LINEAIRES

4.1 Introduction

Généralement les équations de Lane-Emden sont rencontrées dans quelques modèles de
la physique mathématique et de l�astrophysique en particulier [4, 10, 23, 26]. Le modèle type
de ces équations a la forme d�une EDO d�ordre 2. Il est donné par :

x
00
(t) +

a

t
x
0
(t) + f (t; x (t)) = g (t) ; t 2 ]0; 1] ;

avec les conditions :
x (0) = A; x

0
(0) = B;

telles que A et B soient des constantes et f soit une fonction continue sur [0; 1] � R et
g 2 C ([0; 1]) :

Dans ce chapitre, on va étudier un système di¤érentiel fractionnaire couplé à singularité
à l�origine inspiré "fractionnairement" de l�équation ci dessus. La singularité visée dans ce
travail est la non existence de la limite quand t tend vers 0 pour la non linéarité du problème.

On va établir des conditions assurant l�existence et l�unicité des solutions pour des problèmes
fractionnaire avec conditions sur [0; 1]. Puis, on passe à l�étude de la stabilité au sens UH,
de Ulam-Hyers.

On commence par rappeler quelques travaux liés à notre système.

En 2011, S. Stanµek [41] a étudié l�existence des solutions pour le problème suivant :

39
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8<:
D�u (t) + f

�
t; u (t) ; u

0
(t) ; D�u (t)

�
= 0;

u (0) = 0; u
0
(0) = u (1) = 0;

tel que 2 < � < 3; 0 < � < 1; D� dénote la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville d�ordre �; f : [0; 1]�D ! R+; (D � R3) ; et f(t; x; y; z) est singulière en "0".

En 2013, [27], R.W. Ibrahim s�est intéressée à la stabilité UH pour :8>>>><>>>>:
D�
�
D� + a

t

�
u (t) + f (t; u (t)) = g (t) ;

u (0) = �; u (1) = �;

0 < �; � � 1; 0 � t � 1; a � 0;
où D
 désigne la dérivée fractionnaire au sens de Caputo pour 
 > 0; f est une fonction
continue [0; 1]� R et g 2 C ([0; 1]) :

En 2016, [42], A. Taïeb et Z. Dahmani ont considéré une dimension plus générale pour le
système couplé d�équations di¤érentielles fractionnaires. Ils ont établit l�existence et l�unicité
d�une solution avec certaines types de stabilité au sens UH pour le problème suivant :8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

D�1
�
D�1 + a1

t

�
x1 (t) + f1 (t; x1 (t) ; x2 (t) ; :::; xn (t)) = g1 (t) ; t 2 J;

D�2
�
D�2 + a2

t

�
x2 (t) + f2 (t; x1 (t) ; x2 (t) ; :::; xn (t)) = g2 (t) ; t 2 J;

...
D�n

�
D�n + an

t

�
xn (t) + fn (t; x1 (t) ; x2 (t) ; :::; xn (t)) = gn (t) ; t 2 J;

nP
k=1

jxk (0)j =
nP
k=1

��x0k (0)�� = ::: = nP
k=1

���x(l�1)k (0)
��� = 0;

nP
k=1

jD�kxk (0)j =
nP
k=1

jD�k+1xk (0)j = ::: =
nP
k=1

jD�k+l�2xk (0)j = 0;

D�k+l�1xk (1) = 0; k = 1; 2; :::; n;

avec l� 1 < �k; �k < l; ak � 0; l 2 N�f0; 1g ; k = 1; 2; :::; n; n 2 N�f0g et J := [0; 1]. D�k

et D�k ; k = 1; 2; :::; n; sont les dérivées fractionnaires au sens de Caputo. Pour k = 1; 2; :::; n;
fk : J � Rn ! R et gk : J ! R sont des fonctions continues.

Dans, [17], Z. Dahmani et M.Z. Sarikaya ont établit l�existence et l�unicité des solutions et
la Delta stabilité d�Ulam pour le problème suivant :8>>>><>>>>:

D�1 (D�1 + b1g1 (t))x1 (t) + f1 (t; x1 (t) ; x2 (t)) = h1 (t) ; 0 < t < 1;

D�2 (D�2 + b2g2 (t))x2 (t) + f2 (t; x1 (t) ; x2 (t)) = h2 (t) ; 0 < t < 1;

xk (0) = 0; D
�xk (1) + bkgk (1) xk (1) = 0; k = 1; 2;

avec D�k et D�k sont les dérivées fractionnaires au sens de Caputo, avec 0 < �k; �k < 1;
bk � 0; k = 1; 2. Les fonctions fk : [0; 1] � R2 ! R et hk : [0; 1] ! R sont continues,
gk : (0; 1]! [0;+1) sont des fonctions continues, singulières à t = 0:
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En 2018, [5], Z. Bekkouche, Z. Dahmani et G. Zhang ont établit l�existence et l�unicité des
solutions et la stabilité d�Ulam de type Delta pour le problème suivant :8>>>><>>>>:

D�1 (D�1 + b1g1 (t))x1 (t) + f1 (t; x1 (t) ; x2 (t)) = !1S1 (t; x1 (t) ; x2 (t)) ; 0 < t < 1;

D�2 (D�2 + b2g2 (t))x2 (t) + f2 (t; x1 (t) ; x2 (t)) = !2S2 (t; x1 (t) ; x2 (t)) ; 0 < t < 1;

xk (0) = 0; D
�xk (1) + bkgk (1) xk (1) = 0;

D�k et D�k sont les dérivées fractionnaires au sens de Caputo, avec 0 < �k < 1; 0 < �k <
1; bk � 0; 0 < !k < 1; k = 1; 2. Les fonctions fk : [0; 1] � R2 ! R et hk : [0; 1] ! R sont
continues, gk : (0; 1]! [0;+1) sont des fonctions continues, singulières à t = 0:

Dans [18, 19, 20, 21, 22, 43], on trouve d�autres résultats assurant l�existence et l�unicité
des solutions pour les EDFs et les EDFSs.

4.2 Système Di¤érentiel Singulier

Soit le problème suivant [7] :

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:

D�1 (D�1 + g1 (t))x1 (t) + f1
�
t; x1 (t) ; x2 (t) ; D

�1x1 (t) ; D
�2x2 (t)

�
= h1 (t; x1 (t) ; x2 (t)) ;

D�2 (D�2 + g2 (t))x2 (t) + f2
�
t; x1 (t) ; x2 (t) ; D

�1x1 (t) ; D
�2x2 (t)

�
= h2 (t; x1 (t) ; x2 (t)) ;

xk(0) = ak; xk(1) = bk; t 2 J;

(4.1)

avec J = [0; 1] ; 0 < �k; �k < 1; 0 < �k < �k < 1; k = 1; 2. Les fonctions fk : [0; 1]� R4; k =
1; 2; sont continues, gk : (0; 1] ! [0;+1) sont des fonctions continues, singulières à t = 0;
c�est à dire lim

t!0+
gk (t) = 1: Les opérateurs D�k ; D�k et D�k ; k = 1; 2; sont les dérivés

fractionnaires au sens de Caputo.

4.3 Résultats Auxiliaires

On a besoin des lemmes :

Lemme 4.3.1 [28] 8 �; n� 1 < � < n; n 2 N� et f 2 Cn ([0; b]) ; alors on a :

J�D�f(t) = f(t) + c0 + c1t+ c2 t
2 + :::+ cn�1t

n�1; ci 2 R; i = 0; 1; :::; n� 1:

Lemme 4.3.2 [7] Pour 0 < �k; �k < 1; et 	k 2 C ([0; 1];R) ; k = 1; 2; le problème suivant
D�k (D�k + gk (t))xk (t) = 	k (t) ; t 2 [0; 1]; (4.2)
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avec
xk(0) = ak; xk(1) = bk; (4.3)

admet une solution (x1; x2) donnée par :

xk(t) = J�k+�k	k (t)� J�kgk (t)xk(t)

�
"Z 1

0

(1� �)�k�1

� (�k)

�
J�k	k(�)� gk (�)xk(�)

�
d� + ak � bk

#
t�k + ak; k = 1; 2:

(4.4)

Preuve du lemme 4.3.2

Onmultiplie les deux membres de (4.2) par
(t� �)�k�1

� (�k)
; et par une intégration par rapport

à � sur [0; t] ; on obtient

J�k
�
D�k (D�k + gk (t))xk (t)

�
= J�k	k (t) ; t 2 ]0; 1] : (4.5)

Par le lemme 4.3.1, on a

(D�k + gk (t))xk (t) + ck = J
�k	k (t) ; ck 2 R: (4.6)

Donc, on peut écrire

D�kxk (t) = J
�k	k (t)� gk (t)xk (t)� ck: (4.7)

On multiplie les deux membres de (4.7) par
(t� �)�k�1

� (�k)
; et par une intégration par

rapport à � sur [0; t] ; on obtient

J�kD�kxk (t) = J
�k
�
J�k	k (t)� gk (t)xk (t)� ck

�
; (4.8)

xk (t) + dk = J
�kJ�k	k (t)� J�kgk (t)xk (t)� J�kck; dk 2 R: (4.9)

En utilisant la propriétée de semi-groupe sur l�intégrale de R-L, on a :

xk (t) = J
�k+�k	k (t)� J�kgk (t)xk (t)� ckJ�k (1)� dk: (4.10)

Donc, on a :

xk (t) =

tZ
0

(t� �)�k�1

� (�k)

0@ �Z
0

(� � s)�k�1

� (�k)
	k (s) ds� gk (�)xk(�)

1A d�
�ckJ�k(1)� dk; (4.11)
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où ck; dk 2 R:
Par les conditions (4.3), on aura :

dk = �ak;

ck = � (�k + 1)
hR 1
0
(1��)�k�1
�(�k)

�
J�k	k(�)� gk (�)xk(�)

�
d� + ak � bk

i
:

(4.12)

On remplace (4.12) dans (4.11), on aura (4.4). Ceci accomplit la preuve.

Passons maintenant à considérer l�espace de Banach :

B :=
�
(x1; x2) ; x1; x2 2 C ([0; 1] ;R) ; D�1x1; D

�2x2 2 C ([0; 1] ;R)
	
;

avec la norme :

k(x1; x2)kB = max
�
kx1k1 ; kx2k1 ;



D�1x1



1 ;


D�2x2




1

�
;

kx1k1 = max
t2[0;1]

jx1 (t)j ; kx2k1 = max
t2[0;1]

jx2 (t)j ;



D�1x1



1 = max

t2[0;1]

��D�1x1 (t)
�� ;

D�2x2




1 = max

t2[0;1]

��D�2x2 (t)
�� :

Cette espace, avec sa norme, va nous permettre d�aborder le problème de l�existence et
de l�unicité.

4.4 Existence et Unicité

Dans cette section, on établit des conditions su¢ santes pour l�existence et l�unicité des
solutions au système (4.1).

Théorème 4.4.1 [7] Supposons que les hypothèses suivantes sont véri�ées :
(H1) : gk : (0; 1]! [0;1) ; k = 1; 2; sont continues, et il existe 0 < �k < 1; t 7�! t�kgk (t)

soit continues sur [0; 1] ; et Mk = max
t2[0;1]

jt�kgk (t)j :

(H2) : Il existe des constantes positives Lki; k = 1; 2; i = 1; 2; 3; 4; 5; 6 telles que :

jf1 (t; u1; u2; u3; u4)� f1 (t; v1; v2; v3; v4)j
(4.13)

� L11 ju1 � v1j+ L12 ju2 � v2j+ L13 ju3 � v3j+ L14 ju4 � v4j

et
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jf2 (t; u1; u2; u3; u4)� f2 (t; v1; v2; v3; v4)j
(4.14)

� L21 ju1 � v1j+ L22 ju2 � v2j+ L23 ju3 � v3j+ L24 ju4 � v4j ;

pour tout t 2 [0; 1] et toutes (u1; u2; u3; u4) ; (v1; v2; v3; v4) 2 R4: Supposons aussi que

jh1 (t; u1; u2)� h1 (t; v1; v2)j � L15 ju1 � v1j+ L16 ju2 � v2j (4.15)

et

jh2 (t; u1; u2)� h2 (t; v1; v2)j � L25 ju1 � v1j+ L26 ju2 � v2j ; (4.16)

pour tout t 2 [0; 1] et toutes (u1; u2) ; (v1; v2) 2 R2:

Alors, le système (4.1) admet une solution unique sur [0; 1] ; pourvu que :

! =: max
1�k�2

 
Ak

i=6X
i=1

Lki +Bk; A
�
k

i=6X
i=1

Lki +B
�
k

!
< 1; (4.17)

tel que

Ak =
2

� (�k + �k + 1)
;

Bk =
2Mk� (1� �k)
� (�k + 1� �k)

;

A�k =
1

� (�k + �k � �k + 1)
+

� (�k + 1)

� (�k + �k + 1)� (�k � �k + 1)
;

B�k =
Mk� (1� �k)

� (�k � �k + 1� �k)
+

Mk� (1� �k) � (�k + 1)
� (�k + 1� �k) � (�k � �k + 1)

: (4.18)

Démonstration :
D�abord, on dé�nit l�opérateur T : B ! B par :

T (x1; x2) (t) :=
�
T1 (x1; x2) (t) ; T2 (x1; x2) (t)

�
;
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tel que

Tk (x1; x2) (t) : = J�k+�khk (t; x1 (t) ; x2 (t))

�J�k+�kfk
�
t; x1 (t) ; x2 (t) ; D

�1x1 (t) ; D
�2x2 (t)

�
� J�kgk (t)xk(t)

�t�k
Z 1

0

(1� �)�k�1

� (�k)

0BBBB@
J�khk (t; x1 (t) ; x2 (t))

�fk
�
t; x1 (t) ; x2 (t) ; D

�1x1 (t) ; D
�2x2 (t)

�
�gk (�)xk(�)d�

1CCCCA d�
� (ak � bk) t�k + ak;

(4.19)

pour tout t 2 [0; 1] et k = 1; 2:

On va prouver que T est contractant sur B:

Soit (x1; x2) ; (y1; y2) 2 B et t 2 [0; 1] : Alors,

kT (x1; x2)� T (y1; y2)kB

=



�T1 (x1; x2) ; T2 (x1; x2)�� �T1 (y1; y2) ; T2 (y1; y2)�




B

=



�T1 (x1; x2)� T1 (y1; y2) ; T2 (x1; x2)� T2 (y1; y2)�




= max
�
kT1 (x1; x2)� T1 (y1; y2)k1 ; kT2 (x1; x2)� T2 (y1; y2)k1 ;

D�1 (T1 (x1; x2)� T1 (y1; y2))




1 ;


D�2 (T2 (x1; x2)� T2 (y1; y2))




1

�
:

(4.20)



46

On a donc :

kTk (x1; x2)� Tk (y1; y2)k1

� max
t2[0;1]

Z t

0

(t� s)�k+�k�1

� (�k + �k)

���� hk (s; x1 (s) ; x2 (s))�hk (s; y1 (s) ; y2 (s))

���� ds
+max
t2[0;1]

Z t

0

(t� s)�k+�k�1

� (�k + �k)

���� fk �s; x1 (s) ; x2 (s) ; D�1x1 (s) ; D
�2x2 (s)

�
�fk

�
s; y1 (s) ; y2 (s) ; D

�1y1 (s) ; D
�2y2 (s)

� ���� ds
+max
t2[0;1]

Z t

0

(t� s)�k�1 s��k
� (�k)

js�kgk (s)j jxk(s)� yk(s)j ds

+

Z 1

0

(1� �)�k�1

� (�k)

 Z �

0

(� � s)�k�1

� (�k)

���� hk (s; x1 (s) ; x2 (s))�hk (s; y1 (s) ; y2 (s))

���� ds
!
d�

�max
t2[0;1]

t�k

+

Z 1

0

(1� �)�k�1

� (�k)

 Z �

0

(� � s)�k�1

� (�k)

���� fk �s; x1 (s) ; x2 (s) ; D�1x1 (s) ; D
�2x2 (s)

�
�fk

�
s; y1 (s) ; y2 (s) ; D

�1y1 (s) ; D
�2y2 (s)

� ���� ds
!
d�

�max
t2[0;1]

t�k +

Z 1

0

(1� �)�k�1 ���k
� (�k)

j��kgk (�)j jxk(�)� yk(�)j max
t2[0;1]

t�k :

(4.21)

Grâce à l�hypothèse (H1), on observe que :

max
t2[0;1]

Z t

0

(t� s)�k�1 s��k
� (�k)

js�kgk (s)j jxk(s)� yk(s)j ds

� Mk

� (�k)
max
t2[0;1]

t�k��k kxk � ykk1
Z 1

0

(1� !)�k�1 !��kd!

� Mk� (�k; 1� �k)
� (�k)

kxk � ykk1

� Mk� (1� �k)
� (�k + 1� �k)

kxk � ykk1 ; (4.22)

avec � (:; :) est la fonction Bêta d�Euler.

En utilisant encore une fois l�hypothèse (H1), on va donc avoir :Z 1

0

(1� �)�k�1 ���k
� (�k)

j��kgk (�)j jxk(�)� yk(�)j max
t2[0;1]

t�k

� Mk� (1� �k)
� (�k + 1� �k)

kxk � ykk1 : (4.23)

Grâce à (H2) ; on obtient :
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max
t2[0;1]

Z t

0

(t� s)�k+�k�1

� (�k + �k)

���� fk �s; x1 (s) ; x2 (s) ; D�1x1 (s) ; D
�2x2 (s)

�
�fk

�
s; y1 (s) ; y2 (s) ; D

�1y1 (s) ; D
�2y2 (s)

� ���� ds
+

Z 1

0

(1� �)�k�1

� (�k)

 Z �

0

(� � s)�k�1

� (�k)

���� fk �s; x1 (s) ; x2 (s) ; D�1x1 (s) ; D
�2x2 (s)

�
�fk

�
s; y1 (s) ; y2 (s) ; D

�1y1 (s) ; D
�2y2 (s)

� ���� ds
!
d�

� 2

� (�k + �k + 1)

�

0@ Lk1 kx1 � y1k1 + Lk2 kx2 � y2k1

+Lk3


D�1 (x1 � y1)




1 + Lk4



D�2 (x2 � y2)



1

1A : (4.24)

Encore une fois, par (H2) ; on a :

max
t2[0;1]

Z t

0

(t� s)�k+�k�1

� (�k + �k)

���� hk (s; x1 (s) ; x2 (s))�hk (s; y1 (s) ; y2 (s))

���� ds
+

Z 1

0

(1� �)�k�1

� (�k)

 Z �

0

(� � s)�k�1

� (�k)

���� hk (s; x1 (s) ; x2 (s))�hk (s; y1 (s) ; y2 (s))

���� ds
!
d�

� 2

� (�k + �k + 1)

� (Lk5 kx1 � y1k1 + Lk6 kx2 � y2k1) : (4.25)

En remplaçant les inégalités (4.22), (4.23), (4.24), et (4.25) dans (4.21); on déduit que

kTk (x1; x2)� Tk (y1; y2)k1
� 2

� (�k + �k + 1)

� (Lk5 kx1 � y1k1 + Lk6 kx2 � y2k1)

+
2

� (�k + �k + 1)

�

0@ Lk1 kx1 � y1k1 + Lk2 kx2 � y2k1

+Lk3


D�1 (x1 � y1)




1 + Lk4



D�2 (x2 � y2)



1

1A
+
2Mk� (1� �k)
� (�k + 1� �k)

kxk � ykk1 :

(4.26)
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Par conséquent, on a

kTk (x1; x2)� Tk (y1; y2)k1

�
"

2

� (�k + �k + 1)

i=6X
i=1

Lki +
2Mk� (1� �k)
� (�k + 1� �k)

#

�k(x1 � y1; x2 � y2)kB :

Donc,

kTk (x1; x2)� Tk (y1; y2)k1 �
 
Ak

i=6X
i=1

Lki +Bk

!
k(x1 � y1; x2 � y2)kB : (4.27)

D�une part, on a

D�kTk (x1; x2) (t) : = J�k+�k��khk (t; x1 (t) ; x2 (t))

�J�k+�k��kfk
�
t; x1 (t) ; x2 (t) ; D

�1x1 (t) ; D
�2x2 (t)

�
� J�k��kgk (t)xk(t)

� � (�k + 1)

� (�k � �k + 1)
t�k��k

�
Z 1

0

(1� �)�k�1

� (�k)

0BBBB@
J�khk (� ; x1 (�) ; x2 (�))

�J�kfk
�
� ; x1 (�) ; x2 (t) ; D

�1x1 (�) ; D
�2x2 (�)

�
�gk (�)xk(�)

1CCCCA d�

�(ak � bk) � (�k + 1) t
�k��k

� (�k � �k + 1)
:

(4.28)
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Donc, on peut écrire

D�kTk (x1; x2)�D�kTk (y1; y2)

=

Z t

0

(t� s)�k+�k��k�1

� (�k + �k � �k)

�
hk (s; x1 (s) ; x2 (s))
�hk (s; y1 (s) ; y2 (s))

�
ds

�
Z t

0

(t� s)�k+�k��k�1

� (�k + �k � �k)

�
fk
�
s; x1 (s) ; x2 (s) ; D

�1x1 (s) ; D
�2x2 (s)

�
�fk

�
s; y1 (s) ; y2 (s) ; D

�1y1 (s) ; D
�2y2 (s)

� � ds

�
Z t

0

(t� s)�k��k�1 s��k
� (�k � �k)

s�kgk (s)
�
xk(s)� yk(s)

�
ds

�
Z 1

0

(1� �)�k�1

� (�k)

 Z �

0

(� � s)�k�1

� (�k)

�
hk (s; x1 (s) ; x2 (s))
�hk (s; y1 (s) ; y2 (s))

�
ds

!
d�

� � (�k + 1)

� (�k � �k + 1)
t�k��k

+

Z 1

0

(1� �)�k�1

� (�k)

 Z �

0

(� � s)�k�1

� (�k)

�
fk
�
s; x1 (s) ; x2 (s) ; D

�1x1 (s) ; D
�2x2 (s)

�
�fk

�
s; y1 (s) ; y2 (s) ; D

�1y1 (s) ; D
�2y2 (s)

� � ds! d�
� � (�k + 1)

� (�k � �k + 1)
t�k��k

+

Z 1

0

(1� �)�k�1 ���k
� (�k)

��kgk (�)
�
xk(�)� yk(�)

� � (�k + 1)

� (�k � �k + 1)
t�k��kd� :

(4.29)
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Alors,


D�k
�
Tk (x1; x2)� Tk (y1; y2)

�



1

� max
t2[0;1]

Z t

0

(t� s)�k+�k��k�1

� (�k + �k � �k)

���� hk (s; x1 (s) ; x2 (s))�hk (s; y1 (s) ; y2 (s))

���� ds
+max
t2[0;1]

Z t

0

(t� s)�k+�k��k�1

� (�k + �k � �k)

���� fk �s; x1 (s) ; x2 (s) ; D�1x1 (s) ; D
�2x2 (s)

�
�fk

�
s; y1 (s) ; y2 (s) ; D

�1y1 (s) ; D
�2y2 (s)

� ���� ds
+max
t2[0;1]

Z t

0

(t� s)�k��k�1 s��k
� (�k � �k)

js�kgk (s)j jxk(s)� yk(s)j ds

+

Z 1

0

(1� �)�k�1

� (�k)

 Z �

0

(� � s)�k�1

� (�k)

���� hk (s; x1 (s) ; x2 (s))�hk (s; y1 (s) ; y2 (s))

���� ds
!
d�

� � (�k + 1)

� (�k � �k + 1)
max
t2[0;1]

t�k��k

+

Z 1

0

(1� �)�k�1

� (�k)

 Z �

0

(� � s)�k�1

� (�k)

���� fk �s; x1 (s) ; x2 (s) ; D�1x1 (s) ; D
�2x2 (s)

�
�fk

�
s; y1 (s) ; y2 (s) ; D

�1y1 (s) ; D
�2y2 (s)

� ���� ds
!
d�

� � (�k + 1)

� (�k � �k + 1)
max
t2[0;1]

t�k��k

+

Z 1

0

(1� �)�k�1 ���k
� (�k)

j��kgk (�)j jxk(�)� yk(�)j
� (�k + 1)

� (�k � �k + 1)
max
t2[0;1]

t�k��kd� :

(4.30)

Avec les mêmes arguments, on montre que


D�k
�
Tk (x1; x2)� Tk (y1; y2)

�



1

�

26664
�

1
�(�k+�k��k+1)

+ �(�k+1)
�(�k+�k+1)�(�k��k+1)

� i=6X
i=1

Lki

+ Mk�(1��k)
�(�k��k+1��k)

+ Mk�(1��k)�(�k+1)
�(�k+1��k)�(�k��k+1)

37775
�k(x1 � y1; x2 � y2)kB : (4.31)

Par conséquent,


D�k
�
Tk (x1; x2)� Tk (y1; y2)

�



1
�
 
A�k

i=6X
i=1

Lki +B
�
k

!
k(x1 � y1; x2 � y2)kB : (4.32)

De (4.20), (4.27) et (4.32), on aura

kT (x1; x2)� T (y1; y2)kB � max
1�k�2

0BBBBBB@
Ak

i=6X
i=1

Lki +Bk;

A�k

i=6X
i=1

Lki +B
�
k

1CCCCCCA k(x1 � y1; x2 � y2)kB : (4.33)
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Par (4.17), on déduit que T est contractant. Par application du théorème de point �xe de
Banach, on déduit que T possède un unique point �xe qui est la solution du système (4.1).
Ceci accomplit la preuve.

4.5 Existence d�une Solution

Dans cette section on présente des résultats qui nous assurent l�existence d�au moins une
solution pour le problème (4.1).
On démontre le théorème suivant.

Théorème 4.5.1 [7] Supposer que les hypothèses (H�
1 ) et (H3) sont véri�ées telles que :

(H�
1 ) : gk : (0; 1] ! [0;1) ; k = 1; 2; sont continues, et il existe �k; 0 < �k < �k � �k;

t 7�! t�kgk (t) soit continues sur [0; 1] ; et Mk = max
t2[0;1]

jt�kgk (t)j :

(H3) : fk : [0; 1]�R4 ! R; hk : [0; 1]�R2 ! R sont continues et il existe des constantes
positives Ck; k = 1; 2; 3; 4; telles que :

jf1 (t; u1; u2; u3; u4)j � C1

jf2 (t; u1; u2; u3; u4)j � C2

jh1 (t; u1; u2)j � C3

jh2 (t; u1; u2)j � C4; (4.34)

pour tout t 2 [0; 1] et tout (u1; u2; u3; u4) 2 R4:

Le système (4.1) admet au moins une solution (x1; x2) sur [0; 1]:

Démonstration :
On utilise le théorème de point �xe de Schae¤er. On va procéder en quatre étapes :

Étape 1 :
On doit prouver que T est continu sur B:

Soit (xn; yn) 2 B ; n 2 N tel que (xn; yn) �! (x0; y0) dans B:
On a

kT (xn; yn)� T (x0; y0)kB

= max
�
kT1 (xn; yn)� T1 (x0; y0)k1 ; kT2 (xn; yn)� T2 (x0; y0)k1 ;

D�1 (T1 (xn; yn)� T1 (x0; y0))




1 ;


D�2 (T2 (xn; yn)� T2 (x0; y0))




1

�
:

(4.35)



52

On a aussi :

T1 (xn; yn) (t) : = J�1+�1h1 (t; xn (t) ; yn (t))

�J�1+�1f1
�
t; xn (t) ; yn (t) ; D

�1xn (t) ; D
�2yn (t)

�
� J�kg1 (t)xn(t)

�t�1
Z 1

0

(1� �)�1�1

� (�1)

0BBBB@
J�1h1 (t; xn (t) ; yn (t))

�f1
�
t; xn (t) ; yn (t) ; D

�1xn (t) ; D
�2yn (t)

�
�g1 (�)xn(�)d�

1CCCCA d�
� (a1 � b1) t�1 + a1:

Alors,

kT1 (xn; yn)� T1 (x0; y0)kB

�
Z t

0

(t� s)�1+�1�1

� (�1 + �1)





 h1 (s; xn (s) ; yn (s))
�h1 (s; x0 (s) ; y0 (s))






B

ds

+

Z t

0

(t� s)�1+�1�1

� (�1 + �1)





 f1
�
s; xn (s) ; yn (s) ; D

�1xn (s) ; D
�2yn (s)

�
�f1

�
s; x0 (s) ; y0 (s) ; D

�1x0 (s) ; D
�2y0 (s)

� 




B

ds

+

Z t

0

(t� s)�1�1 s��1
� (�1)

js�1g1 (s)j kxn(�)� x0(�)kB ds

+

Z 1

0

(1� �)�1�1

� (�1)

 Z �

0

(� � s)�1�1

� (�1)





 h1 (s; xn (s) ; yn (s))
�h1 (s; x0 (s) ; y0 (s))






B

ds

!
d�

�max
t2[0;1]

t�1

+

Z 1

0

(1� �)�1�1

� (�1)

 Z �

0

(� � s)�1�1

� (�1)





 f1
�
s; xn (s) ; yn (s) ; D

�1xn (s) ; D
�2yn (s)

�
�f1

�
s; x0 (s) ; y0 (s) ; D

�1x0 (s) ; D
�2y0 (s)

� 




B

ds

!
d�

�max
t2[0;1]

t�1 +

Z 1

0

(1� �)�1�1 ���1
� (�1)

j��1g1 (�)j kxn(�)� x0(�)kB max
t2[0;1]

t�1 :

(4.36)

Si k(xn; yn)� (x0; y0)kB �! 0; la continuité des fonctions t�1g1 et f1; h1; implique :

kh1 (s; xn (s) ; yn (s))� h1 (s; x0 (s) ; y0 (s))kB �! 0;



 f1
�
s; xn (s) ; yn (s) ; D

�1xn (s) ; D
�2yn (s)

�
�f1

�
s; x0 (s) ; y0 (s) ; D

�1x0 (s) ; D
�2y0 (s)

� 




B

�! 0;
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La formule (4.36) nous donne :

kT1 (xn; yn)� T1 (x0; y0)k1 �! 0: (4.37)

De la même manière, on obtient :

kT2 (xn; yn)� T2 (x0; y0)kB �! 0;


D�1
�
T1 (xn; yn)� T1 (x0; y0)

�



B
�! 0;

(4.38)


D�2
�
T2 (xn; yn)� T2 (x0; y0)

�



B
�! 0:

On remplace (4.37) et (4.38) dans (4.35) on conclut que : kT (xn; yn)� T (x0; y0)kB �! 0:
Donc T est continu sur B:

Étape 2 : On montre que l�opérateur T envoie tout ensemble borné de B en un ensemble
borné dans B:
On dé�nit l�ensemble 
r := f(x1; x2) 2 B; k(x1; x2)kB � rg ; où r > 0. Pour (x1; x2) 2 
r;
par l�inégalité (4.34) donnée dans (H3) ; on obtient :

kT1 (x1; x2)k1

� (C1 + C3) max
t2[0;1]

Z t

0

(t� s)�1+�1�1

� (�1 + �1)
ds

+max
t2[0;1]

Z t

0

(t� s)�1�1 s��1
� (�1)

js�1g1 (s)j jx1(s)j ds

+(C1 + C3) max
t2[0;1]

t�1 �
Z 1

0

(1� �)�1�1

� (�1)

 Z �

0

(� � s)�1�1

� (�1)
ds

!
d�

+max
t2[0;1]

t�1 �
Z 1

0

(1� �)�1�1 ���1
� (�1)

j��1g1 (�)j jx1(�)j

(4.39)

+max
t2[0;1]

t�1 ja1 � b1j+ ja1j :

Donc, on peut écrire

kT1 (x1; x2)k1 � A1 (C1 + C3) + rB1 + ja1 � b1j+ ja1j : (4.40)
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On a aussi

jjT2 (x1; x2) jj1 � A2 (C2 + C4) + rB2 + ja2 � b2j+ ja2j ; (4.41)

jjTk (x1; x2) jj1 � Ak (Ck + Ck+2) + rBk + jak � bkj+ jakj :

Aussi, on remarque que :

jjD�1T1 (x1; x2) jj1

� A�1 (C1 + C3) + rB
�
1 + ja1 � b1j

� (�1 + 1)

� (�1 � �1 + 1)
;

(4.42)

jjD�2T2 (x1; x2) jj1

� A�2 (C2 + C4) + rB
�
2 + ja2 � b2j

� (�2 + 1)

� (�2 � �2 + 1)
;

jjD�kTk (x1; x2) jj1

� A�k (Ck + Ck+2) + rB
�
k + jak � bkj

� (�k + 1)

� (�k � �k + 1)
:

Grâce aux inégalités (4.40) (4.41) et (4.42), on obtient

jjT (x1; x2) jjB

� max
1�k�2

0@ Ak (Ck + Ck+2) + rBk + jak � bkj+ jakj ;

A�k (Ck + Ck+2) + rB
�
k + jak � bkj

�(�k+1)
�(�k��k+1)

1A : (4.43)

Par conséquent, l�opérateur T envoie tout ensemble borné de B en un ensemble borné dans
B:

Étape 3 : Equi-continuité de T (
r) :
Pour t1; t2 2 [0; 1] ; t1 < t2; et (x1; x2) 2 
r; pour k = 1; 2; on a

jjTk (x1; x2) (t2)� Tk (x1; x2) (t1)jj1

� (Ck + Ck+2)

� (�k + �k + 1)
(t
�k+�k
2 � t�k+�k1 ) +

(Ck + Ck+2)

� (�k + �k + 1)
(t�k2 � t�k1 )

+
rMk� (1� �k)
� (�k + 1� �k)

(t
�k��k
2 � t�k��k1 ) +

rMk� (1� �k)
� (�k + 1� �k)

(t�k2 � t�k1 ) ;

(4.44)
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et

jjD�k
�
Tk (x1; x2) (t2)� Tk (x1; x2) (t1)

�
jj1

� (Ck + Ck+2) (t
�k+�k��k
2 � t�k+�k��k1 )

� (�k + �k � �k + 1)
+
(Ck + Ck+2) � (�k + 1)

�
t�k��k2 � t�k��k1

�
� (�k + �k + 1)� (�k � �k + 1)

+
rMk� (1� �k)

�
t
�k��k��k
2 � t�k��k��k1

�
� (�k � �k + 1� �k)

+
rMk� (1� �k) � (�k + 1)

�
t�k��k2 � t�k��k1

�
� (�k + 1� �k) � (�k � �k + 1)

: (4.45)

Les second membres de (4.44) et (4.45) sont indépendants des variables x1; x2: Alors
kTk (x1; x2) (t2)� Tk (x1; x2) (t1)kB tend vers zéro quand t1 tend vers t2:

En raison des résultats obtenus aux étapes 2; 3 et selon le théorème d�Arzela-Ascoli, on voit
que T est complètement continu.

Étape 4 : On montre que l�ensemble

� := f(x1; x2) 2 B; (x1; x2) = �T (x1; x2) ; 0 < � < 1g;

est borné :

Soit (x1; x2) 2 �; alors (x1; x2) = �T (x1; x2) ; pour 0 < � < 1: Par conséquent, pour t 2 [0; 1] ;
on a :

xk (t) = �Tk (x1; x2) (t) ; k = 1; 2:

Donc,
k(x1; x2)kB = � kT (x1; x2)kB :

Par l�inégalité (4.43), on obtient

k(x1; x2)kB

� �max
1�k�2

0@ Ak (Ck + Ck+2) + rBk + jak � bkj+ jakj ;

A�k (Ck + Ck+2) + rB
�
k + jak � bkj

�(�k+1)
�(�k��k+1)

1A : (4.46)

Par conséquent, � est borné.

On conclut par le théorème du point �xe de Schae¤er que l�opérateur T admet au moins
un point �xe qui est une solution du problème (4.1). Le théorème 4.5.1 est ainsi prouvé.
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4.6 Stabilité au Sens UH

Dans notre cas, on introduit la dé�nition suivante :

Dé�nition 4.6.1 : [7] Le système (4.1) est stable au sens U-H si il existe un nombre réel
m > 0; tels que pour tous �1; �2 > 0; et pour toute solution (y1; y2) 2 B de l�inégalité
suivante : ������

D�k (D�k + gk (t)) yk (t) + fk
�
t; y1 (t) ; y2 (t) ; D

�1y1 (t) ; D
�2y2 (t)

�
�hk (t; y1 (t) ; y2 (t))

������
< �k; 0 � t � 1;

yk (0) = ak; yk (1) = bk; k = 1; 2; (4.47)

alors il existe une solution (x1; x2) 2 B de (4.1), avec

k(y1 � x1; y2 � x2)kB < m�; � = max (�1; �2) : (4.48)

Remarque 4.6.1 La fonction (y1; y2) 2 B est une solution de l�inégalité (4.47) si et seule-
ment si il existe ck 2 C ([0; 1] ;R) ; k = 1; 2; tels que :

jck (t)j < �k; t 2 [0; 1] ;

et

D�k (D�k + gk (t)) yk (t) + fk
�
t; y1 (t) ; y2 (t) ; D

�1y1 (t) ; D
�2y2 (t)

�
= hk (t; y1 (t) ; y2 (t)) + ck (t) ; t 2 [0; 1] :

Théorème 4.6.1 [7] Soient 0 < �k; �k < 1 et 0 < �k < �k: On suppose que les conditions
du théorème 4.4.1 sont véri�ées.
Alors, le système (4.1) est stable au sens U-H.

Démonstration :
Soit (y1; y2) 2 B une solution de système (4.47). Alors, (y1; y2) est une solution de l�inégalité
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intégrale suivante :�����������������������

yk (t) +
R t
0
(t�s)�k�1s��k

�(�k)
s�kgk (s) yk(s)ds

�
R t
0
(t�s)�k+�k�1
�(�k+�k)

0@ hk (s; y1 (s) ; y2 (s))

�fk
�
s; y1 (s) ; y2 (s) ; D

�1y1 (s) ; D
�2y2 (s)

�
1A ds

+t�k
R 1
0
(1��)�k�1
�(�k)

0@ J�khk (� ; y1 (�) ; y2 (�))

�J�kfk
�
� ; y1 (�) ; y2 (�) ; D

�1y1 (�) ; D
�2y2 (�)

�
1A d�

�t�k
R 1
0
(1��)�k�1���k

�(�k)
��kgk (�) yk(�)d� + (ak � bk) t�k � ak

�����������������������
� J�k+�k�k

� t�k+�k

� (�k + �k + 1)
�k; k = 1; 2: (4.49)

En utilisant (H1) et (H2) ; il existe une solution (x1; x2) 2 B de système (4.1) :

xk (t) = �
Z t

0

(t� s)�k�1 s��k
� (�k)

s�kgk (s)xk(s)ds

+

Z t

0

(t� s)�k+�k�1

� (�k + �k)

�
hk (s; x1 (s) ; x2 (s))

�fk
�
s; x1 (s) ; x2 (s) ; D

�1x1 (s) ; D
�2x2 (s)

� � ds

�t�k
Z 1

0

(1� �)�k�1

� (�k)

�
J�khk (� ; x1 (�) ; x2 (�))

�J�kfk
�
� ; x1 (�) ; x2 (�) ; D

�1x1 (�) ; D
�2x2 (�)

� � d�

+t�k
Z 1

0

(1� �)�k�1 ���k
� (�k)

��kgk (�)xk(�)d� � (ak � bk) t�k + ak:
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Alors, on peut écrire

jyk (t)� xk (t)j

=

�������������������

yk (t)�

0BBBBBBBBBBBBB@

�
R t
0
(t�s)�k�1s��k

�(�k)
s�kgk (s)xk(s)ds

+
R t
0
(t�s)�k+�k�1
�(�k+�k)

�
hk (s; x1 (s) ; x2 (s))

�fk
�
s; x1 (s) ; x2 (s) ; D

�1x1 (s) ; D
�2x2 (s)

� � ds
�t�k

R 1
0
(1��)�k�1
�(�k)

�
J�khk (� ; x1 (�) ; x2 (�))

�J�kfk
�
� ; x1 (�) ; x2 (�) ; D

�1x1 (�) ; D
�2x2 (�)

� � d�
+t�k

R 1
0
(1��)�k�1���k

�(�k)
��kgk (�)xk(�)d� � (ak � bk) t�k + ak

1CCCCCCCCCCCCCA

�������������������

=

���������������������������������������������������

yk (t) + (ak � bk) t�k � ak +
R t
0
(t�s)�k�1s��k

�(�k)
s�kgk (s) yk(s)ds

�
R t
0
(t�s)�k+�k�1
�(�k+�k)

�
hk (s; y1 (s) ; y2 (s))

�fk
�
s; y1 (s) ; y2 (s) ; D

�1y1 (s) ; D
�2y2 (s)

� � ds
+t�k

R 1
0
(1��)�k�1
�(�k)

�
J�khk (� ; y1 (�) ; y2 (�))

�J�kfk
�
� ; y1 (�) ; y2 (�) ; D

�1y1 (�) ; D
�2y2 (�)

� � d�
�t�k

R 1
0
(1��)�k�1���k

�(�k)
��kgk (�) yk(�)d�

+

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

�
R t
0
(t�s)�k�1s��k

�(�k)
s�kgk (s) (yk(s)� xk(s)) ds

+
R t
0
(t�s)�k+�k�1
�(�k+�k)

0BB@
(hk (s; y1 (s) ; y2 (s))� hk (s; x1 (s) ; x2 (s)))

�
�

fk
�
s; y1 (s) ; y2 (s) ; D

�1y1 (s) ; D
�2y2 (s)

�
�fk

�
s; x1 (s) ; x2 (s) ; D

�1x1 (s) ; D
�2x2 (s)

� �
1CCA ds

+t�k
R 1
0
(1��)�k�1
�(�k)

0BB@
�J�k (hk (s; y1 (s) ; y2 (s))� hk (s; x1 (s) ; x2 (s)))

+J�k
�

fk
�
s; y1 (s) ; y2 (s) ; D

�1y1 (s) ; D
�2y2 (s)

�
�fk

�
s; x1 (s) ; x2 (s) ; D

�1x1 (s) ; D
�2x2 (s)

� �
1CCA d�

+t�k
R 1
0
(1��)�k�1���k

�(�k)
��kgk (�) (yk(�)� xk(�)) d�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

���������������������������������������������������

:

(4.50)
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Par l�inégalité (4.49), on obtient

max
t2[0;1]

jyk (t)� xk (t)j

� �k
� (�k + �k + 1)

+

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB@

R t
0
(t�s)�k�1s��k

�(�k)
js�kgk (s)j jyk(s)� xk(s)j ds

+t�k
R 1
0
(1��)�k�1���k

�(�k)
j��kgk (�)j jyk(�)� xk(�)j d�

+
R t
0
(t�s)�k+�k�1
�(�k+�k)

0BBBB@
jhk (s; y1 (s) ; y2 (s))� hk (s; x1 (s) ; x2 (s))j

+

������
fk
�
s; y1 (s) ; y2 (s) ; D

�1y1 (s) ; D
�2y2 (s)

�
�fk

�
s; x1 (s) ; x2 (s) ; D

�1x1 (s) ; D
�2x2 (s)

�
������

1CCCCA ds

+t�k
R 1
0
(1��)�k�1
�(�k)

0BBBB@
J�k jhk (s; y1 (s) ; y2 (s))� hk (s; x1 (s) ; x2 (s))j

+J�k

������
fk
�
� ; y1 (�) ; y2 (�) ; D

�1y1 (�) ; D
�2y2 (�)

�
�fk

�
� ; x1 (�) ; x2 (�) ; D

�1x1 (�) ; D
�2x2 (�)

�
������

1CCCCA d�

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA

:

(4.51)

Ce qui implique :

kyk � xkk1
� �k

� (�k + �k + 1)
+
2Mk� (1� �k)
� (�k + 1� �k)

kxk � ykk1

+
2

� (�k + �k + 1)
(Lk5 kx1 � y1k1 + Lk6 kx2 � y2k1)

+
2

� (�k + �k + 1)

�

0@ Lk1 kx1 � y1k1 + Lk2 kx2 � y2k1

+Lk3


D�1 (x1 � y1)




1 + Lk4



D�2 (x2 � y2)



1

1A :
(4.52)
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Ainsi,

kyk � xkk1

� �k
� (�k + �k + 1)

+

"
2

� (�k + �k + 1)

6X
i=1

Lki +
2Mk� (1� �k)
� (�k + 1� �k)

#
�k(x1 � y1; x2 � y2)kB :

� �k
� (�k + �k + 1)

+

 
Ak

6X
i=1

Lki +Bk

!
k(y1 � x1; y2 � x2)kB : (4.53)

D�une part, (4.49) donne�����������������������

D�kyk (t) +
R t
0
(t�s)�k��k�1s��k

�(�k��k) s�kgk (s) yk(s)ds

�
R t
0
(t�s)�k+�k��k�1
�(�k+�k��k)

0@ hk (s; y1 (s) ; y2 (s))

�fk
�
s; y1 (s) ; y2 (s) ; D

�1y1 (s) ; D
�2y2 (s)

�
1A ds

+�(�k+1)t
�k��k

�(�k+1��k)
R 1
0
(1��)�k�1
�(�k)

0@ J�khk (� ; y1 (�) ; y2 (�))

�J�kfk
�
� ; y1 (�) ; y2 (�) ; D

�1y1 (�) ; D
�2y2 (�)

�
1A d�

��(�k+1)t
�k��k

�(�k+1��k)
R 1
0
(1��)�k�1���k

�(�k)
��kgk (�) yk(�)d� +

(ak�bk)�(�k+1)
�(�k+1��k) t

�k��k

�����������������������
� J�k+�k��k�k

� t�k+�k��k

� (�k + �k � �k + 1)
�k; k = 1; 2: (4.54)

De même, on montre que :



D�k (yk � xk)



1 �

�k
� (�k + �k � �k + 1)

+

 
A�k

6X
i=1

Lki +B
�
k

!
k(y1 � x1; y2 � x2)kB :

(4.55)

Par (4.53) et (4.55), on a

k(y1 � x1; y2 � x2)kB � max
1�k�2

�
�k

� (�k + �k + 1)
;

�k
� (�k + �k � �k + 1)

�

+max
1�k�2

0BB@ Ak
6P
i=1

Lki +Bk;

A�k
6P
i=1

Lki +B
�
k

1CCA k(y1 � x1; y2 � x2)kB
� �� + ! k(y1 � x1; y2 � x2)kB ;

(4.56)
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d�où

� = max
1�k�2

�
1

� (�k + �k + 1)
;

1

� (�k + �k � �k + 1)

�
:

Par conséquent,

k(y1 � x1; y2 � x2)kB � ��

(1� !) := m�; m =
�

(1� !) :

(4.57)

De (4.17); on obtient m > 0: Ainsi, le système (4.1) est stable au sens U-H.
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CONCLUSION GENERALE

Dans cette thèse de Doctorat, on a établit des résultats récents sur des inégalités de
type Hölder, et ceci en utilisant les intégrales fractionnaires au sens de Riemann-Liouville.
On a aussi généralisé un résultat de type Hölder d�un travail publié en 2012 dans General
Mathematics sur la même classe d�inégalités.
Dans le chapitre 2, on a généralisé des inégalités de type Qi d�un travail de Liu et al., en

utilisant l�approche des q-intégrales.
Dans le dernier chapitre, on a étudié une classe d�équations di¤érentielles fractionnaires

singulières à t0 = 0. En e¤et, on a obtenu certains résultats d�existence et d�unicité pour un
problème fractionnaire "inspiré du modèle classique de Lane-Emden" dans le cas de dérivée
au sens Caputo. La technique utilisée est le principe de contraction de Banach. On a étudie
ces problèmes en établissant des conditions su¢ santes qui nous ont assuré l�existence et
l�unicité.
D�autres résultats sur l�existence d�une solution au moins ont été aussi prouvés dans cette
thèse. En�n, la stabilité au sens UH a été aussi étudiée.

Comme perspective de cette thèse, on propose, aux chercheurs intéressés par cet axe,
de collaborer avec nous sur la possibilité de proposer un vrai modèle d�ordre arbitraire à
la fameuse équation de Lane-Emden. On compte dans le futur in chaa ALLAH explorer le
domaine des EDFSs singulières en utilisant l�approche de Hadamard. Voici au moins deux
pistes de recherche à suivre.
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