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Notations

Z, : Corps des entiers non négatifs.

R : Corps des nombres réels.

Ry : Corps des nombres réels non négatifs.

R"™ : Espace des vecteurs a n entrées réelles.
Rrxm : Espace des matrices réelles de dimensions n x m.
C : Corps des nombres complexes.

M, : Ensemble des matrices de Metzler de dimensions n x n.
AT : Transposée d’une matrice A.

At : Inverse d’une matrice A.

I, : Matrice identité de dimension n.

X(s) : Transformée de Laplace.

X(2) : Z-Transformée.

R(s) : Partie réelle du nombre complexe s.
IML : Inégalité matricielle linéaire.

p(A) . le rayon spectral de la matrice A.

eAt : L’exponentielle d'une matrice A.

det(A)  : Le déterminant d’une matrice A.

A>0 : A une matrice positive.

A>>0 : A une matrice strictement positive.

A* : Adjointe d’une matrice A.

R(z) : Partie réelle du nombre complexe z.
Im(2) : Partie imaginaire du nombre complexe z.
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Introduction

Actuellement un grand développement dans le domaine des sciences technologiques et de
I'ingénierie que le monde industriel a connu les plus grands succes sous l'effet de la concurrence
et des besoins de plus en plus exigent en matiere de qualité et performance. Ce projet de these
est du au développement qu’a connu la recherche fondamentale dans divers domaine tels que
ceux de I'analyse numérique et de la théorie des systemes. Cela nous a conduit a mettre en
oeuvre des méthodes et approches tres complexes et le controle des systemes pour l'identifica-
tion et la commande des systemes.

Dans toutes les applications, un systeme en évolution est la donnée d'un systeme et d’une
loi décrivant I’évolution de ce systeme. Cela peut étre ’évolution d’une réaction chimique au
cours du temps, le mouvement des planetes dans les systemes solaires ou encore I’évolution de
la mémoire d'un ordinateur sous l'action d’'un programme informatique, des modeles a com-
partiments pour la biologie, la médecine et les circuits électriques; dans toutes ces cas les
variables sont par nature positives, or les modeles usuels en particulier linéaires n’integrent pas
ces contraintes.

Récemment une nouvelle classe de systemes a deux dynamiques a été introduite par de nom-
breux chercheurs [6], [10, 20]. On en parle d’'une modélisation rigoureuse de processus réels qui
conduit souvent a écrire des équations aux dérivées partielles. Lorsque celles-ci sont linéaires,
une description par des modeles a plusieurs dynamiques est toujours possible et cela mene a des
modeles singuliers. Notons dans ce cadre que la modélisation est a priori continue mais les ap-
proximations sont plutot discrétes. On peut aussi envisager des cas hybrides continus/discrets.
Ces systemes (2D) ont été étudiés pour la premiere fois dans les années 1970, afin de traiter
certains problemes importants dans les applications de filtrage de données (dans les articles
fondateurs de Fornasini Marchisini [2, 3]). Leur utilité fut rapidement appréciée, en trouvant
rapidement des applications dans le traitement d’images numériques [40], dans la modélisation
d’équations différentielles [41] comme 1’équation de Darboux utilisée dans la modélisation des
gaz, absorption, chauffage par jet d’eau, séchage a lair, etc [41], [42]. La littérature sur les
systemes (2-D) (et les systemes multidimensionnels en général) est aujourd’hui assez riche. Ce-
pendant plusieurs classes de systemes ont été négligés dans la littérature en raison de leurs
difficulté inhérente, en particulier les systemes avec contraintes sur les variables, avec des re-
tards, ou avec des non-linéarités.

Dans les dernieres décennies; un intérét croissant pour les systemes bidimensionnels fraction-
naires est vite observé, ce sont des sujets a contraintes de positivité sur les variables dynamiques.
Ces systemes positifs doivent avoir pour des conditions initiales non négatives, des variables

d’états non-négatifs. Ils ont été étudiés par plusieurs auteurs [36, [8, 23] dans différentes ap-
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plications, et apparaissent naturellement et a titre d’exemples dans les réacteurs industriels
chimiques, les échangeurs de chaleurs, 1’épidémiologie, les circuits, les systemes de stockages
de mémoires ...etc. Dans les trois dernieres décennies, plusieurs efforts ont été entrepris pour
développer des systemes fractionnaires, dans les différents champs de recherche, ou le calcul
fractionnaire est mis a 'avant comme outils puissant pour la modélisation des phénomenes.
L’analyse de la stabilité asymptotique des systemes linéaires bidimensionnels est un sujet
qui est étudié depuis plus de deux décennies, elle englobe plusieurs domaines relatifs aux
sciences expérimentales comme le traitement d’images, la biotechnologie, la géophysique ainsi
que I’économie, leurs applications se trouve dans la théorie de la commande et ’automatique.
Parmi les théories qu’on considere bien ancienne et qui connais une grande popularité parmi
les chercheurs dans les sciences fondamentales est le calcul fractionnaire qui étant la dérivation
et I'intégration aux ordres fractionnaires. Dans ce travail, on considere une nouvelles classe de
systemes fractionnaires bidimensionnels. Les systéemes bidimensionnels sont des systemes qui
se propagent en deux directions, et qui trouvent leurs applications en électronique, imagerie et
traitement du signal, en automatique, ainsi qu’en économie.

Nous nous intéressons a la classe des modeles bidimensionnels généralisé, nous utilisons dans
ce cas la formulation LMI pour le test de stabilité de ces modeles.

La positivité et la stabilité asymptotique sont des notions importantes en théorie des systemes
et de controle. Le probleme de la positivité et de la stabilité asymptotique d'une classe de
systemes fractionnaires bidimensionnels sont importantes et difficile. Nous nous s’attaqueront
a la classe des systemes de type fractionnaires ou nous améliorons les conditions de la stabilité
asymptotique de ces modeles par des approches IML’s. La notion de la discrétisation est aussi
regardée.

L’objectif du chapitre 1 est de rappeler quelques propriétés de la théorie des systemes posi-
tifs (1-D), et des notions fondamentales sur le calcul fractionnaire introduite et on termine
par considérer les systémes bidimensionnels; nous abordons trois modeles( Giovane-Roesser,
S.Attasi, Fornasini Marchisini [2, [3]), de systémes bidimensionnels linéaires par la formula-
tion d’espace d’état, cette méthodologie est appliquée par rapport a trois type de dynamiques
discret-discret, continu-discret et continu-continu.

Les IML’s jouent un role important dans I'analyse de la stabilité des systemes linéaires, plu-
sieurs résultats trouvent leurs formulations en terme d’LMIs, qui se permet de résoudre quelques
problemes qui n’avait pas encore trouver de solutions LMIs pour la commande des systemes
linéaires. Les LMIs sont des outils efficaces pour la résolution du probleme automatique, moyen-
nant des logiciels conviviaux tel que Matlab via son tool box par le solveur Yalmip.

Dans la deuxieme partie de notre travail, nous introduisons une nouvelle classe de systemes

bidimensionnels fractionnaires introduites dans [14], et nous dérivons des conditions sur la sta-
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bilité de cette classe par I’approche LMI.

Finalement, nous étudions le probleme de l'influence du pas de discrétisation sur la stabilité
asymptotique des systemes ou nous dérivons des conditions nécessaires et suffisantes de la
stabilité asymptotique de ces systemes. Cherchons dans notre but principal quelles sont les

conditions imposées sur le pas de discrétisation pour préserver la stabilité.
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Chapitre

Notions fondamentales

Dans ce chapitre, nous présentons quelques notions de bases concernant la théorie des ma-
trices, comme les matrices non-négatives, positives ainsi que les matrices de Metzler introduites
dans [I3 36]. En se basant sur la littérature (voir [7, [13]), nous donnons les définitions et
quelques propriétés sur ces matrices particulieres qui caractérisent la positivité et la stabilité
asymptotique des systemes linéaires 1D et 2D.

Dans la partie suivante, nous introduisons les notions générales qui régissent le calcul frac-
tionnaire, nous exposons les différentes formulations des systemes bidimensionnels, nous nous

basons pour se faire sur les références [II, 2], 3.

1 DMatrices particulieres
Soit R™*™ ’ensemble des n X m matrices avec des entrées réelles.

Définition 1.1. [13] On dit qu’une matrice A est une matrice non-négative si toutes ses entrées
sont non-négatives , autrement dit : Vi =1,...,n,Vj=1,...m :ra;; >0 .

Une telle matrice est notée A >0 ou A € R™.

Définition 1.2. [13] On dit qu’une matrice A est une matrice positive si toutes ses entrées
sont non-négatives avec au moins une entrée strictement positive i.e., A est une matrice non-
négative et Ik =1,....n , A =1,...,m telle que : ap; > 0.

On note par A > 0.

Définition 1.3. [13] On dit qu’une matrice A est une matrice strictement positive si toutes
ses entrées sont strictement positives , i.e., Vi=1,..nNVj=1,..,m :a;; > 0.

Une telle matrice est notée par A >> 0.

13



2. POSITIVITE DES SYSTEMES 1D STANDARDS

Définition 1.4. [7] On dit qu’une matrice A € R™™ est une matrice de Metzler si toutes ses
entrées hors diagonales sont non-négatives i.e., Vi,j =1,...,n :a;; > 0, pour i # j.

L’ensemble des matrices de Metzler de dimension n est noté M,,.

Exemple 1.1. La matrice A suivante est une matrice de Metzler.

-1 2 1 2
30 2 2
A= (1.1)
1 3 21
2 040

Les matrices de Metzler trouvent leurs applications majeures dans ’analyse de stabilité et

de positivité des systemes linéaires.

Lemme 1. [13]
A est une matrice de Metzler si et seulement si ¥Vt > 0 : et € RT" ou et étant Uexponentiel

de la matrice At.

2 Positivité des Systemes 1D standards

— Systémes a temps continu

Nous considérerons le systeme linéaire a temps continu suivant :
x(t) = Az(t) + Bu(t), x(0)= xo. (1.2)

ou z(t) € R™, u(t) € R™ sont les vecteurs d’états et d’entrées du systeme et A € R"™*",

B e Rmm,

Définition 2.1. [30]

Le systeme a temps continu (1.2) est dit positif si x(t) € R, t > 0 pour toutes les
conditions initiales x(0) = xo € RY, et toutes les entrées u(t) € RT, t > 0.

Théoréme 1. [7]]

Le systeme a temps continu (|1.2)) est positif si et seulement si :

AeM,, DBeRY™ (1.3)

Définition 2.2. ([§])
Le systéme a temps continu positif (1.2)) est appelé asymptotiquement stable si
pour u(t) =0, t >0,

lim z(t) =0, pour tout =z, € RY}.

t—o00
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CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES

Théoreme 2. [36] Le systéme positif décrit par 'équation (1.2)) est asymptotiquement
stable si et seulement si toutes les valeurs propres si, So, ..., S, de la matrice de Metzler A

ont des parties réelles négatives.

— Systémes a temps discret

Nous considérerons maintenant, le systeme linéaire a temps discret suivant :
Tit1 = A.Tl + Bui, 1€ Z+. (14)

ou r; € R", u; € R™ sont les vecteurs d’états et d’entrées du systeme et A € R"*",
B e Rm™,

On pose alors les définitions suivantes,

Définition 2.3. [30]
Le systéme a temps discret (1.4) est dit positif si x; € R, i € Zy, pour toutes les

conditions initiales xo € R} et toutes les entrées u; € R, i € Z7.

Théoréme 3. [§/
Le systeme a temps discret (1.4]) est positif si et seulement si

AeRY",  BeRY™. (1.5)

Définition 2.4. [§/
Le systéme a temps discret positif (1.4)) ) est appelé asymptotiquement stable si pour u; = 0
1e”Zy,

lim z; =0, pour tous 1z € RY.
1—00

Théoreme 4. [20]

Pour le systéme positif (1.4)) les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Le systeme est asymptotiquement stable,

2. Les valeurs propres z1, 2o, ..., 2, de la matrice A ont des modules inférieur a 1, c’est-

a-dire |zx| <1 pour k =1,...,n.
3. det|zl, — A] # 0 pour |z| > 1,
4. p(A) <1, ou p(A) = maxi<k<n{|2k|} est le rayon spectral de la matrice A.
5. Tous les coefficients a;,i = 0,1,...,n — 1 du polynome caractéristique
Py(z) = det[zl, — A] = 2" + Gy 12" 1+ ...+ Q12 + G0 (1.6)

de la matrice A = A — I,, sont positifs,

15



3. QUELQUES NOTIONS FONDAMENTALES SUR LE CALCUL FRACTIONNAIRE

6. Tous les mineurs principaux de la matrice
a1 Q2 Qip

_ Qg1 - —Q2q

dnl an2 ann

sont positifs, c¢’est-a-dire,

a0, | M {s0 .. detA>o0. (1.8)

Qo1 Q22

7. 1l existe un vecteur strictement positif x > 0 tel que,

[A— ]z < 0. (1.9)

3 Quelques notions fondamentales sur le calcul fraction-

naire

Dans cette partie, nous introduisons les notions de base sur le calcul fractionnaire, nous

nous basons pour cela sur [10], 29].

3.1 Fonction Gamma

Définition 3.1. [10] Soit « € C tel que R(«) > 0 alors la fonction Gamma notée I' est définie

par la relation suivante :

+oo
I'a—TI(a)= / et ldt (1.10)
0

Cette intégrale converge absolument sur le demi-plan complexe ot la partie réelle est strictement

positive. Par intégration par partie, on obtient ;
IMNa+1) =al(a), R(a) >0 (1.11)
En particulier :
['(n) = n! VneZ, (1.12)

16



CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES

3.2 Fonction de Mittag-Lefller

Définition 3.2. [10] Soit f € Cla,b] et 0 < o < 1. On appelle fonction de Mittag-Lefiler notée
E.(.) la fonction suivante :

o0

9k
E.(0) = ZF(TH) (1.13)

k=0

On remarque bien que E1(0) = ¢’ avec § € R.

3.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Définition 3.3. [10/Soit f une fonction intégrable sur[a,t] et « € Ry (avecn—1 < a <n,n €
Z*), alors la dérivée fractionnaire d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de la fonction f est

notée D et définie par :

RDOS() = et 1t — ) f ()

&g )

3.4 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Définition 3.4. [{3] Soit o > 0 avecn —1 < o < n, n € Z% la fonction f vérifiant

dn
atn

fonction f notée D (ou simplement ©D®) est définie par la relation suivante :

f € L'a,b] alors la dérivée fractionnaire d’ordre o (a gauche) au sens de Caputo de la

D0 = g [ =T (1.15)
Cpefit) = ]m_a)(%f@) (1.16)

3.5 Dérivée fractionnaire au sens de Griunwald-Letnikov

Considérons une fonction continue y = f(¢). Selon la définition bien connue dans [29], la

dérivée du premier ordre de la fonction f est définie par :

df . ()= f(t=h)
/ pummy =
J) = g = h (1.17)
L’application de cette définition deux fois donne la dérivée du second ordre :
d f f'@t) — f'(t —h)
" _ 1
J0) = G = fim h (1.18)
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3. QUELQUES NOTIONS FONDAMENTALES SUR LE CALCUL FRACTIONNAIRE

P e (GE (  ((  { ) w10

F() = 2f(t = h) + f(t = 2h

"
7(t) = lim - (1.20)
En utilisant (1.17]) et (1.20) on obtient
df f(t)—=3f(t—h)+3f(t—2h)— f(t —3h)
3y 4T s
JA) = G = i E (1.21)
et par récurrence, on obtient la formule suivante :
d"f 1 & n
M) = =L = lim = —1)* t—kh 1.22
PO = G = 3 )<k>ﬂ ) (122
ou
n nn—1)(n—2)....n—k+1)
= 1.23
() Z 1.2
est la notation usuelle des coefficients binomiaux (combinaison C7') .
Considérons maintenant 1’expression suivante généralisant les dérivés en (1.17)) et (1.21)
1 « n
éWw=ﬁ§]—m(k)fa—M> (1.24)
k=0
ou p,n sont deux entiers naturelles arbitraires.
alors, pour p < n nous avons :
ey — )y = T
lim 77(0) = () = 22 (1.25)
Considérons les valeurs négatives de p. Pour plus de commodité, notons,
P pp+1)...(p+k—1)
= 1.26
() { (1.2
Ensuite nous avons
—p —p(=p—1)..(=p—k+1) k[P
= = (-1 . 1.27
(7)-tomion_i(r).
et en remplagant p dans la relation ([1.24)), on peut écrire,
_ 1 & D
(-p)
)= — t—kh 1.28
7 MZ;<k>f( ) (1.25)

18



CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES

ol p est un nombre entier positif.

Sin est fixe, alors f,E*p ) (t) tend vers la limite non intéressante 0 lorseque h — 0.

Pour arriver a une limite non nulle, nous devons supposer que n — oo lorsque h — 0.

Nous supposons que h = t_T“, ou a est une constante réelle, et considérons la valeur limite, finie
ou infinie, de f,(L_p ) (t) que nous désignerons par

lim  fP () = D f() (1.29)

h—0,nh=t—a

Ici, D, P f(t) désigne en fait une certaine opération effectuée sur la fonction f(¢). Les nombres
a et t étant les bornes.
Considérons plusieurs cas particuliers.

Pour p=1ona:

L) =R f(t—kh). (1.30)

En tenant compte du fait que ¢t — nh = a et que la fonction f(t) est supposée continue, nous

concluons que

lim V() =, Dt_lf(t):/o_af(t—z)dz:/ F(r)dr. (1.31)

h—0,nh=t—a

Prenons p = 2.

2| 23.2+k-1)
R
et on a
2 () = n n (k) f(t — kh). (1.32)

k=0
En notant ¢ + h = y, nous pouvons écrire la relation ((1.32)

n+1

VD) =0 (kh) f(t — kh). (1.33)
et en mettant h — 0 on obtient :

lim  fU2() =, D2 f(t) = /0 _azf(t—z)dt: / (t —7)f(7)dr. (1.34)

h—0,nh=t—a
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3. QUELQUES NOTIONS FONDAMENTALES SUR LE CALCUL FRACTIONNAIRE

Le troisieme cas particulier, & savoir p = 3, nous donnera 'expression générale de ,D,”.

Tenant compte du fait que

3| 34.(83+k-1) (k+1)(k+2)
n k! N 1.2 '

on a,

h

= Zn:(k +1)(k 4+ 2)R2f(t — kh).

k=0

()

en posant t + h = y, on trouve :

h n+1
:—QZ k(k+1)R2f(y — kh).
k=1

L’expression (|1.36]) peut étre réécrite comme suit :

h n+1 B2 n+1
1(0) = 55 Y _(kh)*f(y — kh) +—Zkhf y — kh).
k=1

Prenant maintenant A — 0, nous obtenons :

1 [t t
Do f(t) = 21 /0 2t —z)dz = /a (t —7)2f(r)dr.
9 n+l .
h—0, nh t-a 1.2 Z khf(y = kh) = hﬁﬂ%rizglt—ah/av (t —7)f(r)dr = 0.

Les relations (|1.31)) et ([1.38)) suggerent la situation suivant :

JDPf(t) = lim hPZ[i]f(t—kh):

h—0,nh=t—a
k=0

On démontre la formule ((1.40) par récurrence.
Nous introduisons la fonction
t
~ [ #tryar

qui a la propriété évidente fi(a) = 0, et considérons

» 1
D) = dim o Y P

h—0,nh=t—a
k=0

F(t — Eh).
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CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES

n

—p—1 . . » P +1 -
R vi Kbl FYEE
k=0
—p—1 — ; P - p+1 —
D) =, lim ok kZ_O f(t— (k+1)h). (1.42)
D’une autre part la relation (|1.26]) nous donne :
+1 +1
P —| P + b (1.43)
k k k—1
ol nous devons mettre
+1
P —0.
-1

Relation ((1.43) appliquée a la premiere somme en (|1.42)) et le remplacement de k par k — 1

dans la seconde somme, nous donne :

e _ . N | P B . x| 1 B
G L ISR N e i P
n+l [
. p+1
_ P _
i M2 | oy [ AR
1
= DR~ dim | P f - (1))
h—0,nh=t—a n
_ . p+1 1 t—a
= JD;"fi(t) — (t —a)? lim — fila — )
n—00 n npP
I en découle de la définition (1.41)) de la fonction fi(¢) que
. t—a
L - =) =0
et en prenant en compte la relation ([1.25)) cela nous donne :
111 1 2)... 1
i | PTYL L gy, D42 (ptn)
n—00 n np n—00 nPn! F(p =+ 1)
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3. QUELQUES NOTIONS FONDAMENTALES SUR LE CALCUL FRACTIONNAIRE

donc,
DI = DA = s [ o
- E-TrAE) T;jf WD s % / (- TP () (1.44)
_ % :@ 1P f(r)dr (1.45)
Ce qui termine la preuve de la formule (1.40).
FaDI0) = L [ =y i =, D)

De a a t on obtient :

et donc,

On voit que la dérivée d'un ordre entier n ((1.22) et Uintégrale p-fois (1.40) de la fonction

continue f(t) sont des cas particuliers de I'expression générale.

RN p
Drf(t) =1 PN (=1)F — kh). 1.4
DPf(t) = lim /o kE_O( ) [k]f(t kh) (1.46)
qui représentent la dérivée d’ordre m si p = m et 'intégrale m fois si p = —m. Cette observation

conduit naturellement a l'idée d’une généralisation des notions de dérivation et d’intégration

en permettant & p en ((1.46) d’étre un nombre réel arbitraire voir complexe. Nous limiterons

notre attention aux valeurs réelles de p.

Définition 3.5. [29] L’idée principale dans cette approche est de généraliser les grands clas-
siques de la dérivation standard (entiére) d’une fonction a des ordres arbitraires, donc on peut

exprimer la dérivée d’ordre entier k (si a est positif) et Uintégrale répétée (—k) fois (si k est

22



CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES

négatif) d’une fonction f par la relation suivante :

DFf(t) = lim h™F - ( )f(t—hp) (1.47)

h—0
k
avec ( ) _ k(k—l)(k—;!)...(kfzwl)
p

La généralisation de cette formule pour o non entier avec (0 <n —1<a <n,n € Z% ) est

appelée dérivée fractionnaire au sens de Grimwald-Letnikov, notée “*Df(t) et définie par la

relation suivante

GLDaf(4) = lim h™° 3 (—1)P ( “ ) F(t— hp) (1.48)

h—0

a
avec, ( > = clabe=laptl) o4yl <a<nne VA

3.6 La relation entre les dérivées fractionnaires :

Dans cette partie, nous donnerons des résultats sur la relation entre les dérivées fraction-
naires, donnée dans [43]
Soit a vérifiant <n — 1 < o <n,n € Z7. Supposons que f est une fonction dont les dérivées
CDf et BD*f existent alors,

nlf t—a)pa
Fp a+1)

“Df(t) =" Df (1.49)
p=0

Nous en déduisons que si toutes les conditions initiales f®)(a) = 0 pour tout p = 0,...(n — 1),

alors ¢ D =F D2

Si la fonction f est de classe C”, alors en faisant des intégrations par parties nous obtenons ce

qui suit :

n—1 a t
R N f t_ap 1 / n—a—1 g(n)
D> f t— d 1.50
Ly L [y (1.50)

Donc, on déduit que les deux approches de Griinwald-Letnikov et de Riemann-Liouville sont

équivalentes, c-a-d, “L D> =F Do,
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4. SYSTEMES BIDIMENSIONNELS

4 Systemes bidimensionnels

Les systemes bidimensionnels (2-D) représentent une classe intéressante de systémes phy-
siques dans lesquels I'état dépend de deux variables indépendantes, il existe une grande variété
de systemes 2D. Par conséquent, pour traiter de tels systemes, différents modeles mathématiques
ont été proposés et étudiés dans la littérature. Dans cette partie, nous nous concentrons sur les
modeles les plus largement utilisés (ce qu'on appelle Roesser et Fornasini-Marchesini (F-M), et
Attasi) introduit dans [I, 2, [3].

On cite dans ce qui suit et a titre d’exemples,

Modéle bidimensionnel de Fornasini-Marchesini discret :

Le premier modele d’état bidimensionnel a été introduit en 1976, par Fornasini-Marchesin

noté FF-FM dans [2] est donné pour le cas discret par la relation suivante :

{ x(zl —+ 1,i2 + 1) = Ag.ﬁlﬁ(ibiz) + Alx(il + 1,i2) + Agx(il, ig + 1) + Bu(il,iz), (1 51)

y(il, 22) = C,I(’il, 22)

Le second modele bidimensionnel noté SF-FM introduit dans [3] est donné par :

{ I(Zl + ]_, ’ig + ].) = Alx(il + 1, 22) + Agx(il,ig + ].) + Bﬂt(il + ].,ig) + Bgu(l'h’b.Q + ].),

y(’il, 22) = CJ?(Z&, 22)
(1.52)

ou, Ay, Ay € R™*" By, By € R™*™ et,
— a"(t,1) € R™ vecteur d’état horizontal
— 2%(t,1) € R™ vecteur d’état vertical
— y(t,7) € RP vecteur de sortie

— u(t,7) € R™ vecteur d’entrée

Modeéle bidimensionnel de Fornasini-Marchesini continu-discret :

On introduit une formulation du modele de Fornasini-Marchesini par rapport au cas continu-

discret, donné dons [2] par,

i(ti+1) = Aga(t,i) + Avi(t,i) + Asa(t,i + 1) = +Bu(t, i), (1.53)
y(t,i) = Ca(ti). (1.54)
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CHAPITRE 1. NOTIONS FONDAMENTALES

Le second modele 2D de Fornasini-Marchesini au cas continu-discret introduit dans [3] est

donné par les équations suivantes :

@i+ 1) = Aji(t,i) + Agx(t,i + 1) = +Bya(t, i) + Byult,i + 1), (1.55)
y(t,i) = Cax(ti). (1.56)

ou, ou, Ay, Ay € R™*", By, By € R™*"™ et,
— N1 +nNe=n
— a"(t,1) € R™ vecteur d’état horizontal
— a(t,1) € R™ vecteur d’état vertical
— y(t,1) € RP vecteur de sortie

— u(t,1) € R™ vecteur d’entrée

Modeéle bidimensionnel de Fornasini-Marchesini continu :

Soit le modele bidimensionnel fractionnaire de Fornasini-Marchesini introduit dans [2] donné

par I’équation suivante :
Dg{ffl’(tl, tg) = Aoflf(tl, tz) + Angll‘(tl, tg) + AQD?;.’L‘(tl, tQ) + Bu(tl, tg) (157)

01\1, (tl,tg) € R™
Le second modele 2D de Fornasini-Marchesini au cas continu introduit dans [3] est donnée par

I’équation suivante :

DY x(ty, ta) = A1Dg a(tr, ta) + A Dy x(ty, ta) + BiDgu(ty, ta) + BaDy u(ty, ts) (1.58)

4.1 Applications des modeles bidimensionnels
Applicationl :[44]

Considérons (N + 1) circuits (a deux ports) tous connectés en séries, représenté par la
figure2, étant donnée C', Cs les capacités respectives de chaque condensateur; R et connaissant
les valeurs initiales des tensions au bords de chaque condensateur u;(0, k) et us(0, k) pour
K =0,...,N, la résistance Ry et la source de voltage e(t), on définit u;(t, k) et us(t, k) pour
teR,et K=0,..,N.
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4. SYSTEMES BIDIMENSIONNELS

1=0 RG R C R C:
I e | e i I g | e e g e |
- *A | Y 4 gl
(_:; (1) C __-‘- ny 10 ¢, == uyltk C _'_‘I T, ! | R
| : il L) w(ik) | (LN L
* - & -

FIGURE 1.1 — circuit RC bidimensionnelle

Moyennant les lois de Kirchoff, on obtient les équations suivantes,

Ol’[tl(t7 k’ + 1) + OQUQ(t, k? + 1) - Cg’[tg(t, k?) = O

Uy (t, k) - RCQQ:LQ(t, k) - UQ(t, ]C) — Uy (t, k + ].) =0

t, k
Définissons, z(t, k) := [ w( ’k) , on obtient ;

u2(t>

Ei(t,k+1) = Av(t, kb + 1) + Agx(t, k) + Avi(t, k) = f(t, k).

ou, teRy, keZ,, i(t k) = 696((92”“), z(t, k) € R", (0,k) =z pour K =0,1,..,N.

Application 2 :[30]

Considérons la longue ligne de transmission avec le modele d’éléments distribués illustré par

la figure 2

i(x,t) RAx LAXx i(x+Ax,t)
.- - o_’_:_fYY-Y-\ > O = = =

u(x,t) GAX == CAx |u(xtAx.t)

.
L
—h —

& j----

=

X AX

FIGURE 1.2 — Ligne de transmission

Nous pouvons donc formuler les équations décrivant le courant et la tension dans cette ligne
en fonction du temps ¢ et de la variable d’espace x, par le méme principe qui est les lois de
Kirchoft,

—C D(z,t) = Ri(x,t) + LEDYi(x,t), (1.59)
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—C D%i(x,t) = Gi(x,t) + C°Dlu(x,t), (1.60)

ou, u(z,t) est la tension, i(x,t) est le courant au point = depuis le début de la ligne au temps
t; R est la résistance distribuée, L est 'inductance distribuée, G est la conductance distribuée,
et C' est la capacité distribuée de la ligne de transmission; 0 < o < 1et 0 < 8 < 1 sont des
ordres fractionnaires (réels) par rapport a la variable spatiale x et au temps ¢.

Les équations et peuvent éetre écrites sous la représentation en espace d’état suivant,

10 0 L 0 —R 0

01 C 0 CDaxl(z,t) ] _ -G 0 0 [ ah(x,t) ] (1.61)
00 0 0] |°Dlz¥(x,t) 10 =1 0[] a%at '
00 0 0 0 1 0 -1

[y@J)lzll 0()0][%%%@] (1.62)
i(x,t) 010 0]| a1

"z, t) = 2°(z,t) = [ wz,1) ]

i(x,t)

Le systeme est un exemple de systeme continu d’ordre fractionnaire singulier 2D décrit
par le modele de Roesser, ou t; = x est la variable spatiale décrivant une distance depuis le
début de la ligne, t, = t est une variable qui représente le temps, a; = « est l'ordre fractionnaire
de la dérivée partielle par rapport a I’espace des variables et ay = 3 est 'ordre fractionnaire de

la dérivée partielle par rapport au temps. Les matrices du systeme sont donc,

10 0 L 0O —R 0 O
01 C 0 -G 0O 0 O
E = 5 A - )

00 0 O 1 0 -1 0

00 0 0 0 1 0 -1
10 00

B - [0]4X1, C - y D - [0]2><1-
01 00

Notez que le systeme (1.61) a des matrices nulles B et D. C’est donc un systéme autonome
indépendant de l'entrée u(zx,t).

Les conditions aux limites sont les courants et les tensions et ses dérivées d’ordre entier en
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début de ligne et pour t = 0.

dFu(0,t) OFu(x,t) (k)
"0 = (0,1) = dzF — aF _ | Yo (t)
’ d*i(0,t) %i(x,t) .(k)
=0

dx* Oxk

pour k=0,..., Ny — 1; t5 > 0.

d'u(z,0 Ou(x,t @
o) — (5.0) = a | | Tar _ | wo(2)
= (557 ) = di(0,t | othi(xt - 10)
(0,t) (z,t) i (x)
dtt ot t=0 0

ou, [ =0,1,2,...., Ny —1;t; >0 et xg(k)(tg), xg(l) (1) sont des fonctions données.
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Chapitre
Positivité des systemes bidimensionnels linéaires

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques modeles bidimensionnels linéaires, et nous
étudions les principaux résultats obtenus concernant la positivité de ces systemes, pour cela

nous nous sommes basés sur [1, 2] 3 [6 36].

1 Positivité du modele de Roesser

Considérons le modele de Roesser 2D introduit dans [I] décrit par les équations suivantes :

[ Ly A Ap al; n By s, (2.1)
xzjﬂ Agr Ag $fj 2
h
yij = (Cl, CQ) xzj + Duij Z,j € Z+. (22)
ij

ou xZ € R™ et z}; € R™ sont les vecteurs d’états horizontaux et verticaux aux points

(1,7) € Zy X Z4, uy; € R™ et y;; € RP sont les vecteurs d’entrées et de sorties, respectivement et
A € RMXM Ay € RMX™2 0 Ay € R"™X™M 0 Ayy € R™%™2 0 By € RM*™ By € R"™*™ () € RP*™,
Cy e RPX™2 ) € RPX™,

Les conditions aux limites pour I’équation ont la forme :

ay; pourj € Zy et xy pour i€ Zy (2.3)

Soit R?*Y I'ensemble des matrices p x ¢ avec des entrées réelles non négatives et R? := RP*!.
La solution de I’équation (2.1]) satisfaisant les conditions aux limites de I’équation (2.3)) a la

forme suivante :

h
.
_ 2¥) _ s
Tij = ( . ) = xpe(i, J) + E M j—up,
T

i7j kJEDZ‘j
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1. POSITIVITE DU MODELE DE ROESSER

ou

i Y
=0 0

La composante liée aux conditions initiales non nulles dans 1’équation ([2.3) est donnée par la

+ T, 0
i—k,j—l—1 BQ

Diji={(kl)eZy xZy; 0<k<i; 0<I1<j, k+I1#i+j}

i
o 0
et ) =Y Ticky
k=0 Lo
formule suivante :

By
M; i1 :="Ti k-1, 0

Les matrices de transitions du modele donné par les équations ([2.1))et (2.2]) sont

définies par ce qui suit :

I,(matrice d’identité) pouri=j=0

Tij =9 TwTi-1; + ToiT; -1 pour i,j € Z,(i+j) > 0. (2.4)
0(la matrice nulle) pouri < Qou/etj < 0
ou,
A A 0 0
Ty == " 2 ydo1 = (2.5)
0 0 Agr Ax

Définition 1.1. [1] Le modéle bidimensionnel linéaire de Roesser décrit par les équations
et est dit positif si pour toutes les conditions aux limites non négatives.

ag, ERY jEZy et al eRY i€Zy (2.6)
xh
et toutes les entrées u;; € R 4,5 € Z,, l'état x;; = :}J € RY, n=mn; +ny ety; €RY

pour tout 1,7 € Z.

Lemme 2. [36] Le modéle de Roesser est positive si et seulement si, la matrice de transition
T;; est positive, c’est a dire;
T;; € R"  pour i,j€Z,. (2.7)

Théoreme 5. [1] Le modéle décrit par les équations est un modele de Roesser positif

st et seulement si :

All A12

A21 A22

eRY", B=

B,

]eMM,cszueM% D e R™. (2.8)
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2 Positivité du modele général
Considérons le modele 2D général introduit dans [2, 3] décrit par les équations suivantes :

Tiy1 41 = Aorij + A1 + Aoxijir + Boug; + Biuiy1j + Boug ji (2.9)

Yij = Cry+ Duy; 1,5 € Z,. (2.10)

ol z;; € R™ est le vecteur d’état au point (4, j), u;; € R™ et y;; € RP sont respectivement des
vecteurs d’entrées et de sorties, et A, € R"*" B, € R Lk =0,1,2,A € RP*" D € RP*™,

Les conditions aux limites pour 1’équation (2.9) ont la forme :

50, 1€ Z+ et Zoj, ] S Z+ (211)

La solution du modele (2.9)) satisfaisant les conditions aux limites (2.11) sont de la forme :

z(i,j) = Z Tk j—1(Ar1zko + Brugo) + Z Ti1j—1(Aszor + Baug)

k=1 =1
i—1 Jj—1
E Ti p—1,-1A0Tko + E Tio1j—1—1Aozor + Tim1,j-1A0T00
k=1 =1
i-1 j—1
+ E E Tik—1j—1-1Boug
k=0 1=0
i g
+ E E (Ti—k—1,j-1B1 + Ti—k joi-1Bo)uy, pour i,j € Z.
k=0 =0

Les matrices de transitions du modele (2.9)) sont définies par. :

I,,(matrice d’identité) pour i =3 =0
Tij:=1 Aolic1jo1+ AT jo1+ AT, ; pouri,j>0(i+j)>0. (2.12)
0(la matrice nulle) pouri < Oou/etj < 0

Définition 2.1. [2] Le modéle est appelé modeéle général positif si pour toutes les condi-

tions auz limites vérifiant :

Ti0 € RZ_,Z e”Z, To;j € R:l_,] ez, (213)

et pour chaque entrées u;; € R i,j € Zy, on a x;; € R} et y;; € RY pouri,j e Z,.

Lemme 3. [36] La matrice de transition T;; du modéle positif est une matrice positive,

c’est-a-dire : T;; € R™ pouri,j € Z,.
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Théoreme 6. [2] Le modéle est un modele général positif si et seulement si :

Ay ERY", By eRY™, k=0,1,2, CeRE* DeRY™. (2.14)

3 Positivité du modele de Fornasini - Marchesini

Les modeles positifs de Fornasini - Marchesini introduit dans [2], 3] sont des cas particuliers
du modele général positif ([2.9).
En remplacant dans I’équation By = B, = 0 et By = B on obtient le premier modele de
Fornasini - Marchesini (FF-FM) décrit par :

Tit1,+1 = A()[L'ij + Alxi—i-l,j + AQ.Z'L]‘J’_l + Buij (215)

Yij = C$ij + Duij 1,] € Z+. (216)
D’apres le théoreme [0, le modele est positif si et seulement si :
Ay €RY" k=0,1,2, BeRY™ CeRY™ DeRP™ (2.17)

Les matrices de transitions T;; du modele positif sont définies par 'équation (2.12)) et
elles sont positives, c’est-a-dire T;; € R} pour tout i,5 € Z, .

Les conditions aux limites pour 1’équation ont la forme .

La solution du modele satisfaisant les conditions aux limites a la forme :

i i
Tij = E Tigj—1 A1k + g Tiyj—1 Az + Ti—1,—1A0T00

k=1 =1
i—1 Jj—1

+ Z Ti—k—1,-1A0Tko + Z Ti—1j—1-1A0T0; (2.18)
k=1 =1
i—1 j—1

+ Z Z Tik-1j11Bury, 1,5 €2Zy.
k=0 1=0

D’une autre part, en substituant dans I’équation (2.9), Ag = 0 et By = 0 on obtient le deuxiéme

modele de Fornasini-Marchesini (SF-FM) qui a la forme :

Tiv1je1 = Aiip1y + Aoy + By j + Bougj (2.19)

Yij = Cryg + Duyy 4,j € Z.. (2.20)
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Les conditions aux limites du modele positif (2.19) ont la forme :
v ERTi=12 .. et xg; €RY,j=12, .. (2.21)

La solution du modele (2.19))satisfaisant les conditions aux limites (2.21)) est telle que,

zij = Tikj-1(Aizgo + Buugo) + Y Timpjo1(Aswor + Baugy)
k=1 =1

. (2.22)
+ Z Z(Tifkfl,jlel +Tihj1-1Bo)un 4,5 € Zy.
k=0 1=0
La matrice de transition 7}; du modele positif est définie par :
I,,(matrice d’identité) pouri=7=0
Tij =< AT 1+ ATy pour 4,5 > 0(i + j) > 0. (2.23)

0(la matrice nulle) pouri < Qou/etj < 0

La définition peut étre obtenue a partir de 1’équation (2.12)) par substitution de Ay = 0. La
matrice de transition 7j; du modele positif (2.19) est positive, c’est-a-dire, T;; € R’?*" pour
1,] € Z,.

D’apres le théoreme [6] le modele est positif si et seulement si :

Ay ERP™ By eR™ k=12 CeRI*™ DeRY™ (2.24)

4 Modeles continu-discret positifs

4.1 Modele général continu-discret positif

Considérons le modele 2D continu-discret introduit dans [2, [3] décrit par les équations a

espace d’états suivantes :

(t, k+1) = Apx(t, k) + A1x(t, k) + Asx(t, k + 1) + Bou(t, k) + Biu(t, k) + Bou(t, k+ 1), (2.25)

y(t, k) = Cx(t, k) + Du(t, k). (2.26)

ou, x(t, k) = axgt’k), x(t,k) € R*, u(t,k) € R™ et y(t,k) € RP sont respectivement les vecteurs

d’états, d’entrées et de sorties, et A; € R™*", B; € R"*™ =0,1,2, C € RP*" D € RP*™,
L’équation ([2.25)) est une équation différentielle par rapport a la variable continue ¢ € R et

c’est une équation aux différences par rapport a la variable discrete k € Z | telle que la variable

33



4. MODELES CONTINU-DISCRET POSITIFS

continue ¢ et la variable discrete k sont indépendantes.

Définition 4.1. [2] Le modéle général continu-discret est dit positif si pour toutes les

conditions aux limites vérifiant :

z(t,0) e Ry, @(t,0)€Ry, teRy, z(0,k)eR}, k>1, keZ,. (2.27)
et toutes les entrées u(t, k) € RT, u(t,k) e R, t € Ry, k€ Z, Uétat x(t, k) € R}, y(t, k) € R
pourt e Ry etk e Z,.

Théoréme 7. [2] Le modéle est positif si :
1. Ay est une matrice de Metzler,

2. Ag € R, Ag € R, A := Ag+ A1Ay € RY™, B, € RP™, i = 0,1,2, C € RE™",
D e RE™.

4.2 Modeles de Fornasini Marchesini positif a temps continu-discret

Les modeles positifs de Fornasini - Marchesini correspondant aux systemes continus-discrets
introduit dans [2, [3] sont des cas particuliers du modele positif général ([2.25)).
En substituant dans I’équation (2.25)) B; = By = 0 et By = B, nous obtenons le premier modele

continu-discret de Fomasini - Marchesini (FF-FM) suivant :

o(t,k+ 1) = Agx(t, k) + Ayz(t, k) + Asx(t, k + 1) + Bu(t, k), (2.28)

y(t, k) = Cx(t, k) + Du(t, k). (2.29)

Les conditions aux limites du modele positif (2.28)) ont la forme ([2.27]).

D’apres le théoreme m, le modele est positif si Ay est une matrice de Metzler et Ay € R}*™",
Ay e R A= Ag+ A1 A e R, B e RY™, i =0,1,2, C e RE™, D e RE*™.

D’une autre part, en substituant dans 1’équation (2.25) Ag = 0 et By = 0, nous obtenons le

deuxieme modele continu-discret de Fomasini- Marchesini (SF-FM) de la forme :

(t, k+1) = Aa(t, k) + Asx(t, k + 1) + Byu(t, k) + Bou(t, k + 1), (2.30)

y(t, k) = Cx(t, k) + Du(t, k). (2.31)

Les conditions aux limites du modele positif (2.30]) ont la forme ([2.27]).
D’apres le théoreme , le modele est positif si Ay est une matrice de Metzler et Ay € R},
A1Ay eRY, B e RP™, i =1,2,C e RE™, D e RE*™.
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Chapitre

Stabilité des systemes bidimensionnels par

'approche LMIs

1 Inégalités Matricielles Linéaires IMLs (LMIs en an-
glais)

L’étude des inégalités matricielles affines dans le contexte des systemes controlés est apparue,
probablement, avec le début des travaux fondamentaux d’Aleksender Lyapunov, concernant la
stabilité des systemes qui évoluent avec le temps. Une approche d’analyse des caractéristiques
lors de I’évolution d'un systeme en mouvement autour d’un point d’attraction a été mise en
oeuvre par Aleksender Lyapunov autour des années 1890. Il étudia la stabilité d’équations

différentielles de la forme, dite équation autonome :
T = Ax (3.1)

et démontra que celle-ci est stable si et seulement s’il existe une matrice P définie positive qui

vérifie I'inégalité suivante :
ATP+PA<O (3.2)

La relation (3.2)) est connue sous le nom d’inégalité de Lyapunov et ¢’est une LMI particuliere.
Lyapunov a aussi démontré que cette inégalité peut étre résolue analytiquement. Nous utilisons
dans ce qui suit la notation anglo-saxonne des inégalités matricielles linéaires LMI au lieu de

la notation francophone IML.
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Définition 1.1. Une inégalité matricielle lineaire (IML) est une expression de la forme,

F(z)=Fy+ Y a;F; =0 (3.3)
i=1

ou, x = (x;),1 = 1,m est un vecteur de nombres réels (variables de décisions) et (F;),i =0, m,
sont des matrices réelles symétriques i.e Fy = F1 € R i =0, m.
Linégalité 7" dans signifie 7’définie positive”’.
Exemple 1.1. L’inégalité

Try — 3 T+ X2 —1

T, + X9 To — 4 0 =0

-1 0 T
est une LMI a deux variables. On peut alors l’écrire comme des LMIs :
-3 0 -1 1 10 010
0 -4 O0|+x |1 00|+ 1 1 0] >0.
-1 0 O 0 01 0 00

Exemple 1.2. Une LMI simple dans le plan,

—y>z = y—x>0.
Définition 1.2. Une inégalité matricielle linéaire LMI est une inégalité

F(x) = 0. (3.4)
ou F une fonction affine d’un espace vectoriel de dimension fini V vers un ensemble
S:={M/M = M" c R},

de matrices réelles symétriques.
Remarque 1.1. 1. Le terme inégalité matricielle linéaire est utilisé dans la littérature sur

les systémes et controlé, mais la terminologie n’est pas consistante avec l’expression
F(z) = 0 que F n’est pas une fonction linéaire. Le terme inégalité matricielle affine

peut mieuz correspondre a la formulation.

2. Une LMI non stricte est une LMI telle que l’inégalité dans est non stricte > et
est remplacée par F(z) = 0. Les inégalités matricielles F(z) < 0 et F(z) < G(z) o1,
F et G étant des fonctions affines, sont des cas particuliers de puisqu’elles peuvent
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étre reformulées par la forme LMI :

On écrit toujours une LMI sous la forme F(x) < 0 avec F' : R™ — S™ une fonction affine.
Lobjectif est de trouver x € R™ satisfaisant l'inégalité. Ce choix x est appelé probléme
de faisabilité.
3. L’existence d’une solution a LMI définit un probléeme dit convexe car l’ensemble des
solutions
Se :={x € R"/F(x) > 0}.
est convexe.

Définition 1.3. (Systéeme d’LMIs)
Soit un systéeme d’LMIs Fy(x) = 0,...F,(x) = 0. I est possible de regrouper le systéme ci-dessus

en une seule LMI,

F(z):= : . : >0 (3.5)

Remarque 1.2. 1. Une LMI a de multiples contraintes peut toujours étre convertie en une

LMI & une seule contrainte .

2. L’écriture d’une LMI diagonale bloc a comme propriété que ses valeurs propres sont une

simple réunion des valeurs propres des matrices qui la forment.

Exemple 1.3. Stabilité d’un systeme linéaire homogéne

Soit le systeme défini par :
x(t) = Ax(t), AeR™" (3.6)

La théorie de Lyapunov nous apprend que s’il existe une fonction V(x) , de R™ dans R, vérifiant

stmultanément :

V(0)=0

V(z) >0 pour tout x # 0 (3.7)
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V'(z) <0 pour tout z(t) non nul solution de (3.6)

alors le point d’équilibre x = 0 est asymptotiquement stable (la réponse a toute condition initiale
z(0) tend asymptotiquement vers 0), en effet la troisiéme condition indique que la fonction V (x)
dite la fonction candidate de Lyapunov est strictement décroissante le long de toute trajectoire
de (@, et les deux premieres conditions indique que son minimum est atteint pour r = 0.

Chotisissons pour fonction de Lyapunov la fonction :
V(z) =2"Px avec PcR™™ P=P'>0 (3.8)

Cette fonction vérifie les deur premieres conditions de fagcon évidente. En calculant sa dérivée

par rapport au temps le long d’une trajectoire quelconque solution de , on obtient :
V(z) =i Pz + 2" Pi = 2T AT Pz + 2" PAx (3.9)

On en déduit que le point d’équilibre v = 0 du systéme est asymptotiquement stable s’il

existe une matrice P = PT € R™" vérifiant simultanément :

P > 0,
(3.10)
ATP 4+ PA < 0.

Décomposons P sous la forme :

n 3

i=1 j=1
ot Py est la matrice dont tous les éléments sont nuls sauf les éléments (i,7) et (j,1)

qui valent 1.

Les deux inégalités ci-dessus s’écrivent alors :

n i ) -Pij 0
> ay >0 (3.12)
0 —ATP;— PyA

i=1 j=1
qui est bien une LMI, avec un vecteur x comprenant tous les coefficients ov;.
On dit que la LMI ci-dessus est une LMI en la variable P.
Nous allons maintenant présenté les principaux outils qui sont utilisés pour mettre sous forme

LMI un probleme d’automatique.
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1.1 Exemple 1

Soit la matrice A donnée par :

A:

-1 1
-1 -1
D’apres la condition de Lyapounov, il existe une solution symétrique réelle définie positive P a
I'inéquation
ATP+PA<O

En utilisant le solveur "SEDUMI”, on obtient :

0.6545 0
pP—
0 0.6545

On dit pour cela que la LMI est faisable.

1.2 Exemple 2

De méme pour

—3.2405 2.3058
A=
1 -1

En utilisant le solveur ”SEDUMI” on obtient :

P 0.3356 0.3646
0.3646 1.2735

Dans cette partie, nous avons introduit quelques notions sur les inégalités matricielles linéaires
LMIs dans le but de les utilisé dans le prochaine travail qui concerne 'analyse de la stabilité

asymptotique de systemes bidimensionnels fractionnaires de type de Lyapunov.

2 Conditions de stabilité par les LMIs

Dans cette partie, nous introduisons une nouvelle classe de systemes bidimensionnels frac-
tionnaires linéaires, et nous étudions la stabilité asymptotique de ces systemes par rapport au
polynome caractéristique, puis nous établissons des conditions suffisantes liées a la faisabilité
des LMIs .
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2.1 Systeme général bidimensionnel a temps discret

Nous considérons le modele discret 2D général proposé dans [21] comme une généralisation

du modele d’espace d’états 2D donné dans [4] par,

{ nz9Br = 21 A1x 4+ 29A0 + Agx + Bou + 21 Biu + 23 Bsu, (3.13)

y = Cx+ Du.

ou, z € R™ est le vecteur d’état du systeme. u € R™, y € RP le vecteur de sortie du systeme,
A; e R B, e R 1 =0,1,2, C € RF*" D € RP*™ et z1x = z(k + 1,1), 200 = x(k,l + 1).

Les conditions initiales sont données par les fonctions connues x(0,k),k € Z, et z(i,0),i € Z.

Le polynéme caractéristique correspondant du systeme (3.13]) est donné par,
B(Zl, ZQ) = det[lezE — ZlAl — ZQAQ — AO] (314)

Nous introduisons d’abord la notion de stabilité asymptotique des systemes 2D a temps

discret.

Définition 2.1. [11] Le systéme bidimensionnel (3.13)) est asymptotiquement stable si la réponse
impulsionnelle initiale est nulle (i.e. u(k,i) =0 pouri >0, k > 0) avec des conditions initiales

qui satisfont sup;cz, (i,0) < 00, supycz, #(0, k) < oo converge vers zéro, i.e. limy, ;o ||z(k,7)| = 0.

2.2 Systeme bidimensionnel a temps continu-discret

Soit un systeme bidimensionnel a temps continu-discret introduit dans [I1] décrit par ,

(3.15)

szEx = sAix+ zAsx + Agx + Bou + sBiu + zBou,
y = Cx+ Du.

ou, z € R™ est le vecteur d’état du systeme. u € R™, y € RP le vecteur de sortie du systeme,

Ai c Rnxn’ Bz c Rnxm’ i = O, 1’2’ C e Rpxn’ Dc Rpxm’ et zp = x(t,k‘—{— 1)’ sr = %ﬁf’k)

Les conditions initiales sont données par les fonctions connues z(0, k), k € Z et x(t,0),i € Z,.

Le polynome caractéristique associé au systeme ([3.15)) est donné par,
B(s,z) = det[szE — sA; — zA5 — Ay (3.16)

Définition 2.2. [11] Le modéle 2D continu-discret est asymptotiquement stable si la
réponse d’entrée initiale est nulle (i.e. u(t,k) = 0 pour t > 0, k > 0) avec toutes les condi-
tions auz limites satisfaisant sup, x(t,0) < 0o, supycz, ¥(0,k) < oo converge vers zéro, i.e.
limy k00 [|2(2, k)| =0
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2.3 Systeme bidimensionnel a temps continu

On considere le systeme bidimensionnel a temps continu introduit dans [19] décrit par les

équations suivantes,

{ s189Fx = s1A1x + s9Asx + Agx + Bou + s1Biu + 2Bsu, (3.17)

y = Czx+ Du.

o, x € R" est le vecteur d’état du systeme. u € R™, y € RP le vecteur de sortie du systeme,

A; RV B € R™™ i =0,1,2, C € RP*" D € RPX™ et 51550 = Zobt2),

Les conditions initiales sont données par les fonctions connues x(0,t5),t2 € Ry
et $(t1,0),t1 eR,.

Le polynome caractéristique du systeme (3.17)) est donné par,

B(s1, $2) = det[s159F — 5141 — 5945 — Ay (3.18)

Définition 2.3. [19] Le modéle 2D continu-discret (3.17) est asymptotiquement stable si la
réponse d’entrée initiale est nulle (i.e. u(ty,ts) = 0 pour t; > 0, to > 0) avec toutes les
conditions aux limites satisfaisant sup,, x(t1,0) < oo, sup,, 2(0,t2) < 0o converges vers zéro,i.e.

limy, 1, 00 [[2(t1, 82) || = O

3 Test de stabilité

Dans cette section, des conditions nécessaires et suffisantes moyennant les polynomes ca-

ractéristiques pour la stabilité de tels systemes sont énoncés.

Théoréeme 8. [11,[15]
Le systéme bidimensionnel discret (3.13)) est asymptotiquement stable si et seulement si B(z1, z2) #
0 pour chaque paire (z1,z9) tel que |z1| < 1 et |zo] < 1.

Théoreme 9. [77, [15]
Le systéme bidimensionnel continu discret (3.15) est asymptotiquement stable si et seulement
si B(s, z) # 0 pour chaque paire (s, z) tel que R(s) >0 et |z] < 1.

Théoréme 10. [11, [15]
Le systéme bidimensionnel continu (3.17)) est asymptotiquement stable si et seulement si B(sy, $2) #
0 pour chaque paire (s1, s2) tel que R(s1) > 0 et R(sz) > 0.
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Théoreme 11. [11], [15]
Le systéme bidimensionnel discret (3.13|) est asymptotiquement stable si et seulement si

B(z1,0) # 0,pour |z <1 (3.19)

B(z1,20) #0, pour |z]=1, |z <1 (3.20)

Théoréme 12. [71]
Le systéme bidimensionnel continu discret (3.15) est asymptotiquement stable si et seulement

St

B(s,0) #0, pour Rs>0 (3.21)

B(jw,z) #0, pour weR, et |z|<1. (3.22)

4 Approche LMIs pour les tests de stabilite

Nous introduisons les résultats issus de [19 45] utiles pour notre étude,

Lemme 4. [13] Si A est une matrice définie positive dans C. AlorsYM € C™", la matrice
M*AM = 0 est définie positive.

Théoréme 13. [19, /5]
Une matrice polynémiale hermitienne P(w) = Z?:o Pw', avec P; = P} est définie positive si

et seulement si il existe une matrice hermitienne X tel que :

Py (PL+3jX)/2

, -0, X=X" (3.23)
(P —jX)/2 Py

Théoreme 14. [19, [45]

Une matrice polynémiale hermitienne P(z) = Z?:o P,z avec P_; = Pr, est définie positive sur

1)

le cercle unité si et seulement s’il existe une matrice hermitienne X tel que :

Ph+X P

-0, X=X" (3.24)
Py —X

Avec ces théoremes on propose des conditions suffisantes sous forme d’une LMI pour la

stabilité asymptotique des systemes (3.13)), (3.15) et (3.17) respectivement.

Théoréme 15. [19/

Le modele (3.13|) est asymptotiquement stable s’il existe des matrices hermitiennes Xg, X;, et
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X, telles que, les LMIs suivantes sont faisables.

X1 =0,X, =0, (3.25)
ATX, Ag — ATX, Ay = 0, (3.26)

AT XAy — AT X5 A5 — X, AT X E + AT X, A
o X240 5 X2 A9 0 2 Xols + A A2y -0, X=X* (3.27)

ETXyA5 + ATX3Ay ATX,A, — ETX,F + X,

Théoréme 16. [79/
Le modele (3.15)) est asymptotiquement stable s’il existe des matrices hermitiennes Xg, Xi, et

X, telles que les LMI’s suivantes sont faisables.

X7 >0,X5 >0, (328)
AT X Ag + AT X, AL = 0, (3.29)

AgXQAO - AgXQAQ AgXQE + AgXQAl - XO

ET X0 Ay + AT Xy Ay — X, XA - ETXE | AT (3:30)
2412 1 2410 0 1 2417 2

Théoréme 17. [11)
Le modeéle (3.17) est asymptotiquement stable s’il existe des matrices hermitiennes Xo, X1, et

Xy telles que les LMI’s suivantes sont faisables.

X7 >0,X5 >0, (331)
(Al — E)TXl (AQ + AQ) + (AQ + Ao)TXl (Al — E) =0 (332)

AgXQAO + AgXQAQ —A{XQAQ — AgXQE + X()

-0, X=X" (3.33)
—ATX,A; — ETX5A0 + X ETX,A; + ATX,E

5 Stabilité des systemes bidimensionnels fractionnaires

Dans ce qui suit, nous allons nous intéresser a la stabilité d’une nouvelle classe de systemes

2D introduite dans [7] et décrite sous la formulation suivante,

(o7

%x(t,z’ + 1) = Apx(t,i) + Arz(t,i + 1) + Bu(t, ). (3.34)
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y(t,i) = Ca(t,i) + Du(t, q). (3.35)

o, 0 < a < 1,t e Reti € Z, =0,1,2,... z(t,i) € R",y(t,7) € RP et u(t,i) € R™ sont
respectivement les vecteurs d’états, d’entrées et de sorties ; les matrices Ay, A; € R®, B € R™™,
C eRP™et D e RPX™ .

z(t,0) € R™ pour tous t € R et 2(0,47) € R™ pour tous ¢ € Z sont les conditions aux limites.
Nous supposons que la variable continue ¢ et la variable discrete ¢ sont indépendantes.

Issue de [IT], des extensions et des résultats dérivées et des caractérisations ont été établisses.
Nous développons dans ce qui suit des résultats et nouveaux tests de stabilité pour cette classe
de modeles.

Nous supposons que le systeme est sans controle c-a-d : u =0

Et nous obtenons :

[e7

%m(t,i + 1) = Aoz (t,7) + Ajx(t,i + 1). (3.36)
Le polynome caractéristique du systeme ((3.36)) est défini comme suit :

B(s%, z) = det[s"z1l, — Ay — zA4] (3.37)

Définition 5.1. [11] Le modéle 2D continu-discret est asymptotiquement stable si la
réponse d’entrée initiale est nulle (i.e. u(t,k) = 0 pour t > 0, k > 0) avec toutes les condi-
tions auz limites satisfaisant sup, z(t,0) < 00, supez, #(0,k) < 0o converges vers zéro,i.e.
limy k00 |2(2, k)| = 0

Théoréme 18. Le systéme 2D continu-discret (3.36]) est asymptotiquement stable si et seule-
ment si B(s%, z) # 0 pour tous (s%, z) vérifiant, R(s*) > 0 et |z] < 1.

Notons que cette condition peuvent étre soumise sous la formulation suivante en se basant
de [19] et de [15] 16} 17],

Théoréme 19. Le systéeme 2D continu-discret (3.36]) est asymptotiquement stable si et seule-

ment st
B(s%,0) # 0, pour, R(s*) > 0. (3.38)
et
B((jw)*, z) #0, pour,w € R, |z] < 1. (3.39)
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on réécrit la condition ([3.39) sous la forme suivante,

B((jw)*,2) #0 = det|(jw)*2I, — Ay — zA1],
= det[z((jw)*I, — A1) — Ag] # 0, (3.40)

et si on pose, (jw)*l, — A} = A.

on obtient,
det[zA — Ag] # 0. (3.41)

Nous dérivons maintenant une condition LMI pour le modele du type (3.36]).

Théoréme 20. Le modeéle (3.36]) est asymptotiquement stable s’il existe des matrices hermi-

tiennes Xy et Xy telles que LMI suivante soit réalisable,

Xo =0, X = 0. (3.42)

A6X2AO - ATXQAl XQAl + AIXQ + XO

=0 (3.43)
- X - X5
De plus,
T g< D<a<1) (3.44)
200 = T 2a’ ‘ '
avec, § = Arg(s).
Démonstration. La condition (3.39) se réduit a :
det[zA — Ag] # 0, pour,w € R, |2] < 1. (3.45)
ce qui mene a LMI suivante,

On remplace maintenant A par sa valeur dans ([3.46)), il s’ensuit alors ;

ASXQAO — [((—]w)o‘[n — AT)XQ((jw)aIn — Al)] = 0. (347)
Donc LMI (3.47)) devient ;
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5. STABILITE DES SYSTEMES BIDIMENSIONNELS FRACTIONNAIRES

ASXZAO - [(-jW)an(jW)a - (—jW)aXQAl - ATXQ(](JJ)OC + ATXQAl] > 0. (348)

En posant w® = ¢ on obtient,

P(¢) = —¢* Xy + ¢[(—7)* Xa A1 + ()AL Xo] + A5 X5 Ag — AT X5 A1 > 0. (3.49)

ou;

P() = ASXQAO — ATXQAl
Py = (—7)* XoA1 + () A1 Xz (3.50)
Py = —X,.

Nous remarquons que, Py = P,. Alors, en appliquant le théoréme [I3] il s’ensuit ;

Py, (P +jaX)/2
(P —j*X)/2 P,

] =0, pour X*=X. (3.51)

pour une certaine matrice hermitienne X. Définissons maintenant une nouvelle matrice her-

mitienne X via la relation X = 2Xy+ (—1)*X5A; + A} X>, on obtient la condition équivalente ;

AsXoAg — AT X0 AT JY(—1)“ XA, + AT X + X
020‘121][()21 142 o] . 0. (3.52)
J4(=Xo) —Xo
En appliquant le lemme {4} et on prend :
I, 0
M = diag([I,,7%I,]) = . (3.53)
0 j*I,
pour obtenir LMI (3.43)).
D’une autre part, et a partir de la condition (3.38)) nous avons :
B(s%,0) # 0 = det[—Ap] # 0, pour, R(s*) > 0. (3.54)

nous avons s € C on pose donc;
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CHAPITRE 3. STABILITE DES SYSTEMES BIDIMENSIONNELS PAR L’APPROCHE
LMIS

s* = R” cos(al) + jR" sin(ab) (3.55)

avec, R = |s| et, 8 = Arg(s).

R(s*) = R* cos(ab) (3.56)

R(s*) = R*cos(af) <0 = cos(ab) <0,
3
= g < (af) < 57 (3.57)
7r 3T
— <9< —,(0 1
= 55 S0 a,( <a<l)
[l

Exemple 5.1. Considérons le systeme linéaire (3.36) , ot les matrices Ay, As sont définies

comme suit :

et la matrice Ay est donnée par :

2:

—3.2405 2.3058
1 -1

En utilisant le solveur "SEDUMI”, LMI (3.43) est réalisable et les matrices X; sont :

[ 02214 0.1909
0.1909 0.2518

et,

X2:

—0.1835 0.2111
0.2111 0.8989

Alors, le systeme (3.36|) est asymptotiquement stable.

Dans ce chapitre nous avons dérivé des conditions suffisantes pour la stabilité asymptotique
d’une certaine classe de systemes 2D fractionnaires linéaires a temps continu-discret, et nous
avons développé un nouveau test en terme des Inégalités Matricielles Linéaires (LMIs). Ces

conditions sont suffisantes, et les LMIs trouvées sont de dimensions réduites.
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Chapitre

Discrétisation et Influence

Dans ce chapitre on veut étudier comment et quand le pas de discrétisation peut influencer
sur la stabilité asymptotique des systemes une fois discrétisés. Nous donnerons des conditions
pour laquelle la stabilité est préservée, pour cela nous nous basons sur 7, [14] et sur le théoréeme
et le lemme 5| pour la suite du travail.

Théoréme 21. [12] Soit A € RY" et s; pour i = 1,n les valeurs propres de la matrice A. Soit
f une application définie sur R. Les valeurs f(s;) sont bien définies ot o4 = (81, Sa, ..., Sp) est

le spectre de la matrice A, soit alors les f(s;) sont finis et sont les valeurs propres de la matrice
f(A),i=Tn.

Lemme 5. [12] Soit lapplication suivante :

Fi Ry R (4.1)

H— f(H)=H+1,

et soit les matrices A, B € R™™ vérifiant A = B+ 1,,. Notons que s; sont les valeurs propres de
la matrice B et \; sont les valeurs propres de la matrice A. Donc, f(s;) sont les valeurs propres
de la matrice f(B). D’ou, f(s;) = s; + 1 sont les valeurs propres de la matrice B+ I, = A,
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CHAPITRE 4. DISCRETISATION ET INFLUENCE

1 Positivité et stabilité asymptotique d’un systeme 2D

fractionnaire linéaire a temps continu-discret

Considérons le systeme linéaire 2D fractionnaire a temps continu-discret introduit dans [7]
et défini par les équations d’états suivantes,

dz(t,i+1)

o = Aox(t,i) + Ajx(t,i + 1) + Bu(t, 1) (4.2)

y(t,i) = Cx(t,i) + Du(t, 1) (4.3)

pour 0 < a < 1, t € Reti € Z, = {0,1,2,...}, x(t,i) € R", u(t,i) € R™, y(t,i) € R?
sont respectivement les vecteurs d’états, d’entrées et de sorties, et les matrices Ay, A; € R™*",
B e R™™ (' € RP*™ et C' € RP*™. Les états x(t,0) € R” pour tout t € R et 2(0,7) € R" pour
tout ¢« € Z, sont les conditions initiales. Notons que la dérivation fractionnaire de 1’équation
est définie au sens de Caputo, i.e.,

dox(t,i+1)
dte

Nous supposons que la variable continue ¢ et la variable discrete ¢ sont indépendantes.

= D% (t,i +1) =5 Dx(t,i+1) (4.4)

1.1 Solution du systeme

Comme le montre [20], la solution du systeme (4.2)-(4.3) avec les conditions aux limites

x(t,0) € R" pour t € R, et 2(0,7) € R" 2 pour ¢ € Z, sont données par I’équation suivante,

Th.i t
x(t, 1) =To,2(t,0) +Z ", — )k 1y (1, 0)dr

N ii T lt’m 0.1) (4.5)
['(ka + 1 ’
k=0 =0
o~ Tri 1B [
+ r[kk: + 11 / (t =), Ddr
k=0 1=0

1.2 Positivité d’un systeme a temps continu-discret linéaire frac-
tionnaire 2D.
Sur la base de [7, [14], nous rappelons quelques définitions et résultats qui garantissent la
positivité.
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1. POSITIVITE ET STABILITE ASYMPTOTIQUE D’UN SYSTEME 2D
FRACTIONNAIRE LINEAIRE A TEMPS CONTINU-DISCRET

Définition 1.1. [T]] Le systéme temporel continu-discret 2D fractionnaire (4.2)-(4.3) est dit
positif si x(t,i) € R, pour toutes les conditions aux limites x(t,0) € R},

t e Ry et x(0,i) € R, i € Zy et toutes les entrées u(t,i) € R}, t € Ry, i € Z,.

Les conditions de positivité pour le systeme a temps discret continu 2D (4.2)-(4.3) ont été

introduites par [7] comme indiqué dans le théoréme suivant.
Théoréme 22. [7/
Le systeme (4.2))-(4.3)) est positif si et seulement si :

1. Ag e RY™, BeRY™, C e RE™, D e RE™.

2. Ay une matrice de Metzler.

1.3 Stabilité asymptotique d’un systéeme temporel continu-discret

linéaire fractionnaire 2D

Les conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité de tels systemes ont été dérivées
dans [I5] [16] 7] en termes de polynomes caractéristiques. Nous appuyons ici sur les idées de

base car elles seront utiles par la suite.

Définition 1.2. [T]] Le systéme a temps fractionnaire continu-discret positif (4.2)) est appelé
asymptotiquement stable si pour toutes les conditions aux limites bornées

x(t,0) € R, t € Ry, x(0,i) € R, i € Z et zéro entrée u(t,i) =0

lim z(t,7) = 0. (4.6)

t,i—00

Le polynome caractéristique du systeme (4.2]) est défini comme suit :
B(s%, z) = det[s*zI,, — Ag — zA4]. (4.7)

Issue de [19], on adapte les résultats au cas fractionnaires,

Théoréme 23. Le systéme a temps continu-discret 2D (4.2)), (4.3) est asymptotiquement stable
si et seulement si B(s%, z) # 0 pour chaque paire (s*,z) tel que
R(s*) > 0,[2] <1,

Théoréme 24. Le systeme temporel continu-discret 2D (4.2)), (4.3)) est asymptotiquement stable

st et seulement si :

B(s*,1) #0. for, R(s*) > 0, (4.8)

B((jw)*,2) #0. for,w € R, |z| < 1. (4.9)
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CHAPITRE 4. DISCRETISATION ET INFLUENCE

En effet, la condition (4.8)) se réduit a :
B(s*, 1) = det[s"1, — M]. (4.10)

avec, M = Ag+ A; et les s® sont les valeurs propres de la matrice M.

Théoreme 25. Le systéme temporel continu-discret 2D (4.2)), (4.3)) est asymptotiquement stable

si el seulement si : N(s*) <0, telle que —5= < arg(s) < 5.

2 Positivité et stabilité asymptotique d’un systeme 2D

fractionnaire linéaire a temps discret

Définition 2.1. [7/
Soit h > 0 le pas de discrétisation, o l'ordre de dérivation fractionnaire vérifiantn—1 < a <n
avec n € Z%.. L’approzimation généralisée de l'opérateur de différentiation fractionnaire est

définie pour tout pas h et tout t = kh avec k € Z7_ par la formule :

k+1

d®z(t) e 1
o = Da(kh) = pgoca(pm(k +1—p)h) (4.11)
o,
o[ @
Calp) = (=1) (4.12)
p
avec,
« 1, si p=0,
( D ) - { a(a—l)(a—;!)...(a—p-l—l) s op> 0. (413)
Il s’ensuit de ’équation que
k+1
D*x(kh) = h™"[x((k + 1)) — ax(kh) + > Colp)z((k + 1 — p)h)] (4.14)
p=2
et
k+1
z((k +1)h) = h*D%(kh) + ox(kh) Zc ((k+1—p)h) (4.15)
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2. POSITIVITE ET STABILITE ASYMPTOTIQUE D'UN SYSTEME 2D
FRACTIONNAIRE LINEAIRE A TEMPS DISCRET

2.1 Discrétisation du systeme 2D linéaire fractionnaire hybride

Les relations et (4.15) peuvent étre étendu aux fonctions 2D, et nous les appliquons

au systeme (4.2)- . Alinsi,

da(t)
o = Da(kh) =h” Zo (k+1—=p)h,i+1) (4.16)
et
k+1
2((k+Dh,i+1) = h*D%x(kh,i + 1) + az(kh,i+ 1) ZC (k+1—p)h,i+1) (4.17)

Dorénavant et par convention, le pas d’échantillonnage h est omis des 2D suites discrétisées,
ie., x(kh,i) = x(k,1), y(kh,i) = y(k,i), u(kh,i) = u(k,i) pour tout k,i € Z,.

Théoréme 26. [7/
Considérons h > 0. Le systeme 2D Linéaire fractionnaire hybride — ou ) < a<1
est discrétisé en un systeme 2D linéaire a temps discret d’ordre fractionnaire o défini par les

équations suivantes :

k+1

Th+1,i41 = Aoﬂﬂk,i + Aﬂk,i - Z Ca(p>xk+lfp,i+l + Bu(k, Z) (4-18)
p=2

y(k,i) = Cx(k,i) + Du(k,1). (4.19)

ou, h > 0,0 < a <1, :4.\0 = h%Ay, 121\1 = h*A; + o, et B = h°B ; avec les conditions aux
limites x(k,0) € R™ pour tout k € Z et x(0,i) € R" pour tout i € Z...

2.2 Solvabilité du systeme bidimensionnel fractionnaire discret

Comme le montre [7], la solution du systeme (4.18)), (4.19)) avec des conditions aux limites
z(k,0) € R™, x(0,7) € R", et k,i € Z, est donnée par,

k k—1
= Z Ty—e—1,i—g—1Bule, f) + [Th-1,-140 — Z Calk — p)T—p,;)2(0,0)
— p=0
i ok
+ Z[Tk—l,i—f—lAl - Z Calk = )T, 4]2(0, f) (4.20)

+2Tkelzf1A0_ZC —€—D Z]I(GO)
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CHAPITRE 4. DISCRETISATION ET INFLUENCE

2.3 Positivité d’un systeme 2D fractionnaire linéaire a temps discret

Dans cette section, nous étudions la positivité d’un systeme a temps discret linéaire frac-

tionnaire bidimensionnel introduit dans [7].

Définition 2.2. [7] Les systémes a temps discret linéaires fractionnaires 2D (4.18)), (4.19) sont
appelés positifs si tous les états et les sorties sont positifs, c’est-a-dire x(k,1) € R, y(k,1) € RE,
k,i € Z, pour toutes conditions aux limites x(k,0) € R}, k € Z, et x(0,7) € R}, i € Z et

toutes les entrées u(k,i) € R}, k,i € Z,.
Théoréme 27. [7]
Les systemes a temps discret linéaires fractionnaires 2D d’ordre o (4.18]), (4.19) sont appelés

positifs si et seulement si les matrices 121\0,121\1 € R™ et Be R,

Théoreme 28. [7]
Considérons h > 0 le pas de discrétisation. Nous supposons que les conditions du théoréme

sont satisfaites. Cepondant, nous avons ['un des cas suivants :

1. Si la matrice Ay est une matrice de Metzler positive, alors le systeme (4.18)), (4.19) reste
positif pour tout le pas d’échantillonnage h > 0.

2. St la matrice Ay est de Metzler non positif, alors le systéeme (4.18)), (4.19) reste positif si

et seulement si

Q@ .
0<h<( ) i=Tn (4.21)
max; |al! |
o, al(-il), pour tout i = 1,n sont les entrées diagonales strictement négatives de la matrice
Ay

o

Q=

Donc nous avons, h € I =)0, ( (l)l) ].

max; |a;;

2.4 Stabilité asymptotique du systeme a temps discret 2D

Définition 2.3. [10]
Les systémes a temps discrets fractionnaires positifs 2D , sont asymptotiquement
stables si pour toutes les conditions auz limites bornées x(k,0) € R, k € Z,, z(0,7) € RY,
i€ Z, et zéro entrée u(k,i) = 0.
k}iiirloox(k, i) = 0. (4.22)
Issue de [20)], il s’ensuit facilement en appliquant le résultat a notre modele, le théoréme

suivant,
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2. POSITIVITE ET STABILITE ASYMPTOTIQUE D'UN SYSTEME 2D
FRACTIONNAIRE LINEAIRE A TEMPS DISCRET

Théoréme 29. Les systémes linéaires en temps discret fractionnaires positifs 2D (4.18)) (4.19)

sont asymptotiquement stables si et seulement si le systéme 1D positif
Tiy1 = gxl o, A=h"M + I, i€Z,, avec M= Aq+ Ay (4.23)
est asymptotiquement stable.

Démonstration. A partir de 1} et pour u = 0, nous avons,

k41
Tpy1i+1 = AoTr; + A1xp; — Z Co(P)Thg1-piit1)- (4.24)
p=2
on a
D Calp) + Cal0) + Ca(1) = = > Calp) =0. (4.25)
p=2 p=0
et
Co(0) =1,C,(1) = —a. (4.26)
d’ou
d Calp)+1—a=> Culp). (4.27)
p=2 p=0
donc,
Y Culp)=a -1 (4.28)
p=2
par suite,
vip = [A=) Calp)Li]z;. (4.29)
p=2
ou encore,
T = [A— (a— 1))z (4.30)
o, A= Ao+ Ay Don le systeme 1} devient :
Tit1 = [ 0 + A1 (OC - ].)ITL]ZEZ (431)
= [haA0+h A1+Oé[ —Oé[ +[] Z; (432)
= [h%(Ag+ A1) + L]z, (4.33)
= [h*M + I,,]z; (4.34)
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Enfin, le systeme (4.23)) est asymptotiquement stable si et seulement si |Z] < 1,

ou z sont les valeurs propres de la matrice A. O

2.5 Positivité du systeme 1D fractionnaire linéaire a temps discret

Théoreme 30. Le systeme {D est appelé positif si et seulement si la matrice A est une

matrice positive.

Démonstration. On a,

A=h"M+ 1,
et
M:A0+A1

Cependant, Ay € R et A; est une matrice de Metzler, ol cela montre que M est une matrice
de Metzler.
On a

A>0 cequiimplique h*M + I, > 0. (4.35)

Nous avons donc 1'un des cas suivants
* Si M est une matrice de Metzler positive alors, A > 0.

* Si M est une matrice de Metzler non positive, on a :

1. Sii#j:a;; =h*m;; >0 car my; > 0et h>0.
2. Sii=7:ay=h%mg+ 1.

Si my;; > 0 ensuite a; > 0

Si m;; < 0 pour certains ¢ = 1,...,n

on a
a;; > 0 (4.36)
ceci implique

ho‘mii 2 -1 (437)

v

h* max(m”) Z hamii —1 (438)
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donc
-1
< —M— (4.39)
maxi(ml-i)
par conséquent
h<( —1 \ (4.40)
T omax; my; )

ol my; sont les entrées diagonales strictement négatives de la matrice de Metzler M.

Dans ce qui suit, nous noterons I =0, (—=L—)a]. O

max; Mg;

3 Influence du pas de discrétisation sur la stabilité asymp-
totique
Lemme 6. Considérons le systeme (4.23))
Tip1 = ZIZ

o1,

A=h"M +1,
En appliquant le théoreme on obtient ;

T=hos"+ 1. (4.41)

ou z et s* sont respectivement les valeurs propres des matrices A et M.

Théoréme 31. Le systéme (4.18)), (4.19)) préserve sa stabilité asymptotique si et seulement si

le pas de discrétisation satisfait la condition suivante,

0 < h < (—2max %’ii‘)

)a, (4.42)

i.e; he Iy =]0,(—2max, 23],

5=
Démonstration. De (4.41) il s’ensuit que le systéme en temps discret (4.23)) est asymptotique-

ment stable si et seulement si
zZ] < 1. (4.43)
ce qui donne,
|h¥s® +1] <1 (4.44)
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CHAPITRE 4. DISCRETISATION ET INFLUENCE

et cela mene a,

|h* R cos(af) + 1 4+ ih“R* sin(af)| < 1, (4.45)

donc,
h*R* < —2cos(ad), (4.46)

par conséquent,

he < _2%11(0‘8), (4.47)

alors,
0<h< msm(%cf‘sa))é. (4.48)
I est bien connu que min(—A) = — max(A), il en découle alors (4.42)). O

Théoréme 32. Le systeme (4.18]), (4.19) préserve sa positivité et sa stabilité asymptotique si
et seulement si le pas de discrétisation h > 0 satisfait le théoreme 28, Donc, nous avons deuz

cas :
1. Si la matrice Ay est une matrice de Metzler positif, alors h € I.

2. Si la matrice Ay est de Metzler non positif, donc h € Iy N Iy N I3.

4 Exemple numérique

Dans cette section, nous présentons une simulation numérique pour illustrer les résultats
théoriques obtenus dans les sections précédentes.
Considérons le systeme (4.2)), (4.3)) avec les matrices Ay, A; suivantes

41],A1:[_6 2]. (4.49)
15 0 —7

Les matrices Ay et A; satisfont aux conditions du théoréme [21]

Ay =

La matrice de Metzler M est définie par la relation

—2 3
M= Aot A | ] (4.50)

—2

Ensuite nous avons
I, =]0,0.05]. (4.51)
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et
A=n"M+1, [ b2 3he ] . (4.52)
h® 1—2h”
D’apres la relation on obtient
I, =10,0.25]. (4.53)
On a,
B(s%, z) = det[s® 21, — Ay — zA,] (4.54)

D’apres la relation (4.10]) le polynoéme caractéristique de la matrice M est donné par

42 -3
B(s* 1) =det | © T . (4.55)
—1 542
B(s*,1) = (s%)* +4s5* + 1 (4.56)

Le systeme (4.2)), (4.3]) est asymptotiquement stable car les valeurs propres s{, s§ de la ma-
trice M satisfont R(s$) < 0 (pour i = 1,2) ou

s = —3.73205, s = —0.26898.

D’apres la relation (4.42) on obtient
I3 =]0,4]. (4.57)

Le polynome caractéristique de la matrice A est donné par :

~ Z— (1 —2h)~ —3h”
det[Ely — A = det | © ) (4.58)

—h* Z—(1-—2h)"

Les valeurs propres de la matrice A sont
zZ1 = 1—3.73205h"%, Zy =1 — 0.26898h"
— Pour h =0.02,a0 = 0.5 :

|Z1] = 0.66897 < 1, (4.59)
|Z] = 0.87971 < 1. (4.60)
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le systeme (|4.2)), (4.3)) est asymptotiquement stable.

— Pour h=0.3,a =0.5:

Z| = 1.0440 > 1, (4.61)
%] = 08527 <1 (4.62)

le systeme ([4.2)), (4.3 est instable.

Dans ce chapitre, une classe de systemes bidimensionnels fractionnaires linéaires hybrides po-
sitifs a été considérée. Les conditions nécessaires et suffisantes pour la stabilité asymptotique
de cette classe de systemes ont été établies; une analyse de I'influence du pas de discrétisation
sur la stabilité asymptotique du systeme bidimensionnel fractionnaire linéaire a temps discret
obtenu par la discrétisation d’un systeme bidimensionnel fractionnaire hybride est considérée.
Les conditions nécessaires et suffisantes sont ensuite dérivées et des exemples numériques sont

également donnés pour illustrer ’applicabilité de 'approche proposée.
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Conclusion

Une récente classe de modeles linéaires a deux dynamiques a été considérée dans cette these.
La classe de modeles fractionnaires a de méme fait partie de ce projet de these. Une synthese et
une analyse sur ces deux classes a été considérée. L’analyse de la positivité et de la stabilité de
ce type de modeles a été introduite. L’objectif est d’établir des conditions sur la stabilité pour
le modele discrétisé obtenu par la discrétisation d’un systeme linéaire fractionnaire a temps
continu-discret. Une analyse sur I'influence de la valeur du pas de discrétisation sur la stabilité
asymptotique des systemes linéaires fractionnaires positifs a été dérivée, nous avons cependant,
établis une extension des résultats donné dans [7, 20]. Dans le premier chapitre, nous avons fait
appel a quelques propriétés fondamentales sur la théorie des matrices qui permet de caractériser
un systeme positif, et nous avons exposé quelques notions sur le calcul fractionnaire ; finalement,
nous avons introduit la classe des systemes bidimensionnels linéaires.
Dans le troisieme chapitre, nous avons introduit une nouvelle classe de systemes bidimensionnels
fractionnaires linéaires apparaissant dans [7], et nous avons fait une analyse de la stabilité
asymptotique de cette classe au sens de Lyapunov en se basant sur [I1], 9] cependant des
conditions suffisantes sur la stabilité asymptotique par I’approche LMI ont été dérivées .
Dans le chapitre 4, nous nous sommes intéressés aux conditions de la stabilité asymptotique

qui est une extension des résultats introduite dans [20].

Perspectives

Comme perspectives, nous pouvons étudier la controlabilité et ’observabilité de cette classe
de systemes, et extraire les résultats concernant l'influence du pas de discrétisation sur la

controlabilité et I'observabilité, toujours dans la classe a plusieurs directions.
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Annexe

Transformée de Laplace a une dimension

Définition 4.1. [/3] La transformée de Laplace d’une fonction f (éventuellement généralisée,
telle que la 7 fonction de Dirac ”) d’une variable réelle t, a support positif, est la fonction F
de la variable complexe p, définie par :
+o0
Fo) = LG = [ enrio (1.63)

o0+

Plus précisément, cette formule est valide lorsque :
1. R(p) > «, ot « est l'abscisse de convergence (définie plus bas), —o0o < a < +00.

2. et f est une fonction localement intégrable a support positif, ¢’est-a-dire nulle en dehors

de lintervalle [0, +ool.

Transformée de Laplace a deux dimensions

Les propriétés fondamentales de l'intégrale de Laplace a deux dimensions présentent de
nombreux points communs avec celles de 'intégrale a une dimension. D’autre part, 'intégrale
de Laplace a deux dimensions, autant que le calcul opérationnel a deux variables, possedent
de nombreux traits spécifiques que 'on ne retrouve pas dans le cas unidimensionnel. Dans
cette section, nous allons considéré une intégrale de Laplace a deux dimensions en énongant ses

propriétés fondamentales.
Définition 4.2. [[3] On définit la transformée de Laplace a deux dimensions comme suit,
fp,q) = / / e P f (@, y)dedy. (4.64)
o Jo
ou, p= o0 +iu, ¢ =T+ 10 sont des parameéetres complexes.
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Définition 4.3. [[7]

L’intégrale [4.64] est absolument convergente si existe la limite,

a b a b
in [ [l relddy = [ [ eyl @)
0 0 0 0

a—00,b—00

ou, Rp =0, Rg=1

Propriétés de ’intégrale de Laplace a deux dimensions

1. La définition de l'intégrale (4.64) entraine aussitot les propriétés suivantes :

1
Lyqf(ox, By) = @F(g, %), (4.66)
Lp,qe_ax_ﬁyf(xa y) = F(p +a,q+ 5), (4.67)

ou « et B sont des nombres complexes quelconques. Dans les deux cas p et ¢ sont choisis

tels que l'intégrale de Laplace converge.

2. Le produit de convolution de deux fonctions se définit comme suit :

F(e.y) = fula,y) = folo,y) = /0 ' /0 ChEm e — &y —ndedy  (4.68)

3. Silintégrale (4.64)) est absolument convergente, la propriété fondamentale du produit de

convolution a lieu, i.e.,

Lypgfi(z,y) Lypgfa(z,y) = Ly of (2,9) (4.69)

Inversion de l’intégrale de Laplace a deux dimensions

Théoreme 33. [23, [/3, [/7] Supposons qu’une fonction f(x,y) posséde des dérivées partielles
premiéres f,(z,y) et f,(v,y) et une dérivée partielle seconde mizte ngQy) (x,y) et qu’ezistent des

constantes positives Q, ki et ky telles que pour tous les x €]0, +oolet y €]0, +o00] l'on ait,
[f(2,y)] < QeMreter, |15 (@, y)| < Qefeth (4.70)
Si,
Fo = [ [ e it g)dody (.71)
o Jo
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alors,
otiwy  priws
f(@.y) :wleg,rgwoo 27m o—iwr /T iws eHUE (2, y)dqdp. (4.72)
o1,
otico  prico
fl@y) =15 /O_ /T "W (2, y)dqdp. (4.73)

ou, 0 > ki, 7> ko

Transformée en 7Z a une dimension

Définition 4.4. [/3] la transformation en Z est une application qui transforme une suite (s(n))

(définie sur les entiers) en une fonction S d’une variable compleze nommée z, telle que :

S(z)=Z{s(n)} = Z )2 ", ZG{Z€C|Zs(n)z_” converge} (4.74)

Sin <0, s(n) =0, on parle de signal causal. Inversement, sin > 0, s(n) = 0, on parle de

signal anti-causal.

Transformation en Z inverse
[43] La transformée en Z inverse est donnée par :

z(n) = Z7HX(2) =5 f{ X(2)2" dz (4.75)

ou C est un chemin fermé parcouru dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre et apparte-

nant entierement au domaine de convergence.

Transformée en 7Z a deux dimensions

Définition 4.5. [/3]
On consideére les deux variables Z, et Z,. La valeur de la transformée en Z d’une échantillon

d’amplitude f(m,n) situé en un point de coordonnées m et n est alors,
[(Ze, 2y) = f(m,n)Z, " Z" (4.76)
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Dans le cas d ?une fonction échantillonnée définie sur tout le plan, la transformée s’obtient par

sommation
f(Zs, Zy) E E flm,n)Z,; ™2™ (4.77)
m=—0o0 N=—00
elle est définie dans un domaine ou la somme converge, en général une couronne contenant le

tore “produit”.

Remarque 4.1. Si Z, = Z, = 1 de rayon un sur ce domaine, elle prend la forme d’une

transformée de Fourier

Z men /A (4.78)

m=—0o0 N=—00

Remarque 4.2. Si la fonction f(x,y) peut s’écrire sous la forme d’un produit
fl@,y) = hz)g(y). (4.79)
la transformée F(Z,, Z,) est séparable

F(Z,, Z,) Z W) Z;™ Z g(y H(Z,)G(Z,). (4.80)

ou H(Z,) et G(Z,) sont les transformées de h(x) et g(y). C’est le produit de deuz transformées
en z mono-dimensionnelles. Notons qu’il peut étre pratique d’utiliser des fonctions séparables

pour lesquelles le calcul des propriétés est facilité.

Propriétés de la transformée en Z bidimensionnelle
Transformée du produit de convolution

[43] On remarque que 'extension au cas bidimensionnel de la propriété de convolution reste

valide, soit la convolution bidimensionnelle,

flx.y) = filz,y) * f2(z,y) = ZZﬁstfzw—sy t) (4.81)

—0o0 —O0

et sa transformée en 7,

F(Z,, Z,) Z Z Z Zfl s, t)falr — s,y =) 2, Z, Y. (4.82)

T—00 Y—00 §—00 t—00

En introduisant artificiellement,
Z.0 7, =7, erSZ vtz ~ SZ_ (4.83)
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I'équation (4.82)) devient,

F(Z,, Z,) ZZZZfl s, t) folx — s,y — 1) 2, HSZ vt z- °Z, t (4.84)

T—00 Y—00 §—00 t—00

le changement de variables,
¥=asy =y—t (4.85)

appliqué a I'équation (4.82)), cela donne,

F(Z,, Z,) ZZZZflstfgxy) Y77 (4.86)

' —o00 y'—o00 s—00 t—00

équation qui se décompose en un produit,

F(Zy, Z,) ZZflxyZ ZyZngst Z;° 7] (4.87)

z'—o0 y' —oo §—00 t—00

F(Zy, Zy) = Fi(Zy, Zy) F5(Zs, Z,) (4.88)

ou Fy(Z,, Z,) et Fy(Z,, Z,) sont les transformées en Z de fi(Z,, Z,) et fo Zy, Zy).

Transformée d’un produit
Soit la donnée d’une fonction qui se décompose en produit de deux fonctions

f(z,y) = g(x,y)h(x,y) (4.89)

a pour la transformée

F(Zy, Z,) ZZ 9(z, )z, y) 2,2, (4.90)

T—00 Y—00

2-D Laplace-Z transformation

Définitions et propriétés de la 2-D s — 7 transformation

Pour les signaux et systemes 2D continus-discrets, on établit les définitions suivantes.

Définition 4.6. [25, []7]

On définit la transformée de Laplace 1D d’un signal 2D continu-discret x(t,n) de la premiére
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variable comme suit,
X(s,n) = / x(t,n)e " dt (4.91)
0
et on note,

X(s,n) = Lz(t,n)] (4.92)

Définition 4.7. [[7] Pour un signal hybride 2-D X (s,n), sa transformée de Laplace 1-D par-

tielle inverse est définie comme suit,

o+100
x(t,n) = / X (s,n)e*ds (4.93)

ot o > 0 est un nombre réel qui est plus grand que la partie réelle de n’importe quelle singularité
de X(s,m). On note la transformée de Laplace 1-D partielle inverse de X (s,n) de la premiére

variable

z(t,n) = L;'[X(s,n)] (4.94)

Définition 4.8. [25, [[7l] La transformée en Z pour un signal 2-D continu-discret z(t,n) de la

second variable est définie comme suit,

X(t,7Z) = f: 2(t,n) 2" (4.95)

n=0

On note la transformation en Z 1D de z(t,n)

X(t,Z) = Zy|a(t,n)] (4.96)

Définition 4.9. [36, (23, [[7] La transformée en Z 1D inverse est définie comme suit,

1
r(tn) = o 74 X(t, 2)2"d (4.97)

On note la transformée en Z 1D inverse de X (t, z),

z(t,n) = 2, [X(t,2)] (4.98)

Définition 4.10. [36, (23, [{7] La 2D Laplace-Z transformée d’un signal 2D continu-discret
x(t,n) est définie par,

X(s,z2) = Z /000 x(n,t)e Stdtz™" (4.99)
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On note la 2D Laplace-Z transformée d’un signal 2-D continu-discret x(t,n)
X(s,2) = L Zy[2(t,n)] (4.100)

Définition 4.11. [36], 25, [/7] La 2D Laplace-Z transformée inverse d’un signal 2-D continu-

discret x(tn) est,

x(t,n) = 2%” ]{/;:r:o x(n,t)e 2" dsdz (4.101)
et on la note,
z(t,n) = (L Z,) '[X(s,2)] (4.102)
Proposition 4.1. [306, (23] Les propriétés suivantes apparaissent dans Xiao, Y
1. Soient X1(s,z) et Xo(s,z) les 2D Laplace-Z transformées des signauz bidimensionnels
z1(t,n) et xo(t,n) respectivement, alors,
LiZ,az,(t,n) + bxa(t,n)] = aXi(s, z) + bXa(s, 2) (4.103)
2. Soit X (s,z) la 2D Laplace-Z transformée du signal bidimensionnel z(t,n), et donc,
LiZ,|x(t,n)] = Z,Li|x(t,n)] (4.104)
3. Soit X (s,z) la 2D Laplace-Z transformée du signal bidimensionnel x(t,n), alors,
(LiZy) Ha(t,n)] = (Z, L) Hx(t,n)] (4.105)

4. Soit X(s,z) la 2D Laplace-Z transformée du signal bidimensionnel x(t,n), ainsi,

Ox(t
L7 x(at’ ) X (s, 2) — X(0, 2) (4.106)
5. Soit X(s,2) la 2-D Laplace-Z transformée du signal bidimensionnel x(t,n), et x(t,0) # 0,
alors,
LiZ,x(t,n+1) = 2X(s,2)X(s,0) (4.107)

6. Soit X(s,z) la 2D Laplace-Z transformée du signal bidimensionnel x(t,n), alors,

Oz(t,n+1)

Lz ot

| =s2X(s,2) — sX(s,0) — 2X(0, 2) + 2(0,0) (4.108)

67



Résumé

Analyse de la stabilité d’une certaine classe de systéemes singuliers

fractionnaires

Résumé : Dans ce travail, nous considérons une nouvelle classe de systemes bidimensionnels
fractionnaires linéaires positifs hybrides. Des conditions suffisantes pour la stabilité asympto-
tique de cette classe ont été établies, nous nous basons pour cela sur I'approche LMI. Nous
avons fait une analyse de l'influence du pas de discrétisation sur la stabilité asymptotique
d’un systeme bidimensionnel fractionnaire linéaire discrétisé obtenu par la discrétisation d’un

systeme linéaire bidimensionnel continu-discret.

Mots-Clés. Systemes bidimensionnelles, Systemes hybrides, Systemes fractionnaires, Stabi-

lité asymptotique, Discrétisation, Positivité.

Analysis of the stability of a certain class of fractional singular

systems

Abstract : In this work, we consider a new class of hybrid positive linear fractional two-
dimensional systems. A sufficient conditions for the asymptotic stability of this class have
been introduced, basing on LMI approach. We have made an analysis of the influence of the
discretization step on the asymptotic stability of a two-dimensional linear fractional discretized

system obtained by the discretization of a continuous-discrete two-dimensional linear system.
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Key Words. Bi dimensional systems, fractional systems, hybrid systems, discretization,

Asymptotic stability, Positivity.
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