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Introduction

L’apparition de la théorie de R. Nevanlinna, en 1925, qui représente la théorie
moderne et compléte de la distribution des valeurs d’une fonction méromorphe dans
le plan complexe et qui est considéré comme de rares événements des mathématiques
dans le vingtiéme siécle, a donné des outils trés efficaces pour ’étude de la croissance
et Doscillation des solutions des équations différentielles linéaires et non linéaires
dans le plan complexe. Pour une introduction de cette théorie voir [23, 30]. Des
recherches actives, dans ce sens, ont été déclenchés dans les années 1950’s et 1960’s
par H. Wittich et ses étudiants. En 1968, Whitich [35] a montré que: toutes les

solutions de l’équation différentielle
FO LA () fE Y4+ A (2) f=0 (1)

sont d’ordre fini, si et seulement si, les coefficients Aqg, ..., Ar_1 sont des polyndomes.
Frei [17] a prouvé que: si p est le plus grand indice tel que A, est une fonction entiére
transcendante, alors il existe au plus p solutions linéairement independantes d’ordre
fini. A partir de 1a, il y a deux questions principales qui ont intéressés plusieurs
chercheurs dans ce domaine: 1) Quelles sont les conditions sur les coefficients qui
assurent que toutes les solutions soient d’ordre infini? 2) Dans quelles conditions
existe-il des solutions d’ordre fini dans le cas ou il y a des coefficients fonctions
entiéres transcendantes? Il y a beaucoups d’articles publiés répondant & ces deux
questions, voir a titre d’exemple [5, 6, 7, 8, 9, 18, 22]. D’autre part, pour préciser

bien le taux de la croissance des solutions d’ordre infini, on a introduit les notions



de I’hyper-odre, lordre itératif et [p,q]-ordre. En 1982, La théorie de I'oscillation
complexe des solutions des équations différentielles linéaires dans le plan complexe C
a été introduite la premiére fois par Bank et Laine [3]; ils ont étudié l'oscillation des
équations différentielles de la forme f”4+Af = 0 ou A est une fonction entiére; puis en
1983, ils ont étudié les zéros des solutions méromorphes des équations différentielles
linéaires de second ordre.

Dans cette derniére decennie, plusieurs chercheurs essayent d’étendre les résultats
obtenus dans le plan complexe au disque unité D = {z € C : |z| < 1}, clest a
dire de passer des coefficients entiéres ou méromorphes dans le plan complexe aux
coefficients analytiques ou méromorphes seulement dans le disque unité, voir a titre
d’exemple [12, 16, 20, 21, 24, 25, 26].

Dans ce travail, on s’intéresse a étudier la croissance, la distribution des zéros et
les point fixes des solutions ainsi que leurs dérivées de certaines classes d’équations
différentielles linéaires dans le disque unité, en utilisant les notions de ’exposant de
convegence et [p,ql-ordre.

Cette thése est composée de trois chapitres. Le premier chapitre est consacré
a quelques éléments de la théorie de R. Nevanlinna nécessaires pour notre travail.
Dans le deuxiéme chapitre, on va étudier 'exposant de convergence de f) — ¢ ot
f© = f est une solution non triviale de certaines classes d’équations différentielles
linéaires dont les coefficients sont des fonctions méromorphes dans le disque de I'unité
et ¢ est une fonction de petite croissance devant f, en utilisant une approche sur
le comportement des coefficients au voisinage d’un point sur le disque unité. Le
troisiéme chapitre consiste a étudier I'exposant de convergence de f) — ¢ concernant
d’autres types d’équations différentielles linéaires dans le disque unité en utilisant la
notion [p,q]-ordre. Comme des cas particuliers, si ¢ (z) = z cette étude nous donne
la distribution des points fixes de f@, et si ¢ (2) = a € C — {0}, on en déduit la

distribution des zéros de 'équation & —a = 0.



Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de

R. Nevanlinna

On va citer seulement les éléments nécessaires pour notre travail dans cette thése et

pour plus de détail voir [23, 30].

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

1.1.1 Formule de Jenson

Théoréme 1.1.1 [23, 30] Soit f une fonction méromorphe telles que f(0) # 0, 00
et soit ay,as,.....(resp. by, by, ....) ses zéros (resp. ses poles), chacun étant compté

avec son ordre de multiplicité. Alors

In|f(0)| = iﬂ/o In | f(re') 1d¢+21n——21 Tl

|bj|<r b3 lai|<r

Preuve:
On démontre le théoréme dans le cas ou f n’admet ni zéros ni poles sur le cercle

|z| = r. Considérons la fonction



r?—a;z 2 —bjz
JORFION | e | Brrent

laj|<r Z—G,]) |bj|<rr
On a g # 0,00 dans le disque |z| < 7 et In|g (z)| est une fonction harmonique.

D’aprés la formule de la moyenne, on a

In|g(0)] = —/ln|g re'? ‘dgp (1.1)

D’autre part,

19 (0)] =1/ (0 |H— H%

|<r
d’ou

In|g (0)] = In|f (0 \+Zln——z bL (1.2)
| J

laj|<r 4

i
pour z = re', on a

r?—a;z r? —ajre’? ev (re™ —a;)| .
r(z —ay) oy (ret — a;) N re' — a; N
et — — . . —
r?—bz | | r?—bre | e (re_w — bj) .
r(z —b;) | (reiv — bj) - re'¥ —b; o

Dot |g (re®?)| = | f (re*?)|. De (1.1) et (1.2), on obtient la formule de Jensen.

Définition 1.1.1 Pour tout réel x > 0, on définit

Inz, si x> 1,
In" z = max (Inx,0) =
0,510 <x< 1.

Lemme 1.1.1 On a les inégalitées suivantes

(a)

Inz <Intz.



(b)

InTz <In"y (si 0 < <y).

1
Inz=In"Tz—In" =,
T

(d) X
Inz| =In" 2 +In* —.
x
(e)
In* (H xz> < Zanr T;.
i=1 i=1
(f)
In* (Z a:z> <lIlnn+ erﬁ ;.
i=1 i=1

Preuve:
Montrons (c)-(f).
(c) On a
1 1
Intz—IntT = = max{lnx,O}—max{ln—,O}
x x
= max{lnz,0} —max{—Inz,0}
= max{lnz,0} + min{lnz, 0}
= Inxz.
(d) On a

1 1
In"z+In" = = max{lnz,0} + max {IHE’O}
T
= max{lnz,0} + max{—Inz, 0}
= max{lnz,0} —min{lnz,0}

= |lnz|.



n
(e) Si I_IxZ < 1, alors I'inégalité est triviale.
i=1

Supposons que H x; > 1. Alors
i=1

(i) - o)

< Zln+ z;; d’aprés (a).

=1

(f) On a d’aprés (b) et (e)

n
+ +
. < :
In ( E 1 xz> < In <n 11’I§1?S)§L xl)
1=

< Inn+In" (maX xz>

1<i<n

n
< Inn+ Zln+ T;.
i=1

1.1.2 Fonction a—points

Définition 1.1.2 /23, 30] Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre
complexe a, on désigne par n (t,a, f) le nombre de racines de l’équation f(z) = a
situées dans le disque |z| <t et par n(t,o00, ) le nombre de péles de la fonction f
dans le disque |z| < t. Chaque racine ou pole étant compté un nombre de fois égal G

son ordre de multiplicité. Posons

r

N(r,a,f):N(r,fia) :/n<t7a’f);n(o’a’f)dt—l—n(O,a,f)lnr, a # 0o




et

N (ryo0,f)=N(r, f)= dt +n (0,00, f)Inr.

jn(t,w,f)—n(O,maf)
t
0

N (r,a, f) est appelée fonction a—points de la fonction f dans le disque |z| < r.

1.1.3 Fonction de proximité

Définition 1.1.3 /23, 30] Soit f une fonction méromorphe non constante et a un

nombre complexe. Alors, on définit la fonction de proximité de la fonction f par

2w

1 1 1
m(r,a,f):m(r,m) :%/1n+md§0, CL?éOO

0

et

1

2w
m(r,00, f) =m(r, f) = %/lrﬁ ‘f (re'?)| de.
0

1.1.4 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Définition 1.1.4 /23, 30] On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna

de la fonction [ par

T (r,00, f) =T (r, f) =m(r, [) + N(r, [).

Lemme 1.1.2 /23, 30] Soient f, fi, ..., [ des fonctions méromorphes et a,b, c,d des

constantes complexes telle que ad — cb # 0, alors

(a)
m (T,Zfz> < Zm(r, fi) +1nn.

=1



(f) ) )
T(r,Hﬁ) < T(r,fi),n>1
(e)
T(r, f*)y=nT (r, f),n € N".
(h) e ]
af +
(neE) e 0@ £
(i) Soit
> ai(2) f
R(Z,f): P(Z,f) — ijO

avec a; (), b; (2) coefficients méromorphes. Alors

T(r,R(z[)) =dT(r,f) +5(r, f),

ou d = max {p,q}.

Preuve:



Montrons (e)-(h)

(e) On a
m (7“ Zfl> < Zm(r fi) +Inn
et . .
N(r Zfi> <Y N f)
donc
T (r Zﬁ) = m (nZﬁ) +N (r Zfz)
=1 i=1 i=1
< En:T(T, fi) +Inn.
(f) On a
m (7“ Hfz> < Zm(r fi)
et . .
N ( Hﬁ) <Y N(rf)
donc

(ol el o (1)

< Zm(ﬁfi)‘FZN(?ﬁfi)
< ZT(T,J@-).

(g) On a |f*| = |f|" <1 équivaut a |f| < 1. Si |f] < 1, alors m (r, f™) = 0 et
N (r,f") =nN (r, ). Donc

T(r, f") = N (r, ") = (N (r, f) +m(r, [)) =T (r, f).



Si |f|] > 1, alors

T(r, f*) = m(rf*)+N(r[f")
= nm(r, f)+nN(r, f)

(h) Si ¢ =0, alors

af +b a b
T(T’, d ) = T(?",Ef—i—g
a
d

Si ¢ # 0, alors on écrit

D’ou

af +b\
T<T’—cf+d) =T

Proposition 1.1.1 /23] Soit f une fonction méromorphe avec le développement de

10



Laurent

(e.0)
= Zcizl, cm #0,m € Z.
i=m

Alors ,
In|ep,| = %/0 In|f (rei9)|d9+N(r,f) - N <r,%) :

1.2 Premier théoréme fondamental de R. Nevan-
linna

Théoréme 1.2.1 /23, 30] Soit f une fonction méromorphe non constante et a € C.

Soit le développement de Laurent de f (2) — a autour du point d’origine

:icizi, cm #£0,m € Z.

=m

~.

Alors
T, —a) =T(r, f) —In|cn| + ¢ (r,a),

ol

lo (r,a)] <In"|al + In2.

Preuve 1.2.1 1) Montrons le théoréme pour a = 0. D’aprés Proposition 1.1.1, on

a

2w
lenl = o [ 7 () a0+ 8 )N (7).

D’aprés les propriétés de (1n+) , on obtient

el = g w017 G a0 5 [T g e - ()

retd)|
- ’f>_m<r,%)+N(r,f)—N(“%)

()

11



Donc

T (7“, %) =T (r,f)—1Inl|cy,

avec ¢ (r,0) =0

2) Montrons le théoréme pour a # 0. Posons h = f — a, alors

“(r5) = ()

N(th) = N(T,f—a):N(T,f),

1\ 1
n(n) = mlr=)

de plus

In" || = InT|f—a| <In"|f|+In"|a| +In2.
In*|f| = In"|f—a+a|=In"|h+aq

< In"|h| +1In" |a| + In2.
En intégrant les deux membres de 0 a 2w, on trouve

m (r,h)

IN

m (r, f) +In" |a| +In2.

m(r,f) < m(r,h)+In"|a| +In2.

Posons

o(r,a)=m(r,h) —m(r, f).

Alors
¢|(r,a)| <In"|a| +1n2.

12



D’apres le 1 cas, on a

(i) = () ()
= T (r,h) —In|cpy|

= m(r,h)+ N (r,h) —In|cy|

= m(r,f)+<p(r,a)+N(r,f)—1n|cm|

= T(r.f) —Infen| + ¢ (r,a).

Ainsi
1

T(r.a.f) = T(r. =

=) = T(r.f) = Inlea| + (),

ol

lo (r,a)] <In™|a| + In2.

Remarque 1.2.1 Le premier théoréme fondamental peut étre exprimé comme suit

T(r, )=T(r,f)+O(1)

f—a
pour tout a € C.

Remarque 1.2.2 Le premier théoréme fondamental reste valable aussi dans le disque

unité en prenant 0 < r < 1.

1.3 La croissance d’une fonction méromorphe et
entiére dans le plan complexe

Définition 1.3.1 /23, 30] Soit f une fonction entiére non constante. Alors l’ordre

et ’hyper-ordre de f sont définis respectivement par

log log M
o (f) = limsup oglog M (r, )
r—+4o00 10g’f’

13



et

log log log M
oy (f) = lim sup 2818 108 (r. f)

)
s t00 log r

ou M(r, f) = I|n‘ax |f(2)|. Si f est une fonction méromorphe, alors l'ordre et l’hyper-

ordre de f sont définis respectivement par

logT
o (f) = limsup 8L 1)
r—too  logr

et

. loglog T (r,
o9 (f):llmiup—g ligr< f)

ot T'(r, f) est la fonction caractéristique de f.

On a généralisé cette définition pour l'ordre itératif comme suivant

oo (f) = lim SUPM.
r—too  lOgT

Exemple 1.3.1 La fonction f(z) = exp{exp 2"}, n € N— {0}, est d’ordre o(f) =

oo et d’hyper ordre oa(f) = n.

Lemme 1.3.1 [30] Si f est une fonction méromorphe non constante dans C, alors

o(f®M)=0a(f), k € N—{0}.

Proposition 1.3.1 /23, 30] Soit f une fonction entiére non constante et 0 < r <

R < 0. Alors on a

T(r, ) < log M (1, f) < 3

T(R,f). (1.3)

Remarque 1.3.1 En prenant R = 2r dans (1.3), on déduit que si f est une fonction

entiére non constante alors o, (f) = o (f) pour n > 1.

14



1.4 Type d’une fonction méromorphe et entiére
dans le plan complexe

Définition 1.4.1 [2/, 31] Soit f une fonction méromorphe dans le plan complexe
d’ordre o (f) = 0 (0 < 0 < 00). On définit le type de [ par

7(f) = limsupT (Tg’f)

r—>+00 r

Si f est une fonction entiére d’ordre oy (f) = op (0 < oy < 00), on définit le type
de f par
log M
Ty (f) = lim S.up—Og (r, f)

r——+o00 7"7

Remarque 1.4.1 En générale T (f) n'égale pas Ty (f), comme Uindique 'ezemple

suivant.

Exemple 1.4.1 Pour f(z) = exp{z}, on a T'(r,f) = = et M (r, f) = exp{r}.
Done 7 (f) =% et Ty (f) = 1.

1.5 Exposant de convergence d’une fonction méro-
morphe dans le plan complexe

Définition 1.5.1 [/31] Soit f une fonction méromorphe. On définit l’exposant de

convergence des zéros de la fonction f par

A(f) = limsupM

400 logr

ol

15



n (t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque |z| <t et

I’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

_ log N (7’, %)
A(f) = limsup—————
400 log r

ou

i

f

N(r,%) 0/Tﬁ(t’% ;ﬁ<0’ )dt—l—ﬁ(o,l) log r,

n (t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

|z| <t.

De méme on définit I'exposant n-itératif de convergence des zéros de la fonction

f par
log, N <7“, %)

I

An (f) = limsup

r—+00 lOg r

et des zéro distincts par
_ log, N <r, %)
An (f) = limsup————=.
r—+00 log r

Exemple 1.4.2 Soit f (z) =€ —a, a # 0,00.

Onae*=a<= z=Ina=Inla|+i(arga+ 2km), k €Z

|z] < t:>\/(ln|a|)2+(arga+2k7r)2<t

—\/t? — (Ina)® — arga 2 — (Ina)® — arga
2T

k
= <K< or
1 2 —(Ina)® ¢
= nlt,-|~——~— t—+00
f 7 T
1
= N(r-]|=—=-40(1)
f 7T
= ANf)=1

16



1.6 La croissance d’une fonction méromorphe et
analytique dans le disque unité

Définition 1.6.1 [38, 12] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité
D = {z € C: |z| < 1}. L’ordre et l’hyper-ordre de celte fonction sont définis

respectivement par

L log" T (r, f)
o) =B

et

) log* log™ T (r, f)
:l
72 ) = gt — )

Si f est une fonction analytique dans D, alors l'ordre et I’hyper-ordre de cette fonc-

tion sont définis aussi respectivement par

log® log™ M (r, f)

op (f) = limsup

r—1- - lOg(l - T) ’
) log™ log™ log™ M (r, f)
=1
oz (f) msup A

ot M (r, f) = max|f (2)].

|z|=r
On a généralisé ces définitions comme suivant.

L’ordre n-itératif d’une fonction méromorphe f est défini par

: log,y T (7, f)
On = limsup——+———-~.
<f) r—>1—p_ log(l - T)

Si f est une fonction analytique dans D. Alors 'ordre n-itératif de cette fonction

est défini par

log, 1 M (r, f)
= li e el
o () =m0
Remarque 1.6.1 Si f est analytique dans D, Tsuji [34, p.205] a montré que
o1 (f) Soma(f) <o (f)+1. (1.4)

17



Les inégalités (1.4) sont les meilleures estimations possible dans le sens ou ils
existent des fonctions analytiques g et h telles que o1 (9) = 01 (9) et ouq (h) =
o1 (h) + 1; comme 'indique Exemple 1.6.1 ci-dessous.

De toute évidence, on a
o (f) < oo si et seulement si o (f) < o0.

Exemple 1.6.1 Pour la fonction f(z) = exp W} ,(w>1), onaoy(f) =
—z

p—1 et oy (f) = p. Par contre, pour la fonction f(z) = exp{

11}, on a

o(f)=ou(f)=0.
Exemple 1.6.2 Soit la fonction f(z) = expexp {ﬁ} . Alors
o2 (f) = o2m (f) = 2.

Remarque 1.6.2 En prenant R = 12ﬂ dans (1.8), on déduit que si f une fonction

analytique non constante alors o, (f) = oy (f) pour n > 2.

Proposition 1.6.1 Soit f et g deux fonctions méromorphes. Alors

1.

o(f+g) < max{o(f).o(9)},
o(fg) < max{o(f),o(9)}-

2. Sio(g) <o(f), alors

o(f+g9)=0(fg)=0o(f).
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1.7 Type d’une fonction méromorphe et analy-
tique dans le disque unité

Définition 1.7.1 [2/] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité d’ordre

o(f)=0(0 <0 <o0). On définit le type de f par

7(f) = limsupm =limsup (1 —7r)" T (r, f).

1
r—1-— (E r—1-

Si f est une fonction analytique dans le disque unité d’ordre oy (f) = opr (0 < oy < 00),

on définit le type de f par

7u (f) =limsup (1 — r)" log M (r, f) .

r—1-

De méme, on peut généraliser par la fagon suivante: Si f est une fonction méro-

morphe dans le disque unité d’ordre itératif fini o, (f) = 0 (0 < 0 < 00), alors

Tn (f) = lim sup (1 - T)U lOgn,1 T (7“, f) :

r—1-

Si f est une fonction analytique dans le disque unité d’ordre oy (f) = opr (0 < oy < 00),

on a

To (f) = limsup (1 — )" log, M (r, f).

r—1-

Remarque 1.7.1 En utilisant (1.3) avec R = %”, on déduit que si f une fonction

analytique non constante alors T, () = Ty (f) pour n > 3.

Définition 1.7.2 [11] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité et

T f)

hm sup—————— = a
e T log(1 1)

Sia < 0o, on dit que [ est de degré fini a (ou non admissible); et si a = oo on dit

que f est de degré infini (ou admissible).
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Définition 1.7.3 [11] Soit f une fonction analytique dans le disque unité et

r—1- 1Og(1 - T)

S1 b < oo, on dit que [ est de degré fini b; et si b = oo on dit que f est de degré

1.8 Exposant de convergence d’une fonction méro-
morphe dans le disque unité

Définition 1.8.1 [25] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité . On
définit ’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros de la fonction f re-

spectivement par

log N (7’, %)
A = limsup———=
(f) r—»l—p_ 10g<1 - T‘)

loglog N (r, %)
A =i
2 (f) 1712?1_’113 _ lOg(l _ T)

l . " Tl(t,%) —TL(O,%) l
N(r,f) _/o ; dt+n(r,f)log7"

tel que n(t, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque

ou

|z] <.

Définition 1.8.2 [25] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité . On
définit [’exposant et [’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction
f respectivement par

_ log N (r, %)

A(f) = limsup————

1
r—1— og 1—r

_ loglog N (7‘, %)
A =i
) = g1 )
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f

tel que n(t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le

— l . Tﬁ(ta %) _ﬁ(oa %) _ l
N(r,f) —/0 dt +n(r, =) logr

disque |z| <.

Définition 1.8.3 Soit f une fonction méromorphre dans D. L’exposant de conver-

gence n-itératif des zéros d’une fonction f est définis par

log, N (r, %)
A = limsup————%
(f) r—>l—p - log(l - T)

L’exposant de convergence n-itératif des zéros distincts d’une fonction f est défini

par

_ log,, N (r, %)
A =1l - 7
(f) = lim sup—3 03—

1.9 Mesure linéaire et logarithmique

Définition 1.9.1 /23, 30] La mesure linéaire d’un ensemble E C [0, +00] est définie

par

m (E) = / xi (1) t,

ot X (1) est la fonction caractéristique de l’ensemble E et la mesure logarithmique

d’un ensemble F' C [1,4o00[ est définie par

“+oo

Lm (F) = /XFT“)dt.
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Exemple 1.4.1 La mesure linéaire de ’ensemble F = [1,2] C [0, 00| est

+o0

0

m(E) = [0t =

La mesure logarithmique de I'ensemble F' = [e, e?] C [1, +oo| est

—+00

Xr (t>

Lm(F):/ t

1

-]

Définition 1.9.2 [2/] La mesure logarithmique d’un ensemble F* C [0, 1] est définie

par

Exemple 1.9.1 La mesure logarithmique de l’ensemble F' = [

alm(F) =log?

5.

Im (F) :/1

22
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Chapitre 2

Croissance et 1’oscillation des
solutions de certaines classes
d’équations différentielles linéaires

dans le disque de 'unité

2.1 Introduction et résultats

Plusieurs auteurs ont étudié I’équation différentielle linéaire suivantes
f"+AR) e f + B(2)e*f =0, (2.1)

ou A(z) et B(z) sont des fonctions entiéres, voir [1, 13, 14, 19]. Récemment dans

[20], Hamouda a étudié I’équation différentielle linéaire

a b
FrrA)eo=2)" o Byel—2)"f =,
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ou A (z) et B(z) # 0 sont des fonctions analytiques dans le disque unité en utilisant
le comportement des coefficients au voisinage d’un point sur la frontiére de disque

unité. Puis dans [21], Hamouda a montré les résultats suivants.

Théoréme 2.1.1 [21] Soient Ay (z2),..., Ax—1 (2) des fonctions méromorphes dans

le disque unité D. S’il existe wy € D et une courbe v C D tendant vers wq tel que

k-1
X; |4; (2)] +1
lim ——

2—wo |A0 <2)| (1 - |Z|)

7 =0,

avec z € 7y, pour tout p > 0. Alors chaque solution méromorphe f(z) Z 0 de

I’équation différentielle
FE 4 Ay (2) fE D L+ AL(2) f Ao (2) f =0, (2.2)

est d’ordre infinie.

Théoréme 2.1.2 [21] Soient Ay (2), ..., Ax—1(2) des fonctions méromorphes dans

le disque unité D. S’il existe wyg € 0D et une courbe v C D tendant vers wq tel que

k—1

> 14, () +1 )
lim 2= exp,, {—} =0, avec z € 7,
smwo A (2)] (1—1z])"

oun > 1 un entier, (exp; (z) = exp (2), exp,. (z) = exp {exp, (2)}), et A >0, pu >
0 des constantes réelles, alors chaque solution méromorphe f(z) #Z 0 de l’équation

différentielle (2.2) satisfait o, (f) = o0, et opi1 (f) > .

Remarque 2.1.1 Théoréeme 2.1.1 et Théoréeme 2.1.2 restent valables si au lieu de
prendre une courbe qui tend vers un point sur la frontiére du disque unité D, on
prend, d’une maniére générale, un sous-ensemble I' de D tel que [’ensemble I'y =
{|z] : 2 € T} est de mesure logarithmique infini, qui est [ {2~ = +oo.

o
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Dans [36], Xu, Tu et Zheng ont montré les résultats suivants.

Théoréme 2.1.3 [36] Soient A; (z) j=0,1,...,k—1 des fonctions entiéres d’ordre
fint satisfaisant l'une des deuzx conditions suivantes:
(i) max{o (A;) : j=1,2,...,k — 1} < 0 (Ay) < o0;
(i) 0 < 0 (Apq) = ... =0 (Ag) < o0 et max{r(A4;):j=12,..,k—1} =711 <
T(Ag) = 7.

Alors pour chaque solution f # 0 de (2.2) et pour toute fonction p(z) # 0

satisfaisant oo (p) < 0 (Ao), on a

(- =X(f'—) =X =) =X (fP —¢)=02(f) =0 (4) (ieN).

Théoréme 2.1.4 [36] Soient A; (2) j=1,2,....,k — 1 des polynomes et Ay (z) une
fonction entiére transcendente. Aalors chaque solution f # 0 de (2.2) et pour toute
fonction entiére ¢ (z) d’ordre fini, on a

()A(f =) =Af—¢)=0(f) =o0;

(@) XN(fO —@)=X(fD—¢)=0(fD—¢) =00 (i>1,i€N).

Théoréme 2.1.5 [36] Soient A;(z) j =0,1,...,k — 1 des fonctions méromorphes

m(r,Ap)
T(r,Ao)

satisfaisant max{o (A;): j =1,2,...k — 1} < 0 (Ap) et d (00, Ag) = 1im+inf >
0. Alors, pour chaque solution méromorphe f % 0 de l’équation (2.2) et pour toute

fonction méromorphe ¢ (z) # 0 satisfaisant o5 (¢) < 0 (Ap), on a

2 (FD =) = A (fO — ) > 0(4) (i€N), on fO = f.

Dans ce chapitre, on étudiera la croissance et I'exposant de convergence de f() —¢
telle que f est une solution de l'equation (2.2) avec des coefficients méromorphes
dans le disque unité et vérifiant des conditions similaires aux ceux du Théoréme

2.1.1 et Théoréme 2.1.2. En fait, on établit les résultats suivants.

Théoréme 2.1.6 [39] Soient Ay (2), ..., Ax—1 (2) des fonctions meromorphes d’ordre

finie dans le disque unité D. S’il existe un sous-ensemble I' de D tel que I’ensemble
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Lo = {|z] : z € T} est de mesure logarithmique infini et que pour toute constante

réelle p >0 on a
k=1
> 14, ()] + 1
lim —2—

st T I (1 - 2D

n =0 (2.3)

alors pour chaque solution méromorphe f £ 0 de (2.2) et pour toute fonction mero-

morphe ¢ (2) Z 0 d’ordre fini dans le disque unité D, on a

M=) =29 -0) = A (19 —9) =a(f) =00 (i€N).  (24)

Corollaire 2.1.1 [39] Soient Ay (2) # 0, ..., Ax_1 (2) des fonctions analytiques d’ordre
zéro dans le disque unité telle que Ay, ...Ax_1 sont de degré fini et Ag est de degré in-
fini. Alors pour chaque solution f (z) £ 0 de (2.2) et pour toute fonction analytique
v (z) # 0 d’ordre fini dans le disque unité D, on a

M=) =20 —)=A(fP—¢)=0(f)=0 (i€N).

Corollaire 2.1.2 Soient Ay (2) , ..., Ax—1(2) des fonctions meromorphes d’ordre fini
dans le disque unité D . S’il existe wy € 0D et une courbe v C D tendu vers wy

telle que pour toute constante réelle ;> 0 on a

E—1
> 14,2 +1
lim ——

2—wo |AO (Z)‘ (1 - ’ZDH

=0, avec z € 7,

alors pour chaque solution méromorphe f % 0 de (2.2) et pour toute fonction méro-

morphe ¢ (2) #Z 0 d’ordre fini dans le disque unité D, on a

M=) =27 —¢) =2V —p)=0(f) =0 (i€N).
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En effet, pour la courbe v C D, 'ensemble {|z| : z € v} est de mesure logarith-

mique infini, qui est [ 1dT’"T = +00.
v

Théoréme 2.1.7 [39] Soient Ay (2), ..., Ax_1(2) des fonctions méromorphes dans
le disque unité D avec o, (A;) < oco. S’il existe un sous-ensemble I' de D tel que

Uensemble Ty = {|z| : z € '} est de mesure logarithmique infini et

k—1
5 145 (2)]+1 ,
e A . { ) = 29

otvn > 1 est un entier, (exp; (z) = exp(z), exp,, (z) = exp {exp, (2)}), et B >
0, u > 0 sont des constants réels , alors pour chaque solution méromorphe f #
0 de (2.2) et pour toute fonction meromorphe ¢ (z) # 0 dans le disque unité D

satisfaisant 0,11 (v) < W@, on a

A1 (f =) :m(f(i)_QD) = At (f(i) —80) =0omns1 (f) 21 (i €N). (2.6)

Corollaire 2.1.3 Soient Ay (2) , ..., Ax—1 (2) des fonctions méromorphes dans le disque
unité D avec o, (A;) < oo. S’il existe wyg € 0D et une courbe v C D tendu vers wy

telle que
k

-1
|A; (2)|+ 1
lim =1 j b

exp,y ——zu ¢ = 0, avec z € v,
=m0 A (2)] {(1 - Iz\)“}

oun > 1 est un entier, 5 > 0, p > 0 sont des constants réels, alors pour chaque

solution méromorphe f # 0 de (2.2) et pour toute fonction meromorphe ¢ (2) # 0

dans le disque unité D satisfaisant 0,1 (@) < p, on a

Mt (fF=0) = X1 (FP =) = X1 (fP —9) =0pa (f) 21 (i €N).

Corollaire 2.1.4 [39] Soient Ay (2), ..., Ax—1(2) des fonctions méromorphes dans

D avec 0, (A;) < co. Sl existe un sous-ensemble I' de D tel que l’ensemble I'y =
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{|z] : 2 € T'} est de mesure logarithmique infini et pour z € T, on a

40 (9)] > exp, {ﬁ} (2.7

et

|4 (2)] < exp, {ﬁ} (2.8)

oun > 1 est un entier, 0 < [ < a, pu > 0 sont des constants réels, alors pour chaque
solution méromorphe f # 0 de (2.2) et pour toute fonction méromorphe ¢ (2) # 0

dans le disque unité D satisfaisant 0,1 (@) < p, on a

Mt (=) = 2ot (P =) = dit (P9 = 9) = ra () 2 4 (i €N).

Corollaire 2.1.5 [39] Soient Ay (z) £ 0, ..., Ax_1 (2) des fonctions analytique dans
le disque unité o, (Aj) < co. Supposons que a > 1 est un constant réel, a et wy
sont des nombres complexes tel que a # 0, |wo| = 1. Si Ay (2), ..., Ax_1 (2) sont
analytiques en wy alors pour chaque solution f(z) #Z 0 de l’équation différentielle

FO A () 5D L A (2) f o+ A (2) exp, {L} =0,

(wo — 2)°

et pour toute fonction analytique ¢ (z) # 0 dans le disque unité D satisfaisant

On+1 (gp) <a, ona

Mt (F = 9) =2t (F9 = ) = At (/9 = 9) —0wea (f) 2 (iEN).

Corollaire 2.1.6 Soit A(z) et B(z) # 0 deux fonctions analytique dans le disque
unité.  Supposons que o > 1 est un constant réel, a,b et wy sont des nombres
complezes tels que ab # 0, arga # argb oua =cb (0 <c<1), |2| =1. Si By (2)

et By (z) sont analytiques en wy, alors pour chaque solution f(z) #Z 0 de ’équation
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différentielle

a b
F 4By (2) @0 =2)" ¢y By (2)elwo —2)" F =, (2.9)

et pour toute fonction analytique ¢ (z) % 0 dans le disque unité D satisfaisant

s (p) < a, on a
>\_2(f—90):>\_2(f(i)—90) = Ay (f(i)—so) =oum2(f)>a (ieN).

Remarque 2.1.2 Comme des cas particulier, si ¢ = a € C— {0}, on en déduit la
distribution des zéros de f —a =0 et si o (2) = z on en déduit la distribution des

points fizes de f@.

Exemple 2.1.1 suivant montre que la condition (2.5) du Théoréme 2.1.7 n’exige

pas que 0, (Ao) >0, (4;) (j=1,....k—1).

Exemple 2.1.1 Considérons l’équation différentielle
"+ AL (2) [+ Ao (2) [ =0.

(i) Si A1 (2) = exps{T=}expy {7} et Ag(2) = exps{Z}exp, {7}, alors
04 (A1) = 04(Ag) = 1; et c’est claire que la condition (2.5) est satisfait en prenant
n=3 6=1, u=1 I'={z€ D :argz=0}; et donc o, (f) > 1.

(it) Si A1 (z) = exps {7} exp, {7} et Ao(z) = exps {2} exp, {ZJ%Z}, alors
04 (A1) =1 et 04(Ag) = 0; et c’est claire que la scondition (2.5) est satisfait en

prenantn =3, f =1, p=1, T'={z€ D :argz=0}; et donc o4 (f) > 1.

Maintenant, on donne un exemple pour prouver l’existence des solutions méro-
morphes dans le cas des coefficients méromorphes qui satisfaient les conditions des

Théoréme 2.1.6 et Théoréme 2.1.7.
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Exemple 2.1.2 L’equation différentielle
"+ A4 (2) f'+ Ao (2) f =0,

admet les deux solutions suivantes qui sont linéairement independentes:

he = e {2 b ne = ton {2

1—-=2 z
ot
f_él_f_{/ " f/
Ar(z) = ——F Ao(2) :—f—l—A1 (z)f—l.
ETh 1 1

On note que z = 0 est un pole pour Ag (z) et Ay (z). En prenant
I'= {z €D:argz=0 et |2| > %} = [%, 1) et apres les calculs, on obtient

2

2
A1 ()] = mexp{l——M} (1+0(1)),

2

3
Ao (2)] = mexp{m} (I+o0(1)),

quand |z| — 1~ avec z € I'. 1l est claire que la condition (2.5) est satisfait en prenant

n=1 pu=1, = % Aussi la condition (2.3) est vérifiée pour tout constant p > 0.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 [36] Soit f # 0 une solution de l’équation (2.2). On pose g = f — ¢;

alors g satisfait I’équation

Lemme 2.2.2 [36] On suppose que f # 0 est une solution de (2.2). Posons g; =
f@ — o, (i € N—{0}); alors g; satisfait I’équation
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k i (ke i i - i
gz( b+ Uk—19§ Vg Upgi = — {‘P(k) + UL "D+ + Upe] , (2.11)

Avec oy
(o)

U= () + U - e

Ui, (2.12)
J=0,1,. k=1, U)=A; et U = 1.

Lemme 2.2.3 [16] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité D telle

que fU) n'est pas identiquement nulle. Soientc >0, k> j >0 et d <€ (0,1). Alors,

il existe un ensemble E C [0,1) de mesure logarithmique fini, qui est [ 11de < 00,
E

tel que pour tout z € D wvérifiant |z| ¢ E, On a

< ((1_#“)() max{log %M,T@(Iﬂ),f)})kj,

avec s (|z]) =1 —d (1 —|z]). On a deux cas particulier:

¥ ()

9 (2)

1) si o1(f) =01 <00, alors

1 (k=j)(o1+2+¢)
<|— b
<(i=) el ¢ B

2)sio,(f)=0,<00 (n>2), alors

1 (0'7L+5)
Sexpn—l (1—|Z’) ) ’Z‘¢E

Lemme 2.2.4 [12] Si f et g sont des fonctions méromorphes dans D, n € N—{0},

f(2)

70 (2)

alors on a

() on(f)=0on(3), onla-f)=on(f) (@eC—{0});

(i) o0 (f) = 00 (')

(1ii) max {0, (f +9), o (f-9)} <max{o,(f), on(9)};

(iv) Sion (f) <on(g), alors on (f+9) =0n(g) et on(f-g) =04(9)
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Lemme 2.2.5 Soient Ay (z), ..., Ax—1 (2) des fonctions méromorphes dans le disque
unité D d’ordre n-itératif fini o, (A;) < oo et satisfaisant la condition (2.5). Alors

la, suite {U'} définie par (2.12) satisfait

S Ui ()] +1
im_ Boe 1y
=17 |US ()] XPn { (1-z )u} 0, || ¢ E, (2.13)

ou 0 <e<p.

Preuve. Par induction sur ¢ € N. Pour ¢« = 0, on a UJQ = Aj; ce cas est
évident parce qu'on a (2.5). Pour i =1, on a Ul = A}, + A; — 3—13Aj+1 = A +

A ! .
Ajiy (A,?-ﬂ - j}—) (j=0,1,...k — 1) et A, = 1. Donc

A/
8] 2 100 = ] (|5

A

T4

> (2.14)

et
Ay
Ag

A
03] < byl gl (522 4
j+1

) . (2.15)

D’apres (2.14) et (2.15), on obtient

Al Al
v A+ A (|52 ]+ |2)
< AL ’ (2.16)
Uol ™ o] (1 — A (]42] 4 [4a]) ) '
0 [Ao| \ | A1 A

Posons ¢,, = maxo<;j<x—1 {on (4;)}. Alors d’aprés Lemme 2.2.3, on a

A

J

< exp, {;} | (2.17)

(1= )7

De I’hypothese (2.5), on a

14 (=) {L}_ .
I e P\ Ty ~ % VT b
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qui signifie pour chaque ¢ > 0, il existe 0 < ry < 1 tel que pour tout z € ~ avec

ro < |z =7 <1, 0na

4, 8 i
4o (2)] p"{u—m)“} =

En particulier pour ¢y = 1, on a

< <eXpn {ﬁ})_l (2.18)

Alors, d’apres (2.17) et (2.18), on obtient

_ £ -1
) < (expn {&W}) quand |z| — 17 le long z € T;

et donc on peut prendre

Al ( A
| Aol \| A4

Ap

A (141 ] | 4o
Ay

[ Ao| \[ A

4

Ao

1
) > 5 quand |z| — 17 le long z € I'. (2.19)

En combinant (2.16)-(2.19), on obtient

u;
Ug

A -
< (expn {W}) quand |z| — 17 lelong z € T. (2.20)

Maintenant d’apreés (2.14) on a

L 1
Usl = 14| (1—M(

| Aol

o (2.21)

Aq

Ay

+ AO

))

De la condition (2.5), on a

lim L e { p } 0
XPr\ 7 —opE (=
- [ ()] L= =)
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et par la méme méthode, quand |z| — 17 le long z € T, on obtient

Gl e

En utilisant (2.19) et (2.22) dans (2.21), on obtient

1 s\
o < <expn {(ﬁ—)u}) quand |z] — 17 lelong z € T. (2.23)

2
1 I

(2.20) et (2.23) impliquent que (2.13) est satisfait pour ¢ = 1. Maintenant, on

suppose que (2.13) est satisfait pour i = m; ce qui implique, quand |z| — 1~ le long

on i)
|Uim| : <Xp{uﬁ—ﬁ})

D’apres (2.12), on obtient

z € I, les inégalitées suivantes

v
Us

et

m/
m+1 m m Jj+1 U(;n/
ol < o+ ol (22| + |
et
1 < 1
Um+l - m m/ m/ )
O o (1 o (15 + |42 )

Par la méme méthode utilisé précemmént dans (2.14)-(2.23) et en prennant en con-

sidération o, (U!) < maxo<j<p—1{on (4;)}, on obtient

o = (o= )
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et

| B-s \\"
o] = (eXp"{u— \z|>“}) ’

ce qui implique que (2.13) est satisfait pour i = m + 1. Ce qui termine la preuve.

Lemme 2.2.6 Soient Ay (z),..., Ax_1(z) des fonctions méromorphes, d’ordre fini,
dans le disque unité D et satisfaisant la condition (2.83). Alors, pour tout constant

>0, la suite {UJZ} definie par (2.12) satisfait

k=1
Z |sz (z)| +1
lim !

]_
e=1- UG (2)] (1= |2])
zell

_ =0, || ¢ E. (2.24)

Preuve. Par induction sur i € N. Pour i = 0, on a UJQ = Aj;; ce cas est évident

parce qu’on a (2.3). Pour i = 1, d’aprés ’hypothese (2.3), on a

e .
lim =0, =1,..k 2.25
TR eia-gy* YT 22
et
) 1
lim 7 = 0. (2.26)

- Ao (N1 — T2

(2.25) signifie que pour chaque € > 0, il existe 0 < 79 < 1 tel que pour tout z € ~

avec 19 < |z =r<1lona

14, (2)]
< €p.
[Ao (2)] (1 — |2])"
En particulier pour ¢y = 1, on a
A
14; ()l < (1—|z])" pour tout constant p > 0. (2.27)
4o (2)]
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La méme méthode pour (2.26); on obtient

! < (1—1z))" tout tant > 0 (2.28)
—_— — |Z pour tout constant p . .
4o (2)]

Posant 07 = maxo<;j<x—1 {01 (4,)}. D’aprés Lemme 2.2.3, on a

1

= (=

A_;.
A

J

2| ¢ E. (2.29)

Donc, d’aprés (2.27) et (2.29), on obtient

)< Lol
i

et puisqu’on a pour tout constant p > 0, donc on peut choisir u > o1 + 2 + ¢; alors,

Ao
Ao

|44 (ﬁ

140l \| 4

quand |z| — 1~ le long z € ', on peut prendre

Ap

[Aal (] AL] |40
Ao

Al A

)>%. (2.30)

En combinant (2.27)-(2.30) avec (2.16), on obtient

1
J

< _ I /
oIl S (1 —1z|)"" pour tout constant x> 0. (2.31)

En combinant aussi (2.28)-(2.30) avec (2.21) on obtient

1

— < _ I /
il S (1 —1z|)" pour tout constant x> 0. (2.32)

(2.31) et (2.32) implique que (2.24) est vérifiée pour ¢ = 1. Maintenant, on suppose

que (2.24) est satisfait pour ¢ = m; qui implique quand |z| — 1~ lelong z € ', on a

m
J

< — H
0T | S (1 —1|z))" pour tout constant u > 0
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et

1 p
73 < (1 —1z])" pour tout constant p > 0.
0

Par la méme méthode précédente, on obtient

e ,
}Ujmﬂ| < (1—1z])" pour tout constant p' > 0
0

et

;<(1—||)“' tout constant ' > 0
|U5” +1‘ < z pour tout constant p :

qui implique que (2.24) est satisfait pour i = m + 1. Ce qui acheve la preuve.

Lemme 2.2.7 Soient G # 0,H,;(z) j =0,1,....,k — 1 des fonctions méromorphes

dans le disque unité D. Si f est une solution méromorphe de l’équation différentielle
FO + Hy (2) f5 D+ o+ Hy (2) f + Ho (2) f =G (2),
satisfait max {0, (G),0, (H;); j=0,1,....k —1} < 0, (f), alors

A (f) = A (f) = on (f), (n € N—{0}).

Preuve. Le méme raisonnement de la preuve du Lemme 3.5 dans [10] lorsque

G#0, Hj(z) j=0,1,....,k — 1 sont analytique dans le disque unité D.

Lemme 2.2.8 Soit A(z) une fonctions analytiques dans le disque unité D, p > 1
est une constante réelle, a et wy deux nombres complezes tels que a # 0, |z| = 1.
Soit g(z) = A(z)expn{ﬁ}, meN—-{0}), a=a+if #0, wo— 2z =
Re™, 6, (p) = acos (up)+Bsin (up) , et H={p € [0,27) : 6, () = 0}, (évidemment,
H est de mesure linéaire nulle).

Si A(z) est analytique au point zg, alors pour tout € > 0 donné et pour tout

p € [0,2m)\H, il existe Ry > 0 tel que pour z € D avec 0 < R < Rgy, on a
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(1) sid, (@) >0, alors

e, {128,000 | <@l <o, {0 an et @)
(i) si 6, () <0, alors
e, {(1428,0) 3 | <@l <o, {090 ) @)

Preuve 2.2.1 La méme méthode utilisée dans la preuve du cas particulier n = 1

dans [20, Lemme 2.2].

Remarque 2.2.1 [20] En général, nous pouvons écrire d, (p) = ccos (up + ¢q) ,
o ¢ = a2+ 3% o € 10,27). Par cette formule, il est facile de prouver que si
> 1, 0, () change de signe dans chaque intervalle (@, p,) de mesure linéaire est

égale a .

2.3 Preuve du Théoréme 2.1.6

On suppose f # 0 est une solution méromorphe de (2.2) et ¢ (z) # 0 est une
fonction méromorphe d’ordre fini dans le disque unité D. On montre premiérement
(2.4) pour i = 0, i.e. A\ (f — ) = A (f —¢) = 01 (f) = co. D’apreés [21, Theorem
1] et Remarque 2.1.1, on a 0y (f) = co. Posant g = f — ¢. Puisque 01 (p) < oo,
alors 01 (9) = 01 (f) = oo. Du Lemme 2.2.1, ¢ satisfait (2.10). Posons G (z) =
©®) + A1) 4+ Agp. Si G = 0, alors par [21, Theorem 1] et Remarque
2.1.1, on a o1 (p) = oo, contradiction; donc G # 0. Maintenant, puisque o; (g) =
o1(f) = oo > max{o; (G),01(A,)}, alors les conditions du Lemme 2.2.7 sont
vérifites pour I'équation différentielle (2.10); alors on a A, (9) = A1 (9) = o1 (g).
Donc, on conclut que A (f —¢) = A (f —¢) = o1(f) = co. Maintenant, on
montre (2.4) pour i > 1. Posant g; = f@ — . puisque o1 (fV) = o1 (f) = o0

et 01(p) < oo, alors on a 01(g;) = 01(f) = oco. Du Lemme 2.2.2, g; satisfait
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(2.11). Posons G; = ¢®) + U} _o*V + . 4+ Ulp. Si G; = 0, du Lemme 2.2.6
et [21, Theorem 1] et Remarque 2.1.1, on obtient o, () = oo, contradiction; donc
G; # 0. Maintenant, d’aprés Lemme 2.2.7, on obtient \; (g;) = A; (g;) = o1 (g:) i.e.
N9 =) =X (f9 — ) = o1 (f) = oo.

2.4 Preuve du Théoréme 2.1.7

On suppose f # 0 est une solution méromorphe de 1’équation (2.2) et ¢ (z) #Z 0
est une fonction méromorphe dans le disque unité D satisfait 0,1 () < p. On
commence a montrer (2.6) pouri = 0,1i.e. A1 (f — @) = M1 (f — @) = 0ny1 (f) >
p. D’apres [21, Theorem 2] et Remarque 2.1.1, on a 0,41 (f) > p. Posons g = f— .
Puisque 0,11 (¢) < g, on a 0,41 (9) = 0py1 (f) . Du Lemme 2.2.1, g satisfait (2.10).
Posons G (z) = ¢®) + A;_1p*=D + .+ Agp. Si G =0, alors par [21, Theorem 2] et
Remarque 2.1.1, on a 0,11 (¢) > p, contradiction; donc G # 0. Comme 0,41 (9) =
Ont1 (f) > p > max{o,41(G),0n41(A4;)}, alors les conditions du Lemme 2.2.7
sont satisfaits; par conséquent A, 41 (g) = Any1(9) = 0np1 (g). Alors, on conclut que
A1 (f —©) = M1 (f — ) = 0ny1 (f) > p. Maintenant, on montre (2.6) pour
i > 1. Posons g; = f) — . Puisque oy (f@) = onpr (f) = p et onga (0) <
alorson a 0,41 (9;) = opy1 (f) > p. D’apres Lemme 2.2.2; g; satisfait (2.11). Posons
Gi =W+ Ul oD 4 +Ulp. SiG; =0, par Lemme 2.2.5 et [21, Theorem 2] et
Remarque 2.1.1, on obtient ¢,,41 (¢) > pu, contradiction; d’ou G; # 0. Maintenant,
du Lemme 2.2.7, on obtient Ayy1 (g:) = Mgt (i) = 0nt1 (g5) e Apr (f) — ) =
A1 (P =) = onga (f) > 1.

2.5 Preuve du Corollaire 2.1.5

Du Lemme 2.2.8 et la Remarque 2.2.1, puisque a > 1, il existe un intervalle

(p1,p2) C (argwg — Z.argwo + %), tel que pour tout ¢ € (¢y,,) on a d, (¢) > 0
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et

b
! (20— 2)"
exp, 3 (1 —¢€)d (¢) T < Ap (2) e\#0 : (2.35)
Comme A; (2), ..., Ax_1 (2) sont analytiques en wy alors quand z — wq avec arg z =
p € (p1,02), on a
A, ()| <A j=1,..,k—1, (2.36)

ou A > 0. De (2.35) et (2.36), il est claire que la condition (2.5) est satisfait en

prenant I' = {z € D : arg (wo — 2) € (1, 92)} €t 0 < B < 304 () -

2.6 Preuve du Corollaire 2.1.6

Il y a deux cas a traiter:

i) ler cas arga # argb.

Du Lemme 2.2.8 et la Remarque 2.2.1, puisque o > 1 et arga # argb, il existe
un intervalle (¢, @,) C (arg 20 — §,arg zo + g), tel que pour tout ¢ € (¢, p,) on a
() >0, da (p) <0 et

b
exp{u—a)ab <so>$} <|Bo(z)elwo =27, (2.37)
By (2)e(@0=2)"| < exp {(1 —£) 6. () %} . (2.38)

De (2.37) et (2.38), c’est facille a vérifier que la condition (2.5) est satisfait en prenant
I'={z€D:arg(wo—2) € (p1,p5)} et 0 < B < 16, ().

ii) 2me casa =cb (0 <c<1).

Aussi du Lemme 2.2.8 et la Remarque 2.2.1, come a > 1 et a = cb, il existe

un intervalle (¢, p,) C (arg 20 — 5,arg 2o + g), tel que pour tout ¢ € (¢, ;) on a
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da () = cdp (p) > 0 et

b
exp {<1 —2) 0, (p) Ri} < |By (2)e(wo = 2)", (2.39)
B (2) e(wo —2)° < exp {(1 +¢)d, (p) %} . (2.40)

De (2.39) et (2.40), la condition (2.5) est satisfait en prenant I' = {z € D : arg (wo — 2) € (7, ps) }
et 0<e< }fi avec 0 < < ((L—¢)—(14+¢)c)dp ().
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Chapitre 3

Exposant de convergence des
solutions des équations
différentielles linéaires dans le
disque unité et la notion

[paq] -ordre

3.1 Introduction

Considérons 1’équation différentielle

O A () f* Y+ 4+ AR +A (k) f=0 (3.1)

ot A;(z) des fonctions entieres ou méromorphes dans le plan complexe et dans le
disque unité D = {z € C: |z| < 1}.

Récemment Xu, Tu et Zheng ont étudié la croissance et la distribution des zéros
de f@ — ¢ o f # 0 est une solution de I'equation (3.1) et ¢ est une fonction de

petite croissance devant f au voisinage de oo.
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Ils ont démontrer les résultats suivantss

Théoréme 3.1.1 [36] Soient A; (z) j=0,1,...,k—1 des fonctions entiéres d’ordre
fini, satisfaisant l'une des deux conditions suivantes:

(i) max{o (A;):j=1,2,..,k—1} <o (Ay) < oo;

(1)) 0 < o (Ap—1) = ... =0 (A1) =0 (Ap) < o0 et max{7(4;):j=1,2,....,k—1} =
71 <7 (A) =7.

Alors pour chaque solution f #£ 0 de (3.1) et pour toute fonction entiére p (z) #Z 0

satisfait o2 () < 0 (Ap), on a

X (fP =) =2 (fP—¢)=0s(f) =a(4) (i€N),
En 2013, Latreuch et Belaidi [32] ont obtenus les resultats suivants:

Théoréme 3.1.2 [32] Soient p > q > 1 des entiers et Aj(z) j=0,1,....k —1 des

fonctions analytiques dans le disque unité D vérifiant
max{a[m} (A;):7=1,2,..,k— 1} < Opp.q (Ao) -
Si f # 0 est une solution de (3.1), alors oy, q (f) = 00 et

De plus, si p > q, alors

Tpr1q) () = Olpg (Ao) -

Théoréme 3.1.3 [32] Soit p > q > 1 des entiers. Supposons que A;(z) j =
0,1,....k — 1 satisfaient les hypothéses du Théoréme 3.1.2, et soit ¢ (z) # 0 une
fonction analytique dans D tel que oy,q (@) < 0o. Alors, chaque solution f # 0 de
(3.1) satisfait

X[zw} (f =) =Apg (f —¢) = 0ppq (f) =

43



et
X[erl,q] (f - 90) = >‘[p+1,q} (f - 90) = Olp+1,q (f) .

Dans ce chapitre, nous allons continuer cette investigation pour étudier I’exposant
de convergence de f) — ¢ pour tout i € N et nous allons aussi étudier le cas ol
max { g (4;) 1 j=1,2,..,k — 1} = o4 (Ao) -

Avant d’énoncer nos résultats, nous donnons quelques définitions et notations

dont on aura besoin par la suite.

3.2 Quelques définitions et Notations

3.2.1 [p,q]-ordre d’une fonction méromorphe et analytique

dans le disque unité

Cette notion a été introduite pour la premiére fois pour les fonctions entiéres par

Juneja, Kapoor et Bajpai dans [28, 29].

Définition 3.2.1 [4]/ Soient f une fonction méromorphe dans le disque unité D et

p>q > 1 des entiers. Alors, [p,q]-order de f est défini par

log, T (r, f)
Olpg (f) = limsup—2———5)
) = 1)
ot log) (z) = log™ (x) = max {log z,0}, log,r. , (x) = log™* log, (z) et T (r, f) est
la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de f.

Si f est une fonction analytique dans D. Alors, on a aussi

10g++1 M (7”, f)
O pg (f) = limsup P ,
g r—1-  log, (l_ir)

ou M (r, f) = max|f (z)|. pourp>q>1.

|z|=r
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Proposition 3.2.1 [}/ Soit p > q > 1 des entiers et [ est une fonction analytique

dans D, alors
(1) sip=gq, on a
Opa) (f) S omppg () S 1+ 0pq (f),
(2) et sip>q, on a
Olpg (f) = orpq (f)-

Preuve D’apres I'inéqualités de [30, p. 26]

T(r.f) < log" M(r.f) < 7o

T(R’f)7

et en prennant R = &, on peut obtenir (1) et (2) . M

3.2.2 [p,ql-exposant de convergence d’une fonction meéro-

morphe dans le disque unité

Définition 3.2.2 [32/ Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité. On

définit le [p, q|-exposant de convergence des zéros de la fonction [ par

log, N (7", l)
Ap,g (f) = lim Supp—lf.
1 log, ()
On définit aussi le [p, g]-exposant de convergence des zéros distincts de la fonction

[ par
_ r})
Ap,g (f) = limsup )

r—17 1qu (E

log, N

/N
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3.2.3 [p,q]-type d’une fonction méromorphe et analytique

dans le disque unité

Définition 3.2.3 [32/ Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité D avec
0 < 0pg (f) =0 <oo. On définit le [p, q]-type de f par

log, T (r, ),

?

T[P#ﬂ (f) = hm ?U.p (log L)
r—1- qg—1 1—r

Soit f est une fonction analytique dans le disque unité D avec 0 < oazpq (f) =

0 < 00, On a une autre définition du [p, ¢]-type de f qui est

TM [pg (f) = limsup
bl r1- (logq_1 T

3.3 Reésultats principaux

Pour I’étude de la croissance et la distribution des zéros de f® —yp ou f # 0 est
une solution de I’équation (3.1) avec des coefficients analytiques et méromorphes

dans le disque unité, on établit les résultats suivants:

Théoréme 3.3.1 Soient p > q > 1 des entiers et A;(z) j = 0,1,....,k — 1 des
fonctions analytiques dans le disque unité D satisfaisant ['une des deux conditions
suwvantes :

(1) max {onpq (A7) 1 =1,2,..,k = 1} < oarpg (Ao) < 00;

(2) max {oarpq (Aj) 1 =1,2,.. k= 1} < oprppg (Ao) < o0; et

max {7azpq (A7) 1 Oarpg) (A7) = s fpg (Ao)} < Tarn (Ag) < oo

Alors, pour chaque solution f # 0 de (3.1) et pour toute fonction analytique ¢ (z) #

0 dans le disque unité D satisfaisant o pi1,q () < Oumpq (Ao) on a
X[p+1,q} (f(i) - <P) = Apt14] (f(i) - <P) = onfprig (f) = O (Ao), (P €N) (3.2)

on fO = f.
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Maintenant; on étudie le cas ou les coefficients de (3.1) sont méromorphes dans

le disque unité et on obtient les résultats suivants.

Théoréme 3.3.2 Soient p > q > 1 des entiers et A;j(z) j = 0,1,...,k — 1 des
fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant l'une des deux conditions

> 0:

. . . m(’f’,AO)
suivantes avec 6 (0o, Ag) hrril, igf T o)
(1) max {opq (A;) 1 j=1,2,..,k — 1} < o g (Ao) < 00;
(2) max {opq (A;) 15 =1,2,...k — 1} < 0ppq (Ag) < 005 et
max {7(pq) (A7) : Tpg) (45) = Tpg (A0)} < Tppg) (Ao) < 00.

Alors, pour chaque solution f # 0 de (3.1) et pour toute fonction méromorphe

¢ (2) # 0 dans le disque unité D satisfait ofpi1.4 () < Opqg (Ao) on a

X[p+1,q} (f(Z) - 90) = /\[p+1,q} (f(Z) - 90) = O[p+1,q] (f) > Olp,q] (AO) ) (Z € N) (33)

ou fO = f.

Il reste le cas p = g > 1 pour les coefficients meromorphes et méme pour les
coefficients analytiques en utilisant [p, g]-order de T' (r, f). Nous pouvons investiguer

ces cas comme suit.

Théoréme 3.3.3 Soient p > 1 un entier et A;(z) j =0,1,....k — 1 des fonctions
analytiques dans le disque unité D satisfaisant ['une des deux conditions suivantes:
(1) max {o,, (A;) 1 =1,2,...,k = 1} < o (Ao) < 005

(2) > Tl (A7) < Tl (Ao) < 005 tel que J = {j # 0 0y (A;) = 0y (Ao)} el
51 () < i (A0) pour j 1.

Alors, pour chaque solution f % 0 de (3.1) et pour toute fonction analytique ¢ (z) #

0 dans le disque unité D satisfaisant o1 (9) < Opp (Ao) o0 a

o] (A0) < Apig) (f(i) —¢) = Apri) (f(i) — ) = 0pr1p (f) San, (1 €N)
(3.4)
tel que apy = max {aMy[pﬁp} (A)):7=0,1,..,k— 1} .
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Ajoutant la condition 0 (0o, Ag) > 0 dans le Théoréme 3.3.3, on obtient le corol-

laire suivant dans le cas ou les coefficients sont méromorphes.

Corollaire 3.3.1 Soit p > 1 un entier et A;(z) j = 0,1,....,k — 1 des fonctions
méromorphes dans le disque unité D satisfaisant la condition (1) ou (2) du Théoréme
3.8.8 avec 6 (00, Ag) > 0. Alors, pour chaque solution f # 0 de (3.1) et pour
toute fonction méromorphe ¢ (2) # 0 dans le disque unité D satisfait oppiqp) (p) <

oy (Ao) on a

Apr1p) (FD = 0) = Aprag) (JY = 0) = 01 (F) = 0y (A0), (1 €N).

3.4 Lemmes préliminaires

Dans ce chapitre, on utilise les notations suivantes qui ne sont pas nécessairement
les mémes a chaque occurence:

. . c. d
E C (0,1) est un ensemble de mesure logarithmique finie i.e g - < 00,

. . . .. dr
F C (0,1) est un ensemble de mesure logarithmique infinie i.e Ff - = o0,

c>0,e>0,06>0,00>0, 7>0, 71 >0, sont des constants réels.
Lemme 3.4.1 Soit h: (0,1) — (¢, 00) une fonction croissante telle que

. log, h (1)
limsup———
r—1= 108, 1

= q, (3.5)

(« est une valeur finie ou infinie); alors il existe un ensemble F C (0,1) de mesure

logarithmique infinie tel que pour tout r € F', on a

Preuve. D’apres (3.5), il existe une suite croissante {r,,} — 1~ lorsque m — oo,
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satisfaisant 1 — (1 — 1) (1 = ry,) < rpgq et

log,, I (r)
m ——— =
rm—1- log, = —

Alors, il existe mq tel que pour tout m > mgetr € I, = [rm, 1-— (1 — %) (1-— rm)],

on a

log,, h(rm) < log, h (r) - log, h ( (1 — —) (1— ’I“m))
log, 1/ [(1= L) (1 —ry)] ~ log,1/(1—7) ~ log, 1/ (1 —rm) ’
(3.6)

La limite des deux cotés de (3.6), lorsque r,, — 17, est égale & «; donc pour r € I,

on a

log h(r.,
lim 208p 11 \Tm) (: ) =
r—1- log, ——

—Tm

Posons F = |J 1,,. Alors

m=mgo
Z/ = log ) - .
1—r — m—1

m=mo

Lemme 3.4.2 [16, Theorem 8.1] Soit f une fonctions méromorphe dans le disque
unité D telle fU) ne s’annule pas identiquement. Soit € > 0 une constante; k et j

des entiers satisfaisant k > j > 0 et d € (0,1). Alors, on a

s((ﬁ)wm{mg = Tl >}>H7z¢E,

tel que s(|z|) =1—d(1—|z]).

L

J) (z)

Lemme 3.4.3 [32] Soient p > q > 1 des entiers. Si A;(z) j=0,1,...,k—1 sont

des fonctions analytiques dans le disque unité D de [p, q]-ordre fini, alors chaque
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solution f # 0 de (3.1) satisfait

Opit,q (f) = Orjpr1,q (f) < max {UM@,q] (A)):7=0,1,...,k — 1} )

Lemme 3.4.4 Soit f (2) une fonction analytique dans le disque unité D avec oarpq (f) =
T, Tarfpq (f) = 7,0 < 0 <00, 0 <7 < 00; alors pour chaque 3 donnée tel que
0 < B <, il existe un ensemble F' C (0,1) de mesure logarithmique infinie, tel que

pour tout r € F, on a

M (r, f) > exp, {6 <logq_1 ﬁ) } :

Preuve. D’apres la définition de 7y, q (f) = 7, il existe une suite croissante

{rm} — 17 satisfaisant 1 — (1 — L) (1 = 7,,) < 71 et

log, M (rm, f)

g — T.
m— 00 1
(logq—l 1—7‘7”)

Alors, il existe my tel que pour tout m > mg et pour € donnée, on a
1 g
logp M (Tm, f) > (T - 5) 1qu_1 ﬁ . (37)
Pour 8 donnée (0 < § < 7 —¢), Alors, il existe m; tel que pour tout m > my, on a

1 — 1N° 1 o
or A7) () (i )

D’apres (3.7) et (3.8), pour tout m > max {mo, m1} et pourr € [, 1 — (1= L) (1 —rp,)],

m
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on a

1 g
log, M (r, f) > log, M (1, f) > (T —¢) <10gq—1—1_rm) =
1— L\’
> (1—¢) <logq_11_7:) >

1 o
> 6 <1qu—l m) .

Posons F = Ej I, oul, = [rm, 1— (1 — %) (1— rm)} Alors, on a

m=msy

my (F) = f: /10?7“

m=mzy

= mz;m log (%) = 00.

Lemme 3.4.5 Soit f (2) une fonction analytique dans le disque unité D avec opgpq (f) =

0,0 < o < oo, alors pour tout donné B, 0 < 8 < o, il existe un ensemble ' C (0,1)

de mesure logarithmique infinie tel que pour tout |z| =r € F, on a

1 B
M (r, f) > exp, { (logq_1 :) } .

Preuve. D’apres la définition de o4 (f) = o, il existe une suite croissante
{rm} — 1~ satisfaisant 1 — (1 — %) (1 —7p) < Tpar et

m logp-i-l M (T’ﬂu f) —

m=oe  log, 1=
—Im

Alors, il existe mg tel que pour tout m > mg et pour € donnée, on a

log, .1 M (ran, ) > (0 — ¢) (logq ! ) (3.9)

1—r,

Pour £ donnée (0 < 8 < o — ¢), Alors, il existe m; tel que pour tout m > m4, on a

1
_ 1 8 1
1 m 1 . q
0g, 1 > < 08, (3.10)



D’aprés (3.9) et (3.10), pour tout m > max {mg, m1} et pourr € [r,, 1 — (1 — L) (1 —r,)],

on a

logys M (r, f) 2 logypy M (rm, f) > (0 —¢)log, 1— — >

1

> (0 —¢)log, 1_’;:” >

> f (logq 1%7) )

Posons F' = Ej I, oul, = [Tm, 1-— (1 — %) (1-— Tm)}. Alors, on a

m=mza

- dr - m

m:mglm m=mso
Lemme 3.4.6 Soit f(z) une fonction méromorphe dans le disque unité D avec
Opg (f) = 0, Tpg(f) = 7,0 < 0 <00, 0 <7 < 00, alors pour tout donné
0 < B <, il existe un ensemble F' C (0,1) de mesure logarithmique infinie tel que

pour tout |z| =r € F, on a

T (r, f) > exp,_, {ﬁ <logq_1 i) } :

Preuve. D’aprés la définition de 7,4 (f) = 7, il existe une suite croissante
{rm} — 1~ satisfaisant 1 — (1 — 1) (1 = 7,,,) < rppy1 et

| T (7,
im —op-! (r fg):T

m—o0 (10gq71 1_17~m)

Alors, il existe mq tel que pour tout m > my et pour £ donnée, on a

log, 1 T (r, f) > (7 — ) (logq_l ! ) (3.11)

1—r,
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Pour 8 donnée (0 < § < 7 —¢), Alors, il existe m; tel que pour tout m > my, on a

1—1\° 7
(i -5 5 () (s ) 512

D’aprés (3.11) et (3.12), pour tout m > max {mq, mi1} et pour 7 € [r,, 1 — (1 — =) (1 — )],

on a

1ngfl T (T, f) 2 lngfl T (Tma f) > (7_ - 8) <logq1 ! )0 >

1—7r,
1—1\°
> (t—¢) (logqll_’;’) >

1 g
> <logq_1 T 7") :

Posons F' = fj I, oul, = [Tm, 1-— (1 — %) (1-— Tm)}. Alors, on a

m=mzy

my (F) = Z /Jﬁ}z Z log(%):oo.
In m=msy

m=msy

Lemme 3.4.7 Soit f(z) une fonction meromorphe dans le disque unité D avec
Opg (f) = 0, 0 < 0 < o00; alors pour tout donné 0 < 3 < o, il existe un ensemble

F C (0,1) de mesure logarithmique infinie tel que pour tout |z| =r € F, on a

1 /8
T (r, f) > exp, 4 { (logq_1 - r) } .

Preuve. D’aprés la définition de oppq (f) = o, il existe une suite croissante

{rm} — 1~ satisfaisant 1 — (1 — 1) (1 = 7,,,) < rppy1 et

long(rmhf)
m - 1 -

1—7rm

m—o0 logq
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Alors, il existe my tel que pour tout m > mq et pour € donnée, on a

log, M (1, f) > (0 —¢€) (logq_1 ! ) . (3.13)

1—r,

Pour 8 donnée (0 < 8 < o — ¢), Alors, il existe m; tel que pour tout m > m4, on a

-1 3 1
Iqu_l 1_ . > (0_ _ 5) Iqu_l m (314)

D’aprés (3.13) et (3.14), pour tout m > max {mg, m } et pourr € [rp,, 1 — (1 — L) (1 —rp,)],

on a

1
log, T (r, f) > log,T (rm, f) > (U—E)Iquaﬁ >

1

> (0 —¢)log, 4 ﬁ >
1 g
> 6 lqu_l : .

Posons F' = fj Ly ot Iy = [, 1 — (1= L) (1 —7y)]. Alors, on a

m=mzy

mu (F) = i /1d—rr

m=maj
m

= m;w log (%) = 00.

Lemme 3.4.8 Soit p > q > 1 des entiers et soient Aj(z) j = 0,1,....,k — 1 des
fonctions analytiques dans le disque unité D satisfaisant la condition (1) ou (2) du

Théoréme 3.3.1. Alors, chaque solution f # 0 de (3.1) satisfait

0 M,[p+1,q] (f) = O M,[p,q] (Ao) - (3.15)

Preuve. On va prouver le cas (2) et par la méme méthode on peut montrer le
premier cas (1). Supposons qu’on a la condition (2) du Théoréme 3.3.1. D’apres

Lemme 3.4.4, pour tout £ > 0 il existe un ensemble F' C [0,1) de mesure logarith-

o4



mique infinie tel que pour |z| =7 € F, on a

M (r, Ag) > exp, {(T —¢) (logq_l ! )} . (3.16)

1—7r

De la condition (2), il existe un ensemble E C [0, 1) de mesure logarithmique finie

tel que pour |z| =7 € [0,1) — E, on a

M (r, A) < exp, {(7 ~ 2 (logql %)} 0, (3.17)

ol € > 0 assez petit. Si oprpq (f) < 00, alors du Lemme 3.4.2, si p > g on a

1 (o+e)
< exp,_4 <1qu_1 1——7") ; (3.18)

’f(j) (2)
f(2)

etsip=qona

1 j(2+e) 1 (o+e) Y\ J
<(=m) (o { (on 55 |

pour |z| =r ¢ E. De (3.1), on peut écrire

aen

o+ G (3.19)

o< |

(h-1) (5
ﬂmmwwiﬂgl

Utilisant (3.16)-(3.18) dans (3.19) avec |z| = r € F—E, on obtient une contradiction;

donc o py,p,q (f) = 00 et alors pour p < ¢, on a

mw@%Tﬁaf@WMﬁ}:T@WMﬁ.

Du Lemme 3.4.2, on a

< (T(s(r), N (3.20)

‘f(j) (2)
f(2)

Maintenant, par la combinaison de (3.16)-(3.17) et (3.19)-(3.20), avec |z| = r €

%)



F — E, on obtient

exp, { (=) (1og ) < h@ G001 e, { - 22) (1og, 1 1)

1—r r
(3.21)

Posons s(r) = R. Ona 1—r=%(1—R) et pour R € F, (3.21) devient

|

exp, {(T —¢) <logq_l %)J} < k(T (R, f))" exp, {(T — 2) <logq_1 %%)U} .

(3.22)
De (3.22), on peut facilement obtenir o 1,9 (f) = Opi1,q(f) = o. d'autre
part, Du Lemme 3.4.3, on a 0114 (f) < max {O'M7[p7q] (A):7=0,1,...,k — 1} =

O M, [p.g (Ao) = 0. Donc, on conclut que o i1, (f) = Tarp,q (Ao) -

Lemme 3.4.9 Soit p > q > 1 des entiers et soient Aj(z) j = 0,1,...,k — 1 des
fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant la condition (1) ou (2) du

Théoréme 3.3.2 avec § (00, Ag) > 0. Alors, chaque solution [ # 0 de (3.1) satisfait

Olpt1,q (f) = 0pg (Ao) -

Preuve. Pour la condition (1), voir [32, Thm 1.1]. Maintenant, supposons
qu’on a la condition (2). Par la définition de 7y, 4 (Ay) et Lemme 3.4.6, pour tout
e > 0, il existe un ensemble F' C [0, 1) de mesure logarithmique infinie tel que pour

|z2| =r€ F,ona

T (r, Ao) > exp, 4 {<T _e) (logq_1 — T)U} . (3.23)

De la condition (2) du Théoréme 3.3.2, il existe un ensemble E C [0,1) de mesure

logarithmique finie tel que pour |z| =r € [0,1) — E, on a

T (r,Aj) <exp, 4 {(7’ — 2¢) <logq1 %)U} , (3.24)
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ou € > 0 assez petit. Maintenant, on va suivre les mémes étapes (3.18)-(3.21) avec

o

-1

()
m (r, Ag) < m(r,Aj)Jer(T,fT)—i—O(l),

1 =1

<.
Il

au lieu de (3.19); on en déduit que o419 (f) > 0.

Lemme 3.4.10 Soit p > 1 un entier et soient A; (z) j=0,1,...,k—1 des fonctions
analytiques dans le disque unité D satisfaisant la condition (1) ou (2) du Théoréme

3.3.8. Alors, chaque solution f # 0 de (8.1) satisfait

i1 (f) = oy (Ao)

Preuve. Pour la condition (1), voir [32, Thm 1.1]. La condition (2) implique
(3.23) et (3.24) pour p = ¢, et donc on peut suivre la méme méthode de la preuve

du Lemme 3.4.8.

Lemme 3.4.11 Soit p > q > 1 des entiers et soient Aj(z) j =0,1,....k — 1 des

fonctions analytiques dans le disque unité D satisfaisant
max {O’M’[p’q} (Aj):j=1,2,..,k— 1} =01 < Ompq (Ao) =0 < 00 (3.25)

et U;f (1 =0,1,...,k) (i € N) sont définies dans (2.12). Alors, pour tout donné e > 0
satisfaisant o — 2e > o1, il existe un ensemble F' de mesure logarithmique infinie et

un ensemble E de mesure logarithmique finie tel que

) 1 g—¢&
US| > exp, { (logq_1 E) } , |z =7 €F, (3.26)

o1+¢€
U] Sexpp{<logq_1 1:) } j#0, r¢E. (3.27)

Preuve. On va utiliser le raisonnement par récurrence. On commence par

(3.27) et i = 1. D’apres (2.12), on a Uj = A; + Aj (Aj“ AE’); et par I'inégalité

A1 A
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triangulaire, on obtient

!/

Al
U] < 4] + A1) (‘A?“ +
j+1

Ap
Ao

)

D’apres la condition (3.25), on a

1 0'1+6/2 .
|Aj] < exp, { <10gq_1 :) (j#0), r¢ E;

et par Lemme 3.4.2, on obtient

!
{‘ Aj
max
Aji

A

Y AO

D’apres (3.28)-(3.30), pour r assez proche de 17, on obtient

1 o1+e€
1
‘U] | S epr (logq_l 1——7”‘) .

Maintenant, on suppose que

) 1 01+6/2
U < exp, <10gq—1 E) , (J#0).

) |

De (2.12), on a

(U5
Ui

4 4 , Uiy
v < o] + ozt ( |Gk
Uini

1 (o+e)
} < exp, 4 <logq_1 T r) , €>0.

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

En utilisant les propriétés de 'ordre d’une fonction méromorphe dans Lemme 2.2.4

et par induction sur ¢ € N, on peut conclure que op,q (U) < max {o},q (4;)} <

J

max {UM,[M] (Aj)} pour chaque i € Net j =0,1,...,k — 1; et par Lemme 3.4.2, on

obtient -,
(¥;)

Ut

J

1 (01+€)
<exp, 4 (logq1 m) , €>0.
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Par (3.31)-(3.33), on obtient

o1+€
|U:| < exp, { <logq_1 ﬁ) } (7 #0). (3.34)

Maintenant, on va montrer (3.26) aussi par induction et on commence par ¢ = 1.
Comme 0 < 0py,p,q (Ao) = 0 < 00, alors par Lemme 3.4.1, il existe un ensemble F
de mesure logarithmique infinie tel que pour |z| =7 € F on a

10g;+1 M (r, Ao)

r—1= log, (ﬁ) -

et alors, pour chaque ¢ > 0 il existe 7o € (0,1) tel que pour tout r € F' satisfait

ro <1 <1let|Ag| =M (r,Ap) on a

1 o—¢/2
|Ag| > exp, <logq1 :) . (3.35)

Maintenant, on va montrer [Us| > exp, {(logq_1 1—;)0_8}. D’apres (2.12), on a

Uy = Ao+ Ay (ﬁ—i—j—g); et donc

A/
|Us| = [Ao] = A4 ( |t
1

Ao
Ao

) . (3.36)

En utilisant (3.29)-(3.30) et (3.35) dans (3.36), on obtient

) 1 o—e/2 1 o1+e/2
}UO‘ > exp, <logq_1 . 7“) — exp, (logq_1 E) . (3.37)
ce qui implique
1 g—¢&
1
|UO | Z epr { (lqul 1—_70) } .

4 1 oc—¢e/2
U] > exp, { | log,_; T : (3.38)

99
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et montrons (3.25). D’aprés (2.12), on obtient

Gl
T

)
T

081 [ - Ui (

) . (3.39)

Combinons (3.33), (3.34) et (3.38) avec (3.39), on trouve

) 1 o—E€
}Ué’ > exp, { (logq_1 m) } )

Ce qui termine cette preuve.

Lemme 3.4.12 Soient p > q > 1 des entiers et soient A; (z) j=0,1,...,k —1 des

fonctions analytiques dans le disque unité D satisfaisant
maX{O’M:[PvQ} (AJ) ] = 1727 seey k— 1} S O'M,[p,q] (A()) =0 < X0

et

max {TM’[""I] (A5) - oasfpg) (A7) = Oasfpg) (AO)} =71 < T, (Ao) =T < o0.
(3.40)
Alors, pour tout donné ¢ > 0 satisfaisant T — 71 > 2¢, il existe un ensemble F' de

mesure logarithmique infinie et un ensemble E de mesure logarithmique finie tel que

\U§| > exp, {(T —¢) <logq1 %_T)U} , TE€F, (3.41)
et i
\Ui| < exp, {(7‘1 +¢) (logq_1 1—;) } . J#0, ré¢FE. (3.42)
o Ul (j =0,1,....,k) (i € N) sont définies dans (2.12).

Preuve. On va utiliser le raisonnement par récurrence. On commence par

3.42) et i =1. Daprés (2.12),ona Ul = A; + A4 A/’:“ — 4 ; et par I'inégalité
J J JHL\ A A
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triangulaire, on obtient

!/

Al
U] < 4] + A1) (‘A?“ +
j+1

Ap
Ao

D’apres la condition (3.40), on a
1\’ ,
|Aj| < exp, (71 +¢/2) 1qu_1m (J#0), r¢ E;

et par Lemme 3.4.2, on obtient

!
{‘ Aj
max
Aji

A

Y AO

D’apres (3.43)-(3.45), pour r assez proche de 17, on obtient

1 [ea
U < exp, {(7’1 +¢) <logq1 - r) } :

Maintenant, on suppose que

U] < exp, {(71 +e/2) (logql 1—;>} (G £0).

De (2.12), on a

|t (@] |
<t + ot (| S+ | SR )

1 (o+e)
} < exp, 4 <logq_1 T 7‘) , €>0.

(3.43)

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

En utilisant les propriétés de 'ordre d’une fonction méromorphe dans Lemme 2.2.4

et par induction sur i € N, on peut conclure que o, (Uf) < max {op,q (4;)} <

J

max {O’M’[p,q] (Aj)} pour chaque i € Net j =0,1,...,k — 1; et par Lemme 3.4.2, on

obtient
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Par (3.46)-(3.48), on obtient

U] < exp, {(Tl o) (logq_l 1%70)} (G £0). (3.49)

Maintenant, on va montrer (3.41) aussi par induction et on commence par i = 1.
Comme 0 < 0ppq (Ao) = 0 < 00 et 0 < Tapppq (Ao) = T < 00, alors par Lemme
3.4.4, il existe un ensemble F' de mesure logarithmique infinie tel que, pour chaque
e > 0 il existe ry € (0,1) tel que pour tout r € F satisfait 7o < r < 1 et |Ao| =
M (r, Ag) on a i

|Ag| > exp, {(7‘ —€/2) (log;q_1 1—:) } : (3.50)

Maintenant, on va montrer |Uj| > exp, {(7 —¢) (log,_; =) } . D’apres (2.12), on

alUs = Ag+ Ay (ﬁ—i—ﬁ—é);et donc

A/
03] 2 1 = 1] (|2 +

Ap
Ao

> . (3.51)

En utilisant (3.44)-(3.45) et (3.50) dans (3.51), on obtient

1 1 7 1 (o+e)
|Ug| = exp, {(T —¢/2) (logql 1——7"> } —exp, (logql 1——7“) :

ce qui implique
1 g
‘U(H 2 epr {(7' — 8) (logq_l E) } .

Supposons que

Ui | > exp, {(T —e/2) (1ogq1 %)} | (3.53)

) . (3.54)

et montrons (3.40). D’aprés (2.12), on obtient

(U
Uit

(U5
.

0] > [0 i (
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Combinons (3.48), (3.49) et (3.53) avec (3.54), on trouve

. 1\’
US| > exp, {(7’ —¢€) (logq_1 :) } :

Ce qui termine cette preuve.

Lemme 3.4.13 Soient p > q > 1 des entiers et Aj(z) j = 0,1,...,k — 1 des

fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant 6 (0o, Ag) > 0 et
max {opq (4;): j=1,2,.. k= 1} =01 < o g (o) = 0 < 0.

Alors, pour tout donné ¢ > 0 tel que o0 —2¢ > o1, il existe un ensemble F' de mesure

logarithmique infinie et un ensemble E de mesure logarithmique finie telles que

) 1 g—¢&
m (r,U§) > exp,_, { (logq_1 E) } , rekF, (3.55)

) 1 o1+e .
m (r,U}) < exp, , {(logq_l - r) } , J#0, r¢ E. (3.56)

Preuve. On va procéder par récurrence. On commence par (3.56) et pour i = 1.

De (2.12),0n a Uj1 =A;+A (ﬁjﬁ — ﬁ—g) , Jj # 0; et par la propriété de la fonction

de proximité, on obtient

w(0}) < mrA) A+ (52 ) o (1 2) £ 0.0,

D’apres les hypotheses, on a

1 o1t+e/2 '
m(r, A;) < T (r,A;) < exp,_, { (1qu—1 m) } , J#0, r¢ B,
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et en utilisant le théoréme de la dérivée logarithmique

Al N 1
m\ 5 =0 | log T(T,Aj)+10g1_r ,

J

on conclut que

1 o1+¢€ .
m (r, Ujl) < exp, { (logq_1 E) } , J#£0, ré¢FE.

Maintenant supposons que

. 1 o1+e/2
m (7”7 U;_l) S epr—l (logq_l E) s j 7é 0, T ¢ E.

D’apres (2.12), on a

) ' ‘ U7'l—1 ! Uz—l !
m(r, U;) < m(r, U;_l) —|—m(r, U;;%) +m 7‘,% +m | r, ( Oi—1) i
Ui Up
En utilisant le théoréme de la dérivée logarithmique et du fait que
T[p,q] (UJZ) < max {0}, (Aj)} < Oppg (Ao) =0

pour chaque 7 € N et chaque 7 =0,1,..., k — 1, on obtient

) 1 o1+ ‘
m (Ta U;) S epr,1 { <logq1 E) } s J 7& 07 r gé E.

Maintenant, on montre (3.55) pour 7 = 1. Du Lemme 3.4.7 et § (00, Ag) > 0, pour
tout € > 0, il existe un ensemble F' C [0, 1) de mesure logarithmique infinie tel que

pour |z| =r € F,on a

1 o—¢&
m (1, Ag) > exp,_; { (logq_1 E) } . (3.57)
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D’apres (2.12), on a U = Ag + Ay (% — ‘:—g); et par la propriété de la fonction de

proximité, on obtient

m (r,Uy) <m(r,Ao) + m(r, A1) + m (7‘7 %) +m <r, %) +0(1). (3.58)
1 0

D’autre part, d’apres (2.12), on a Ay = U} — Ay <—1 — ﬁ—lg); et alors
/ /
m (r,Ag) <m (r,Uy) + m(r, A1) +m (7‘7 —1> +m < ,—0> +0(1). (3.59)
A

D’apres (3.58)-(3.59), on conclut que m (r,U}) ~ m (r,
(3.57), on obtient

1 o—¢&
m (r, Uol) > exp,_; { (logq_1 :) } , reF.

Si on suppose que

) 1 g—¢&
m (T’, Ué*1> > €XpPy_1 { (logq_l E) } , € F,

alors on peut montrer que

) 1 g—¢&
m (r, US) > exp,_; { (logq_1 T r> } , rekl

par (2.12) et la propriété de la fonction de proximité dans (3.58)-(3.59).

o) lorsque r — 17 et de

Lemme 3.4.14 Soient p > q¢ > 1 des entiers et Aj(z) j = 0,1,...,k — 1 des

fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant

max {oq (A;) 1 j=1,2,..,k =1} <0 (Ag) =0 < 00
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et

max {T[p,q] (4;) Olp.q] (45) = Olp,q] (AO)} =T1 < Tlpg] (Ag) =7 < o0

avec 0 (00, Ag) > 0. Alors, pour tout donné e > 0 tel que T —711 > 2¢, il existe un en-
semble F' de mesure logarithmique infinie et un ensemble E de mesure logarithmque

finie tel que

1

m (r,U§) > exp,_, {(7‘ —¢) (logq_1 E) } , TEF, (3.60)

et

. 1\’
m (r,U}) < exp, , {(7’1 +¢€) (logq_1 n ) } . J#0, ré¢FE. (3.61)
Preuve. On va procéder par récurrence. On commence par (3.61) et pour ¢ = 1.

De (2.12),0n a Uj1 =Aj+A 4 (ﬁji — ﬁ—lg) , j # 0; et par la propriété de la fonction

de proximité, on obtient

Al Al
m (r,U;) <m(r, Aj) +m(r, Ajq) +m (1, ) rm (r 22 +0().
Ajn Ao

D’apres les hypotheéses, on a

) T A) <o, {(r+2/2) (log, 0 ) | 5401 ¢ B,

et en utilisant le théoréme de la dérivée logarithmique

4 =0 (log" T (r, 4;) +1 !
m TaAj - Og Ta ] Og]_—?” )

on conclut que

1 7 .
m (r, U].l) < exp, {(7’1 +e) <logq_1 E) } , J#£0, ré¢FE.

66



Maintenant supposons que

, 1 7 ,
m (r,U™") < exp,_, {(7‘1 +¢/2) (logq_l m) } , J#0, r¢ E.

D’aprés (2.12), on a

. . , Uid) -y
m (r,U]) <m (r,U") +m (r,U;]) +m (r, @> +m (r, (UQ ) ) .

i—1 —1
Uit Us
En utilisant le théoréeme de la dérivée logarithmique et du fait que

Olpg (U;) < max {opq (A))} <max {opq(4;)} =0

pour chaque 7 € N et chaque j = 0,1, ...,k — 1, on obtient

. 1 7 )
m (Ta UJZ) S epr—l {(Tl +€) (1qu—1 m) } s J 7£ 0’ r ¢ E.

Maintenant, on montre (3.60) pour 7 = 1. Du Lemme 3.4.6 et § (00, Ag) > 0, pour
tout € > 0, il existe un ensemble F' C [0, 1) de mesure logarithmique infinie tel que

pour |z| =r € F, on a

m (r, Ao) > exp, 4 {(T _e) <logq_1 %)U} . (3.62)

D’apres (2.12), on a Uy = Ay + Ay (’2—/1 — 3—&); et par la propriété de la fonction de

proximité, on obtient

!/

m (r,Uy) <m(r, Ag) + m (r, A1) + m (7", %) +m (7", j—{;) +0(1). (3.63)

D’autre part, d’apres (2.12), on a Ay = U} — A, (% - ﬁ—g); et alors

Al Al
m (r,Ao) < m (r,Uy) + m(r, A1) + m (7", A—l) +m (7", A_[)) +0(1). (3.64)
1 0
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D’apres (3.63)-(3.64), on conclut que m (r,U}) ~ m(r, Ag) lorsque r — 1~ et de
(3.62), on obtient

1 g
m (7’, U&) > exp,_; {(7’ —e€) <logq1 E) } , reF.

Si on suppose que

) 1 7
m (r, Ué_l) > €Xp, 4 {(T —¢) <logq1 E) } , reF,

alors on peut montrer que

i IR
m (r,US) > exp,_, {(7’ —¢€) (logq1 T r) } , rekFl,
par (2.12) et la propriété de la fonction de proximité dans (3.63)-(3.64).

Lemme 3.4.15 Soient p = q¢ > 1 des entiers et Aj(z) j = 0,1,...,k — 1 des

fonctions analytiques dans le disque unité D satisfaisant
ZT[WJ] (Aj) =71 < Tpg (Ag) =T < 00;
jeJ

ot J = {j:opg (4)) =0pq (Ao)} et opg (A7) < oppg (Ao) pour j ¢ J. Alors,
pour tout donné € > 0 tel que T — 71 > 2¢, il existe un ensemble ' de mesure

logarithmique infinie et un ensemble E de mesure logarithmique finie tel que

, 1 7
m (707 Ué) Z epr—l {(T - 8) (logq—l 1 — T> } y T € F’

et

4 1 7 .
m (7’, sz) <exp, ; {(7’1 +e) <logq_1 E) } , j#0, r¢E.
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Preuve. En remarquant que la condition

ZT[p,q] (4j) =71 < Tp,d] (Ag) =7 < o0

jeJ

implique que
max {T[p’q] (A]) : O-[pvlﬂ (A]) = o-[p7q] (AO)} — 7—1 < T[p7q] (Ao) =7 < 007

alors, on peut suivre la méme méthode de la preuve du Lemme 3.4.14.

Lemme 3.4.16 Soient p > q > 1 des entiers et soient H; (z) j=0,1,....k—1 des

fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant

max{|H; (z)|, j=1,...,k—1} < exp,, {ﬁ (logq_1 %) }

1
1 ag
1 2) = exp, {a (1o 72 )

pour |z| = r € F C (0,1) de mesure logarithmique infinie, ot o« > > 0, o > 0.

et

Alors, chaque solution méromorphe f de ’équation différentielle
fO 4 H oy (2) f* Y4+ Hy(2) f +Ho(2) f=0 (3.65)

satisfait oppy1.4 (f) > 0.

Preuve. Supposons que f # 0 est une solution méromorphe de I’équation (3.65)

avec o, q (f) = p < 0o. D’apres (3.65), on obtient

\H, (2)] < ‘? . (3.66)

k—1 -
U
DNLAT]
=1 f
Du Lemme 3.4.2, pour ¢ > 0 donné, il existe un ensemble £ C [0,1) de mesure
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logarithmique finie telle que pour tout z € D satisfait |z| =r ¢ E, on a

1\
<exp, { (logq_1 :) } : (3.67)

De (3.66)-(3.67) et les conditions du Lemme 3.4.16, on obtient

o o pte
1 1 1
exp,  « ( log,_; T— < cexp, {0 | log, 1 T— exp,_1 log, T— ,

(3.68)

ol ¢ > 0 est une constante. Comme [ < «, I'inégalité (3.68) méne a une contra-
diction lorsque 7 — 17. Donc, oppq (f) = co. Maintenant d’aprés Lemme 3.4.2, on

obtient
1

1—r)

’f(j) (2)
f(2)

<
(

s (T(s(), F)Y 7 ¢ E. (3.69)
De (3.66), (3.69) et les conditions de ce Lemme, on obtient

exp, {a (logq_1 — r)a} < (17(;’“(2” (T (s (), )" exp, {5 (logq_l %)}

(3.70)

Posons s (r) = R. Onal—r =1 (1—R) et pour R € F, (3.70) devient

o k(2+e) o
o) ()™ o o)}

(3.71)
D’apres (3.71), on déduit que

O p+1,q] (f) > 0.

Ce qui termine la démonstration.
Par la méme méthode de la preuve du Lemma 3.4.16, on peut montrer le lemme

suivant.

Lemme 3.4.17 Soient p > q > 1 des entiers et H;j (z) j = 0,1,...,k — 1 des
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fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant

. 1 B
max {|H; ()|, j=1,...,k =1} <exp, { <10gq_1 E) }

1 2) 2 exp, { (1081 1 ) |

pour |z| = r € F C (0,1) de mesure logarithmique infinie, ot o > [ > 0. Alors,

et

chaque solution méromorphe f de (3.65) satisfait opiq1,q (f) > 0.

Lemme 3.4.18 Soient p > q¢ > 1 des entiers et H;j(z) j = 0,1,...,k — 1 des

fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant

o) < esp, 1 {0 (1o, 11 ) }Ld 40 (372

et
1 g
m (r, Ho) > exp, 4 {04 (logq—l E) } ; (3.73)

ot |zl =r € Feta>p >0. Alors, chaque solution méromorphe f de (3.65)

satisfait oppi1,4 (f) > 0.

Preuve. D’apres (3.65), on a

k- K £
m (r, Hy) gz (r,Hj) +Zm< )+O(1).

En utilisant le théoréeme de la dérivée logarithmique

£0) . 1Y’
m(T,T)gc(Iog T(r,f)+log1_r) ,

et par les hypothéses (3.72) et (3.73), on obtient

1\’ 1y
{0 (175 ) e {9 (s 5
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—r

c <log+T(T, f) +log : ! )J. (3.74)

De (3.74), on obtient facilement que o114 (f) > 0.
En utilisant la méme méthode de la preuve du lemme 3.4.18, on peut prouver le

lemme suivant.

Lemme 3.4.19 Soient p > q > 1 des entiers et H;j (z) j = 0,1,....k — 1 des

fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant

1 (o
m (r, Hy) > exp, 1 { (logq1 ITT) } ,

1\’ .
m (r, H;) < exp, , { <10gq1 E) } , J#0,

ot |zl =r € Fet0< 8 < o. Alors, chaque solution méromorphe f de (3.65)

satisfait oppy1.4 (f) > 0.

Lemme 3.4.20 [32] Soient G (z) #0,H,(2) j=0,1,...,k —1 des fonctions méro-
morphes dans le disque unité D. Si f est une solution méromorphe de l’équation

différentielle
fO 4+ H () f5 Y 4 4 Hy(2) f 4+ Ho(2) f =G (2), (3.75)
satisfaisant

max {0.q (G), g (Hy); =01,k =1} < opq (f)

alors

Al (F) = A (f) = g (), (p>q>1).
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3.5 Preuve du Théoréme 3.3.1

Supposons que f # 0 est une solution de I’équation (3.1) et ¢ (z) # 0 une fonction
analytique dans le disque unité D qui satisfait o,11,9 (p) < 0[pq (Ao). On commence

par montrer (3.2) pour ¢ = 0, i.e.

X[1o+1,q] (f—¢)= )\[p+1,q] (f—¢)= Op+1,q] (f) = Tp.q] (Ao) .

Du Lemme 3.4.8, on a ojp11,4 (f) = 0p,q (Ao) . Posons g = f—p. Comme o114 (@) <
Olpg (Ao), alors oppi14(9) = Opriq (f). Du Lemme 2.2.1, g satisfait (2.10). On
pose

G (2) = ¥ + Ap_10" D + L+ Age.

Si G = 0, alors par Lemme 3.4.8, on a 01,9 (9) = 0ppgq (Ao), une contradic-
tion; donc G # 0. Maintenant, puisque oppi1,4(9) = Tpr1,9 (f) = Opqg (o) >

max { o114 (G), Oppr1,4 (4;)}, alors la condition du Lemme 3.4.20 est satisfait et

alors on a X[p+1,q] (9) = Api1,q (9) = Oppr1,q (9), Le

X[p+17q] (f—¢) = Alp+1,q] (f—¢) = O [p+1,q] (f) = T p.g] (Ao) .

Maintenant, on montre (3.2) pouri > 1. Posons g; = f()—. Puisque Tlpt1,q] (f(i)) =

Tpt1a) () = Olpg) (Ao) €t Opi1q) () < Tppg (Ao), alors ona oy g (9:) = Tpiag () =
Olp,g (Ao). Par Lemme 2.2.2, g; satisfait (2.11). Posons

Gi =W + Ul 0%V 4 |+ Ulp.

Si G; = 0, du Lemme 3.4.11, Lemme 3.4.12, Lemme 3.4.16 et Lemme 3.4.17, on
obtient o414 (¢) > 0ppq (Ao), une contradiction; donc G; # 0. Maintenant, du

Lemme 3.4.20, on obtient A1 (9:) = Npt1,q) (1) = Tppr1q (9i) i€

Api1g (F7 = 0) = Apr1g (FP = ©) = 0ppr1g (f) = 0ppg (Ao) -
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3.6 Preuve du Théoréme 3.3.2

Supposons que f # 0 est une solution méromorphe de 1’équation (3.1) et ¢ (2) Z 0
une fonction méromorphe dans le disque unité D qui satisfait 0,11, (¢) < 0. (Ao)-
Du Lemme 3.4.9, on a opy1,4 (f) > 0pg (Ag). Posons g = f — ¢. Puisque
Olpt1,g (©) < Oppg (Ao) alors oppi14(9) = Opi1q (f). Du Lemme 2.2.1, g satis-
fait (2.10). On pose G (2) = ¢® + A, 10" Y + .+ Agp. Si G = 0, alors
du Lemme 3.4.9 on a oppi1,4(9) > 0ppq (Ao), contradiction; donc G # 0; et par
Lemme 3.4.20 on obtient le résultat pour ¢ = 0. Maintenant pour ¢ > 1, En util-
isant la méme notation comme dans la preuve du Théoréme 2.1.6 ¢; = f&) — ¢ et
Gi =™ 4+ Ui %V 4+ Ulp; si G; =0, alors du Lemme 3.4.13, Lemme 3.4.14,
Lemme 3.4.18 et Lemme 3.4.19, on a o414 (@) > 0ppq (Ao), contradiction; donc

G; # 0; et du Lemme 3.4.20, on obtient

Aptrg (FP =) = Aprrg (FY =) = 0ppr1q () = 0ppg (Ao)-

3.7 Preuve du Théoréme 3.3.3

D’aprés Lemme 3.4.3 et Lemme 3.4.10, on obtient que chaque solution f # 0 de
I'équation (2.2) satisfait oy, g (Ao) < 01, (f) < anr. On utilise la méme méthode
et notation de la preuve du Théoréme 3.3.1. Si G = 0, du Lemme 3.4.10, on obtient
Olpi1,q) (9) = Oppg (Ao), contradiction; donc G # 0; et du Lemme 3.4.20, on obtient

X[p+17q] (f—») = /\[p+1,q] (f—»)= Op+1,q] (f)-

Si G; =0, d’aprés Lemme 3.4.13, Lemme 3.4.15, Lemme 3.4.18 et Lemme 3.4.19, on
obtient 11,9 (¢) > 0ppq (Ao), contradiction; donc G; # 0; et par Lemme 3.4.20,

on obtient

g (F9 = @) = Aprrg (fY =) = 0ppr1q ()
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Conclusion

Dans cette thése nous nous somme intéressé a 1’étude de la croissance et la
distribution des zéros et les point fixes des solutions ainsi que leurs dérivées de
certaines classes d’équations différentielles linéaires dans le disque unité, en utilisant
les notions de l’exposant de convergence et [p,q]-ordre. Dans le deuxiéme chapitre,
on s’est basé sur des conditions trés fortes sur le comportement des coefficients sur
une partie du disque unité de mesure logarithmique infinie et on a donné un cas
particulier fondamentale ce qui est une courbe tendant vers un point sur la frontiére
ce qui nous a permet d’en déduire plusieurs résultats. Dans le troisiéme chapitre,
nous avons introduit la notion de [p,q]-ordre pour cette investigation et qui nous a
permet d’étendre beaucoup de résultats du plan complexe vers le disque unité d’une
part et d’autre part de généraliser certains résultats de Latreuch et Belaidi [32]. Je
pense que ce travail constitue une contribution dans ce domaine de recherche et le

probléme dans sa généralité reste ouvert.

()
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