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Introduction

L�apparition de la théorie de R. Nevanlinna, en 1925, qui représente la théorie

moderne et complète de la distribution des valeurs d�une fonction méromorphe dans

le plan complexe et qui est considéré comme de rares événements des mathématiques

dans le vingtième siècle, a donné des outils trés e¢ caces pour l�étude de la croissance

et l�oscillation des solutions des équations di¤érentielles linéaires et non linéaires

dans le plan complexe. Pour une introduction de cette théorie voir [23, 30]. Des

recherches actives, dans ce sens, ont été déclenchés dans les années 1950�s et 1960�s

par H. Wittich et ses étudiants. En 1968, Whitich [35] a montré que: toutes les

solutions de l�équation di¤érentielle

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A0 (z) f = 0 (1)

sont d�ordre �ni, si et seulement si, les coe¢ cients A0; :::; Ak�1 sont des polynômes.

Frei [17] a prouvé que: si p est le plus grand indice tel que Ap est une fonction entière

transcendante, alors il existe au plus p solutions linéairement independantes d�ordre

�ni. A partir de là, il y a deux questions principales qui ont intéressés plusieurs

chercheurs dans ce domaine: 1) Quelles sont les conditions sur les coe¢ cients qui

assurent que toutes les solutions soient d�ordre in�ni? 2) Dans quelles conditions

existe-il des solutions d�ordre �ni dans le cas où il y a des coe¢ cients fonctions

entières transcendantes? Il y a beaucoups d�articles publiés répondant à ces deux

questions, voir à titre d�exemple [5, 6, 7, 8, 9, 18, 22]. D�autre part, pour préciser

bien le taux de la croissance des solutions d�ordre in�ni, on a introduit les notions
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de l�hyper-odre, l�ordre itératif et [p,q]-ordre. En 1982, La théorie de l�oscillation

complexe des solutions des équations di¤érentielles linéaires dans le plan complexe C

a été introduite la première fois par Bank et Laine [3]; ils ont étudié l�oscillation des

équations di¤érentielles de la forme f 00+Af = 0 oùA est une fonction entière; puis en

1983, ils ont étudié les zéros des solutions méromorphes des équations di¤érentielles

linéaires de second ordre.

Dans cette dernière decennie, plusieurs chercheurs essayent d�étendre les résultats

obtenus dans le plan complexe au disque unité D = fz 2 C : jzj < 1g, c�est à

dire de passer des coe¢ cients entières ou méromorphes dans le plan complexe aux

coe¢ cients analytiques ou méromorphes seulement dans le disque unité, voir à titre

d�exemple [12, 16, 20, 21, 24, 25, 26].

Dans ce travail, on s�intéresse à étudier la croissance, la distribution des zéros et

les point �xes des solutions ainsi que leurs dérivées de certaines classes d�équations

di¤érentielles linéaires dans le disque unité, en utilisant les notions de l�exposant de

convegence et [p,q]-ordre.

Cette thèse est composée de trois chapitres. Le premier chapitre est consacré

à quelques éléments de la théorie de R. Nevanlinna nécessaires pour notre travail.

Dans le deuxième chapitre, on va étudier l�exposant de convergence de f (i) � ' où

f (0) = f est une solution non triviale de certaines classes d�équations di¤érentielles

linéaires dont les coe¢ cients sont des fonctions méromorphes dans le disque de l�unité

et ' est une fonction de petite croissance devant f , en utilisant une approche sur

le comportement des coe¢ cients au voisinage d�un point sur le disque unité. Le

troisième chapitre consiste à étudier l�exposant de convergence de f (i)�' concernant

d�autres types d�équations di¤érentielles linéaires dans le disque unité en utilisant la

notion [p,q]-ordre. Comme des cas particuliers, si ' (z) = z cette étude nous donne

la distribution des points �xes de f (i), et si ' (z) = a 2 C � f0g ; on en déduit la

distribution des zéros de l�équation f (i) � a = 0:
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Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de

R. Nevanlinna

On va citer seulement les éléments nécessaires pour notre travail dans cette thèse et

pour plus de détail voir [23, 30].

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

1.1.1 Formule de Jenson

Théorème 1.1.1 [23, 30] Soit f une fonction méromorphe telles que f(0) 6= 0;1

et soit a1; a2; :::::(resp. b1; b2; ::::) ses zéros (resp. ses pôles) ; chacun étant compté

avec son ordre de multiplicité. Alors

ln jf(0)j = 1

2�

Z 2�

0

ln
��f(rei')�� d'+ X

jbj j<r

ln
r

jbjj
�
X
jaij<r

ln
r

jaij
:

Preuve:

On démontre le théorème dans le cas où f n�admet ni zéros ni pôles sur le cercle

jzj = r: Considérons la fonction
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g (z) = f (z)
Y
jaj j<r

r2 � ajz
r (z � aj)

=
Y
jbj j<r

r2 � bjz
r (z � bj)

:

On a g 6= 0;1 dans le disque jzj < r et ln jg (z)j est une fonction harmonique.

D�aprés la formule de la moyenne, on a

ln jg (0)j = 1

2�

2�Z
0

ln
��g �rei'��� d': (1.1)

D�autre part,

jg (0)j = jf (0)j
Y
jaj j<r

r

jajj
=
Y
jbj j<r

r

jbjj

d�où

ln jg (0)j = ln jf (0)j+
X
jaj j<r

ln
r

jajj
�
X
jbj j<r

ln
r

jbjj
(1.2)

pour z = rei'; on a

���� r2 � ajzr (z � aj)

���� = ���� r2 � ajrei'r (rei' � aj)

���� = ����ei' (re�i' � aj)rei' � aj

���� = 1
et ���� r2 � bjzr (z � bj)

���� = ���� r2 � bjrei'r (rei' � bj)

���� =
�����ei'

�
re�i' � bj

�
rei' � bj

����� = 1:
D�où jg (rei')j = jf (rei')j : De (1.1) et (1.2), on obtient la formule de Jensen.

Dé�nition 1.1.1 Pour tout réel x > 0, on dé�nit

ln+ x = max (ln x; 0) =

8<: lnx, si x > 1;

0, si 0 < x � 1:

Lemme 1.1.1 On a les inégalitées suivantes

(a)

lnx � ln+ x:
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(b)

ln+ x � ln+ y (si 0 < x < y):

(c)

lnx = ln+ x� ln+ 1
x
:

(d)

jlnxj = ln+ x+ ln+ 1
x
:

(e)

ln+

 
nY
i=1

xi

!
�

nX
i=1

ln+ xi:

(f)

ln+

 
nX
i=1

xi

!
� lnn+

nX
i=1

ln+ xi:

Preuve:

Montrons (c)-(f).

(c) On a

ln+ x� ln+ 1
x
= max flnx; 0g �max

�
ln
1

x
; 0

�
= max flnx; 0g �max f� lnx; 0g

= max flnx; 0g+min flnx; 0g

= lnx:

(d) On a

ln+ x+ ln+
1

x
= max flnx; 0g+max

�
ln
1

x
; 0

�
= max flnx; 0g+max f� lnx; 0g

= max flnx; 0g �min flnx; 0g

= jlnxj :
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(e) Si
nY
i=1

xi � 1; alors l�inégalité est triviale.

Supposons que
nY
i=1

xi > 1: Alors

ln+

 
nY
i=1

xi

!
= ln

 
nY
i=1

xi

!

=

nX
i=1

lnxi

�
nX
i=1

ln+ xi; d�aprés (a).

(f) On a d�aprés (b) et (e)

ln+

 
nX
i=1

xi

!
� ln+

�
n max
1�i�n

xi

�
� lnn+ ln+

�
max
1�i�n

xi

�
� lnn+

nX
i=1

ln+ xi:

1.1.2 Fonction a�points

Dé�nition 1.1.2 [23, 30] Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre

complexe a, on désigne par n (t; a; f) le nombre de racines de l�équation f (z) = a

situées dans le disque jzj � t et par n (t;1; f) le nombre de pôles de la fonction f

dans le disque jzj � t: Chaque racine ou pôle étant compté un nombre de fois égal á

son ordre de multiplicité. Posons

N (r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
=

rZ
0

n (t; a; f)� n (0; a; f)
t

dt+ n (0; a; f) ln r; a 6=1
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et

N (r;1; f) = N (r; f) =
rZ
0

n (t;1; f)� n (0;1; f)
t

dt+ n (0;1; f) ln r:

N (r; a; f) est appelée fonction a�points de la fonction f dans le disque jzj � r:

1.1.3 Fonction de proximité

Dé�nition 1.1.3 [23, 30] Soit f une fonction méromorphe non constante et a un

nombre complexe. Alors, on dé�nit la fonction de proximité de la fonction f par

m (r; a; f) = m

�
r;

1

f � a

�
=
1

2�

2�Z
0

ln+
1

jf (rei' � a)jd'; a 6=1

et

m (r;1; f) = m (r; f) = 1

2�

2�Z
0

ln+
��f �rei'��� d':

1.1.4 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Dé�nition 1.1.4 [23, 30] On dé�nit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna

de la fonction f par

T (r;1; f) = T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) :

Lemme 1.1.2 [23, 30] Soient f; f1; :::; fn des fonctions méromorphes et a; b; c; d des

constantes complexes telle que ad� cb 6= 0; alors

(a)

m

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) + lnn:
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(b)

m

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) :

(c)

N

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) :

(d)

N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) :

(e)

T

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) + lnn; n � 1:

(f)

T

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) ; n � 1:

(g)

T (r; fn) = nT (r; f) ; n 2 N�:

(h)

T

�
r;
af + b

cf + d

�
= T (r; f) +O (1) ; f 6� �d

c
:

(i) Soit

R (z; f) =
P (z; f)

Q (z; f)
=

pX
i=0

ai (z) f
i

qX
j=0

bj (z) f j

avec ai (z) ; bj (z) coe¢ cients méromorphes. Alors

T (r; R (z; f)) = dT (r; f) + S (r; f) ;

où d = max fp; qg :

Preuve:
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Montrons (e)-(h)

(e) On a

m

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) + lnn

et

N

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi)

donc

T

 
r;

nX
i=1

fi

!
= m

 
r;

nX
i=1

fi

!
+N

 
r;

nX
i=1

fi

!

�
nX
i=1

T (r; fi) + lnn:

(f) On a

m

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi)

et

N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) ;

donc

T

 
r;

nY
i=1

fi

!
= m

 
r;

nY
i=1

fi

!
+N

 
r;

nY
i=1

fi

!

�
nX
i=1

m (r; fi) +

nX
i=1

N (r; fi)

�
nX
i=1

T (r; fi) :

(g) On a jfnj = jf jn � 1 équivaut a jf j � 1: Si jf j � 1; alors m (r; fn) = 0 et

N (r; fn) = nN (r; f) : Donc

T (r; fn) = N (r; fn) = n(N (r; f) +m (r; f)) = nT (r; f) :
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Si jf j > 1; alors

T (r; fn) = m (r; fn) +N (r; fn)

= nm (r; f) + nN (r; f)

= nT (r; f) :

(h) Si c = 0; alors

T

�
r;
af + b

d

�
= T

�
r;
a

d
f +

b

d

�
= T

�
r;
a

d
f
�
+O (1)

= T (r; f) +O (1) :

Si c 6= 0; alors on écrit

af + b

cf + d
=

a
�
f + b

a

�
c
�
f + d

c

� = a

c

f + d
c
+ b

a
� d

c

f + d
c

=
a

c

"
1 +

bc� ad
ac

1

f + d
c

#

=
a

c
+
bc� ad
c2

1

f + d
c

:

D�où

T

�
r;
af + b

cf + d

�
= T

 
r;
a

c
+
bc� ad
c2

1

f + d
c

!

= T

 
r;
bc� ad
c2

1

f + d
c

!

= T

 
r;

1

f + d
c

!
+O (1)

= T (r; f) +O (1) :

Proposition 1.1.1 [23] Soit f une fonction méromorphe avec le développement de

10



Laurent

f (z) =
1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0;m 2 Z:

Alors

ln jcmj =
1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei���� d� +N (r; f)�N �r; 1

f

�
:

1.2 Premier théorème fondamental de R. Nevan-

linna

Théorème 1.2.1 [23, 30] Soit f une fonction méromorphe non constante et a 2 C:

Soit le développement de Laurent de f (z)� a autour du point d�origine

f (z)� a =
1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0;m 2 Z:

Alors

T (r; a; f) = T (r;
1

f � a) = T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a) ;

où

j' (r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:

Preuve 1.2.1 1) Montrons le théorème pour a = 0: D�après Proposition 1.1.1, on

a

ln jcmj =
1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei���� d� +N (r; f)�N �r; 1

f

�
;

D�après les propriétés de
�
ln+
�
; on obtient

ln jcmj =
1

2�

Z 2�

0

ln+
��f �rei���� d� � 1

2�

Z 2�

0

ln+
1

jf (rei�)jd� +N (r; f)�N
�
r;
1

f

�
= m (r; f)�m

�
r;
1

f

�
+N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
= T (r; f)� T

�
r;
1

f

�
:
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Donc

T

�
r;
1

f

�
= T (r; f)� ln jcmj ;

avec ' (r; 0) = 0

2) Montrons le théorème pour a 6= 0: Posons h = f � a; alors

N

�
r;
1

h

�
= N

�
r;

1

f � a

�
;

N (r; h) = N (r; f � a) = N (r; f) ;

m

�
r;
1

h

�
= m

�
r;

1

f � a

�
;

de plus

ln+ jhj = ln+ jf � aj � ln+ jf j+ ln+ jaj+ ln 2:

ln+ jf j = ln+ jf � a+ aj = ln+ jh+ aj

� ln+ jhj+ ln+ jaj+ ln 2:

En intégrant les deux membres de 0 à 2�, on trouve

m (r; h) � m (r; f) + ln+ jaj+ ln 2:

m (r; f) � m (r; h) + ln+ jaj+ ln 2:

Posons

' (r; a) = m (r; h)�m (r; f) :

Alors

' j(r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:

12



D�après le 1ercas; on a

T

�
r;
1

h

�
= m

�
r;
1

h

�
+N

�
r;
1

h

�
= T (r; h)� ln jcmj

= m (r; h) +N (r; h)� ln jcmj

= m (r; f) + ' (r; a) +N (r; f)� ln jcmj

= T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a) :

Ainsi

T (r; a; f) = T (r;
1

f � a) = T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a) ;

où

j' (r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:

Remarque 1.2.1 Le premier théorème fondamental peut être exprimé comme suit

T (r;
1

f � a) = T (r; f) +O(1)

pour tout a 2 C.

Remarque 1.2.2 Le premier théorème fondamental reste valable aussi dans le disque

unité en prenant 0 < r < 1:

1.3 La croissance d�une fonction méromorphe et

entière dans le plan complexe

Dé�nition 1.3.1 [23, 30] Soit f une fonction entière non constante. Alors l�ordre

et l�hyper-ordre de f sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim sup
r�!+1

log logM (r; f)

log r
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et

�2 (f) = lim sup
r�!+1

log log logM (r; f)

log r
;

oùM(r; f) = max
jzj=r

jf(z)j. Si f est une fonction méromorphe, alors l�ordre et l�hyper-

ordre de f sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim sup
r�!+1

log T (r; f)

log r

et

�2 (f) = lim sup
r�!+1

log log T (r; f)

log r
;

où T (r; f) est la fonction caractéristique de f .

On a généralisé cette dé�nition pour l�ordre itératif comme suivant

�n (f) = lim sup
r�!+1

logn T (r; f)

log r
:

Exemple 1.3.1 La fonction f(z) = expfexp zng; n 2 N� f0g ; est d�ordre �(f) =

1 et d�hyper ordre �2(f) = n:

Lemme 1.3.1 [30] Si f est une fonction méromorphe non constante dans C, alors

�(f (k)) = �(f); k 2 N� f0g :

Proposition 1.3.1 [23, 30] Soit f une fonction entière non constante et 0 < r <

R <1: Alors on a

T (r; f) � logM (r; f) � R + r

R� rT (R; f) : (1.3)

Remarque 1.3.1 En prenant R = 2r dans (1.3), on déduit que si f est une fonction

entière non constante alors �n (f) = �M;n (f) pour n � 1:

14



1.4 Type d�une fonction méromorphe et entière

dans le plan complexe

Dé�nition 1.4.1 [24, 31] Soit f une fonction méromorphe dans le plan complexe

d�ordre � (f) = � (0 < � <1). On dé�nit le type de f par

� (f) = lim sup
r�!+1

T (r; f)

r�
:

Si f est une fonction entière d�ordre �M (f) = �M (0 < �M <1), on dé�nit le type

de f par

�M (f) = lim sup
r�!+1

logM (r; f)

r�
:

Remarque 1.4.1 En générale � (f) n�égale pas �M (f) ; comme l�indique l�exemple

suivant.

Exemple 1.4.1 Pour f (z) = exp fzg ; on a T (r; f) = r
�
et M (r; f) = exp frg :

Donc � (f) = 1
�
et �M (f) = 1.

1.5 Exposant de convergence d�une fonction méro-

morphe dans le plan complexe

Dé�nition 1.5.1 [31] Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant de

convergence des zéros de la fonction f par

� (f) = lim sup
r�!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

où

N

�
r;
1

f

�
=

rZ
0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
log r;

15



n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque jzj � t et

l�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f par

� (f) = lim sup
r�!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

où

N

�
r;
1

f

�
=

rZ
0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
log r;

n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

jzj � t:

De même on dé�nit l�exposant n-itératif de convergence des zéros de la fonction

f par

�n (f) = lim sup
r�!+1

lognN
�
r; 1
f

�
log r

;

et des zéro distincts par

�n (f) = lim sup
r�!+1

lognN
�
r; 1
f

�
log r

:

Exemple 1.4.2 Soit f (z) = ez � a; a 6= 0;1:

On a ez = a () z = ln a = ln jaj+ i (arg a+ 2k�) ; k 2 Z

jzj < t)
q
(ln jaj)2 + (arg a+ 2k�)2 < t

)
�
q
t2 � (ln a)2 � arg a

2�
< k <

q
t2 � (ln a)2 � arg a

2�

) n

�
t;
1

f

�
�

q
t2 � (ln a)2

�
� t

�
; t! +1

) N

�
r;
1

f

�
=
r

�
+ o (1)

) � (f) = 1:
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1.6 La croissance d�une fonction méromorphe et

analytique dans le disque unité

Dé�nition 1.6.1 [38, 12] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité

D = fz 2 C : jzj < 1g. L�ordre et l�hyper-ordre de cette fonction sont dé�nis

respectivement par

� (f) = lim sup
r!1�

log+ T (r; f)

� log(1� r) ;

et

�2 (f) = lim sup
r!1�

log+ log+ T (r; f)

� log(1� r) :

Si f est une fonction analytique dans D, alors l�ordre et l�hyper-ordre de cette fonc-

tion sont dé�nis aussi respectivement par

�M (f) = lim sup
r!1�

log+ log+M (r; f)

� log(1� r) ;

�M;2 (f) = lim sup
r!1�

log+ log+ log+M (r; f)

� log(1� r) ;

où M (r; f) = max
jzj=r

jf (z)j :

On a généralisé ces dé�nitions comme suivant.

L�ordre n-itératif d�une fonction méromorphe f est dé�ni par

�n (f) = lim sup
r!1�

log+n T (r; f)

� log(1� r) :

Si f est une fonction analytique dans D. Alors l�ordre n-itératif de cette fonction

est dé�ni par

�M;n (f) = lim sup
r!1�

log+n+1M (r; f)

� log(1� r) :

Remarque 1.6.1 Si f est analytique dans D, Tsuji [34, p.205] a montré que

�1 (f) � �M;1 (f) � �1 (f) + 1. (1.4)
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Les inégalités (1.4) sont les meilleures estimations possible dans le sens où ils

existent des fonctions analytiques g et h telles que �M;1 (g) = �1 (g) et �M;1 (h) =

�1 (h) + 1; comme l�indique Exemple 1.6.1 ci-dessous.

De toute évidence, on a

� (f) <1 si et seulement si �M (f) <1:

Exemple 1.6.1 Pour la fonction f (z) = exp
�

1

(1� z)�
�
; (� > 1) ; on a �1 (f) =

�� 1 et �M;1 (f) = �. Par contre, pour la fonction f (z) = exp
�

1
z�1
	
; on a

� (f) = �M (f) = 0:

Exemple 1.6.2 Soit la fonction f (z) = exp exp
n

1
(1�z)2

o
: Alors

�2 (f) = �2;M (f) = 2:

Remarque 1.6.2 En prenant R = 1+r
2
dans (1.3), on déduit que si f une fonction

analytique non constante alors �n (f) = �M;n (f) pour n � 2:

Proposition 1.6.1 Soit f et g deux fonctions méromorphes. Alors

1.

� (f + g) � max f� (f) ; � (g)g ;

� (fg) � max f� (f) ; � (g)g :

2. Si � (g) < � (f) ; alors

� (f + g) = � (fg) = � (f) :
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1.7 Type d�une fonction méromorphe et analy-

tique dans le disque unité

Dé�nition 1.7.1 [24] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité d�ordre

� (f) = � (0 < � <1). On dé�nit le type de f par

� (f) = lim sup
r!1�

T (r; f)�
1
1�r
�� = lim sup

r!1�
(1� r)� T (r; f) :

Si f est une fonction analytique dans le disque unité d�ordre �M (f) = �M (0 < �M <1),

on dé�nit le type de f par

�M (f) = lim sup (1� r)�M
r!1�

logM (r; f) :

De même, on peut généraliser par la façon suivante: Si f est une fonction méro-

morphe dans le disque unité d�ordre itératif �ni �n (f) = � (0 < � <1), alors

�n (f) = lim sup
r!1�

(1� r)� logn�1 T (r; f) :

Si f est une fonction analytique dans le disque unité d�ordre �M (f) = �M (0 < �M <1),

on a

�n;M (f) = lim sup
r!1�

(1� r)�M lognM (r; f) :

Remarque 1.7.1 En utilisant (1.3) avec R = 1+r
2
, on déduit que si f une fonction

analytique non constante alors �n (f) = �n;M (f) pour n � 3:

Dé�nition 1.7.2 [11] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité et

lim sup
r!1�

T (r; f)

� log(1� r) = a:

Si a < 1; on dit que f est de degré �ni a (ou non admissible); et si a = 1 on dit

que f est de degré in�ni (ou admissible).
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Dé�nition 1.7.3 [11] Soit f une fonction analytique dans le disque unité et

lim sup
r!1�

logM (r; f)

� log(1� r) = b:

Si b < 1; on dit que f est de degré �ni b; et si b = 1 on dit que f est de degré

in�ni.

1.8 Exposant de convergence d�une fonction méro-

morphe dans le disque unité

Dé�nition 1.8.1 [25] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité . On

dé�nit l�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros de la fonction f re-

spectivement par

� (f) = lim sup
r!1�

logN
�
r; 1
f

�
� log(1� r)

�2 (f) = lim sup
r!1�

log logN
�
r; 1
f

�
� log(1� r)

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n(t; 1
f
)� n(0; 1

f
)

t
dt+ n(r;

1

f
) log r

tel que n(t; 1
f
) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque

jzj � r:

Dé�nition 1.8.2 [25] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité . On

dé�nit l�exposant et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction

f respectivement par

� (f) = lim sup
r!1�

logN
�
r; 1
f

�
log 1

1�r

�2 (f) = lim sup
r!1�

log logN
�
r; 1
f

�
� log(1� r)
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où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n(t; 1
f
)� n(0; 1

f
)

t
dt+ n(r;

1

f
) log r

tel que n(t; 1
f
) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le

disque jzj � r:

Dé�nition 1.8.3 Soit f une fonction méromorphre dans D. L�exposant de conver-

gence n-itératif des zéros d�une fonction f est dé�nis par

�n (f) = lim sup
r!1�

lognN
�
r; 1
f

�
� log(1� r)

L�exposant de convergence n-itératif des zéros distincts d�une fonction f est dé�ni

par

�n (f) = lim sup
r!1�

lognN
�
r; 1
f

�
� log(1� r)

1.9 Mesure linéaire et logarithmique

Dé�nition 1.9.1 [23, 30] La mesure linéaire d�un ensemble E � [0;+1[ est dé�nie

par

m (E) =

+1Z
0

�E (t) dt;

où �E (t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E et la mesure logarithmique

d�un ensemble F � [1;+1[ est dé�nie par

Lm (F ) =

+1Z
1

�F (t)

t
dt:
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Exemple 1.4.1 La mesure linéaire de l�ensemble E = [1; 2] � [0;+1[ est

m (E) =

+1Z
0

�E (t) dt =

2Z
1

dt = 1:

La mesure logarithmique de l�ensemble F = [e; e4] � [1;+1[ est

Lm (F ) =

+1Z
1

�F (t)

t
dt =

e4Z
e

dt

t
= 3:

Dé�nition 1.9.2 [24] La mesure logarithmique d�un ensemble F � [0; 1[ est dé�nie

par

lm (F ) =

1Z
0

�F (t)

1� t dt:

Exemple 1.9.1 La mesure logarithmique de l�ensemble F =
�
1
2
; 2
3

�
� [0; 1[ est égale

à lm (F ) = log 3
2
:
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Chapitre 2

Croissance et l�oscillation des

solutions de certaines classes

d�équations di¤érentielles linéaires

dans le disque de l�unité

2.1 Introduction et résultats

Plusieurs auteurs ont étudié l�équation di¤érentielle linéaire suivantes

f 00 + A (z) eazf 0 +B (z) ebzf = 0; (2.1)

où A (z) et B (z) sont des fonctions entières, voir [1, 13, 14, 19]. Récemment dans

[20], Hamouda a étudié l�équation di¤érentielle linéaire

f 00 + A (z) e

a

(z0 � z)� f 0 +B (z) e
b

(z0 � z)� f = 0;
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où A (z) et B (z) 6� 0 sont des fonctions analytiques dans le disque unité en utilisant

le comportement des coe¢ cients au voisinage d�un point sur la frontière de disque

unité. Puis dans [21], Hamouda a montré les résultats suivants.

Théorème 2.1.1 [21] Soient A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) des fonctions méromorphes dans

le disque unité D: S�il existe !0 2 @D et une courbe 
 � D tendant vers !0 tel que

lim
z!!0

k�1P
j=1

jAj (z)j+ 1

jA0 (z)j (1� jzj)�
= 0;

avec z 2 
, pour tout � > 0: Alors chaque solution méromorphe f (z) 6� 0 de

l�équation di¤érentielle

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = 0; (2.2)

est d�ordre in�nie.

Théorème 2.1.2 [21] Soient A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) des fonctions méromorphes dans

le disque unité D: S�il existe !0 2 @D et une courbe 
 � D tendant vers !0 tel que

lim
z!!0

k�1P
j=1

jAj (z)j+ 1

jA0 (z)j
expn

�
�

(1� jzj)�
�
= 0; avec z 2 
,

où n � 1 un entier, (exp1 (z) = exp (z) ; expn+1 (z) = exp
�
expp (z)

	
), et � > 0; � >

0 des constantes réelles, alors chaque solution méromorphe f (z) 6� 0 de l�équation

di¤érentielle (2.2) satisfait �n (f) =1, et �n+1 (f) � �.

Remarque 2.1.1 Théorème 2.1.1 et Théorème 2.1.2 restent valables si au lieu de

prendre une courbe qui tend vers un point sur la frontière du disque unité D; on

prend, d�une manière générale, un sous-ensemble � de D tel que l�ensemble �0 =

fjzj : z 2 �g est de mesure logarithmique in�ni, qui est
R
�0

dr
1�r = +1.
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Dans [36], Xu, Tu et Zheng ont montré les résultats suivants.

Théorème 2.1.3 [36] Soient Aj (z) j = 0; 1; :::; k�1 des fonctions entières d�ordre

�ni satisfaisant l�une des deux conditions suivantes:

(i) max f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g < � (A0) <1;

(ii) 0 < � (Ak�1) = ::: = � (A0) < 1 et max f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g = � 1 <

� (A0) = � .

Alors pour chaque solution f 6� 0 de (2.2) et pour toute fonction ' (z) 6� 0

satisfaisant �2 (') < � (A0), on a

�2 (f � ') = �2 (f 0 � ') = �2 (f 00 � ') = �2
�
f (i) � '

�
= �2 (f) = � (A0) (i 2 N) :

Théorème 2.1.4 [36] Soient Aj (z) j = 1; 2; :::; k � 1 des polynômes et A0 (z) une

fonction entière transcendente. Aalors chaque solution f 6� 0 de (2.2) et pour toute

fonction entière ' (z) d�ordre �ni, on a

(i) � (f � ') = � (f � ') = � (f) =1;

(ii) �
�
f (i) � '

�
= �

�
f (i) � '

�
= �

�
f (i) � '

�
=1 (i � 1; i 2 N) :

Théorème 2.1.5 [36] Soient Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des fonctions méromorphes

satisfaisantmax f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g < � (A0) et � (1; A0) = lim inf
r!+1

m(r;A0)
T (r;A0)

>

0. Alors, pour chaque solution méromorphe f 6� 0 de l�équation (2.2) et pour toute

fonction méromorphe ' (z) 6� 0 satisfaisant �2 (') < � (A0), on a

�2
�
f (i) � '

�
= �2

�
f (i) � '

�
� � (A0) (i 2 N) ; où f (0) = f .

Dans ce chapitre, on étudiera la croissance et l�exposant de convergence de f (i)�'

telle que f est une solution de l�equation (2.2) avec des coe¢ cients méromorphes

dans le disque unité et véri�ant des conditions similaires aux ceux du Théorème

2.1.1 et Théorème 2.1.2. En fait, on établit les résultats suivants.

Théorème 2.1.6 [39] Soient A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) des fonctions meromorphes d�ordre

�nie dans le disque unité D. S�il existe un sous-ensemble � de D tel que l�ensemble
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�0 = fjzj : z 2 �g est de mesure logarithmique in�ni et que pour toute constante

réelle � > 0 on a

lim
jzj!1�
z2�

k�1P
j=1

jAj (z)j+ 1

jA0 (z)j (1� jzj)�
= 0; (2.3)

alors pour chaque solution méromorphe f 6� 0 de (2.2) et pour toute fonction mero-

morphe ' (z) 6� 0 d�ordre �ni dans le disque unité D, on a

� (f � ') = �
�
f (i) � '

�
= �

�
f (i) � '

�
= � (f) =1 (i 2 N) : (2.4)

Corollaire 2.1.1 [39] Soient A0 (z) 6� 0; :::; Ak�1 (z) des fonctions analytiques d�ordre

zéro dans le disque unité telle que A1; :::Ak�1 sont de degré �ni et A0 est de degré in-

�ni. Alors pour chaque solution f (z) 6� 0 de (2.2) et pour toute fonction analytique

' (z) 6� 0 d�ordre �ni dans le disque unité D, on a

� (f � ') = �
�
f (i) � '

�
= �

�
f (i) � '

�
= � (f) =1 (i 2 N) :

Corollaire 2.1.2 Soient A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) des fonctions meromorphes d�ordre �ni

dans le disque unité D . S�il existe !0 2 @D et une courbe 
 � D tendu vers !0

telle que pour toute constante réelle � > 0 on a

lim
z!!0

k�1P
j=1

jAj (z)j+ 1

jA0 (z)j (1� jzj)�
= 0; avec z 2 
,

alors pour chaque solution méromorphe f 6� 0 de (2.2) et pour toute fonction méro-

morphe ' (z) 6� 0 d�ordre �ni dans le disque unité D, on a

� (f � ') = �
�
f (i) � '

�
= �

�
f (i) � '

�
= � (f) =1 (i 2 N) :
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En e¤et, pour la courbe 
 � D; l�ensemble fjzj : z 2 
g est de mesure logarith-

mique in�ni, qui est
R



dr
1�r = +1:

Théorème 2.1.7 [39] Soient A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) des fonctions méromorphes dans

le disque unité D avec �n (Aj) < 1. S�il existe un sous-ensemble � de D tel que

l�ensemble �0 = fjzj : z 2 �g est de mesure logarithmique in�ni et

lim
jzj!1�
z2�

k�1P
j=1

jAj (z)j+ 1

jA0 (z)j
expn

�
�

(1� jzj)�
�
= 0; (2.5)

où n � 1 est un entier, (exp1 (z) = exp (z) ; expn+1 (z) = exp
�
expp (z)

	
), et � >

0; � > 0 sont des constants réels , alors pour chaque solution méromorphe f 6�

0 de (2.2) et pour toute fonction meromorphe ' (z) 6� 0 dans le disque unité D

satisfaisant �n+1 (') < �, on a

�n+1 (f � ') = �n+1
�
f (i) � '

�
= �n+1

�
f (i) � '

�
= �M;n+1 (f) � � (i 2 N) : (2.6)

Corollaire 2.1.3 Soient A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) des fonctions méromorphes dans le disque

unité D avec �n (Aj) <1. S�il existe !0 2 @D et une courbe 
 � D tendu vers !0

telle que

lim
z!!0

k�1P
j=1

jAj (z)j+ 1

jA0 (z)j
expn

�
�

(1� jzj)�
�
= 0; avec z 2 
,

où n � 1 est un entier, � > 0; � > 0 sont des constants réels, alors pour chaque

solution méromorphe f 6� 0 de (2.2) et pour toute fonction meromorphe ' (z) 6� 0

dans le disque unité D satisfaisant �n+1 (') < �, on a

�n+1 (f � ') = �n+1
�
f (i) � '

�
= �n+1

�
f (i) � '

�
= �n+1 (f) � � (i 2 N) :

Corollaire 2.1.4 [39] Soient A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) des fonctions méromorphes dans

D avec �n (Aj) < 1: S�il existe un sous-ensemble � de D tel que l�ensemble �0 =
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fjzj : z 2 �g est de mesure logarithmique in�ni et pour z 2 �; on a

jA0 (z)j � expn
�

�

(1� jzj)�
�

(2.7)

et

jAj (z)j � expn
�

�

(1� jzj)�
�

(2.8)

où n � 1 est un entier, 0 � � < �; � > 0 sont des constants réels, alors pour chaque

solution méromorphe f 6� 0 de (2.2) et pour toute fonction méromorphe ' (z) 6� 0

dans le disque unité D satisfaisant �n+1 (') < �, on a

�n+1 (f � ') = �n+1
�
f (i) � '

�
= �n+1

�
f (i) � '

�
= �n+1 (f) � � (i 2 N) :

Corollaire 2.1.5 [39] Soient A0 (z) 6� 0; :::; Ak�1 (z) des fonctions analytique dans

le disque unité �n (Aj) < 1. Supposons que � > 1 est un constant réel, a et !0

sont des nombres complexes tel que a 6= 0, j!0j = 1: Si A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) sont

analytiques en !0 alors pour chaque solution f (z) 6� 0 de l�équation di¤érentielle

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0 + A0 (z) expn

�
a

(!0 � z)�
�
f = 0;

et pour toute fonction analytique ' (z) 6� 0 dans le disque unité D satisfaisant

�n+1 (') < �, on a

�n+1 (f � ') = �n+1
�
f (i) � '

�
= �n+1

�
f (i) � '

�
= �n+1 (f) � � (i 2 N) :

Corollaire 2.1.6 Soit A (z) et B (z) 6� 0 deux fonctions analytique dans le disque

unité. Supposons que � > 1 est un constant réel, a; b et !0 sont des nombres

complexes tels que ab 6= 0; arg a 6= arg b ou a = cb (0 < c < 1) ; jz0j = 1: Si B1 (z)

et B0 (z) sont analytiques en !0; alors pour chaque solution f (z) 6� 0 de l�équation
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di¤érentielle

f 00 +B1 (z) e

a

(!0 � z)� f 0 +B0 (z) e
b

(!0 � z)� f = 0; (2.9)

et pour toute fonction analytique ' (z) 6� 0 dans le disque unité D satisfaisant

�2 (') < �, on a

�2 (f � ') = �2
�
f (i) � '

�
= �2

�
f (i) � '

�
= �M;2 (f) � � (i 2 N) :

Remarque 2.1.2 Comme des cas particulier, si ' = a 2 C� f0g ; on en déduit la

distribution des zéros de f (i) � a = 0 et si ' (z) = z on en déduit la distribution des

points �xes de f (i):

Exemple 2.1.1 suivant montre que la condition (2.5) du Théorème 2.1.7 n�exige

pas que �n (A0) > �n (Aj) (j = 1; :::; k � 1) :

Exemple 2.1.1 Considérons l�équation di¤érentielle

f 00 + A1 (z) f
0 + A0 (z) f = 0:

(i) Si A1 (z) = exp3
�

1
1�z
	
exp4

�
1
1�z
	
et A0 (z) = exp3

�
2
1�z
	
exp4

�
1
1�z
	
; alors

�4 (A1) = �4 (A0) = 1; et c�est claire que la condition (2.5) est satisfait en prenant

n = 3; � = 1; � = 1; � = fz 2 D : arg z = 0g ; et donc �4 (f) � 1:

(ii) Si A1 (z) = exp3
�

1
1�z
	
exp4

�
1
i�z
	
et A0 (z) = exp3

�
2
1�z
	
exp4

�
1
2+z

	
; alors

�4 (A1) = 1 et �4 (A0) = 0; et c�est claire que la scondition (2.5) est satisfait en

prenant n = 3; � = 1; � = 1; � = fz 2 D : arg z = 0g ; et donc �4 (f) � 1:

Maintenant, on donne un exemple pour prouver l�existence des solutions méro-

morphes dans le cas des coe¢ cients méromorphes qui satisfaient les conditions des

Théorème 2.1.6 et Théorème 2.1.7.
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Exemple 2.1.2 L�equation di¤érentielle

f 00 + A1 (z) f
0 + A0 (z) f = 0;

admet les deux solutions suivantes qui sont linéairement independentes:

f1 (z) =
1

z
exp2

�
1

1� z

�
; f2 (z) =

1

z
exp2

�
2

1� z

�
;

où

A1 (z) = �
f 002
f2
� f 001

f1
f 02
f2
� f 01

f1

; A0 (z) = �
f 001
f1
� A1 (z)

f 01
f1
:

On note que z = 0 est un pôle pour A0 (z) et A1 (z). En prenant

� =
�
z 2 D : arg z = 0 et jzj � 1

2

	
=
�
1
2
; 1
�
et après les calculs, on obtient

jA1 (z)j =
2

(1� jzj)2
exp

�
2

1� jzj

�
(1 + o (1)) ;

jA0 (z)j =
2

(1� jzj)4
exp

�
3

1� jzj

�
(1 + o (1)) ;

quand jzj ! 1� avec z 2 �: Il est claire que la condition (2.5) est satisfait en prenant

n = 1; � = 1; � = 1
2
: Aussi la condition (2.3) est véri�ée pour tout constant � > 0:

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 [36] Soit f 6� 0 une solution de l�équation (2.2). On pose g = f �';

alors g satisfait l�équation

g(k) + Ak�1g
(k�1) + :::+ A0g = �

�
'(k) + Ak�1'

(k�1) + :::+ A0'
�
: (2.10)

Lemme 2.2.2 [36] On suppose que f 6� 0 est une solution de (2.2). Posons gi =

f (i) � '; (i 2 N� f0g); alors gi satisfait l�équation
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g
(k)
i + U ik�1g

(k�1)
i + :::+ U i0gi = �

�
'(k) + U ik�1'

(k�1) + :::+ U i0'
�
; (2.11)

Avec

U ij =
�
U i�1j+1

�0
+ U i�1j �

�
U i�10

�0
U i�10

U i�1j+1; (2.12)

j = 0; 1; :::; k � 1; U0j = Aj et U ik � 1:

Lemme 2.2.3 [16] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité D telle

que f (j) n�est pas identiquement nulle. Soient " > 0; k > j > 0 et d 2 (0; 1). Alors,

il existe un ensemble E � [0; 1) de mesure logarithmique �ni, qui est
R
E

1
1�rdr <1,

tel que pour tout z 2 D véri�ant jzj =2 E, On a

����f (k) (z)f (j) (z)

���� �
 �

1

1� jzj

�(2+")
max

�
log

1

1� jzj ; T (s (jzj) ; f)
�!k�j

;

avec s (jzj) = 1� d (1� jzj). On a deux cas particulier:

1) si �1 (f) = �1 <1 , alors

����f (k) (z)f (j) (z)

���� � � 1

1� jzj

�(k�j)(�1+2+")
; jzj =2 E;

2) si �n (f) = �n <1 (n � 2), alors

����f (k) (z)f (j) (z)

���� � expn�1
(�

1

1� jzj

�(�n+"))
; jzj =2 E.

Lemme 2.2.4 [12] Si f et g sont des fonctions méromorphes dans D; n 2 N�f0g,

alors on a

(i) �n (f) = �n
�
1
f

�
; �n (a � f) = �n (f) (a 2 C� f0g) ;

(ii) �n (f) = �n (f 0) ;

(iii) max f�n (f + g) ; �n (f � g)g � max f�n (f) ; �n (g)g ;

(iv) Si �n (f) < �n (g) ; alors �n (f + g) = �n (g) et �n (f � g) = �n (g).
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Lemme 2.2.5 Soient A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) des fonctions méromorphes dans le disque

unité D d�ordre n-itératif �ni �n (Aj) <1 et satisfaisant la condition (2.5). Alors

la suite
�
U ij
	
dé�nie par (2.12) satisfait

lim
jzj!1�
z2�

k�1P
j=1

��U ij (z)��+ 1
jU i0 (z)j

expn

�
� � "

(1� jzj)�
�
= 0; jzj =2 E; (2.13)

où 0 < " < �:

Preuve. Par induction sur i 2 N. Pour i = 0, on a U0j = Aj; ce cas est

évident parce qu�on a (2.5). Pour i = 1, on a U1j = A0j+1 + Aj �
A00
A0
Aj+1 = Aj +

Aj+1

�
A0j+1
Aj+1

� A00
A0

�
(j = 0; 1; :::; k � 1) et Ak � 1. Donc

��U10 �� � jA0j � jA1j�����A01A1
����+ ����A00A0

����� (2.14)

et ��U1j �� � jAjj+ jAj+1j�����A0j+1Aj+1

����+ ����A00A0
����� : (2.15)

D�après (2.14) et (2.15), on obtient

����U1jU10
���� � jAjj+ jAj+1j

����A0j+1Aj+1

���+ ���A00A0 ����
jA0j

�
1� jA1j

jA0j

����A01A1 ���+ ���A00A0 ����� : (2.16)

Posons �n = max0�j�k�1 f�n (Aj)g : Alors d�après Lemme 2.2.3, on a����A0jAj
���� � expn�1� 1

(1� jzj)�n+"
�
: (2.17)

De l�hypothèse (2.5), on a

lim
jzj!1�
z2�

jAj (z)j
jA0 (z)j

expn

�
�

(1� jzj)�
�
= 0, (j = 1; :::; k)
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qui signi�e pour chaque " > 0, il existe 0 < r0 < 1 tel que pour tout z 2 
 avec

r0 < jzj = r < 1; on a

jAj (z)j
jA0 (z)j

expn

�
�

(1� jzj)�
�
< "0:

En particulier pour "0 = 1; on a����AjA0
���� � �expn� �

(1� jzj)�
���1

: (2.18)

Alors, d�après (2.17) et (2.18), on obtient

jA1j
jA0j

�����A01A1
����+ ����A00A0

����� � �expn� � � "
2

(1� jzj)�
���1

quand jzj ! 1� le long z 2 �;

et donc on peut prendre

1� jA1jjA0j

�����A01A1
����+ ����A00A0

����� > 1

2
quand jzj ! 1� le long z 2 �: (2.19)

En combinant (2.16)-(2.19), on obtient

����U1jU10
���� � �expn� �� "

2

(1� jzj)�
���1

quand jzj ! 1� le long z 2 �: (2.20)

Maintenant d�après (2.14) on a

1

jU10 j
� 1

jA0j
�
1� jA1j

jA0j

����A01A1 ���+ ���A00A0 ����� : (2.21)

De la condition (2.5), on a

lim
jzj!1�
z2�

1

jA0 (z)j
expn

�
�

(1� jzj)�
�
= 0;
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et par la même méthode, quand jzj ! 1� le long z 2 �, on obtient

1

jA0j
�
�
expn

�
�

(1� jzj)�
���1

. (2.22)

En utilisant (2.19) et (2.22) dans (2.21), on obtient

1

jU10 j
�
�
expn

�
� � "

2

(1� jzj)�
���1

quand jzj ! 1� le long z 2 �: (2.23)

(2.20) et (2.23) impliquent que (2.13) est satisfait pour i = 1. Maintenant, on

suppose que (2.13) est satisfait pour i = m; ce qui implique, quand jzj ! 1� le long

z 2 �, les inégalitées suivantes����UmjU10
���� � �expn� � � "

(1� jzj)�
���1

et
1

jUm0 j
�
�
expn

�
� � "

(1� jzj)�
���1

:

D�après (2.12), on obtient

��Um+1j

�� � ��Umj ��+ ��Umj+1�� �����Um0j+1Umj+1

����+ ����Um00Um0
�����

et
1��Um+10

�� � 1

jUm0 j
�
1� jU

m
1 j

jUm0 j
����Um01

Um1

���+ ���Um00

U0

����� :
Par la même méthode utilisé précemmént dans (2.14)-(2.23) et en prennant en con-

sidération �n
�
U ij
�
� max0�j�k�1 f�n (Aj)g ; on obtient��Um+1j

����Um+10

�� �
�
expn

�
� � "

2

(1� jzj)�
���1
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et
1��Um+10

�� �
�
expn

�
� � "

2

(1� jzj)�
���1

;

ce qui implique que (2.13) est satisfait pour i = m+ 1. Ce qui termine la preuve.

Lemme 2.2.6 Soient A0 (z) ; :::; Ak�1 (z) des fonctions méromorphes, d�ordre �ni,

dans le disque unité D et satisfaisant la condition (2.3). Alors, pour tout constant

� > 0; la suite
�
U ij
	
de�nie par (2.12) satisfait

lim
jzj!1�
z2�

k�1P
j=1

��U ij (z)��+ 1
jU i0 (z)j (1� jzj)

� = 0; jzj =2 E: (2.24)

Preuve. Par induction sur i 2 N: Pour i = 0, on a U0j = Aj; ce cas est évident

parce qu�on a (2.3). Pour i = 1, d�après l�hypothèse (2.3), on a

lim
jzj!1�
z2�

jAj (z)j
jA0 (z)j (1� jzj)�

= 0, (j = 1; :::; k) (2.25)

et

lim
jzj!1�
z2�

1

jA0 (z)j (1� jzj)�
= 0: (2.26)

(2.25) signi�e que pour chaque " > 0; il existe 0 < r0 < 1 tel que pour tout z 2 


avec r0 < jzj = r < 1 on a

jAj (z)j
jA0 (z)j (1� jzj)�

< "0:

En particulier pour "0 = 1; on a

jAj (z)j
jA0 (z)j

< (1� jzj)� pour tout constant � > 0: (2.27)
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La même méthode pour (2.26); on obtient

1

jA0 (z)j
< (1� jzj)� pour tout constant � > 0: (2.28)

Posant �1 = max0�j�k�1 f�1 (Aj)g : D�après Lemme 2.2.3, on a����A0jAj
���� � 1

(1� jzj)�1+2+"
; jzj =2 E: (2.29)

Donc, d�après (2.27) et (2.29), on obtient

jA1j
jA0j

�����A01A1
����+ ����A00A0

����� � (1� jzj)�

(1� jzj)�1+2+"
;

et puisqu�on a pour tout constant � > 0; donc on peut choisir � > �1+2+ "; alors,

quand jzj ! 1� le long z 2 �, on peut prendre

1� jA1jjA0j

�����A01A1
����+ ����A00A0

����� > 1

2
: (2.30)

En combinant (2.27)-(2.30) avec (2.16), on obtient����U1jU10
���� � (1� jzj)�0 pour tout constant �0 > 0: (2.31)

En combinant aussi (2.28)-(2.30) avec (2.21) on obtient���� 1U10
���� � (1� jzj)�0 pour tout constant �0 > 0: (2.32)

(2.31) et (2.32) implique que (2.24) est véri�ée pour i = 1. Maintenant, on suppose

que (2.24) est satisfait pour i = m; qui implique quand jzj ! 1� le long z 2 �, on a����UmjU10
���� � (1� jzj)� pour tout constant � > 0
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et
1

jUm0 j
� (1� jzj)� pour tout constant � > 0:

Par la même méthode précédente, on obtient��Um+1j

����Um+10

�� � (1� jzj)�0 pour tout constant �0 > 0

et
1��Um+10

�� � (1� jzj)�0 pour tout constant �0 > 0;

qui implique que (2.24) est satisfait pour i = m+ 1. Ce qui acheve la preuve.

Lemme 2.2.7 Soient G 6� 0; Hj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des fonctions méromorphes

dans le disque unité D. Si f est une solution méromorphe de l�équation di¤érentielle

f (k) +Hk�1 (z) f
(k�1) + :::+H1 (z) f

0 +H0 (z) f = G (z) ;

satisfait max f�n (G) ; �n (Hj) ; j = 0; 1; :::; k � 1g < �n (f), alors

�n (f) = �n (f) = �n (f) ; (n 2 N� f0g) :

Preuve. Le même raisonnement de la preuve du Lemme 3.5 dans [10] lorsque

G 6� 0; Hj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 sont analytique dans le disque unité D.

Lemme 2.2.8 Soit A (z) une fonctions analytiques dans le disque unité D, � > 1

est une constante réelle, a et !0 deux nombres complexes tels que a 6= 0, jz0j = 1.

Soit g (z) = A (z) expn

�
a

(!0 � z)�
�
; (n 2 N� f0g) ; a = � + i� 6= 0; !0 � z =

Rei'; �a (') = � cos (�')+� sin (�') ; etH = f' 2 [0; 2�) : �a (') = 0g ; (évidemment,

H est de mesure linéaire nulle).

Si A (z) est analytique au point z0, alors pour tout " > 0 donné et pour tout

' 2 [0; 2�) nH; il existe R0 > 0 tel que pour z 2 D avec 0 < R < R0; on a
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(i) si �a (') > 0; alors

expn

�
(1� ") �a (')

1

R�

�
� jg (z)j � expn

�
(1 + ") �a (')

1

R�

�
; (2.33)

(ii) si �a (') < 0; alors

expn

�
(1 + ") �a (')

1

R�

�
� jg (z)j � expn

�
(1� ") �a (')

1

R�

�
: (2.34)

Preuve 2.2.1 La même méthode utilisée dans la preuve du cas particulier n = 1

dans [20, Lemme 2.2].

Remarque 2.2.1 [20] En général, nous pouvons écrire �a (') = c cos (�'+ '0) ;

où c =
p
�2 + �2; '0 2 [0; 2�) : Par cette formule, il est facile de prouver que si

� > 1; �a (') change de signe dans chaque intervalle ('1; '2) de mesure linéaire est

égale à �.

2.3 Preuve du Théorème 2.1.6

On suppose f 6� 0 est une solution méromorphe de (2.2) et ' (z) 6� 0 est une

fonction méromorphe d�ordre �ni dans le disque unité D: On montre premièrement

(2.4) pour i = 0, i.e. �1 (f � ') = �1 (f � ') = �1 (f) = 1. D�après [21, Theorem

1] et Remarque 2.1.1, on a �1 (f) = 1. Posant g = f � '. Puisque �1 (') < 1;

alors �1 (g) = �1 (f) = 1: Du Lemme 2.2.1, g satisfait (2.10). Posons G (z) =

'(k) + Ak�1'
(k�1) + ::: + A0'. Si G � 0, alors par [21, Theorem 1] et Remarque

2.1.1, on a �1 (') = 1, contradiction; donc G 6� 0. Maintenant, puisque �1 (g) =

�1 (f) = 1 > max f�1 (G) ; �1 (Aj)g, alors les conditions du Lemme 2.2.7 sont

véri�ées pour l�équation di¤érentielle (2.10); alors on a �1 (g) = �1 (g) = �1 (g).

Donc, on conclut que �1 (f � ') = �1 (f � ') = �1 (f) = 1. Maintenant, on

montre (2.4) pour i � 1. Posant gi = f (i) � '. puisque �1
�
f (i)
�
= �1 (f) = 1

et �1 (') < 1; alors on a �1 (gi) = �1 (f) = 1. Du Lemme 2.2.2, gi satisfait

38



(2.11). Posons Gi = '(k) + U ik�1'
(k�1) + ::: + U i0'. Si Gi � 0, du Lemme 2.2.6

et [21, Theorem 1] et Remarque 2.1.1, on obtient �1 (') = 1, contradiction; donc

Gi 6� 0. Maintenant, d�après Lemme 2.2.7, on obtient �1 (gi) = �1 (gi) = �1 (gi) i.e.

�1
�
f (i) � '

�
= �1

�
f (i) � '

�
= �1 (f) =1.

2.4 Preuve du Théorème 2.1.7

On suppose f 6� 0 est une solution méromorphe de l�équation (2.2) et ' (z) 6� 0

est une fonction méromorphe dans le disque unité D satisfait �n+1 (') < �. On

commence à montrer (2.6) pour i = 0, i.e. �n+1 (f � ') = �n+1 (f � ') = �n+1 (f) �

�. D�après [21, Theorem 2] et Remarque 2.1.1, on a �n+1 (f) � �. Posons g = f�'.

Puisque �n+1 (') < �; on a �n+1 (g) = �n+1 (f) : Du Lemme 2.2.1, g satisfait (2.10).

Posons G (z) = '(k)+Ak�1'(k�1)+ :::+A0'. Si G � 0, alors par [21, Theorem 2] et

Remarque 2.1.1, on a �n+1 (') � �, contradiction; donc G 6� 0. Comme �n+1 (g) =

�n+1 (f) � � > max f�n+1 (G) ; �n+1 (Aj)g, alors les conditions du Lemme 2.2.7

sont satisfaits; par conséquent �n+1 (g) = �n+1 (g) = �n+1 (g). Alors, on conclut que

�n+1 (f � ') = �n+1 (f � ') = �n+1 (f) � �. Maintenant, on montre (2.6) pour

i � 1. Posons gi = f (i) � '. Puisque �n+1
�
f (i)
�
= �n+1 (f) � � et �n+1 (') < �;

alors on a �n+1 (gi) = �n+1 (f) � �. D�après Lemme 2.2.2, gi satisfait (2.11). Posons

Gi = '
(k)+U ik�1'

(k�1)+ :::+U i0'. Si Gi � 0, par Lemme 2.2.5 et [21, Theorem 2] et

Remarque 2.1.1, on obtient �n+1 (') � �, contradiction; d�où Gi 6� 0. Maintenant,

du Lemme 2.2.7, on obtient �n+1 (gi) = �n+1 (gi) = �n+1 (gi) i.e. �n+1
�
f (i) � '

�
=

�n+1
�
f (i) � '

�
= �n+1 (f) � �.

2.5 Preuve du Corollaire 2.1.5

Du Lemme 2.2.8 et la Remarque 2.2.1, puisque � > 1, il existe un intervalle

('1; '2) �
�
arg!0 � �

2
; arg!0 +

�
2

�
, tel que pour tout ' 2 ('1; '2) on a �b (') > 0
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et

expn

�
(1� ") �b (')

1

R�

�
�

�������A0 (z) e
b

(z0 � z)�
������� : (2.35)

Comme A1 (z) ; :::; Ak�1 (z) sont analytiques en !0 alors quand z ! !0 avec arg z =

' 2 ('1; '2), on a

jAj (z)j � �; j = 1; :::; k � 1; (2.36)

où � > 0: De (2.35) et (2.36), il est claire que la condition (2.5) est satisfait en

prenant � = fz 2 D : arg (!0 � z) 2 ('1; '2)g et 0 < � < 1
2
�b (') :

2.6 Preuve du Corollaire 2.1.6

Il y a deux cas à traiter:

i) 1er cas arg a 6= arg b:

Du Lemme 2.2.8 et la Remarque 2.2.1, puisque � > 1 et arg a 6= arg b, il existe

un intervalle ('1; '2) �
�
arg z0 � �

2
; arg z0 +

�
2

�
, tel que pour tout ' 2 ('1; '2) on a

�b (') > 0; �a (') < 0 et

exp

�
(1� ") �b (')

1

R�

�
�

�������B0 (z) e
b

(!0 � z)�
������� ; (2.37)

������B1 (z) e
a

(!0 � z)�
������ � exp

�
(1� ") �a (')

1

R�

�
: (2.38)

De (2.37) et (2.38), c�est facille à véri�er que la condition (2.5) est satisfait en prenant

� = fz 2 D : arg (!0 � z) 2 ('1; '2)g et 0 < � < 1
2
�b (') :

ii) 2ème cas a = cb (0 < c < 1) :

Aussi du Lemme 2.2.8 et la Remarque 2.2.1, come � > 1 et a = cb, il existe

un intervalle ('1; '2) �
�
arg z0 � �

2
; arg z0 +

�
2

�
, tel que pour tout ' 2 ('1; '2) on a
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�a (') = c�b (') > 0 et

exp

�
(1� ") �b (')

1

R�

�
�

�������B0 (z) e
b

(!0 � z)�
������� ; (2.39)

������B1 (z) e
a

(!0 � z)�
������ � exp

�
(1 + ") �a (')

1

R�

�
: (2.40)

De (2.39) et (2.40), la condition (2.5) est satisfait en prenant � = fz 2 D : arg (!0 � z) 2 ('1; '2)g

et 0 < " < 1�c
1+c

avec 0 < � < ((1� ")� (1 + ") c) �b (') :
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Chapitre 3

Exposant de convergence des

solutions des équations

di¤érentielles linéaires dans le

disque unité et la notion

[p,q]-ordre

3.1 Introduction

Considérons l�équation di¤érentielle

f (k) + Ak�1 (z) f
(k�1) + :::+ A1 (z) f

0 + A0 (z) f = 0 (3.1)

où Aj (z) des fonctions entières ou méromorphes dans le plan complexe et dans le

disque unité D = fz 2 C : jzj < 1g:

Récemment Xu, Tu et Zheng ont étudié la croissance et la distribution des zéros

de f (i) � ' où f 6� 0 est une solution de l�equation (3.1) et ' est une fonction de

petite croissance devant f au voisinage de 1:
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Ils ont démontrer les résultats suivantss

Théorème 3.1.1 [36] Soient Aj (z) j = 0; 1; :::; k�1 des fonctions entières d�ordre

�ni, satisfaisant l�une des deux conditions suivantes:

(i) max f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g < � (A0) <1;

(ii) 0 < � (Ak�1) = ::: = � (A1) = � (A0) <1 et max f� (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1g =

� 1 < � (A0) = � .

Alors pour chaque solution f 6� 0 de (3.1) et pour toute fonction entière ' (z) 6� 0

satisfait �2 (') < � (A0), on a

�2
�
f (i) � '

�
= �2

�
f (i) � '

�
= �2 (f) = � (A0) (i 2 N) :

En 2013, Latreuch et Belaidi [32] ont obtenus les resultats suivants:

Théorème 3.1.2 [32] Soient p � q � 1 des entiers et Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des

fonctions analytiques dans le disque unité D véri�ant

max
�
�[p;q] (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1

	
< �[p;q] (A0) :

Si f 6� 0 est une solution de (3.1), alors �[p;q] (f) =1 et

�[p;q] (A0) � �[p+1;q] (f) � max
�
�M;[p;q] (Aj) : j = 0; 1; :::; k � 1

	
:

De plus, si p > q, alors

�[p+1;q] (f) = �[p;q] (A0) :

Théorème 3.1.3 [32] Soit p � q � 1 des entiers. Supposons que Aj (z) j =

0; 1; :::; k � 1 satisfaient les hypothèses du Théorème 3.1.2, et soit ' (z) 6� 0 une

fonction analytique dans D tel que �[p;q] (') < 1: Alors, chaque solution f 6� 0 de

(3.1) satisfait

�[p;q] (f � ') = �[p;q] (f � ') = �[p;q] (f) =1
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et

�[p+1;q] (f � ') = �[p+1;q] (f � ') = �[p+1;q] (f) :

Dans ce chapitre, nous allons continuer cette investigation pour étudier l�exposant

de convergence de f (i) � ' pour tout i 2 N et nous allons aussi étudier le cas où

max
�
�[p;q] (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1

	
= �[p;q] (A0) :

Avant d�énoncer nos résultats, nous donnons quelques dé�nitions et notations

dont on aura besoin par la suite.

3.2 Quelques dé�nitions et Notations

3.2.1 [p; q]-ordre d�une fonction méromorphe et analytique

dans le disque unité

Cette notion a été introduite pour la première fois pour les fonctions entières par

Juneja, Kapoor et Bajpai dans [28, 29].

Dé�nition 3.2.1 [4] Soient f une fonction méromorphe dans le disque unité D et

p � q � 1 des entiers. Alors, [p; q]-order de f est dé�ni par

�[p;q] (f) = lim sup
r!1�

log+p T (r; f)

logq
�

1
1�r
� ,

où log+1 (x) = log
+ (x) = max flog x; 0g ; log+n+1 (x) = log+ log+n (x) et T (r; f) est

la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de f:

Si f est une fonction analytique dans D. Alors, on a aussi

�M;[p;q] (f) = lim sup
r!1�

log+p+1M (r; f)

logq
�

1
1�r
� ,

où M (r; f) = max
jzj=r

jf (z)j. pour p � q � 1:
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Proposition 3.2.1 [4] Soit p � q � 1 des entiers et f est une fonction analytique

dans D; alors

(1) si p = q, on a

�[p;q] (f) � �M;[p;q] (f) � 1 + �[p;q] (f) ;

(2) et si p > q, on a

�[p;q] (f) = �M;[p;q] (f) :

Preuve D�après l�inéqualités de [30, p. 26]

T (r; f) � log+M (r; f) � R + r

R� rT (R; f) ;

et en prennant R = 1+r
2
, on peut obtenir (1) et (2) .

3.2.2 [p; q]-exposant de convergence d�une fonction méro-

morphe dans le disque unité

Dé�nition 3.2.2 [32] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité. On

dé�nit le [p; q]-exposant de convergence des zéros de la fonction f par

�[p;q] (f) = lim sup
r!1�

logpN
�
r; 1
f

�
logq

�
1
1�r
� :

On dé�nit aussi le [p; q]-exposant de convergence des zéros distincts de la fonction

f par

�[p;q] (f) = lim sup
r!1�

logpN
�
r; 1
f

�
logq

�
1
1�r
� :
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3.2.3 [p; q]-type d�une fonction méromorphe et analytique

dans le disque unité

Dé�nition 3.2.3 [32] Soit f une fonction méromorphe dans le disque unité D avec

0 < �[p;q] (f) = � <1: On dé�nit le [p; q]-type de f par

� [p;q] (f) = lim sup
r!1�

log+p�1 T (r; f)�
logq�1

1
1�r
�� ;

Soit f est une fonction analytique dans le disque unité D avec 0 < �M;[p;q] (f) =

� <1; On a une autre dé�nition du [p; q]-type de f qui est

�M;[p;q] (f) = lim sup
r!1�

log+p M (r; f)�
logq�1

1
1�r
�� :

3.3 Résultats principaux

Pour l�étude de la croissance et la distribution des zéros de f (i) �' où f 6� 0 est

une solution de l�équation (3.1) avec des coe¢ cients analytiques et méromorphes

dans le disque unité, on établit les résultats suivants:

Théorème 3.3.1 Soient p � q � 1 des entiers et Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des

fonctions analytiques dans le disque unité D satisfaisant l�une des deux conditions

suivantes :

(1) max
�
�M;[p;q] (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1

	
< �M;[p;q] (A0) <1;

(2) max
�
�M;[p;q] (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1

	
� �M;[p;q] (A0) <1; et

max
�
�M;[p;q] (Aj) : �M;[p;q] (Aj) = �M;[p;q] (A0)

	
< �M;n (A0) <1.

Alors, pour chaque solution f 6� 0 de (3.1) et pour toute fonction analytique ' (z) 6�

0 dans le disque unité D satisfaisant �M;[p+1;q] (') < �M;[p;q] (A0) on a

�[p+1;q]
�
f (i) � '

�
= �[p+1;q]

�
f (i) � '

�
= �M;[p+1;q] (f) = �M;[p;q] (A0) ; (i 2 N) (3.2)

où f (0) = f .
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Maintenant; on étudie le cas où les coe¢ cients de (3.1) sont méromorphes dans

le disque unité et on obtient les résultats suivants.

Théorème 3.3.2 Soient p > q � 1 des entiers et Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des

fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant l�une des deux conditions

suivantes avec � (1; A0) lim inf
r!1�

m(r;A0)
T (r;A0)

> 0:

(1) max
�
�[p;q] (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1

	
< �[p;q] (A0) <1;

(2) max
�
�[p;q] (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1

	
� �[p;q] (A0) <1; et

max
�
� [p;q] (Aj) : �[p;q] (Aj) = �[p;q] (A0)

	
< � [p;q] (A0) <1.

Alors, pour chaque solution f 6� 0 de (3.1) et pour toute fonction méromorphe

' (z) 6� 0 dans le disque unité D satisfait �[p+1;q] (') < �[p;q] (A0) on a

�[p+1;q]
�
f (i) � '

�
= �[p+1;q]

�
f (i) � '

�
= �[p+1;q] (f) � �[p;q] (A0) ; (i 2 N) (3.3)

où f (0) = f .

Il reste le cas p = q � 1 pour les coe¢ cients meromorphes et même pour les

coe¢ cients analytiques en utilisant [p; q]-order de T (r; f). Nous pouvons investiguer

ces cas comme suit.

Théorème 3.3.3 Soient p � 1 un entier et Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des fonctions

analytiques dans le disque unité D satisfaisant l�une des deux conditions suivantes:

(1) max
�
�[p;p] (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1

	
< �[p;p] (A0) <1;

(2)
X
j2J

� [p;p] (Aj) < � [p;p] (A0) < 1; tel que J =
�
j 6= 0 : �[p;p] (Aj) = �[p;p] (A0)

	
et

�[p;p] (Aj) < �[p;p] (A0) pour j =2 J .

Alors, pour chaque solution f 6� 0 de (3.1) et pour toute fonction analytique ' (z) 6�

0 dans le disque unité D satisfaisant �[p+1;p] (') < �[p;p] (A0) on a

�[p;p] (A0) � �[p+1;p]
�
f (i) � '

�
= �[p+1;p]

�
f (i) � '

�
= �[p+1;p] (f) � �M ; (i 2 N)

(3.4)

tel que �M = max
�
�M;[p;p] (Aj) : j = 0; 1; :::; k � 1

	
:.
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Ajoutant la condition � (1; A0) > 0 dans le Théorème 3.3.3, on obtient le corol-

laire suivant dans le cas où les coe¢ cients sont méromorphes.

Corollaire 3.3.1 Soit p � 1 un entier et Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des fonctions

méromorphes dans le disque unité D satisfaisant la condition (1) ou (2) du Théorème

3.3.3 avec � (1; A0) > 0. Alors, pour chaque solution f 6� 0 de (3.1) et pour

toute fonction méromorphe ' (z) 6� 0 dans le disque unité D satisfait �[p+1;p] (') <

�[p;p] (A0) on a

�[p+1;p]
�
f (i) � '

�
= �[p+1;p]

�
f (i) � '

�
= �[p+1;p] (f) � �[p;p] (A0) ; (i 2 N) :

3.4 Lemmes préliminaires

Dans ce chapitre, on utilise les notations suivantes qui ne sont pas nécessairement

les mêmes à chaque occurence:

E � (0; 1) est un ensemble de mesure logarithmique �nie i.e
R
E

dr
1�r <1.

F � (0; 1) est un ensemble de mesure logarithmique in�nie i.e
R
F

dr
1�r =1.

c > 0; " > 0; � � 0; �1 � 0; � � 0; � 1 � 0; sont des constants réels.

Lemme 3.4.1 Soit h : (0; 1)! (c;1) une fonction croissante telle que

lim sup
r!1�

logp h (r)

logq
1
1�r

= �; (3.5)

(� est une valeur �nie ou in�nie); alors il existe un ensemble F � (0; 1) de mesure

logarithmique in�nie tel que pour tout r 2 F , on a

lim
r!1�

logp h (r)

logq
1
1�r

= �:

Preuve. D�après (3.5), il existe une suite croissante frmg ! 1� lorsquem!1,
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satisfaisant 1�
�
1� 1

m

�
(1� rm) < rm+1 et

lim
rm!1�

logp h (rm)

logq
1

1�rm
= �:

Alors, il existem0 tel que pour toutm � m0 et r 2 Im =
�
rm; 1�

�
1� 1

m

�
(1� rm)

�
,

on a

logp h (rm)

logq 1=
��
1� 1

m

�
(1� rm)

� � logp h (r)

logq 1= (1� r)
�
logp h

�
1�

�
1� 1

m

�
(1� rm)

�
logq 1= (1� rm)

:

(3.6)

La limite des deux côtés de (3.6), lorsque rm ! 1�, est égale à �; donc pour r 2 Im,

on a

lim
r!1�

logp h (rm)

logq
1

1�rm
= �:

Posons F =
1S

m=m0

Im. Alors

ml (F ) =
1X

m=m0

Z
Im

dr

1� r =
1X

m=m0

log

�
m

m� 1

�
=1.

Lemme 3.4.2 [16, Theorem 3.1] Soit f une fonctions méromorphe dans le disque

unité D telle f (j) ne s�annule pas identiquement. Soit " > 0 une constante; k et j

des entiers satisfaisant k > j � 0 et d 2 (0; 1). Alors, on a

����f (k) (z)f (j) (z)

���� �
 �

1

1� jzj

�(2+")
max

�
log

1

1� jzj ; T (s (jzj) ; f)
�!k�j

; jzj =2 E;

tel que s (jzj) = 1� d (1� jzj).

Lemme 3.4.3 [32] Soient p � q � 1 des entiers. Si Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 sont

des fonctions analytiques dans le disque unité D de [p; q]-ordre �ni, alors chaque
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solution f 6� 0 de (3.1) satisfait

�[p+1;q] (f) = �M;[p+1;q] (f) � max
�
�M;[p;q] (Aj) : j = 0; 1; :::; k � 1

	
:

Lemme 3.4.4 Soit f (z) une fonction analytique dans le disque unitéD avec �M;[p;q] (f) =

�, �M;[p;q] (f) = � , 0 < � < 1, 0 < � < 1; alors pour chaque � donnée tel que

0 < � < � , il existe un ensemble F � (0; 1) de mesure logarithmique in�nie, tel que

pour tout r 2 F; on a

M (r; f) > expp

�
�

�
logq�1

1

1� r

���
.

Preuve. D�après la dé�nition de �M;[p;q] (f) = � , il existe une suite croissante

frmg ! 1� satisfaisant 1�
�
1� 1

m

�
(1� rm) < rm+1 et

lim
m!1

logpM (rm; f)�
logq�1

1
1�rm

�� = � .
Alors, il existe m0 tel que pour tout m � m0 et pour " donnée, on a

logpM (rm; f) > (� � ")
�
logq�1

1

1� rm

��
: (3.7)

Pour � donnée (0 < � < � � "), Alors, il existe m1 tel que pour tout m � m1, on a�
logq�1

1� 1
m

1� r

��
>

�
�

� � "

��
logq�1

1

1� r

��
: (3.8)

D�après (3.7) et (3.8), pour toutm � max fm0;m1g et pour r 2
�
rm; 1�

�
1� 1

m

�
(1� rm)

�
,
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on a

logpM (r; f) � logpM (rm; f) > (� � ")
�
logq�1

1

1� rm

��
>

> (� � ")
�
logq�1

1� 1
m

1� r

��
>

> �

�
logq�1

1

1� r

��
:

Posons F =
1S

m=m2

Im où Im =
�
rm; 1�

�
1� 1

m

�
(1� rm)

�
. Alors, on a

ml (F ) =
1X

m=m2

Z
Im

dr

1� r =
1X

m=m2

log

�
m

m� 1

�
=1.

Lemme 3.4.5 Soit f (z) une fonction analytique dans le disque unitéD avec �M;[p;q] (f) =

�, 0 < � <1, alors pour tout donné �; 0 < � < �, il existe un ensemble F � (0; 1)

de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout jzj = r 2 F; on a

M (r; f) > expp

(�
logq�1

1

1� r

��)
.

Preuve. D�après la dé�nition de �M;[p;q] (f) = �, il existe une suite croissante

frmg ! 1� satisfaisant 1�
�
1� 1

m

�
(1� rm) < rm+1 et

lim
m!1

logp+1M (rm; f)

logq
1

1�rm
= �.

Alors, il existe m0 tel que pour tout m � m0 et pour " donnée, on a

logp+1M (rm; f) > (� � ")
�
logq

1

1� rm

�
: (3.9)

Pour � donnée (0 < � < � � "), Alors, il existe m1 tel que pour tout m � m1, on a

logq
1� 1

m

1� r >
�

�

� � "

�
logq

1

1� r : (3.10)
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D�après (3.9) et (3.10), pour toutm � max fm0;m1g et pour r 2
�
rm; 1�

�
1� 1

m

�
(1� rm)

�
,

on a

logp+1M (r; f) � logp+1M (rm; f) > (� � ") logq
1

1� rm
>

> (� � ") logq
1� 1

m

1� r >

> �

�
logq

1

1� r

�
:

Posons F =
1S

m=m2

Im où Im =
�
rm; 1�

�
1� 1

m

�
(1� rm)

�
. Alors, on a

ml (F ) =
1X

m=m2

Z
Im

dr

1� r =
1X

m=m2

log

�
m

m� 1

�
=1.

Lemme 3.4.6 Soit f (z) une fonction méromorphe dans le disque unité D avec

�[p;q] (f) = �, � [p;q] (f) = � , 0 < � < 1, 0 < � < 1, alors pour tout donné

0 < � < � , il existe un ensemble F � (0; 1) de mesure logarithmique in�nie tel que

pour tout jzj = r 2 F; on a

T (r; f) > expp�1

�
�

�
logq�1

1

1� r

���
.

Preuve. D�après la dé�nition de � [p;q] (f) = � , il existe une suite croissante

frmg ! 1� satisfaisant 1�
�
1� 1

m

�
(1� rm) < rm+1 et

lim
m!1

logp�1 T (rm; f)�
logq�1

1
1�rm

�� = � .
Alors, il existe m0 tel que pour tout m � m0 et pour " donnée, on a

logp�1 T (rm; f) > (� � ")
�
logq�1

1

1� rm

��
: (3.11)
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Pour � donnée (0 < � < � � "), Alors, il existe m1 tel que pour tout m � m1, on a�
logq�1

1� 1
m

1� r

��
>

�
�

� � "

��
logq�1

1

1� r

��
: (3.12)

D�après (3.11) et (3.12), pour toutm � max fm0;m1g et pour r 2
�
rm; 1�

�
1� 1

m

�
(1� rm)

�
,

on a

logp�1 T (r; f) � logp�1 T (rm; f) > (� � ")
�
logq�1

1

1� rm

��
>

> (� � ")
�
logq�1

1� 1
m

1� r

��
>

> �

�
logq�1

1

1� r

��
:

Posons F =
1S

m=m2

Im où Im =
�
rm; 1�

�
1� 1

m

�
(1� rm)

�
. Alors, on a

ml (F ) =
1X

m=m2

Z
Im

dr

1� r =
1X

m=m2

log

�
m

m� 1

�
=1.

Lemme 3.4.7 Soit f (z) une fonction meromorphe dans le disque unité D avec

�[p;q] (f) = �, 0 < � < 1; alors pour tout donné 0 < � < �, il existe un ensemble

F � (0; 1) de mesure logarithmique in�nie tel que pour tout jzj = r 2 F; on a

T (r; f) > expp�1

(�
logq�1

1

1� r

��)
.

Preuve. D�après la dé�nition de �[p;q] (f) = �, il existe une suite croissante

frmg ! 1� satisfaisant 1�
�
1� 1

m

�
(1� rm) < rm+1 et

lim
m!1

logp T (rm; f)

logq
1

1�rm
= �.
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Alors, il existe m0 tel que pour tout m � m0 et pour " donnée, on a

logpM (rm; f) > (� � ")
�
logq�1

1

1� rm

�
: (3.13)

Pour � donnée (0 < � < � � "), Alors, il existe m1 tel que pour tout m � m1, on a

logq�1
1� 1

m

1� r >
�

�

� � "

�
logq�1

1

1� r : (3.14)

D�après (3.13) et (3.14), pour toutm � max fm0;m1g et pour r 2
�
rm; 1�

�
1� 1

m

�
(1� rm)

�
,

on a

logp T (r; f) � logp T (rm; f) > (� � ") logq�1
1

1� rm
>

> (� � ") logq�1
1� 1

m

1� r >

> �

�
logq�1

1

1� r

��
:

Posons F =
1S

m=m2

Im où Im =
�
rm; 1�

�
1� 1

m

�
(1� rm)

�
. Alors, on a

ml (F ) =
1X

m=m2

Z
Im

dr

1� r =
1X

m=m2

log

�
m

m� 1

�
=1.

Lemme 3.4.8 Soit p � q � 1 des entiers et soient Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des

fonctions analytiques dans le disque unité D satisfaisant la condition (1) ou (2) du

Théorème 3.3.1. Alors, chaque solution f 6� 0 de (3.1) satisfait

�M;[p+1;q] (f) = �M;[p;q] (A0) : (3.15)

Preuve. On va prouver le cas (2) et par la même méthode on peut montrer le

premier cas (1). Supposons qu�on a la condition (2) du Théorème 3.3.1. D�après

Lemme 3.4.4, pour tout " > 0 il existe un ensemble F � [0; 1) de mesure logarith-
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mique in�nie tel que pour jzj = r 2 F , on a

M (r; A0) � expp
�
(� � ")

�
logq�1

1

1� r

���
: (3.16)

De la condition (2), il existe un ensemble E � [0; 1) de mesure logarithmique �nie

tel que pour jzj = r 2 [0; 1)� E, on a

M (r; Aj) � expp
�
(� � 2")

�
logq�1

1

1� r

���
; j 6= 0; (3.17)

où " > 0 assez petit. Si �M;[p;q] (f) <1, alors du Lemme 3.4.2, si p > q on a

����f (j) (z)f (z)

���� � expp�1
(�

logq�1
1

1� r

�(�+"))
; (3.18)

et si p = q on a

����f (j) (z)f (z)

���� � � 1

1� jzj

�j(2+") 
expp�1

(�
logq�1

1

1� r

�(�+"))!j
;

pour jzj = r =2 E: De (3.1), on peut écrire

jA0 (z)j �
����f (k) (z)f (z)

����+ jAk�1 (z)j ����f (k�1) (z)f (z)

����+ :::+ jA1 (z)j ����f 0 (z)f (z)

���� : (3.19)

Utilisant (3.16)-(3.18) dans (3.19) avec jzj = r 2 F�E; on obtient une contradiction;

donc �M;[p;q] (f) =1 et alors pour p � q; on a

max

�
log

1

1� jzj ; T (s (jzj) ; f)
�
= T (s (jzj) ; f) :

Du Lemme 3.4.2, on a ����f (j) (z)f (z)

���� � (T (s (r) ; f))j+" : (3.20)

Maintenant, par la combinaison de (3.16)-(3.17) et (3.19)-(3.20), avec jzj = r 2
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F � E; on obtient

expp

�
(� � ")

�
logq�1

1

1� r

���
� k (T (s (r) ; f))k+" expp

�
(� � 2")

�
logq�1

1

1� r

���
:

(3.21)

Posons s (r) = R. On a 1� r = 1
d
(1�R) et pour R 2 F; (3.21) devient

expp

�
(� � ")

�
logq�1

d

1�R

���
� k (T (R; f))k+" expp

�
(� � 2")

�
logq�1

d

1�R

���
:

(3.22)

De (3.22), on peut facilement obtenir �M;[p+1;q] (f) = �[p+1;q] (f) � �: d�autre

part, Du Lemme 3.4.3, on a �[p+1;q] (f) � max
�
�M;[p;q] (Aj) : j = 0; 1; :::; k � 1

	
=

�M;[p;q] (A0) = �. Donc, on conclut que �M;[p+1;q] (f) = �M;[p;q] (A0) :

Lemme 3.4.9 Soit p > q � 1 des entiers et soient Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des

fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant la condition (1) ou (2) du

Théorème 3.3.2 avec � (1; A0) > 0. Alors, chaque solution f 6� 0 de (3.1) satisfait

�[p+1;q] (f) � �[p;q] (A0) :

Preuve. Pour la condition (1), voir [32, Thm 1.1]. Maintenant, supposons

qu�on a la condition (2). Par la dé�nition de � [p;q] (A0) et Lemme 3.4.6, pour tout

" > 0, il existe un ensemble F � [0; 1) de mesure logarithmique in�nie tel que pour

jzj = r 2 F , on a

T (r; A0) > expp�1

�
(� � ")

�
logq�1

1

1� r

���
. (3.23)

De la condition (2) du Théorème 3.3.2, il existe un ensemble E � [0; 1) de mesure

logarithmique �nie tel que pour jzj = r 2 [0; 1)� E, on a

T (r; Aj) � expp�1
�
(� � 2")

�
logq�1

1

1� r

���
; (3.24)
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où " > 0 assez petit. Maintenant, on va suivre les mêmes étapes (3.18)-(3.21) avec

m (r; A0) �
k�1X
j=1

m (r; Aj) +

kX
j=1

m

�
r;
f (j)

f

�
+O (1) ;

au lieu de (3.19); on en déduit que �[p+1;q] (f) � �:

Lemme 3.4.10 Soit p � 1 un entier et soient Aj (z) j = 0; 1; :::; k�1 des fonctions

analytiques dans le disque unité D satisfaisant la condition (1) ou (2) du Théorème

3.3.3. Alors, chaque solution f 6� 0 de (3.1) satisfait

�[p+1;p] (f) � �[p;p] (A0) :

Preuve. Pour la condition (1), voir [32, Thm 1.1]. La condition (2) implique

(3.23) et (3.24) pour p = q, et donc on peut suivre la même méthode de la preuve

du Lemme 3.4.8.

Lemme 3.4.11 Soit p � q � 1 des entiers et soient Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des

fonctions analytiques dans le disque unité D satisfaisant

max
�
�M;[p;q] (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1

	
= �1 < �M;[p;q] (A0) = � <1 (3.25)

et U ij (j = 0; 1; :::; k) (i 2 N) sont dé�nies dans (2.12). Alors, pour tout donné " > 0

satisfaisant � � 2" > �1, il existe un ensemble F de mesure logarithmique in�nie et

un ensemble E de mesure logarithmique �nie tel que

��U i0�� � expp
(�

logq�1
1

1� r

���")
; jzj = r 2 F; (3.26)

et ��U ij �� � expp
(�

logq�1
1

1� r

��1+")
. j 6= 0; r =2 E: (3.27)

Preuve. On va utiliser le raisonnement par récurrence. On commence par

(3.27) et i = 1: D�après (2.12), on a U1j = Aj + Aj+1
�
A0j+1
Aj+1

� A00
A0

�
; et par l�inégalité
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triangulaire, on obtient

��U1j �� � jAjj+ jAj+1j�����A0j+1Aj+1

����+ ����A00A0
����� : (3.28)

D�après la condition (3.25), on a

jAjj � expp

(�
logq�1

1

1� r

��1+"=2)
(j 6= 0) ; r =2 E; (3.29)

et par Lemme 3.4.2, on obtient

max

�����A0j+1Aj+1

���� ; ����A00A0
����� � expp�1

(�
logq�1

1

1� r

�(�+"))
; " > 0: (3.30)

D�après (3.28)-(3.30), pour r assez proche de 1�, on obtient

��U1j �� � expp
(�

logq�1
1

1� r

��1+")
:

Maintenant, on suppose que

��U i�1j

�� � expp
(�

logq�1
1

1� r

��1+"=2)
; (j 6= 0) : (3.31)

De (2.12), on a

��U ij �� � ��U i�1j

��+ ��U i�1j+1

�� �����
�
U i�1j+1

�0
U i�1j+1

�����+
�����
�
U i�10

�0
U i�10

�����
!
: (3.32)

En utilisant les propriétés de l�ordre d�une fonction méromorphe dans Lemme 2.2.4

et par induction sur i 2 N, on peut conclure que �[p;q]
�
U ij
�
� max

�
�[p;q] (Aj)

	
�

max
�
�M;[p;q] (Aj)

	
pour chaque i 2 N et j = 0; 1; :::; k � 1; et par Lemme 3.4.2, on

obtient �����
�
U ij
�0

U ij

����� � expp�1
(�

logq�1
1

1� r

�(�1+"))
; " > 0: (3.33)
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Par (3.31)-(3.33), on obtient

��U ij �� � expp
(�

logq�1
1

1� r

��1+")
(j 6= 0) : (3.34)

Maintenant, on va montrer (3.26) aussi par induction et on commence par i = 1.

Comme 0 < �M;[p;q] (A0) = � < 1, alors par Lemme 3.4.1, il existe un ensemble F

de mesure logarithmique in�nie tel que pour jzj = r 2 F on a

lim
r!1�

log+p+1M (r; A0)

logq
�

1
1�r
� = �

et alors, pour chaque " > 0 il existe r0 2 (0; 1) tel que pour tout r 2 F satisfait

r0 < r < 1 et jA0j =M (r; A0) on a

jA0j � expp

(�
logq�1

1

1� r

���"=2)
: (3.35)

Maintenant, on va montrer jU10 j � expp

n�
logq�1

1
1�r
���"o

: D�après (2.12), on a

U10 = A0 + A1

�
A01
A1
� A00

A0

�
; et donc

��U10 �� � jA0j � jA1j�����A01A1
����+ ����A00A0

����� : (3.36)

En utilisant (3.29)-(3.30) et (3.35) dans (3.36), on obtient

��U10 �� � expp
(�

logq�1
1

1� r

���"=2)
� expp

(�
logq�1

1

1� r

��1+"=2)
; (3.37)

ce qui implique ��U10 �� � expp
(�

logq�1
1

1� r

���")
:

Supposons que ��U i�10

�� � expp
(�

logq�1
1

1� r

���"=2)
; (3.38)
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et montrons (3.25). D�après (2.12), on obtient

��U i0�� � ��U i�10

��� ��U i�11

�� �����
�
U i�11

�0
U i�11

�����+
�����
�
U i�10

�0
U i�10

�����
!
: (3.39)

Combinons (3.33), (3.34) et (3.38) avec (3.39), on trouve

��U i0�� � expp
(�

logq�1
1

1� r

���")
:

Ce qui termine cette preuve.

Lemme 3.4.12 Soient p � q � 1 des entiers et soient Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des

fonctions analytiques dans le disque unité D satisfaisant

max
�
�M;[p;q] (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1

	
� �M;[p;q] (A0) = � <1

et

max
�
�M;[p;q] (Aj) : �M;[p;q] (Aj) = �M;[p;q] (A0)

	
= � 1 < �M;[p;q] (A0) = � <1:

(3.40)

Alors, pour tout donné " > 0 satisfaisant � � � 1 > 2", il existe un ensemble F de

mesure logarithmique in�nie et un ensemble E de mesure logarithmique �nie tel que

��U i0�� � expp�(� � ")�logq�1 1

1� r

���
; r 2 F; (3.41)

et ��U ij �� � expp�(� 1 + ")�logq�1 1

1� r

���
. j 6= 0; r =2 E: (3.42)

où U ij (j = 0; 1; :::; k) (i 2 N) sont dé�nies dans (2.12).

Preuve. On va utiliser le raisonnement par récurrence. On commence par

(3.42) et i = 1: D�après (2.12), on a U1j = Aj + Aj+1
�
A0j+1
Aj+1

� A00
A0

�
; et par l�inégalité
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triangulaire, on obtient

��U1j �� � jAjj+ jAj+1j�����A0j+1Aj+1

����+ ����A00A0
����� : (3.43)

D�après la condition (3.40), on a

jAjj � expp
�
(� 1 + "=2)

�
logq�1

1

1� r

���
(j 6= 0) ; r =2 E; (3.44)

et par Lemme 3.4.2, on obtient

max

�����A0j+1Aj+1

���� ; ����A00A0
����� � expp�1

(�
logq�1

1

1� r

�(�+"))
; " > 0: (3.45)

D�après (3.43)-(3.45), pour r assez proche de 1�, on obtient

��U1j �� � expp�(� 1 + ")�logq�1 1

1� r

���
:

Maintenant, on suppose que

��U i�1j

�� � expp�(� 1 + "=2)�logq�1 1

1� r

���
; (j 6= 0) : (3.46)

De (2.12), on a

��U ij �� � ��U i�1j

��+ ��U i�1j+1

�� �����
�
U i�1j+1

�0
U i�1j+1

�����+
�����
�
U i�10

�0
U i�10

�����
!
: (3.47)

En utilisant les propriétés de l�ordre d�une fonction méromorphe dans Lemme 2.2.4

et par induction sur i 2 N, on peut conclure que �[p;q]
�
U ij
�
� max

�
�[p;q] (Aj)

	
�

max
�
�M;[p;q] (Aj)

	
pour chaque i 2 N et j = 0; 1; :::; k � 1; et par Lemme 3.4.2, on

obtient �����
�
U ij
�0

U ij

����� � expp�1
(�

logq�1
1

1� r

�(�+"))
; " > 0: (3.48)
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Par (3.46)-(3.48), on obtient

��U ij �� � expp�(� 1 + ")�logq�1 1

1� r

���
(j 6= 0) : (3.49)

Maintenant, on va montrer (3.41) aussi par induction et on commence par i = 1.

Comme 0 < �M;[p;q] (A0) = � < 1 et 0 < �M;[p;q] (A0) = � < 1, alors par Lemme

3.4.4, il existe un ensemble F de mesure logarithmique in�nie tel que, pour chaque

" > 0 il existe r0 2 (0; 1) tel que pour tout r 2 F satisfait r0 < r < 1 et jA0j =

M (r; A0) on a

jA0j � expp
�
(� � "=2)

�
logq�1

1

1� r

���
: (3.50)

Maintenant, on va montrer jU10 j � expp
�
(� � ")

�
logq�1

1
1�r
��	

: D�après (2.12), on

a U10 = A0 + A1
�
A01
A1
� A00

A0

�
; et donc

��U10 �� � jA0j � jA1j�����A01A1
����+ ����A00A0

����� : (3.51)

En utilisant (3.44)-(3.45) et (3.50) dans (3.51), on obtient

��U10 �� � expp�(� � "=2)�logq�1 1

1� r

���
� expp�1

(�
logq�1

1

1� r

�(�+"))
;

(3.52)

ce qui implique ��U10 �� � expp�(� � ")�logq�1 1

1� r

���
:

Supposons que

��U i�10

�� � expp�(� � "=2)�logq�1 1

1� r

���
; (3.53)

et montrons (3.40). D�après (2.12), on obtient

��U i0�� � ��U i�10

��� ��U i�11

�� �����
�
U i�11

�0
U i�11

�����+
�����
�
U i�10

�0
U i�10

�����
!
: (3.54)
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Combinons (3.48), (3.49) et (3.53) avec (3.54), on trouve

��U i0�� � expp�(� � ")�logq�1 1

1� r

���
:

Ce qui termine cette preuve.

Lemme 3.4.13 Soient p � q � 1 des entiers et Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des

fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant � (1; A0) > 0 et

max
�
�[p;q] (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1

	
= �1 < �[p;q] (A0) = � <1:

Alors, pour tout donné " > 0 tel que �� 2" > �1, il existe un ensemble F de mesure

logarithmique in�nie et un ensemble E de mesure logarithmique �nie telles que

m
�
r; U i0

�
� expp�1

(�
logq�1

1

1� r

���")
; r 2 F; (3.55)

et

m
�
r; U ij

�
� expp�1

(�
logq�1

1

1� r

��1+")
; j 6= 0; r =2 E: (3.56)

Preuve. On va procéder par récurrence. On commence par (3.56) et pour i = 1:

De (2.12), on a U1j = Aj+Aj+1
�
A0j+1
Aj+1

� A00
A0

�
; j 6= 0; et par la propriété de la fonction

de proximité, on obtient

m
�
r; U1j

�
� m (r; Aj) +m (r; Aj+1) +m

�
r;
A0j+1
Aj+1

�
+m

�
r;
A00
A0

�
+O (1) :

D�après les hypothèses, on a

m (r; Aj) � T (r; Aj) � expp�1

(�
logq�1

1

1� r

��1+"=2)
; j 6= 0; r =2 E;
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et en utilisant le théorème de la dérivée logarithmique

m

�
r;
A0j
Aj

�
= O

�
log+ T (r; Aj) + log

1

1� r

�
;

on conclut que

m
�
r; U1j

�
� expp�1

(�
logq�1

1

1� r

��1+")
; j 6= 0; r =2 E:

Maintenant supposons que

m
�
r; U i�1j

�
� expp�1

(�
logq�1

1

1� r

��1+"=2)
; j 6= 0; r =2 E:

D�après (2.12), on a

m
�
r; U ij

�
� m

�
r; U i�1j

�
+m

�
r; U i�1j+1

�
+m

 
r;

�
U i�1j+1

�0
U i�1j+1

!
+m

 
r;

�
U i�10

�0
U i�10

!
:

En utilisant le théorème de la dérivée logarithmique et du fait que

�[p;q]
�
U ij
�
� max

�
�[p;q] (Aj)

	
� �[p;q] (A0) = �

pour chaque i 2 N et chaque j = 0; 1; :::; k � 1; on obtient

m
�
r; U ij

�
� expp�1

(�
logq�1

1

1� r

��1+")
; j 6= 0; r =2 E:

Maintenant, on montre (3.55) pour i = 1: Du Lemme 3.4.7 et � (1; A0) > 0, pour

tout " > 0; il existe un ensemble F � [0; 1) de mesure logarithmique in�nie tel que

pour jzj = r 2 F , on a

m (r; A0) > expp�1

(�
logq�1

1

1� r

���")
. (3.57)

64



D�après (2.12), on a U10 = A0 + A1
�
A01
A1
� A00

A0

�
; et par la propriété de la fonction de

proximité, on obtient

m
�
r; U10

�
� m (r; A0) +m (r; A1) +m

�
r;
A01
A1

�
+m

�
r;
A00
A0

�
+O (1) : (3.58)

D�autre part, d�après (2.12), on a A0 = U10 � A1
�
A01
A1
� A00

A0

�
; et alors

m (r; A0) � m
�
r; U10

�
+m (r; A1) +m

�
r;
A01
A1

�
+m

�
r;
A00
A0

�
+O (1) : (3.59)

D�après (3.58)-(3.59), on conclut que m (r; U10 ) � m (r; A0) lorsque r ! 1� et de

(3.57), on obtient

m
�
r; U10

�
> expp�1

(�
logq�1

1

1� r

���")
; r 2 F .

Si on suppose que

m
�
r; U i�10

�
� expp�1

(�
logq�1

1

1� r

���")
; r 2 F;

alors on peut montrer que

m
�
r; U i0

�
� expp�1

(�
logq�1

1

1� r

���")
; r 2 F;

par (2.12) et la propriété de la fonction de proximité dans (3.58)-(3.59).

Lemme 3.4.14 Soient p � q � 1 des entiers et Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des

fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant

max
�
�[p;q] (Aj) : j = 1; 2; :::; k � 1

	
� �[p;q] (A0) = � <1
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et

max
�
� [p;q] (Aj) : �[p;q] (Aj) = �[p;q] (A0)

	
= � 1 < � [p;q] (A0) = � <1

avec � (1; A0) > 0. Alors, pour tout donné " > 0 tel que ��� 1 > 2", il existe un en-

semble F de mesure logarithmique in�nie et un ensemble E de mesure logarithmque

�nie tel que

m
�
r; U i0

�
� expp�1

�
(� � ")

�
logq�1

1

1� r

���
; r 2 F; (3.60)

et

m
�
r; U ij

�
� expp�1

�
(� 1 + ")

�
logq�1

1

1� r

���
. j 6= 0; r =2 E: (3.61)

Preuve. On va procéder par récurrence. On commence par (3.61) et pour i = 1:

De (2.12), on a U1j = Aj+Aj+1
�
A0j+1
Aj+1

� A00
A0

�
; j 6= 0; et par la propriété de la fonction

de proximité, on obtient

m
�
r; U1j

�
� m (r; Aj) +m (r; Aj+1) +m

�
r;
A0j+1
Aj+1

�
+m

�
r;
A00
A0

�
+O (1) :

D�après les hypothèses, on a

m (r; Aj) � T (r; Aj) � expp�1
�
(� 1 + "=2)

�
logq�1

1

1� r

���
; j 6= 0; r =2 E;

et en utilisant le théorème de la dérivée logarithmique

m

�
r;
A0j
Aj

�
= O

�
log+ T (r; Aj) + log

1

1� r

�
;

on conclut que

m
�
r; U1j

�
� expp�1

�
(� 1 + ")

�
logq�1

1

1� r

���
; j 6= 0; r =2 E:
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Maintenant supposons que

m
�
r; U i�1j

�
� expp�1

�
(� 1 + "=2)

�
logq�1

1

1� r

���
; j 6= 0; r =2 E:

D�après (2.12), on a

m
�
r; U ij

�
� m

�
r; U i�1j

�
+m

�
r; U i�1j+1

�
+m

 
r;

�
U i�1j+1

�0
U i�1j+1

!
+m

 
r;

�
U i�10

�0
U i�10

!
:

En utilisant le théorème de la dérivée logarithmique et du fait que

�[p;q]
�
U ij
�
� max

�
�[p;q] (Aj)

	
� max

�
�[p;q] (Aj)

	
= �

pour chaque i 2 N et chaque j = 0; 1; :::; k � 1; on obtient

m
�
r; U ij

�
� expp�1

�
(� 1 + ")

�
logq�1

1

1� r

���
; j 6= 0; r =2 E:

Maintenant, on montre (3.60) pour i = 1: Du Lemme 3.4.6 et � (1; A0) > 0, pour

tout " > 0; il existe un ensemble F � [0; 1) de mesure logarithmique in�nie tel que

pour jzj = r 2 F , on a

m (r; A0) > expp�1

�
(� � ")

�
logq�1

1

1� r

���
. (3.62)

D�après (2.12), on a U10 = A0 + A1
�
A01
A1
� A00

A0

�
; et par la propriété de la fonction de

proximité, on obtient

m
�
r; U10

�
� m (r; A0) +m (r; A1) +m

�
r;
A01
A1

�
+m

�
r;
A00
A0

�
+O (1) : (3.63)

D�autre part, d�après (2.12), on a A0 = U10 � A1
�
A01
A1
� A00

A0

�
; et alors

m (r; A0) � m
�
r; U10

�
+m (r; A1) +m

�
r;
A01
A1

�
+m

�
r;
A00
A0

�
+O (1) : (3.64)
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D�après (3.63)-(3.64), on conclut que m (r; U10 ) � m (r; A0) lorsque r ! 1� et de

(3.62), on obtient

m
�
r; U10

�
> expp�1

�
(� � ")

�
logq�1

1

1� r

���
; r 2 F .

Si on suppose que

m
�
r; U i�10

�
� expp�1

�
(� � ")

�
logq�1

1

1� r

���
; r 2 F;

alors on peut montrer que

m
�
r; U i0

�
� expp�1

�
(� � ")

�
logq�1

1

1� r

���
; r 2 F;

par (2.12) et la propriété de la fonction de proximité dans (3.63)-(3.64).

Lemme 3.4.15 Soient p = q � 1 des entiers et Aj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des

fonctions analytiques dans le disque unité D satisfaisant

X
j2J

� [p;q] (Aj) = � 1 < � [p;q] (A0) = � <1;

où J =
�
j : �[p;q] (Aj) = �[p;q] (A0)

	
et �[p;q] (Aj) < �[p;q] (A0) pour j =2 J . Alors,

pour tout donné " > 0 tel que � � � 1 > 2", il existe un ensemble F de mesure

logarithmique in�nie et un ensemble E de mesure logarithmique �nie tel que

m
�
r; U i0

�
� expp�1

�
(� � ")

�
logq�1

1

1� r

���
; r 2 F;

et

m
�
r; U ij

�
� expp�1

�
(� 1 + ")

�
logq�1

1

1� r

���
, j 6= 0; r =2 E:
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Preuve. En remarquant que la condition

X
j2J

� [p;q] (Aj) = � 1 < � [p;q] (A0) = � <1;

implique que

max
�
� [p;q] (Aj) : �[p;q] (Aj) = �[p;q] (A0)

	
= � 1 < � [p;q] (A0) = � <1;

alors, on peut suivre la même méthode de la preuve du Lemme 3.4.14.

Lemme 3.4.16 Soient p � q � 1 des entiers et soient Hj (z) j = 0; 1; :::; k� 1 des

fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant

max fjHj (z)j ; j = 1; :::; k � 1g � expp
�
�

�
logq�1

1

1� r

���

et

jH0 (z)j � expp
�
�

�
logq�1

1

1� r

���
pour jzj = r 2 F � (0; 1) de mesure logarithmique in�nie, où � > � > 0; � > 0.

Alors, chaque solution méromorphe f de l�équation di¤érentielle

f (k) +Hk�1 (z) f
(k�1) + :::+H1 (z) f

0 +H0 (z) f = 0 (3.65)

satisfait �[p+1;q] (f) � �.

Preuve. Supposons que f 6� 0 est une solution méromorphe de l�équation (3.65)

avec �[p;q] (f) = � <1. D�après (3.65), on obtient

jH0 (z)j �
����f (k)f

����+ k�1X
j=1

jHj (z)j
����f (j)f

���� : (3.66)

Du Lemme 3.4.2, pour " > 0 donné, il existe un ensemble E � [0; 1) de mesure
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logarithmique �nie telle que pour tout z 2 D satisfait jzj = r =2 E; on a

����f (j) (z)f (z)

���� � expp�1
(�

logq�1
1

1� r

��+")
: (3.67)

De (3.66)-(3.67) et les conditions du Lemme 3.4.16, on obtient

expp

�
�

�
logq�1

1

1� r

���
� c expp

�
�

�
logq�1

1

1� r

���
expp�1

(�
logq�1

1

1� r

��+")
;

(3.68)

où c > 0 est une constante. Comme � < �, l�inégalité (3.68) mène à une contra-

diction lorsque r ! 1�. Donc, �[p;q] (f) =1. Maintenant d�après Lemme 3.4.2, on

obtient ����f (j) (z)f (z)

���� � 1

(1� r)j(2+")
(T (s (r) ; f))j ; r =2 E: (3.69)

De (3.66), (3.69) et les conditions de ce Lemme, on obtient

expp

�
�

�
logq�1

1

1� r

���
� c

(1� r)k(2+")
(T (s (r) ; f))k expp

�
�

�
logq�1

1

1� r

���
:

(3.70)

Posons s (r) = R. On a 1� r = 1
d
(1�R) et pour R 2 F; (3.70) devient

expp

�
�

�
logq�1

d

1�R

���
� c

�
d

1�R

�k(2+")
(T (R; f))k expp

�
�

�
logq�1

d

1�R

���
:

(3.71)

D�après (3.71), on déduit que

�[p+1;q] (f) � �:

Ce qui termine la démonstration.

Par la même méthode de la preuve du Lemma 3.4.16, on peut montrer le lemme

suivant.

Lemme 3.4.17 Soient p � q � 1 des entiers et Hj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des
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fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant

max fjHj (z)j ; j = 1; :::; k � 1g � expp

(�
logq�1

1

1� r

��)

et

jH0 (z)j � expp
��
logq�1

1

1� r

���
pour jzj = r 2 F � (0; 1) de mesure logarithmique in�nie, où � > � > 0. Alors,

chaque solution méromorphe f de (3.65) satisfait �[p+1;q] (f) � �.

Lemme 3.4.18 Soient p � q � 1 des entiers et Hj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des

fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant

m (r;Hj) � expp�1
�
�

�
logq�1

1

1� r

���
; j 6= 0; (3.72)

et

m (r;H0) � expp�1
�
�

�
logq�1

1

1� r

���
; (3.73)

où jzj = r 2 F et � > � > 0. Alors, chaque solution méromorphe f de (3.65)

satisfait �[p+1;q] (f) � �.

Preuve. D�après (3.65), on a

m (r;H0) �
k�1X
j=1

m (r;Hj) +

kX
j=1

m

�
r;
f (j)

f

�
+O (1) :

En utilisant le théorème de la dérivée logarithmique

m

�
r;
f (j)

f

�
� c

�
log+ T (r; f) + log

1

1� r

�j
;

et par les hypothèses (3.72) et (3.73), on obtient

expp�1

�
�

�
logq�1

1

1� r

���
� (k � 1) expp�1

�
�

�
logq�1

1

1� r

���
+

71



c

�
log+ T (r; f) + log

1

1� r

�j
: (3.74)

De (3.74), on obtient facilement que �[p+1;q] (f) � �:

En utilisant la même méthode de la preuve du lemme 3.4.18, on peut prouver le

lemme suivant.

Lemme 3.4.19 Soient p � q � 1 des entiers et Hj (z) j = 0; 1; :::; k � 1 des

fonctions méromorphes dans le disque unité D satisfaisant

m (r;H0) � expp�1
��
logq�1

1

1� r

���
;

et

m (r;Hj) � expp�1

(�
logq�1

1

1� r

��)
; j 6= 0;

où jzj = r 2 F et 0 < � < �. Alors, chaque solution méromorphe f de (3.65)

satisfait �[p+1;q] (f) � �.

Lemme 3.4.20 [32] Soient G (z) 6� 0; Hj (z) j = 0; 1; :::; k� 1 des fonctions méro-

morphes dans le disque unité D. Si f est une solution méromorphe de l�équation

di¤érentielle

f (k) +Hk�1 (z) f
(k�1) + :::+H1 (z) f

0 +H0 (z) f = G (z) ; (3.75)

satisfaisant

max
�
�[p;q] (G) ; �[p;q] (Hj) ; j = 0; 1; :::; k � 1

	
< �[p;q] (f) ;

alors

�[p;q] (f) = �[p;q] (f) = �[p;q] (f) ; (p � q � 1) :
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3.5 Preuve du Théorème 3.3.1

Supposons que f 6� 0 est une solution de l�équation (3.1) et ' (z) 6� 0 une fonction

analytique dans le disque unitéD qui satisfait �[p+1;q] (') < �[p;q] (A0). On commence

par montrer (3.2) pour i = 0, i.e.

�[p+1;q] (f � ') = �[p+1;q] (f � ') = �[p+1;q] (f) = �[p;q] (A0) :

Du Lemme 3.4.8, on a �[p+1;q] (f) = �[p;q] (A0) : Posons g = f�'. Comme �[p+1;q] (') <

�[p;q] (A0) ; alors �[p+1;q] (g) = �[p+1;q] (f) : Du Lemme 2.2.1, g satisfait (2.10). On

pose

G (z) = '(k) + Ak�1'
(k�1) + :::+ A0':

Si G � 0, alors par Lemme 3.4.8, on a �[p+1;q] (') = �[p;q] (A0), une contradic-

tion; donc G 6� 0. Maintenant, puisque �[p+1;q] (g) = �[p+1;q] (f) = �[p;q] (A0) >

max
�
�[p+1;q] (G) ; �[p+1;q] (Aj)

	
, alors la condition du Lemme 3.4.20 est satisfait et

alors on a �[p+1;q] (g) = �[p+1;q] (g) = �[p+1;q] (g), i.e

�[p+1;q] (f � ') = �[p+1;q] (f � ') = �[p+1;q] (f) = �[p;q] (A0) :

Maintenant, on montre (3.2) pour i � 1. Posons gi = f (i)�'. Puisque �[p+1;q]
�
f (i)
�
=

�[p+1;q] (f) = �[p;q] (A0) et �[p+1;q] (') < �[p;q] (A0) ; alors on a �[p+1;q] (gi) = �[p+1;q] (f) =

�[p;q] (A0). Par Lemme 2.2.2, gi satisfait (2.11). Posons

Gi = '
(k) + U ik�1'

(k�1) + :::+ U i0':

Si Gi � 0, du Lemme 3.4.11, Lemme 3.4.12, Lemme 3.4.16 et Lemme 3.4.17, on

obtient �[p+1;q] (') � �[p;q] (A0), une contradiction; donc Gi 6� 0. Maintenant, du

Lemme 3.4.20, on obtient �[p+1;q] (gi) = �[p+1;q] (gi) = �[p+1;q] (gi) i.e.

�[p+1;q]
�
f (i) � '

�
= �[p+1;q]

�
f (i) � '

�
= �[p+1;q] (f) = �[p;q] (A0) :
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3.6 Preuve du Théorème 3.3.2

Supposons que f 6� 0 est une solution méromorphe de l�équation (3.1) et ' (z) 6� 0

une fonction méromorphe dans le disque unitéD qui satisfait �[p+1;q] (') < �[p;q] (A0).

Du Lemme 3.4.9, on a �[p+1;q] (f) � �[p;q] (A0). Posons g = f � '. Puisque

�[p+1;q] (') < �[p;q] (A0) alors �[p+1;q] (g) = �[p+1;q] (f) : Du Lemme 2.2.1, g satis-

fait (2.10). On pose G (z) = '(k) + Ak�1'
(k�1) + ::: + A0'. Si G � 0, alors

du Lemme 3.4.9 on a �[p+1;q] (') � �[p;q] (A0), contradiction; donc G 6� 0; et par

Lemme 3.4.20 on obtient le résultat pour i = 0. Maintenant pour i � 1, En util-

isant la même notation comme dans la preuve du Théorème 2.1.6 gi = f (i) � ' et

Gi = '
(k)+U ik�1'

(k�1)+ :::+U i0'; si Gi � 0, alors du Lemme 3.4.13, Lemme 3.4.14,

Lemme 3.4.18 et Lemme 3.4.19, on a �[p+1;q] (') � �[p;q] (A0), contradiction; donc

Gi 6� 0; et du Lemme 3.4.20, on obtient

�[p+1;q]
�
f (i) � '

�
= �[p+1;q]

�
f (i) � '

�
= �[p+1;q] (f) � �[p;q] (A0) :

3.7 Preuve du Théorème 3.3.3

D�après Lemme 3.4.3 et Lemme 3.4.10, on obtient que chaque solution f 6� 0 de

l�équation (2.2) satisfait �[p;q] (A0) � �[p+1;q] (f) � �M . On utilise la même méthode

et notation de la preuve du Théorème 3.3.1. Si G � 0, du Lemme 3.4.10, on obtient

�[p+1;q] (') � �[p;q] (A0), contradiction; donc G 6� 0; et du Lemme 3.4.20, on obtient

�[p+1;q] (f � ') = �[p+1;q] (f � ') = �[p+1;q] (f) :

Si Gi � 0, d�après Lemme 3.4.13, Lemme 3.4.15, Lemme 3.4.18 et Lemme 3.4.19, on

obtient �[p+1;q] (') � �[p;q] (A0), contradiction; donc Gi 6� 0; et par Lemme 3.4.20,

on obtient

�[p+1;q]
�
f (i) � '

�
= �[p+1;q]

�
f (i) � '

�
= �[p+1;q] (f) :
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Conclusion

Dans cette thèse nous nous somme intéressé à l�étude de la croissance et la

distribution des zéros et les point �xes des solutions ainsi que leurs dérivées de

certaines classes d�équations di¤érentielles linéaires dans le disque unité, en utilisant

les notions de l�exposant de convergence et [p,q]-ordre. Dans le deuxième chapitre,

on s�est basé sur des conditions très fortes sur le comportement des coe¢ cients sur

une partie du disque unité de mesure logarithmique in�nie et on a donné un cas

particulier fondamentale ce qui est une courbe tendant vers un point sur la frontière

ce qui nous a permet d�en déduire plusieurs résultats. Dans le troisième chapitre,

nous avons introduit la notion de [p,q]-ordre pour cette investigation et qui nous a

permet d�étendre beaucoup de résultats du plan complexe vers le disque unité d�une

part et d�autre part de généraliser certains résultats de Latreuch et Belaidi [32]. Je

pense que ce travail constitue une contribution dans ce domaine de recherche et le

problème dans sa généralité reste ouvert.
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