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NOTATIONS

: Corps des nombres réels.

: Corps des nombres réels non négatifs.

: Espace des vecteurs a n entrées réelles.

: Espace des matrices réelles de dimensions n x m.
: Corps des nombres complexes.

: Ensemble des matrices de Metzler de dimensions 7 x n.
: Transposée d'une matrice A.

: Inverse d’'une matrice A.

: Matrice identité de dimension 7.

: Transformée de Laplace.

: Z-Transformée.

: Partie réelle du nombre complexe s.

: (en anglais) Linear Matrix Inequality.

: Inégalité matricielle linéaire.

: Le rayon spectral de la matrice A.

: Lexponentielle d'une matrice A.

: Le déterminant d'une matrice A.

: A une matrice définie positive.

: A une matrice définie négative.



INTRODUCTION

La théorie de contrdle, terme générique englobant un large éventail de techniques
analytiques et d’approches, vise a réguler ou optimiser des systémes mathématiques, sou-
vent modélisés comme des systémes dynamiques en lien étroit avec la théorie des sys-
temes. Depuis le XVI® siecle, ces systemes dynamiques servent de base a la conception de
stratégies de controle mathématiques, traduites ensuite en solutions physiques pour des
applications concrétes [17, 28, 29].

Les systemes dynamiques, qu'’ils soient standards ou singuliers, unidimensionnels
(1D) ou bidimensionnels (2D), décrivent I'évolution temporelle ou spatiale de phéno-
menes physiques a travers des équations différentielles ou discretes, permettant de mo-
déliser des processus complexes dans des domaines variés tels que I'ingénierie, ’électro-
nique, le traitement du signal ou la biomathématique [28, 29]. Les systemes standards
s’appuient sur des dynamiques régulieres, souvent représentées par des équations dif-
férentielles ordinaires, tandis que les systémes singuliers, caractérisés par des matrices
non inversibles, modélisent des comportements plus complexes, comme ceux rencontrés
dans les systemes contraints [8]. Les systemes 1D se concentrent sur I’évolution dans une
seule dimension, généralement le temps, tandis que les systemes 2D inteégrent deux di-
mensions indépendantes, comme le temps et I'espace, offrant une analyse enrichie pour
des applications nécessitant une propagation multidirectionnelle de I'information. Ces
systemes jouent un role fondamental dans 'analyse et la commande, en fournissant des
outils pour étudier la controélabilité, I’observabilité et la stabilité, essentielles a I’optimi-
sation des performances dans les sciences appliquées [8, 29].

Dans de nombreux systemes physiques, les variables sont par nature positives (ex.
concentrations, flux, populations), mais les modeles usuels ne tiennent généralement pas
compte de cette contrainte. Pour y remédier, des modeles spécifiques appelés systemes
positifs ont été développés. Ils garantissent que les états et les sorties restent dans le cone
des réels positifs lorsque les conditions initiales et les entrées sont positives. De tels mo-
déles apparaissent notamment dans les modeles a compartiments utilisés en biologie et
en médecine, dans les circuits électriques (RLC), ou encore dans les systemes de com-
munication et d’'information [30, 31]. Les systemes positifs évoluent dans des cones, ce
qui nécessite des outils spécifiques pour leur analyse, notamment en ce qui concerne la
stabilité, la commande et I'observabilité. Ce mémoire accorde une attention particuliere
a ces systemes en raison de leur intérét théorique et de leurs nombreuses applications
pratiques [30, 31, 24].

La stabilité des systemes dynamiques, qu’ils soient standards ou singuliers, unidimen-
sionnels (1D) ou bidimensionnels (2D), est essentielle pour garantir un comportement



Introduction

robuste et prévisible face aux perturbations en ingénierie. Les inégalités matricielles li-
néaires (LMI) offrent un cadre analytique puissant pour étudier la stabilité, en s’appuyant
sur les travaux fondateurs d’Alexandre Lyapunov a la fin du XIX® siecle [18, 23]. Lyapunov
a démontré que pour un systeme linéaire

x' = Ax(p),
la stabilité est assurée si une matrice P > 0 existe telle que
ATP+PA <0,

formant ainsi la premiére LMI, qui par définition [3] est une expression affine de la forme
m

F(x)=Fo+)_x;F; <0, 1)
i=1

ou F; sont des matrices symétriques réelles, et x est un vecteur de variables de décisions
[8]. Par exemple, I'inégalité matricielle suivante avec deux variables x1,x, [17, 8, 3, 19].

x1—4 x1+x, -2
X1+X2 X2—5 0 <0

-2 0 X1
peut étre reformulée comme :
-4 0 =2 1 10 010
0 -5 0 [+x;|1 0 O0]+x]1 1 0]<0.
-2 0 0 0 01 0 00

Linégalité (1) est une contrainte convexe en x, c’est-a-dire que 'ensemble {x | F(x) <
0} est convexe. Cette inégalité matricielle linéaire LMI peut sembler avoir une forme affine
particuliere.

Ce mémoire est structuré pour présenter une analyse progressive et cohérente des
systemes dynamiques, en mettant ’accent sur leur stabilité et leurs applications. Le pre-
mier chapitre établit les notions préliminaires, couvrant les définitions de base et les pro-
priétés fondamentales des systémes. Le deuxieme chapitre se concentre sur les systemes
unidimensionnels (1D), abordant les systémes linéaires a temps continu et discret, leur
stabilité, les systémes positifs, ainsi que les systémes a parametres variants (LPV), avec
une analyse des conditions de stabilité et des méthodes de discrétisation basées sur des
combinaisons convexes de matrices. Le troisieme chapitre étend I’étude aux systémes bi-
dimensionnels (2D), en examinant la stabilité des modéles de Roesser, standards et sin-
guliers, a temps discret et continu, ainsi que la stabilité des combinaisons convexes. En-
fin, le quatriéeme chapitre applique ces concepts théoriques a un processus thermique,
décrivant 'application, les conditions de stabilité et la validation des résultats pour une
combinaison convexe, illustrant ainsi I'impact pratique des approches développées.



CHAPITRE 1

NOTIONS DE BASE ET PRELIMINAIRES

Ce chapitre présente les notions et outils mathématiques fondamentaux qui seront
utilisés dans les chapitres suivants. Ils constituent une base essentielle pour le dévelop-
pement théorique du mémoire.

1 Définitions et propriétés de base

La transformée de Laplace et la transformée en Z sont des outils fondamentaux dans
I'analyse des systémes linéaires. La transformée de Laplace s’applique aux systemes a
temps continu, tandis que la transformée en Z est utilisée pour les systémes a temps dis-
cret.

1.1 Latransformée de Laplace

La transformée de Laplace est un outil important et extrémement puissant pour ré-
soudre les équations différentielles linéaires et les systemes a temps continu.

Définition 1.1 [32] Une fonction f : R — C est dite causale si son support est borné a gauche
en0, c'est-a-dire si f(t) =0 pour tout t < 0.

Définition 1.2 [4] La transformée de Laplace d’'une fonction f (éventuellement généralisée,
telle que la “fonction de Dirac”) d'une variable réelle t, a support positif, est la fonction F de
la variable complexe p, définie par :

+00

F(p) = Z1f)(p) = fo Terrwa.

Cette formule est valide lorsque :
1. R(p) > a, ot a est U'abscisse de convergence, —o0o < & < +00.

2. f estune fonction causale et localement intégrable a support positif, c’est-a-dire nulle
en dehors de lintervalle [0, +00l.
Propriétés

Pour tous o, € R et pour f, g deux fonctions causales, nous décrivons les propriétés
importantes et utiles pour résoudre certains probléemes :



1. DEFINITIONS ET PROPRIETES DE BASE

1. Linéarité :
ZLlaf(t)+pg()] =aF(p) +pPG(p).

2. Dérivation :

afn] _ ~

3. Intégration :

t
zU f(r)dr]:@.
0 p

4. Convolution :

Zf () = g0 =F(p)-G(p).

Transformée de Laplace inverse

La transformée de Laplace inverse, notée f (), également appelée |’original d'une fonc-
tion F(p), est définie par :

-1 — _Lfmo . pPt
< [F(p)]_f(t)_zm’ 5 F(p)-e”" dp,

ot le chemin d’intégration peut étre choisi arbitrairement dans le plan complexe, a condi-
tion qu’il reste dans la région de convergence de F(p).

1.2 LatransforméeenZ

La transformée en Z est également un outil important et extrémement puissant pour
résoudre des équations différentielles linéaires et des systemes a temps discret.

Définition 1.3 [4] La transformation en Z est une application qui transforme une suite
{s(n)} (définie sur les entiers) en une fonction S d'une variable complexe nommée z, telle
que:

+00 +00
S(2)=Z{s(m}=) s(mz", ze {z eCl) smz™" converge}.

—00
Sin <0, s(n) =0, on parle de signal causal. Inversement, sin >0, s(n) =0, on parle de signal
anti-causal.

Propriétés
Pour tous o, € R et x;(n), x2(n) deux séquences, nous avons :

1. Linéarité :

Si
x(n) = ax1(n) + bxz(n),
alors :
+00 +00 +00
X(z2) = Z x(n)z "= Z ax;(n)z "+ Z bxo(n)z™ ",
=aX;(z) + bX5(z).



1. DEFINITIONS ET PROPRIETES DE BASE

2. Dérivation :

Puisque,
+00
X(2)= ) x(nz™",
n=—00
nous avons également :
dX(z) *° o
= -n)x(n)z ,
7 n;oo( )x(n)
et donc: .
dX(z X
L@ Y nx(n)z ™"
dz n=—oo
Il s’ensuit que —z% est la transformée de nx(n).

3. Convolution :

Cette propriété est I'une des plus importantes et justifie a elle seule I'utilisation de la
transformée en Z pour étudier les systémes linéaires invariants a temps discret. Si y(n)
est obtenu par convolution de x(n) et g(n), nous avons :

+00

ym= ) x(mgn-m),
m=—oo
ainsi :
+00 +00 +00
Y(z)= ) ymz "= ) ) x(mgn-mz",

n=—0o0 n=—00 mMm=—00

+00 +00
= Y, xmz"|| ) gn—-mz M|,
=X(2)G(2).

Transformée en Z inverse

Définition 1.4 [4] La transformée en Z inverse est définie par :
] 1 -1
x(M)=7Z""X@2)}=-—= ¢ X(2)z" " dz,
2ni Jc

ot C est un chemin fermé parcouru dans le sens inverse des aiguilles d'une montre et ap-
partenant entierement au domaine de convergence.

1.3 Théoreme de Gershgorin

Le théoréme de Gershgorin est un résultat puissant et élégant de 1’algebre linéaire qui
permet de localiser les valeurs propres d'une matrice carrée dans le plan complexe.

Pour une matrice carrée A = [a;;] € C"*" (ou R"*"), le théoréme stipule que chaque
valeur propre A de A se trouve dans au moins I'un des disques de Gershgorin [12] définis
comme suit :

» Définition des disques : Pour chaque ligne i (ou i =1,2,...,n), le disque de Gersh-
gorin C; est un cercle dans le plan complexe,

e Centre: a;; ('élément diagonal de la ligne i).
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» Rayon:R;=} ;,la;j| (lasomme des valeurs absolues des éléments hors diagonale
de la ligne i).
Formellement : ;
A—a;;l<=R; = Z |(lij|, i=1,2,...,n.
Jj=1
J#i
Union des disques : Les valeurs propres de A sont contenues dans I'union de ces
disques :

n
)\EUC,‘, ou C;={zeC:|z—a;;| <R;}.
i=1

Exemple 1.1 Considérons la matrice:

A=

S N O

10
4 1
1 3
e Pourlaligne1: Centre=5, rayon=|1|+|0| =1, disque : |z—5| < 1.
e Pourlaligne?2: Centre =4, rayon = 2| +|1| =3, disque : |z — 4| < 3.

e Pourlaligne 3: Centre =3, rayon=10|+|1| =1, disque : |z—3| < 1.

Les valeurs propres de A doivent se trouver dans l'union de ces disques :

{z:lz—=5|<1luiz:|z—4|<3}ui{z:|z-3| < 1}.

Ligne 1:|z-5|<1
Ligne2:|z-4|<3

[oXe)

Ligne3:|z-3|<1
Centre (5, 0)
Centre (4, 0)
Centre (3, 0)
Valeurs propres

FIGURE 1.1 - Disques de Gershgorin pour la matrice A.

1.4 Notion de convexité

Définition 1.5 [33] Soit C < R" un sous-ensemble non vide. C est dit convexe si, pour tous
x,yeCettouta telque0<a<1l,ona:

I1-ox+ayeC.
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Cette définition fondamentale permet d’introduire des concepts plus avancés, tels
que les combinaisons linéaires matricielles convexes.

Définition 1.6 [12] Soient A1,A> € R™*" deux matrices de méme dimension. Une combi-
naison linéaire matricielle convexe de A, et A, est une matrice A € R™*" définie par :

Ala) =(1—-o)A; + Ay,

ot € [0,1].

1.5 Matrices particulieres

Une classe spéciale de matrices particulieres est introduite dans cette section. Ce type
de matrices est fréquemment utilisée dans I’etude des systémes positifs, ol les variables
de décisions sont positives par nature, notamment en théorie du controle, en économie
et en biologie.

Soit R”*™ ’ensemble des n x m matrices avec des entrées réelles.

Définition 1.7 [6] On dit qu'une matrice A est une matrice non-négative si toutes ses en-
trées sont non-négatives, autrement dit : Vi=1,...,n,Vj=1,...,m: a;j = 0. Une telle ma-
trice est notée A=0 ou Ae R}*™.

Définition 1.8 [6] On dit qu'une matrice A est une matrice positive si toutes ses entrées
sont non-négatives avec au moins une entrée strictement positive, i.e., A est une matrice
non-négativeetk=1,...,n,3l=1,...,m telle que : ay; > 0. On note par A > 0.

Définition 1.9 /6] On dit qu’'une matrice A est une matrice strictement positive si toutes ses
entrées sont strictement positives, i.e, Vi=1,...,n,Vj=1,...,m: aij > 0. Une telle matrice
est notée par A > 0.

Définition 1.10 /34] Une matrice carrée A est dite nilpotente si, pour un certain entier po-
sitifh, A" =0, 011 0 est la matrice nulle. Lindice de nilpotence est le plus petit entier positif
h tel que A" = 0.

Par exemple, considérons la matrice :

0 1
a0l
00 . . .. .
Nous avons A? = [0 ol = 0. Ainsi, A est nilpotente avec un indice de nilpotence h =2.

Définition 1.11 [7] Une matrice carrée A = [a;;] € R"*" est appelée matrice de Metzler
positive si tous ses éléments hors diagonale sont non négatifs, c'est-a-dire :

a;jj=0 pourtout i#j,

tandis que les éléments diagonaux a;; peuvent étre n'importe quel nombre réel (positif, né-
gatif ou nul).
L'ensemble des matrices de Metzler de dimension n est noté (.
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Exemple 1.2 Considérons la matrice :

-2 1 0
A=13 -1 2
0 4 -3

Dans cette matrice A, les éléments hors diagonale sont non négatifs. Ainsi, A est une matrice
de Metzler positive.

Définition 1.12 [4] Une matrice carrée A = [a;j] € R est appelée matrice de Metzler
négative si tous ses éléments hors diagonale sont non positifs, c’est-a-dire :

aijj<0 pourtout i#]j,

tandis que les éléments diagonaux a;; peuvent étre n'importe quel nombre réel (positif, né-
gatif ou nul).

Exemple 1.3 Considérons la matrice :

2 -1 0
B=]1-3 1 =2
0 -4 3

Dans cette matrice B, les éléments hors diagonale sont non positifs. Ainsi, B est une matrice
de Metzler négative.

1.6 Les faisceaux de matrices

Nous présentons dans cette partie de notre travail les définitions fondamentales re-
latives aux faisceaux de matrices, afin de poser les bases nécessaires a la compréhension
des résultats qui suivront.

Définition 1.13 (Matrice polynémiale) /6] On appelle \-matrice ou matrice polynémiale,
toute matrice

PN =(a;j(N), i=1,m;j=1,n.

Définition 1.14 (Faisceau de matrices) /6] Un faisceau de matrices \A—B est une matrice
polynomiale dont les coefficients sont des polynomes de degré inférieur ou égal a 1, \ est
une variable indéterminée; A et B sont deux matrices quelconques de méme ordre m x n.

Définition 1.15 (Faisceau régulier et singulier) /6] Un faisceau de matrices AA — B est dit
régulier (ER) si:

1. Les deux matrices A et B sont des matrices carrées de méme ordre n.
2. Ledéterminant |\A —B| ne sannule pas identiquement.

Sile rang r < m = n, le faisceau est appelé faisceau singulier carré (ES.C). Si m # n, il sera
dit singulier rectangulaire (ES.R).

Ce chapitre présente les notions fondamentales nécessaires a la compréhension du
travail développé dans les chapitres suivants. Les définitions et propriétés de base ont
été exposées afin de poser un cadre théorique solide, permettant d’aborder de maniere
rigoureuse I'analyse de la stabilité des systemes dynamiques.



CHAPITRE 2

SYSTEMES UNIDIMENSIONNELS

Dans ce chapitre, nous étudions la stabilité des systemes linéaires unidimensionnels,
aussi bien a temps continu qu’a temps discret. Nous présentons les notions essentielles
liées a ces modeles, tout en accordant une attention particuliére aux systemes positifs
et a parametres variants (LPV), largement rencontrés dans les applications réelles. Par la
suite, nous introduisons le concept de combinaison convexe de matrices dynamiques, qui
permet de modéliser des incertitudes ou des variations paramétriques dans les systemes.
Des conditions de stabilité adaptées a ces structures convexes seront alors développées.

1 Systémes linéaires a temps continu et a temps discret

Définition 2.1 [35] La représentation en espace d’état d'un systeme linéaire a temps continu
est donnée par :

x(t) = Ax(t)+Bu(r),
y() = Cx(t)+Dul(p), 2.1
x(to) = Xxo,

o x(t) € R" représente la variable d’état du systeme,
o u(t) e R™ est la commande (entrée) du systeme,

o y(1t) € RP est la sortie du systeme,

o AeR"™" est la matrice d’état,

o BeR"™ ™ estla matrice de controle,

o CeRP*" etD e RP*™ sont des matrices de dimensions appropriées,

x(ty) = xo est la condition initiale.

Parmi les méthodes utilisées pour résoudre le modele (2.1), 'utilisation de la transfor-
mée de Laplace;

ZLx]=AZL[x]+BZLul.

Sachant que x = x(#) et u = u(t). Nous savons que,

ZL[x] = sX(s) — x(0).
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Et,

X(s) = L[x] :f x(He Stdzt.
0

Nous obtenons par suite :

sX(s) — x(0) = AX(s) + BU(s), avec Zlu]=U(s).

[I,s — Al X(s) = x(0) + BU(s).

On suppose que le faisceau est régulier,
X(s) = [1ys =A™ (x(0) + BU(s)),

sachant que [3],

[e.°]
k=0

Il s’ensuit,

o0 o0
X(s)= Y A*s~® D x(0) + Y AFs~®+DBU(s).
k=0 k=0

En appliquant la transformée de Laplace inverse,

:f_l [X(S)] — ZAkg—l [S—(k+1)
k=0

x(0)+ Y Ak [ EDBy(s)).
k=0

Par conséquent, la solution générale pour la trajectoire d’état est donnée par [35] :

t
x()=e""xy+ | ATUBu(dr.
14}

iA’Cx‘ls‘(k“)xm) -y @nt
k=0 i K
Réponse du systeme : [35] La sortie y(¢) est obtenue a partir de la représentation de
I'espace d’état :
y(8) =Cx(t) + Du(n).

En substituant x(t) de la solution :
t
y(1) =C(eM " xg +f M IBu(t) dT) + Du(d).
To
Simplifions :

t
y()=Cer W xo+C | AUBu(t) dT+Dulr).
fo
Nous passons maintenant au cas discret afin d’étudier la trajectoire et la réponse d’'un
modele linéaire a temps discret.

10
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Définition 2.2 (Systéme linéaire a temps discret) [35] La représentation en espace d’état
d’'un modele linéaire a temps discret est donnée par :

Xi+1 = Ax;+Bu;,
yi = Cx;+Du;, (2.2)
x(t) = Xxo,

o x; € R" représente le vecteur d’état,

e u; € R™ représente le vecteur d’entrée (commande),

» yi € RP représente le vecteur de sortie,

o AeR"™" est la matrice d’état,

e BeR"™™ est la matrice de controle,

e CeRP*" et D e RP*™ sont des matrices de dimensions appropriées,
o x(ty) = xg est la condition initiale.

Nous allons déterminer par récurrence la trajectoire d’état du systéme a temps discret
(2.2).

Pouri=0:
X1 =Axp + Buy.
Pouri=1:
X2 = Axy + Buy = A[Axo + Bug) + Buy = A%xy + ABug + Bu;.
Pouri=2:

X3 =Axy +Buy,
= A[A%xo+ABug +Buy | + Buy,
= A3xo + A?Buy + ABu; + Buy,
2-1
=A%xp+ Y AZ DBy,
k=0
Généralisons pour i :

Xi =Ax;—1+Bu;_g,

i-2
=A|A T o+ Y AT By |+ Buyg,
k=0

i-1
=A'xo+ Y AT FBuyy,
k=0

. l_l .
=Alxg+ Y AT DBy, >0,
k=0
Ainsi, la solution générale pour la trajectoire d’état est donnée par [35] :
. i_l .
x;j=A'xy+ ZA’_(k“)Buk, i>0.
k=0
Réponse du systéme :[35] La sortie y; est obtenue a partir de la représentation en

espace d’état :

. i_l .
yi=CA'xg+C)_ AR+ DBy 4 D,
k=0

11
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Systemes linéaires singuliers a temps continu et a temps dis-
cret

Définition 2.3 [20] Considérons un systeme dynamique linéaire singulier a temps continu
décrit par les équations suivantes :

Ex(t) = Ax()+Bu(p,
y() = Cx(t)+Dul(p), (2.3)
x(f) = Xxo,

o x(t) € R" : vecteur d’état représentant l'état du systéeme a l'instant t.

o u(t) e R™ : entrée du systeme a linstant t.

e y(t) € RP : sortie du systéeme a l'instant t.

e EeR™" AecR™", BeR"™™, CeRP*", etD e RP*™ : matrices de dimensions appro-
priées qui définissent la dynamique du systeme,

o x(ty) = xg est la condition initiale.

Définition 2.4 [36] Le systeme 2.3 est dit singulier si det(E) = 0. Sinon, il est appelé stan-
dard.

Pour garantir |’existence d'une solution pour le systéme, la condition de régularité doit
étre satisfaite. En nous basant sur la définition 1.15 des faisceaux réguliers et singuliers,
nous définissons la condition de régularité pour un systeme singulier comme suit [13] :

Définition 2.5 (Condition de régularité) [36] Le systeme décrit par l'équation (2.3) est dit
régulier si et seulement s’il existe un s € C tel que:

det[sE — A] #0.

La régularité permet d’analyser le systéme sous une forme équivalente via la décom-
position de Kronecker-Weierstrass, voir [5].
Cette approche est utilisé par les auteurs [36, 3]

SidetE #0, le systeme peut étre réécrit comme :

() = E'Ax(H)+E'Bu(p),
y() = Cx(£)+Dul(r),
x(l'o) = Xp.

Sa solution est donnée par :
t
-1 S I
x(1) = e Alx, +f et AIETIBy (1) d,
0
et saréponse est :

—_ t —_
y(1) =Ce" 1Afxo+f Cet AVE-IR (1) dT + Du(t).
0

Une autre approche utilisé par les auteurs [3, 36] est décrite comme suit.

SidetE =0, I’état de ce systeme est exprimé comme :

t H . ,
x(1) = e?MoExo + f P AV poBu(t) dt+ Y p_iBu V(1) +Exod (1),
0 i=1

12
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Solution d’un systéme singulier a temps continu

Nous considérons le cas de faisceau régulier.
Dans ce cas, nous pouvons écrire la matrice résolvante sous forme d’une série de Laurent
unique au voisinage de I'infini [3] :

+00 i
(}\E—A)_l — Z q)i)\—(l+1)’
i=—jt
ol p est I'indice de nilpotence du faisceau (AE — A), décrit par :
n=rgE —deg[(AE-A)] +1,
et ¢; est la matrice fondamentale de (2.3), qui satisfait les équations suivantes :

E; —Ad;_1=0¢iln,
G;E—¢i_1A=00;1,,

Vi<—uwb; =0,
ou
Isii=0,
B0 _{ 0 sinon,

est le Delta de Kronecker.
La solution du systeme (2.3) est donnée par :

t 1l ) )
x(1) = ePM poExg +f P D pou(tydt+ ) ¢ [Bu(l—l) +ExpdU V],
0 et

o A
datl
Preuve. [3, 20] En appliquant la transformée de Laplace a la premiere équation du sys-
teme (2.3), nous obtenons :

j=1,..,u—-1

(EA=A)X(A) =Exg+BU(\).
Le systeme est régulier, donc (EA — A)~! existe pour un certain A€ C, d’ou :
X(A) = (EA=A)"' (Exg + BU)).

De cette relation, il s’ensuit :

XN = Y &A Y [Exg +BUN],

==
X(\) = Z (bl_A—(i+1)Ex0+ Z (')i)\_(i+1)BU()\),
i=—H i=—H
© ; 0 . H ; H )
XN =Y oA VEx+ Y oA YBUN) + Y oo A VExg + Y. b AYTVBU.
i=0 i=0 i=1 i=1

Enfin, en utilisant la transformée de Laplace inverse £ ! :

Nous avons :
(o.e]

+ .
L[ePMp;]= Y gAY,
==t

13
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Par le théoréeme de convolution :

LX) =Exg L7 [ £ (ePM )] + BL L (%M o) x L (u(1))]

> 6o

i=1

+ Exoﬁf_l

H .
+BZ™! [Zc{)_i)\(’_”U()\)

i=1

En appliquant la transformée de Laplace inverse, nous obtenons :

p . 1 ‘
x() = Exge® g + (eP o + Bu(t)) +Exg Y b—;8" P +BY d_;u" P (1),
i=1 i=1

t p . .
:Exoe¢0At¢O+f e(bOA(t_T)q)oBu(T) dT+Z(b—i [Ex06(l_l)+Bu(l_l)(t) )
0 i=1

Exemple 2.1 Considérons les matrices suivantes E et A,

1 00 1 0
E=|0 1 0], A=|0 0 1
0 0O 0 0

L0 o0
Es—A) =l 0 o0 -1}.

0 -1 -s

— (@)
N ——

alors,

Ici l'indice de nilpotence est |1 = 2. Les matrices fondamentales sont,

1 00 0 0 O 0 0 O
¢;=10 0 0], d_1=|0 O O], Pp2=|0 0 O |, pouriz=0.
0 00O 0 -1 -1 0 0 -1

La sortie du systéme :[3] La sortie du systeme singulier est donnée par :

t H . .
Y1) = CExge® g + cf A poBu(r) dT+C Y by [Exod D + Bul =V (0)] + Du(n).
0 i=1

Trajectoire d’état des systemes singuliers a temps discret

Considérons le systeme linéaire singulier a temps discret suivant [35] :

Ex;iy1 = Ax;+Bu;,
yi = Cx;+Du, (2.4)
x(to) = X,

x; € R"™ : vecteur d’état.

u; € R™ : vecteur d’entrée.

yi € RP : vecteur de sortie.

EeR™" AeR™" BeR™"™ CeRP*", et D e RP*™ : matrices de dimensions ap-
propriées,

x(ty) = xo est la condition initiale.

14
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Définition 2.6 (Condition de régularité — Cas discret) [13] Le systeme discret (2.4) est ap-
pelé régulier si et seulement s’il existe un z € C tel que :

det[zE — A] #0.

Si la condition de régularité est satisfaite, alors :
m .
(ZE _A)—l — Z (biz_(l+1)y
i=—H

ou  est I'indice de nilpotence, et les matrices ¢; sont les matrices fondamentales don-
nées par :

Ed; —Adi-1 =801,
ou de maniere équivalente :

GiE-di1A =81,

ol §y; est le delta de Kronecker.
En appliquant la transformée en Z au systeme, nous obtenons :

(zE —A)X(z) = zExp + BU(2),
ou de maniere équivalente :
X(z) = (zE —A) "' zExo + (zE— A)"'BU(2).

Nous obtenons :

o0 . [e'o) .
X(2) =Y. $:iz7"UBU2) + Y diz 'Exo.
i=—p i=—H

Maintenant, utilisons la transformée en Z inverse pour trouver la solution du systeme :
if X(2)z" tdz= if i $iBU(2)2" 72 + if f $:2" " Exg
2ni Jr 2711 i, ' 27i ', '

Par conséquent, la solution du systeme est :

o0

x(n) :=xp=GppExo+ Y G;Bu(n—i-1),
i=—p
n+p-1

x(n):=xp=GpExo+ Y. Gpoi—1Buli).
i=0

Il s’ensuit que :
n+p—1

Xp=bprExg + Z $Gp-i-1Bu;, nez,.
i=0

Ce qui représente la solution du systeme singulier a temps discret.
Sortie des systemes singuliers a temps discret[35] La sortie y, pour ne€ Z, est:

n+p—1

Yn=CPpExg+C )  ¢u_i—1Bu; +Du;.
i=0

15
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TEMPS DISCRET

1.1 Discrétisation des systemes a temps continu

La discrétisation transforme un systeme a temps continu en une forme a temps dis-
cret [11, 22] pour des applications numériques ou des simulations. La méthode d’Euler
explicite (forward Euler) approxime la dérivée en utilisant un pas de temps h.

Considérons le systeme standard a temps continu (2.1) en utilisant I’approximation

d’Euler explicite :
x(t+h) —x(1)

x(1) =
h
At=ih,avec x;=x(ih) :
_Xi+v1— X
1 h .

Substituons dans I’équation d’état :

x. — x.

il =Ax; +Bu;.

h
Multiplions par & :
Xi+1 — X; = hAx; + hBu;.

Réarrangeons :

Xj+1 =0+ hA)x; + hBu;.

Définissons A =1+ hA et B = hB. La sortie est échantillonnée comme suit :

vi=Cx; +Du;.
Ainsi, le systeme discrétisé est :
Xi+1 = Axi + Bui,
yi = Cx;+Du;, (2.5)
x(ty) = Xo.

Théoreme 2.1 [11, 22] La solution du systéme (2.5) est donnée par :
_ n-1 __ o
Xn=Rlxg+ Y A" 1B,
i=0

et sa sortie par :

n-1 o

yn=CA"xo+C Y A" ' "Bu; + Du.

i=0

2 Analyse delastabilité des systemes linéaires a temps continu
et a temps discret

La stabilité asymptotique des systemes linéaires a temps continu est un concept cen-
tral en théorie des systemes dynamiques. Cette section présente les préliminaires et les
conditions spécifiques de stabilité. Les définitions et théorémes suivants établissent les
bases pour I'analyse de la stabilité des systémes linéaires a temps continu et a temps dis-
cret [11], [12].
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2.1 Classification des conditions de stabilité pour les systéemes a temps
continu

La stabilité d'un systeme linéaire a temps continu peut étre évaluée al’aide des critéres
des valeurs propres, de Lyapunov et de Gershgorin.
Considérons le systeme linéaire autonome (sans controle) a temps continu [11] :

x(t) =Ax(1), (2.6)

ol x(r) € R" est le vecteur d’état et A € R"**", La solution pour une condition initiale don-

née xy est [11] :
ot

x(t) = eM x,.

Définition 2.7 (Stabilité asymptotique des systemes a temps continu) [12] Le systeme (ou
de maniere équivalente la matrice A) est dit asymptotiquement stable si :

tlim x(£)=0 pourtout xy€R".
—00

Criteres des valeurs propres

Définition 2.8 (Valeurs propres de la matrice du systeme A) [12] Les valeurs propres de
la matrice A, notées s; = Isllej b pourl=1,...,n, sont les racines de l'équation caractéris-
tique :

det(sl,—A) =s"+a,_1s" '+ +a;s+ay=0,

oul, estla matrice identité n x n, et |s;| est le module de la valeur propre s;.

Ces conditions reposent sur les valeurs propres de la matrice du systéme.

Systeme standard :

Le systeme est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres
s; de A satisfont 'une des conditions équivalentes suivantes [12, 11] :

1. La partie réelle de chaque valeur propre est négative :

Re(s;)) <0, [I=1,...,n.

2. La phase ¢; de chaque valeur propre se situe strictement dans le deuxieme ou le
troisieme quadrant du plan complexe :

n<q> <3n I=1
— —, I=1,...,n.
2 "R

Conditions de Lyapunov

L'approche de Lyapunov utilise une fonction quadratique et sa dérivée pour (2.6) [13].

e Fonction de Lyapunov : Définissons :
V(x)=x"Px,

oi1 P est une matrice symétrique et définie positive (P =PT, x"Px > 0 pour x #0).
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o Dérivée temporelle : Calculons V(x) le long des trajectoires :

V(x) = i[xTPx]
T dt '

En utilisant la régle de la chaine :
V(x) = x"Px+x'Px,
= (Ax)'Px+x"P(AX),
=x"ATPx + x"PAx,
=x"(ATP+PA)x.
Le systeme (2.1) est asymptotiquement stable si :
V(x) =x' (ATP +PA)x <0 pour tout x #O0.
Définissons Q = —(ATP + PA), ot1 Q > 0, donc :
V(x) = —xTQx <0.

 Equation de Lyapunov : Cela est vérifié s'il existe une matrice P définie positive
solution de :

ATP+PA=-Q,

ou Q est définie positive (par exemple, Q =1,,).

Conditions de Gershgorin

Le théoreme de Gershgorin fournit une borne sur les valeurs propres de A dans (2.6)
[12] :

 Disques de Gershgorin : Chaque valeur propre s; de A= [a;;] satisfait :

Isi—aiil <) _lagjl, i=1,...,n.
J#i

¢ Condition de stabilité : Le systeme est asymptotiquement stable si :

aii +Z|aij| <0, i=1,...,n,
J#i
ce qui garantit que tous les disques se situent dans le demi-plan gauche (Re(s;) < 0).

2.2 (lassification des conditions de stabilité pour les systemes a temps
discret
La stabilité d'un systéme linéaire a temps discret peut également étre évaluée a I'aide
des critéeres des valeurs propres, de Lyapunov et de Gershgorin.
Considérons le systeme linéaire autonome (sans controle) a temps discret [12] :
Xis1=Ax;, i€Z,={0,1,..}, 2.7)

ol1 x; € R" est le vecteur d’état et A € R”*". La solution pour une condition initiale donnée
Xp est:
x; =AXxyp.

Définition 2.9 (Stabilité asymptotique des systemes a temps discret) [12] Le systeme (ou
de maniere équivalente la matrice A) est dit asymptotiquement stable si :

lim x; =0 pourtout x€R".

i—o0
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Criteéres des valeurs propres

Ces criteres reposent sur les valeurs propres de la matrice du systeme [12].

Définition 2.10 (Valeurs propres de la matrice du systéme A) Les valeurs propres de la ma-
trice A, notées z; = |z;|e/V! pourl=1,...,n, sont les racines de l'équation caractéristique :

det(zl, —A) = 2"+ dp_ 12"+ + @12+ Gy =0,

outl, est la matrice identité n x n, et |z;| est le module de la valeur propre z;.

Systéme standard :

Le systeme est asymptotiquement stable si et seulement si toutes les valeurs propres
z; de A satisfont [12] :
lz;]|<1, [=1,...,n.

Conditions de Lyapunov

L'approche de Lyapunov utilise une fonction quadratique et sa différence pour (2.7).

e Fonction de Lyapunov : Définissons :
V(x;) = x; Px;,
o Différence : Calculons AV(x;) :

AV(x;) =V(xi41) = V(x7),

AV(x;) = X7, | Pxje1 — X; Px;,

= (Ax))"P(Ax;) — x] Px;,

= x?ATPAxi - xiTPx,-,

=x; (ATPA-P)x;.
Le systeme est asymptotiquement stable si :

AV(x;) = xl.T (ATPA-P)x; <0 pour tout x; #0.
Définissons Q = —(ATPA—-P), ot1 Q > 0, donc :
AV(x;) = —xl-TQxl- <0.

o Equation de Lyapunov : Cela est vérifié s'il existe une matrice P définie positive
solution de :
ATPA-P=-Q,

ou Q est définie positive.
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Conditions de Gershgorin

Le théoréme de Gershgorin fournit une borne sur les valeurs propres de A dans (2.7)
[12].

« Disques de Gershgorin : Chaque valeur propre z; de A = [a; jl satisfait :

|z; — ajil SZldijl’ i=1,...,n.
J#i

» Condition de stabilité : Le systeme est asymptotiquement stable si :

Mlaijl<1-lagl i=1,...,n,
j#i

ce qui garantit que tous les disques se situent a I'intérieur du cercle unitaire (|z;| <
1).

2.3 Conditions de stabilité pour les systémes singuliers a temps continu

La stabilité du systéme linéaire singulier autonome (sans contrdle) a temps continu
[13].
Ex=Ax (2.8)

ouxeR" E,AecR"™" etrang(E)=r < n.

La solution est obtenue a partir de la dynamique du systéme, tandis que la stabilité est
analysée a I'aide des critéres fondés sur les valeurs propres, la théorie de Lyapunov et le
théoreme de Gershgorin.

Définition 2.11 (Stabilité asymptotique) [13] Le systeme (2.8) est asymptotiquement stable
Si:

lim x(#) =0,

t—o0

ou de maniere équivalente, s'il existe o, > 0 tels que :

Ix(B)llo < ae P! x(0)]l,  pourt>0.

2.4 Conditions de stabilité
Criteéres des valeurs propres
Le systeme (2.8) est régulier et asymptotiquement stable si [13] :
o(E,A)cC,

ou C™ ={seC|Re(s) <0}, et a(E,A) désigne les poles finis [13],
avec,
o0(E,A)={seC|det(sE—A)=0}
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Conditions de Lyapunov

La fonction de Lyapunov pour le systeme (2.8) est définie comme [13] :
V(x) = x"E"PEx,

o Dérivée temporelle : Calculons V(x) le long des trajectoires :

V(x) = %(xTETPEx),

V(x) = x'ETPEx + x'ETPE%,
= (Ax)"PEx + x"ETP(Ax),
=x"ATPEx+ x"ETPAx,
=x"(ATPE+E'PA)x.
La stabilité exige V(x) < 0 pour x #0.

» Conditions de stabilité [13] Le systéeme est régulier, et asymptotiquement stable si
I'une des conditions suivantes est vérifiée :

1. Il existe une matrice semi-définie positive unique P solution de:
ATPE+ETPA <0,
avec rang(ETPE) =rang(P)=r.
2. Il existe une matrice P telle que :

PTA+ATP < 0,
ETp = PTEx>o0.

Conditions de Gershgorin

Dans ce qui suit, nous adaptons les tests et les conditions en nous appuyant sur le
théoreme de Gershgorin, appliqué au cas des systemes linéaires singuliers.
Pour le faiseau sE — A, les disques de Gershgorin sont définis comme :

IsEii —Aiil < )_IsE;j—Ajjl, i=1,...,n.
J#i
e Condition de stabilité : Le systéme est asymptotiquement stable si tous les disques
se situent dans C—, une condition suffisante étant :

|SE;; —Ajil +Z |SEij _Aijl <0, i=1,...,n,
J#i
pour un certain s garantissant la régularité et des parties réelles négatives des poles
finis.

2.5 Conditions de stabilité pour les systemes singuliers a temps discret

La stabilité du systemes singuliers a temps discret [13]
Exii1=Ax; (2.9)
ou x(i) e R", E,Ae R™" etrang(E)=r < n.

Définition 2.12 (Stabilité asymptotique) Le systeme (2.9) est asymptotiquement stable
Si:

lim x; =0,
k—o0

pour toutes les conditions initiales.
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2.6 Conditions de stabilité
Criteres des valeurs propres

Ces conditions dépendent des valeurs propres généralisées de zE — A.
Le systéme est régulier et asymptotiquement stable si les poles finis satisfont [13] :

|Zl|<1, l=1,...,7’l,

ol z; sont les valeurs propres du faisceau zE — A.

Conditions de Lyapunov

La fonction de Lyapunov pour le systeme (2.9) est [13] :
V[x;] = x] E'PEx;,
o Différence : Calculons AV[x;]:

AVI[xi] =V[xi+1] = VIxil,
AV[x;]=x;,,E"PEx;41 — x; E'PEx;,
= (Ax;)"P(Ax;) - x] E'PEx;,
= x; ATPAx; — x; E'PEx;,
=x; (A'"PA-E"PE)x;.
La stabilité exige AV(x;) <0 pour x; #0.
» Conditions de stabilité [13] Le systeme est régulier, et asymptotiquement stable si :
1. Il existe une matrice symétrique inversible P telle que :
E'PE = 0,
ATPA-E'PE < o.

2. Pour tout W > 0, il existe une matrice semi-définie positive unique P solution
de:
ATPA-E"PE=-E"WE,

avec rang(E"PE) =rang(E) = r.

Conditions de Gershgorin

Pour le faisceau zE — A, les disques de Gershgorin sont :

|zBi; — Al < ) 12Bij—Ayjl, i=1,...,n.
J#i

o Condition de stabilité : Le systeme est asymptotiquement stable si tous les disques
se situent a l'intérieur du cercle unitaire (|z| < 1), une condition suffisante étant :

|ZEii_Aii|+Z|ZEij_Aij| <1, i=1,...,n,
J#i

pour un certain z garantissant la régularité et des poles finis a I'intérieur du disque
unitaire.
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3. SYSTEMES POSITIFS UNIDIMENSIONNELS

3 Systémes positifs unidimensionnels

Dans de nombreux systéemes physiques, les variables sont naturellement positives,
mais les modeles standards, en particulier les modeles linéaires, n'integrent générale-
ment pas cette contrainte. Des modeéles spéciaux ont été développés par de nombreux
scientifiques, par exemple pour les circuits RLC ou d’autres modeéles comme les modeéles
compartimentaux.

Considérons maintenant les définitions et quelques résultats sur la positivité a temps
continu [3].

Définition 2.13 (Positivité externe) /3] Le systeme (2.1) est dit extérieurement positif si la
sortie correspondant a un état initial nul est non négative pour toute entrée non négative,
c’est-a-dire, pour xo = x(0) = 0 et pour tout u(t) € R, avec t = 0.

Définition 2.14 (Positivité interne) /3] Un systeme linéaire standard est dit intérieure-
ment positif si, pour tout u(t) € IR{T, avec t = 0, nous avons x(t) € IRQ et y(t) € IRE, avec
t=0.

Cette définition implique que toutes les trajectoires issues de n'importe quel point
dans l'orthant non négatif R (y compris les frontiéres) de I'espace d’état, obtenues en
appliquant une entrée non négative au systeme, restent dans l'orthant non négatif et
conduisent a une sortie non négative.

La positivité interne implique la positivité externe, mais I'inverse n’est pas vrai [3].

Théoreme 2.2 (Condition de positivité) [3] Le systéme est intérieurement positif si et seule-
ment si A est une matrice de Metzler et B e R"”*™, Ce RV, D e RP*",

3.1 Applications
» Systémes avec des variables physiques naturellement positives (niveaux, flux, concen-
trations, etc.).
¢ Modeles compartimentaux : applications en médecine, cinétique chimique, etc.
e Modeles économiques (Leontief, etc.).
¢ Modéles de dynamique des populations.
¢ Circuits RLC.
» Sciences de la communication et de I'information.
¢ Processus industriels impliquant des réacteurs chimiques, etc.

Nous adaptons les mémes définitions pour le systeme a temps discret.
Théoreme 2.3 [3] Un systeme a temps discret est positif si et seulement si :
AeRY, BeR!*™, ueR], xoeR}

oit A est la matrice d’état, B est la matrice d’entrée, u est la matrice de controle, et xy est la
condition initiale, tous a valeurs positives.

4 Stabilité des systemes linéaires positifs

Dans cette section, les résultats de stabilité sont étendus aux systemes linéaires po-
sitifs a temps continu et a temps discret, classifiés a I’aide des conditions des valeurs
propres, de type Lyapunov et de Gershgorin [12].
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4. STABILITE DES SYSTEMES LINEAIRES POSITIFS

Systémes linéaires positifs a temps continu
Considérons le systeme linéaire autonome a temps continu défini dans (2.6).

Définition 2.15 (Systéme positif) [12] Le systéme est positif si x(t) € R}, t = 0, pour toute
condition initiale x(0) € R

Théoreme 2.4 (Condition de positivité) [12] Le systeme est positif si et seulement si A est
une matrice de Metzler (les entrées hors diagonale sont non négatives).

Définition 2.16 (Stabilité asymptotique) [12] Le systeme positif est asymptotiquement stable
silim;_.oo x(2) =0 pour tout x(0) € R’}
Criteres des valeurs propres

o Le systéeme positif (2.6) est asymptotiquement stable si et seulement si tous les co-

efficients du polynéme caractéristique [12] :
det(l,s—A)=s"+a,_1s" 1 +---+ays+ay,

sont positifs, c’est-a-dire a >0, k=0,...,n—1.

Conditions de type Lyapunov

» Le systeme positif (2.6) est asymptotiquement stable si et seulement s'’il existe un
vecteur strictement positif A = [A4,.. AL A>0,k=1,...,n, tel que [12] :

AA<0, ou A'A<O.

Conditions de Gershgorin

Pour une matrice de Metzler A= [a;;] (ot a;; =0 pour i # j) [12] :
» Disques de Gershgorin : Chaque valeur propre s satisfait :

Is—aiilsZai]-, i=1,...,n.
J#i

» Condition de stabilité : Une condition suffisante pour la stabilité asymptotique est :

aii+y aij<0, i=1,..,n.
Jj#i

ce qui garantit que tous les disques se situent dans le demi-plan gauche (Re(s) < 0).

Systemes linéaires positifs a temps discret
Considérons le systeme linéaire autonome a temps discret défini dans (2.7).

Définition 2.17 (Systéme positif) [12] Le systeme (2.6) est positif si x; e R, i € Z, pour
toute condition initiale x, € Rl

Théoreme 2.5 (Condition de positivité) [12] Le systeme (2.7) est positif si et seulement si :
Ae R,

Définition 2.18 (Stabilité asymptotique) [12] Le systeme positif (2.7) est asymptotique-
ment stable si :
lim x; =0, pour tout xo € R”.

i—o0
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5. SYSTEMES LINEAIRES A PARAMETRES VARIANTS (LPV)

Criteéres des valeurs propres

» Le systéme positif (2.7) est asymptotiquement stable si et seulement si tous les co-
efficients du polynéme caractéristique [12] :

det(l,(z+1)-A) =z"+a, 12" '+ -+ a1z + ap,

sont positifs, c’est-a-dire ax >0, k=0,...,n—1.

Conditions de type Lyapunov

e Le systéeme positif (2.7) est asymptotiquement stable si I'une des conditions sui-
vantes est vérifiée [12] :

1. Il existe un vecteur strictement positif A = AL AL A >0, k=1,...,n, tel
que:
A-I1)A<0, ou ATA-I, <0.

2. La somme des entrées de chaque colonne (ou ligne) de A est inférieure a 1 :

n n
Zdij<1, ou Zc_lij<1, j=1,...,n.
in =

Conditions de Gershgorin
Pour une matrice non négative A=[a; jl (tousles @;; = 0):

» Disques de Gershgorin : Chaque valeur propre z satisfait [12] :

|Z—6_Zii|SZﬁij, i=1,...,n.
Jj#i

» Condition de stabilité : Une condition suffisante pour la stabilité asymptotique est :

aii+y ajj<1, i=1,..,n.
J#i

ce qui garantit que tous les disques se situent a I'intérieur du cercle unitaire (|z| < 1).

5 Systemes linéaires a parametres variants (LPV)

Dans cette section, nous introduisons la notion de systemes LPV (Linear Parameter-
Varying), qui nous permettra d’étudier les conditions de stabilité des combinaisons convexes
linéaires de matrices [1].

5.1 Motivation

Les systemes LPV (Linear Parameter Varying) constituent un cadre de modélisation
puissant pour les systemes dynamiques présentant des variations de parametres. Ils per-
mettent de prendre en compte des incertitudes physiques ou des changements structu-
rels tout en conservant une forme linéaire.

Afin d’illustrer ce cadre, nous considérons le modéle mécanique classique des deux
wagons reliés par un ressort, souvent utilisé dans la littérature.
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5. SYSTEMES LINEAIRES A PARAMETRES VARIANTS (LPV)

- >
VY

“®® K

X1
u—>| My

FIGURE 2.1 — Modele des deux wagons couplés par un ressort.

5.2 Modele dynamique des deux wagons

Le systeme modélisé est décrit par 'équation d’état suivante :

. 0 0 10 0

X1 0 0 0 1||™ 0

2 XX 00 211 |u

X3 m m X3 — 1"

& K X o of lx] [0

$ e, my | (2.10)
X1
y=[0 1 0 0] |

X4

oll x = [x1, X2, X3, X4] T est le vecteur d’état, avec :
e X et xp, les positions respectives des deux wagons;
e X3 et x4, leurs vitesses;
e m et my, les masses des deux wagons;
K, le coefficient de raideur du ressort, considéré comme un parametre incertain;
e u, laforce de commande appliquée au premier wagon;
* y =Xy, lasortie mesurée (position du second wagon).

Lincertitude sur K est interprétée comme un parametre variable 0, variant dans un
intervalle borné. Ainsi, la matrice A(0) devient dépendante de 0, permettant de reformuler
le modéle comme un systeme LPV. Cette représentation offre un cadre pertinent pour
analyser la stabilité du systeme malgré les variations paramétriques.

5.3 Définition d’'un systéme LPV continu

Des systemes linéaires continus a parametres variants (LPV) sont des systemes dyna-
miques dont les matrices d’état dépendent de parametres. Considérons le systéeme donné
par I'’équation suivante [1] :
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5. SYSTEMES LINEAIRES A PARAMETRES VARIANTS (LPV)

x(1)=A0)x(1), (2.11)

ou x(t) € R" est le vecteur d’état et A(B) € R"*" est la matrice dynamique. La dépendance
au parametre variant 0 est exprimée comme une combinaison linéaire convexe :

N
A®) =) 0;A;,
i=1

N

ou:

e A; e R (i =1,...,N) sont des matrices constantes représentant les sommets du
systeme,

e 0=[04,...,0N] € /AN, avec le simplexe Ay défini par :

i=1

N
AN::{eeRN:Zei:Leizo}.

Cela garantit que A(0) est une combinaison convexe des matrices A;. On s’'intéresse
au cas N =2, qui est étendu également pour N > 2. Nous avons :

A(0) =01A1 +02A,,

avec0;=1-0,0,=0,et0¢€[0,1], ce qui correspond a:

AB)=(1-0)A; +0A,.

Cette expression est une combinaison linéaire convexe des matrices A; et Ay, ou les
coefficients 67 et 0, satisfont8; +0,=1et 061,06, =0.

5.4 Analyse de la stabilité de la combinaison convexe

Etant donné des matrices stables asymptotiquement, peut on préserver cette notion
de stabilité pour leur combinaison convexe. Pour analyser la stabilité de (2.11) avec la
combinaison convexe, nous considérons une fonction de Lyapunov quadratique candi-
date:

V(x)=x'P()x, (2.12)

ol P(0) est une matrice symétrique définie positive, également exprimée comme une
combinaison linéaire convexe :

P(0) = (1-0)P; + 0Py,

avec P;,P> e R™*"* Py = P{ >0,Ps= Pg > 0, garantissant que P(8) > 0 pour tout 0 € [0, 1].
La dérivée temporelle de la fonction de Lyapunov est donnée par :

V(x)=x'P©O)x + x'P(0)x. (2.13)

En substituant (2.12) dans (2.13), nous obtenons :

V(x) = (AO)X)TPO)x+ x PO)(A®O)x).

Cela se simplifie en :
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5. SYSTEMES LINEAIRES A PARAMETRES VARIANTS (LPV)

V(x) = x"A0)"P0)x + x"P(0)A®)x = x" (AB)TP(0) + P(0)A()) x.
Pour que le systéme soit asymptotiquement stable, il faut que V(x) < 0 pour tout x #0,
ce qui équivaut a la condition :
A®)'P(@) +P©)A0) <0, VO€e0,1].

Substituons les expressions de A(0) et P(0) dans cette condition :

A®)=(1-0)A; +0A,, P(0)=(1-06)P; +0P,.
Alors, calculons A(0)TP(0) + P(0)A(0). D’abord, A(0)TP(0) :

A(0)'P(6) = ((1-0)A; +0Az)" (1-6)P; +6Py),
= ((1-©)A] +0A7) (1 - 0)P; +6Py),
=(1-0)%ATP; + (1-0)0A] P, + (1 -0)0A Py +02AJ P;.

Ensuite, P(0)A(O) :

PO)A©) =((1-0)P; +6P2) (1-0)A; +0A,),
=(1-0)’P;A; + (1 —0)0P;A, + (1 — 0)OP,A; + 0°P1A,.

Additionnons les deux termes :

A0)"P(0) + P(B)A(0) = (1 — 0)*(A{ Py + P1A}) + (1 — 0)B(A{ Py + PoA))
+(1-0)0(AJP; +P1Ay) +0%(AJ Py + PoAy).

Ces conditions peuvent étre formulées sous forme d’'inégalités matricielles linéaires (LMI) :

P, >0,
P, >0,
ATP; +P1A; <0,
AJP, +PyA; <0.

Alors, si A; et A, sont asymptotiquement stables, la combinaison convexe est égale-
ment stable pour tout 0 € [0, 1]. Nous pouvons énoncer le théoreme suivant.

Théoreme 2.6 Soit
A®) = (1-0)A; +0A,,

avec B € [0,1]. Si A; et A, sont asymptotiquement stables, alors il existe une matrice P(0) =
P©O)T >0 telle que:
A®)"P(0) +P@)A(0) <0,

autrement dit le systeme (2.11) est asymptotiquement stable pour tout 0 € [0, 1].

28



5. SYSTEMES LINEAIRES A PARAMETRES VARIANTS (LPV)

5.5 Exemple numérique de vérification de la stabilité

Pour illustrer I'application du théoreme 2.6, nous considérons un exemple numérique
avec des matrices A; et A, définies comme suit :

-2 05 0 0 ~1.
0 -15 03 0
A=ty o 2 o5 | AT

0 0 0 -1.2 0 0 -16

Les valeurs propres de A; sont —2.0,—1.5,—-2.0,—1.2, et celles de A, sont —1.5,-1.8,-1.3,
—1.6, toutes ayant des parties réelles strictement négatives, ce qui confirme la stabilité
asymptotique des deux matrices. Pour la combinaison convexe, nous considérons le cas
ou 6 = 0,5. Les valeurs propres de A(0,5) sont alors —1.75,-1.65,—-1.65,—1.4, indiquant
également une stabilité asymptotique du systeme a cette valeur de 6.

Pour garantir la stabilité de A(B) pour tout 0 € [0, 1], nous vérifions les conditions LMI
suivantes :

AlP;+P;A; <0, P;>0, i=1,2.

Ces LMI ont été résolues numériquement a I'aide de MATLAB. Les résultats confirment
la faisabilité des LMI, avec les matrices définies positives suivantes :

0.4008 0.0453 0.0027 0.0003 0.5001 -0.0000 0.0264 0.0000
Py - 0.0453 0.5106 0.0338 0.0046 _[—0.0000 0.4348  0.0000 0.0100
1710.0027 0.0338 0.4044 0.0495|’ 2~ | 0.0264 0.0000 0.5584 —0.0000

0.0003 0.0046 0.0495 0.6019 0.0000 0.0100 -—0.0000 0.4766

Les valeurs propres de P; sont 0.3769, 0.3934, 0.5320, 0.6154, et celles de P, sont
0.4326, 0.4789, 0.4899, 0.5686, toutes positives, confirmant que Py, P, > 0. Ces résultats
satisfont le théoreme de stabilité, garantissant que le systeme A(0) est asymptotiquement
stable pour tout 0 € [0, 1], y comprisa 0 =0.5.

5.6 Définition d’'un systéme LPV discret

Un systeme linéaire a parametres variants (LPV) discret est un systeme dynamique
dont les matrices d’état varient en fonction de parametres. Il est décrit par I’équation sui-
vante [38] :

Xi+1 =A0)x;, (2.14)

ou x; € R" représente le vecteur d’état a I'instant 7, et A() € R"**" est la matrice dyna-
mique dépendante du parametre 8. Comme dans le cas continu, A(0) est une combinai-
son convexe :
A®)=(1-0)A1+0A,, 0€(0,1],

ol A; et A, sont des matrices.
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Analyse de la stabilité

L'analyse de la stabilité est basée sur une fonction de Lyapunov quadratique :

V(x;) = x; P(O)x;,

ol P(0) est une matrice symétrique définie positive, également exprimée comme une
combinaison linéaire convexe :

P(0) = (1-0)P; + 0Py,

La différence de la fonction de Lyapunov s’exprime comme :
AV(x;) = V(xi+1) = V(x;). (2.15)
En remplacant (2.15), on obtient :

AV(x;) = X7, P(O)x;41 — x; P(O)x;,

i+1
=x; AT(®)P(0)A®)x; — x; P(0)x;,
=x; [AT(O)P(0)A(0) —P(0)] x;.

Pour assurer la stabilité asymptotique, il faut que AV(x;) < 0 pour tout x; #0, ce qui
équivaut a:
AT(O)P(O)AO) - P(0) < 0, VvOe[0,1].

Substituons les expressions de A(0) et P(0) dans la condition suivante :

AT@)P(0)A0) —P(0) = (1-0)>ATP1A; + (1 -0)?0A]P1A, + (1 — 0)°0A] PoA,
+(1-0)0%ATPoA, + (1—0)%0A1P1A,
+(1—0)0°AJP1A; + (1 -0)0?AJP2A; +03ATPoA,
~(1-6)P; —6P;. (2.16)
Or, nous avons 'identité suivante :
1=0%+20(1-6)+ (1 -0)%

ce qui nous permet d’écrire :

(1-0)P; + 0P, = [(1—0)P; +0P,] 0% +2[(1 - 0)P; +6P,] 0(1 — 0)
+[(1-0)P; +6P,] (1-6)?,
=(1-0)0%P; + 03P, +20(1 — 0)%P; +20%(1 - 0)P,
+(1-0)%P; +6(1-0)2P,. 2.17)

En remplacgant I’expression (2.17) dans la condition (2.16), on obtient I'équation dé-
veloppée suivante :
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5. SYSTEMES LINEAIRES A PARAMETRES VARIANTS (LPV)

AT(O)P(@)A®) - P(0) = (1-0) (A]P1A; - Py)
+(1-0)?0(A]P1A2 —Py) + (1-0)?0 (AyP1A; — Py)
+(1-0)%0 (A]P2A; — Py)
+(1-0)0? (A]P2Az — Py) + (1-0)0% (A3 P2A; — Py)
+(1-0)0%(A;P1A; — Py)
+0%(A3P2A2 —Py). (2.18)

p
p

On suppose que les matrices A; et A, sont asymptotiquement stables, ce qui signifie que
toutes leurs valeurs propres A; vérifient |A;| < 1 pouri=1,2.
Dans ce cas, il existe des matrices symétriques définies positives P; et P, telles que :

ATP1A; —P1 <0,  AJP,A,—P, <0,

ATP,A; —P; <0,  A;P1A,—P; <0.

Ces inégalités garantissent que plusieurs des termes de I’expression (2.18) sont définis
négatifs.

Pour les termes mixtes, comme A¥P1A2 —P;0ou AgPlAl —P;. Supposons que x un vec-
teur propre commun aux matrices Aj et Ay, tellesque Ajx=Ajxet A, x =Axx, avec [A| < 1,
[A2] <1, car A; et A, sont asymptotiquement stables. On analyse |'expression suivante :

xT(A]P1A; —P))x,

ol P; > 0 est une matrice symétrique définie positive.
Puisque Ajx=A1x, onax A} =A1x", et Apx=A,x, donc:

xTATP1Ax = x AT P (A2 x) = A x TPy (A2x) = A Aox Py x.
Ainsi :
x"(ATP1A2 — P x=A1Apx Prx— x"Prx= (A A2 — Dx' Py x.

Comme P; > 0, ona x'P;x > 0 pour x #0. La condition pour que I'expression soit négative
est:
)\1)\2 -1<0.

Dans le cas ou A; et A, ne partagent pas nécessairement le méme vecteur propre. Soit
X1 un vecteur propre de A; tel que A;x; =A;x3, avec |[A;| < 1. Nous analysons |’expression
suivante :
xV(ATP1A, —P1)xy = M X PiAsx; — X Prxg = XL Py (A As —1
1 (A1P1A2 = P1)x1 = A1 x; P1A2xy — X1 P1x = x; P1(A1A2 — D x;y.

Soit xy un vecteur propre de A, tel que Ay xz = A2 X, avec |A2| < 1. Calculons :
Xy A1Az =D xo = A1) ApXp — X5 X2 = A A2 Xy X2 — X3 Xo = X3 (A1 A2 — 1) Xo.
Puisque [Aj| <1let|A2|<1,0na:
Mzl =M lAg] <1,
ce qui implique A; A, — 1 < 0. Ainsi, 'expression est définie négative :

ATP1A, - P <0.
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De méme pour les autres termes mixtes, comme xg (A;PlAl —P1)x,, on obtient :
T AT o T
Xy (AZ PiA; —-Ppxo = ()\2A1 - 1)x2 Pix, <0,
Ainsi :
xlT (XgAl - I)x1 = ngfAlxl - x?xl = szlx?xl - x?xl = x? (7\2)\1 - 1)x1.

car |A2A;] < 1. Cela s’applique a tous les termes mixtes de I'équation (2.18). Ainsi, tous les
termes contribuent a la négativité définie de :

AT(0)P(0)A0) —P(0) < 0.

On peut alors conclure que la matrice A(0) est asymptotiquement stable pour tout
0el0,1].
Nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

Théoreme 2.7 Soit
AO)=(1-0)A; +06A,,

avec 0 € [0,1]. Si A; et A, sont asymptotiquement stables, alors il existe une matrice P(0) =
P(0)T > 0 telle que :
AT (0)P(0)A() —P(0) <0,

et le systeme (2.14) est asymptotiquement stable pour tout 9 € [0, 1].

6 Conditions de stabilité pour la combinaison convexe de
matrices positives

Dans cette section, nous proposons les conditions pour que le systeme (2.11) soit po-
sitif et asymptotiquement stable, en utilisant les criteres des valeurs propres et de Gersh-
gorin.

Soient A = [ag})] etAy = [ag.)] deux matrices de Metzler asymptotiquement stables, c’est-

8.) =0, ag.) >0 pouri # j, et toutes leurs valeurs propres satisfont Re(s;) < 0. Consi-
dérons la combinaison convexe :

a-dire a

ABG)=(1-9)A; +6A,, 0<6<l.

6.1 Conditions des valeurs propres

Le systéme positif est asymptotiquement stable si et seulement si tous les coefficients
du polyndéme caractéristique :

det(sl,, —A0) = s" + a,_10)s" L +---+ a; (0)s + ay(0),
sont positifs, c’est-a-dire :
a0 >0, k=0,...,.n—-1, VOel0,1].

Preuve. : Puisque A; et A, sont stables (ag) >0, af) > 0), et que I'ensemble des matrices
de Metzler stables est convexe, les coefficients ay(0) restent positifs pour tout 0 € [0, 1],
garantissant Re(s;(0)) <0. m
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6.2 Conditions de Gershgorin
Pour la matrice de Metzler A(0) = [a;;(0)], les disques de Gershgorin sont :

Is—a;;(®)<) a;j0), i=1,...,n,
j#i

a;;©®=1-0)a') +0a?, Y a;j0)=(1- e)Za‘”+eZa(2)
J#i J#i J#i

Condition de stabilité : Une condition suffisante pour la stabilité asymptotique est :

a;i©®+) a;j® <0, i=1,...,n, VOe[0,1].
J#i
Preuve. : Si A; et A, satisfont :
(1)+Za(1)<0 (2)+Za(2)<0
J#i J#i

alors:

a;i; )+ a;;(0)=(1- 6)(a(1)+2a(1)) ((2)+Za(2))

J#i J#i J#i
De méme pour les colonnes :

ajf(9)+;aij(9)<0, j=1..,n
i#]

Cela place les disques dans le demi-plan gauche, garantissant Re(s;(0)) < 0. =
Nous résumons ces résultats dans le théoréme suivant,

Théoréme 2.8 La combinaison convexe
A0)=(1-0)A; +06A,,

est positive (car A(0) est une matrice de Metzler) et asymptotiquement stable pour tout 0 €
[0,1], vérifiant :

e a;(0) >0 (valeurs propres),

e a;i(0)+3 4 aij(0) <0 (Gershgorin).

7 Discrétisation utilisant une combinaison convexe des ma-
trices dynamiques

En nous basant sur la discrétisation des systémes a temps continu, nous pouvons dis-
crétiser le systeme en considérant une combinaison linéaire convexe des matrices dyna-
miques, avec un parametre 0. En appliquant cette approche, nous obtenons la représen-
tation discrete suivante [11, 22] :

xi+1=A0)x; +Bu;,
Yi=Cx; +Du;,

ou nous définissons :

AM©) =1+ h[(1-0)A; +0A,], B=hB,

avec 0 € [0,1], h > 0 le pas de discrétisation, et I la matrice identité.
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7.1 Conditions de stabilité du systéme discrétisé

Supposons que s;; et s, sont les valeurs propres des matrices A; et Ay, respective-
ment, et que z; sont les valeurs propres de la matrice A(8) [11], nous avons :

z1=1+h[(1-0)s;; +0sp], [=1,...,n.

Pour le systeme continu, si A; et A, sont des matrices asymtotiquement stables (c’est-
a-dire Re(s;1) < 0 et Re(s;2) < 0), alors leur combinaison linéaire convexe est également
asymtotiquement stable. Pour le systeme discrétisé, la stabilité exige que |z;| < 1.

Lobjectif est de vérifier si la condition |z;| < 1 pour le systéme discrétisé est satisfaite
lorsque Re(s;1) <0 et Re(s;2) < 0 pour le systéme continu, et vice versa, pour tout 2 > 0.

Théoreme 2.9 Le systeme discrétisé est asymptotiquement stable pour tout h > 0 admis-
sible si et seulement si le systéme continu est asymptotiquement stable.

Preuve.
1. Du systeme discrétisé vers le systéme continu :
Commencons de I'expression des valeurs propres :

zj=1+ hi(l- e)Sll + 9812].
Nous pouvons exprimer (1 —0)s;; + 0552 en fonction de z; :

z1—1

(1-0)s;1 +0sp2= W

Siz;=|z;lexp(jy;), alors :

|zl exp(jy) -1
h ’
|zl cos(y) — 1
—
Pour que le systéme continu soit stable (Re((1 —8)s;; + 0s;2) <0), il faut que :

(1-0)s;; +0s52 =

Re((1 - 6)511 + 6812) =

|z;lcos(W;) =1 <0 = |z;|cos(y;) < 1.

Puisque la stabilité du systéme discrétisé exige |z;| < 1, cette condition garantit que
|z7lcos(y;) < 1, confirmant que le systeme discrétisé est stable si et seulement si le sys-
teme continu l'est.

2. Du systéme continu vers le systeme discrétisé :

Supposons que le systeme continu est asymptotiquement stable, c’est-a-dire que toutes
les valeurs propres s; = (1 —0)s;; + 0s;2 satisfont Re(s;) < 0, ou s;; et s;, sont les valeurs
propres de A; et A,. Pour le systeme discrétisé, les valeurs propres sont données par :

zi=1+h[(1-0)s;1 +0s52],

ol 571 = |s711e/91 et 555 = |s72]€/P2. Nous devons vérifier que |z;|* < 1.
Calcul de la magnitude :
Développons I'expression pour z; :

z1=1+h[(1=0)|s;1l(cosdyy + jsindy) +Olsppl(cos Py + jsindyp)],
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z1=1+h[(1-0)[s;1lcosP;; +0[s;alcosPp] + jhI(1—0)|s;1]sing;; +0]sp2] sindyy].
Calculons |z;|? :

12117 = (1+ I = 0) s3] cos by + Olsial cos pyal)” + (R = 0) sy | sindyy + Bl spal sinya]),
=1+2h[(1—-0)|s;11cosdy; + 0O]s;2| cos Pzl
+ 1 (1 —0)*]s111* cos® 1 +2(1 = 0)0] 51| 512] cOos by cos i + 67| 5121 cos® o)
+ 1% (1= 0)%[s11*sin® dyy +2(1 = 0)0]sy || s2] sindyy sindyz + 025y [* sin® Pya) ,
=1+2h[(1-0)|s11]cos g1 + Bl szl cos Gyl + h* (1 — )| 1* + h*0%| 5121
+2h*(1-0)01s;1Is2] cos(di — Gro).

Pour la stabilité, |z;|*> < 1 implique :

2h[(1 - 0)[s;11cosPpyy +0]si2|cosdpa]
+h2(1—0)%sp > + h20% 51212 + 2% (1 — 0)8]s7111512] cos (1 — dy2) < 0. (2.19)

Factorisons :

h[Z[(l —0)Isi1lcosdyy +BIsizl cos bra] + A((1 =651 |° +6%|sp2]*
+2(1—-0)0]s711|s12] cos(dpy; — q)lz))] <0.

Puisque & > 0, nous devons avoir :

2[(1 - B)Isnlcosdpp +Blsizl cos iz ] + (1 =0)*[s1l* +0%[spa]
+2(1—-0)8]s7111572] cos(dyy — Pr2)) <O.

Le systeme continu est stable si :

Re((1-0)s71 +0s72) = (1 —0)|s711cosdyy +0]s;2|cosdyn < 0.

Ainsi :

2[(1 = 0)|s;1lcosdyy +0]sp2|cosPya] <0,

et le terme h ((1—0)%[s;|* +0%[sp21* +2(1 — 0)0]s;11152] cos(d;1 — Py2)) est positif pour
cos(dp;; —dp2) > 0. Notez que la valeur admissible de i > 0 doit satisfaire la condition
(2.19).

[

Théoréme 2.10 Le pas de discrétisation h pour le systeme LPV asymptotiquement stable

satisfait :

. ) 2[(1-0)ay; +00a;2]
h < min min )
1=1=n6e(0,1] (1 - 0)2(af, +B7,) +2(1 - 0)0(0 102 + Prafr2) + 6% (a, +B7,)

oL s;1 = —ayy + jPi1, ayp > 0, sont les valeurs propres de Ay, et sjp = =0z + jPi2, 2 > 0,
sont les valeurs propres de A,. Avec | = 1,..., n sont les valeurs propres de la matrice A(0O).
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Preuve.
Puisque Re(s;;) < 0 et Re(s;2) <0, posons s;1 = —ayy + jPi1, o >0, et s;p = —a2 + jPr2,
o2 > 0. La combinaison convexe est :

(1-0)s;1 +0s;2=—(1-0)ay; — O+ j[(1—0)B;1 +06P2].

Définissons o; = (1 —0)ay; + 0y, B; = (1-0)p;1 + 62, donc:

z1=1+h[(1-0)s;; +0s521 =1—ho; + jhp;.

La magnitude au carré est :

|zI? = (1= hoy)® + (hB)® = 1 — 2hay + B2 (o +B7).

Pour la stabilité, |z;|> <1

1-2ha; + h*(f +p7) <1,

—2hoy + h* (05 +p%) < 0.

Factorisons :

hlh(ag +PB7) —204] <O0.

Puisque 1 >0:
h(e? +p%) - 20, <0,

20
2 2°
o +P7

Substituons a; = (1 —0)a;; + 000, ;= (1—0)p;1 + 6P, et calculons :

h<

of +P2=(1-0)2(a, +B7) +2(1 - 0)0(os a2 + PriPr2) + 0 (0, +B7).
Ainsi :
- 2[(1 =0)ay; + 0]
(1-6)2(ac, +p%) +2(1 = 0)0(a &z +B11Pr2) +62(as, +p7,)

Cette condition doit étre satisfaite pour tout [ et tout 0 € [0, 1], donc:

) ) 2[(1 - 0)ag; +0a;s]
h < min min .
1=i=n0c(0,1] (1 - 0)2(ac, +PB7F)) +2(1 - 0)0(az a2 + P11 Br2) + 6% (0, +P7,)

Avec [ =1,...,n sont les valeurs propres de la matrice A(). m

Exemple 2.2 Considérons un systéeme avec une combinaison convexe

A=(1-0)A; +0A,,

0 1 -1 0
well S o 4
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Les valeurs propres de A, sont :
sp1=-1, $s12=-2,

avecy,1 = 1, ﬁl,l = 0, x1,2 = 2, ﬁ1,2 =0.
Les valeurs propres de A, sont :

$21=—1, $22=-4,

avecop1=1,021=0,022=4,02,=0.
Pour 0 =0.5, la matrice combinée est :

-0.5 0.5
A(0.5):[_1 _35].

Les valeurs propres de A(0.5) sont :
$s1=-0.6771, s, =-3.3229,

aveca; =0.6771, ap =3.3229, f; =P2 =0.
Le schéma d’Euler explicite donne la matrice de discrétisation :

~ 1-0.5A 0.5h
A=1+hAQS5)= | 7" T
Les valeurs propres de A sont :
4h V7h
z190(h)=1-—+——,
1,2(h) 5 >
ol /7 y
4+ V7 4—-v7
o= ~3.3229, PB= =~ 0.6771,
2 2
donc:

zi(h)=1—ah, z(h)=1-Ph.

Pour la stabilité, il faut que |z;(h)| < 1.
Condition sur z,(h) :

2
1-ah|<1l = 0<h<&z0.6019.

Condition sur z,(h) :
2
I1-phl<1l = 0<h<6:2.9537.

Borne classique :
2

h <min (—, —_—
0.6771 3.3229

) ~ 0.6019.

Borne combinée :
D’apres le théoreme 2.10, la borne combinée est calculée comme :

, 2[(1 - 8)ay; +0ayp]
< min > > o 2 5
1=i=n (1= 0)2(af, +P7)) +2(1 = 0)0(a1 02 +Pr1Pr2) +0%(as, +B7,)

Pour les paires de valeurs propres :
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e Paire (81,1,82,2) .'hl =~ 0.6047,
e Paire (81,2, $2,1) - ho = 1.0769.

Ainsi, la borne combinée est :
h <0.6047

Ainsi, h < 0.6047 garantit la stabilité discrete, en cohérence avec la stabilité du systeme
continu.

Dans ce chapitre, nous avons étudié la stabilité des systemes unidimensionnels, in-
cluant les systémes linéaires classiques, les systémes positifs, ainsi que les systemes a
parametres variants (LPV). Lintroduction de la combinaison convexe de matrices dyna-
miques nous a permis de modéliser les incertitudes ou variations paramétriques.

Nous avons également abordé le processus de discrétisation basé sur cette combinai-
son convexe. Les conditions de stabilité formulées a travers ces approches constituent
une base solide pour I'étude des systemes bidimensionnels présentée dans le chapitre
suivant.
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CHAPITRE 3

SYSTEMES BIDIMENSIONNELS

Ce chapitre se concentre sur I’étude des modéeles linéaires discrets et continus bidi-
mensionnels (2D) décrits par le modéle de Roesser, en considérant a la fois les cas stan-
dard et singuliers. Les systéemes 2D discrets trouvent de nombreuses applications, no-
tamment dans le traitement d’'images numériques et le controle de processus itératifs.
L'analyse se concentre sur la solvabilité et la stabilité asymptotique des systemes discrets
et continus. Les outils utilisés comprennent les inégalités matricielles linéaires (IML) et
les fonctions de Lyapunov pour assurer la stabilité des modeéles standards et singuliers
[23,9, 2, 24, 25, 26, 27, 21].

Modele de Roesser

Considérons le modele de Roesser 2D [15, 24, 25] décrit par les équations suivantes :

h h
x?. A21 A22 xV. B2 Ly
i,j+1 ]
h (3.1)
X..
yij=(C,C) | Y |+Du; i,jez,.
ij

Oou xlhj e R™ et xlf’j € R™ sont les vecteurs d’états horizontaux et verticaux aux points
(i,]))€Zy xZy,ujj € R™ et YVij € R” sont les vecteurs d’entrées et de sorties, respective-
ment et Aj; € Rnlxnl,Alg € Rnlxnz,Agl € anxnl,Agg € anxnz,Bl € Rnlxm,Bg € IR"ZX’”,Cl €
RP*™M C, e RP*™2,D e RP*™,

Les conditions aux limites pour I’équation (3.1) ont la forme :

h . v .
Xy pour jeZ, et x;, pour i€Z,

Soit foq I’ensemble des matrices p x g avec des entrées réelles non négatives et

RY :=RP* ' Lasolution de I'équation (3.1) satisfaisant les conditions aux limites a la forme
suivante :

h
X. .
i, P
xij:( v]):xbc(l»])"‘ Z Mk, j-1Uki,
X k,IEDij
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1. ANALYSE DE STABILITE POUR LE MODELE DE ROESSER 2D (TEMPS DISCRET)

xl/

0!
0

i
+3 Tijo

i
.. 0
Xpe(i, ) = ZTi—k,j [ v
1=0

k=0 kO

La composante liée aux conditions initiales non nulles est donnée par la formule sui-
vante :

0
+Ti—k,j—l—1[ B, ]

D;j:={(k,)eZ,xZy; 0<ks<i; 0sl<j, k+Il#i+j}.

B,
Mk j-1:=Ti—k-1,j-1 [ 0

Les matrices de transitions du modele donné par (3.1) sont définies par ce qui suit :

I,,( matrice d’identité) pouri=j=0
Ti]' = TlOTi—l,j +T01Ti'j_1 pour i,j eZ i+ ]) > 0.

0(la matrice nulle ) pouri<Oou/etj<O0
ou,
| Ann A _ 0 o0
Tio:= [ 0 0 ] » Tor = Asy Ag ]

Remarque 3.1 La solution présentée est obtenue par l'application de la transformation
doubleen Z.

1 Analyse de stabilité pour le modele de Roesser 2D (temps
discret)

Les conditions suivantes assurent la stabilité asymptotique interne d'un systeme bi-
dimensionnel discret représenté par le modéle d’état de Roesser [2, 24, 25, 39].

¢ Condition sur le déterminant : Le modele (3.1) est asymptotiquement stable si,
pour tout (z1, zp) € C? avec |z1],]z2| < 1,

In,—21A11 —z1A12
det| ™ #0.
—22A01 I, —22An

¢ Condition sur le rayon spectral (Forme équivalente) : Le modeéle (3.1) est asympto-
tiquement stable si les deux conditions sont satisfaites :

1. p(A) <1, ou p(A) est le rayon spectral de la matrice A,
2. etpour tout z € C avec |z| <1,

p (2, — zA11) ' Ap +Ax) <1,

ol p désigne le rayon spectral.

¢ Condition basée sur 'approche de Lyapunov : Pour évaluer la stabilité, une fonc-
tion candidate de Lyapunov est définie comme suit :

V(i, j) = (xkj)Tplxﬁj + (xl’.fj)Tszlffj,
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ou P, e R™*™ et P, € R sont des matrices symétriques définies positives. Sous

forme matricielle :
h\T h
o xt. xt. P, ©
v _ |7 i,j _

ij ij
La condition de stabilité exige :
Vi, )=V, j) <0,
Vi, j) = Oy D Py i+ () Pax] *)
Calcul de V(i, j) : Substituer les équations du systeme (3.1) dans (*) :

Dans ce cas,

h T h h T h
(cfy ) Prxy = (Anxg +Ax ) PHANX]  +Arx] ),
h \TAT v \TAT h v
= ((xi,j) All + (xi,j) A12)P1 (Allxi']' +A12xi']’)»
h \TAT h h \TAT
= (xi,j) AHPlAnxiJ + (xi,].) A11P1A12x3j

TAT h TAT
+ (let]) A12P1A11xi,j + (xZ]) A12P1A12x§/.

l,]'
De méme :
(o) Pox? g = (Aorx] + Agax? )T Po (A1 x]! 4+ Agax] ),
= (! )TAG + (f )T AL P (A1 X7 + Ao ),
= (x] ].)TA;PZAZIxQ i+ (x j)TA;PzAzzx;{ ;
+ (x! ].)TAEZPZAZIxQ i+ j)TAgngAgng i
Ainsi :

Vi, j) = (] )T (AT, P1AL + A7, P2Ag )X
+ 0 ) (AT P1Az + Az PaAgy)x
+ (! )T ATPI AL + AL PoAL )X

+ (] )T (AP1AL2 + AgPaAg) X/ ;.
Calcul de la différence :

VUL j) = 0 ) Preg + () P
VG, )=V, j)= (xl?j)T(A%PlAU + A3, P2Az) — Pl)xzh,f
+ (xﬁfj)T(A%PlAlg +A§1P2A22)x;},j
+ (ij)T(A¥2P1A11 +A£2P2A21)xlffj

+ (] )T (AP1AL2 + AgPaAgy — Po)x} .
Sous forme matricielle :
T
Vi, j)-Vi j)—(xkf) R(x’h'j)
) ) - v v »
X X
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R= Ar{lplAH -P; +AF£1P2A21 A¥1P1A12 + AglpzAgg
ArfzplA]l + A32P2A21 A¥2P1A12 + AEZPZAZZ -P,)°

Les conditions LMI pour la stabilité sont :

P, =P{ >0,
P,=P) >0,
ATPA-P <0,
ou:
P, =P >0,
P,=P, >0,

AP{1P1A11 -P+ A31P2A21 Ar{lplAlz +AP£1P2A22

AL PA;; +ALPLA AL PA1, +AL PyAS —P <0
1pF1A11 + A5 PaAg) 1pF1A12 + A5 PoAps — o

Théoreme 3.1 Le modele 2D de Roesser a temps discret est asymptotiquement stable si les
conditions LMI suivantes sont satisfaites :

P, =P >0,
P,=P, >0,
AP{1P1A11 -P+ A31P2A21 Ar{lplAlz +AF£1P2A22

AL PA;; +AL PA AL PA1, +AL PyAS —P <0
1pF1A11 T A5 PaAg) 1pF1A12 T A5 Pofps — o

1.1 Exemple d’analyse de stabilité pour un systeme de Roesser 2D

Pour illustrer 'application des conditions de stabilité basées sur I'approche de Lya-
punov pour un modéle de Roesser 2D, nous considérons un exemple avec les matrices
suivantes :

0.5 0.1 0.1 0.05
A“‘(o.z 0.4)’ A12‘(0.05 0.1)’
0.3 0.2 0.6 0.1
AZl‘(o.l 0.3)’ AZZ_(O.I 0.5)'

Les conditions de stabilité sont formulées sous forme d’inégalités matricielles linéaires
(LMI), comme décrit dans la section précédente. Pour résoudre ces LMI, nous avons uti-
lisé la boite a outils YALMIP sous MATLAB avec le solveur SeDuMi. Les matrices P; et P, sont
définies comme des matrices symétriques définies positives, et la condition de stabilité
exige que la matrice R, définie par :

R= ArflplAH -P; +A§1P2A21 A¥1P1A12 + AglpzAgg
Ar{zplAll + A32P2A21 A¥2P1A12 +A32P2A22 -P,)’

soit définie négative.

1.2 Résultats numériques

Loptimisation des LMI a été réalisée avec succes, indiquant que le systeme est asymp-
totiquement stable. Les résultats obtenus sont les suivants :
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Matrice P; :

b _ (14212 0.2654
1=10.2654 1.2703]

Matrice P, :

p,_ [ 10511 -0.0403
271-0.0403 1.0739 )"

MatriceR :

—0.8591 0.0566 0.2920 0.1556
0.0566 —0.8978 0.2018  0.2427
0.2920 0.2018 -0.6467 0.1613
0.1556  0.2427  0.1613 —0.7800

Valeurs propres de P; :
1.0699
1.6216)°

Valeurs propres de P, :
1.0206
1.1043)°

Valeurs propresdeR :
—1.1542
—0.9993
—-0.8201 |
—-0.2100

Conclusion : Le systéme est asymptotiquement stable : une solution faisable aux
LMI a été trouvée.

Les valeurs propres de P; et P, sont toutes positives, confirmant que ces matrices sont
définies positives. Les valeurs propres de R sont toutes négatives, satisfaisant la condition
R <0, ce qui garantit la stabilité du systeme de Roesser 2D pour les matrices données.

2 Stabilité de la combinaison convexe (temps discret)

Lobjectif de cette section est de garantir la stabilité asymptotique pour toute combi-
naison convexe des matrices d’état.
On considere deux matrices blocs asymptotiquement stables.

Al Al A2 A2
el ) b )
A21 A22 AZl A22

La combinaison convexe est :
Ala)=(1-a)A; +aA,, o€[0,1].
En utilisant une fonction candidate de Lyapunov :

Vi, j) = )P @] + () )T Pa(@x] ),
Pl (O() 0

P“"):( 0 Py

), P(a) =P + (1 — ) P?,
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2. STABILITE DE LA COMBINAISON CONVEXE (TEMPS DISCRET)

Pl 0 P2 0
ouPl=|"1 [|,P?=|"1 .| lacondition de stabilité est :
0 Pl 0 P2

R(a) =A(@)TP(@A(x) —P(a) <0, Vael[0,1].
Ensuite :

R(o) = (1 - ) (A]P1A; — Py)
+(1 -« (A]P1A, — Py
+(1—a)?a(A]PyA; - Py
+(1-a)a? (A]P2A; — Py
+(1-)o? (A3P1A; — Py
+0o (AJP2A; —Py). (3.2)

+(1-0)?a(A;P1A; — Py)

+(1-a)o? (AgP2A; — Py)

— N e N

On suppose que les matrices A; et A, sont asymptotiquement stables, c’est-a-dire que
leur rayon spectral vérifie p(A;) <1 pouri=1,2.
Sous cette hypothese, il existe des matrices symétriques définies positives P; et P,
telles que :
ATP1A; —P1 <0,  AjP,A,—P, <0,

ATP,A; —P, <0,  AJP1A,—P; <0.

Ces inégalités garantissent que plusieurs des termes de I’expression (3.2) sont des ma-
trices définies négatives.

Concernant les termes mixtes tels que A¥P1A2 —P; ou AgPlAl — Py, Soit x; un vec-
teur propre de A tel que Ajx; = A1 x1, avec [A1| < 1. avec |A;] < p(A;) <1, ot p(A;) estle
rayon spectral de A, cela garantit que que A; est asymptotiquement stable. On analyse
I’expression suivante :

x1 (ATP1A2 —Pp)xy,

ol P; > 0 est une matrice symétrique définie positive.

Puisque Ajx; =A1x1, 0onax] Al =A;x], et Apx; = Apx1, donc : Nous analysons I'expres-

sion suivante :
X1 (ATP1Az — P1)x; = A1 x{ P1Asx; — xi Prxy = x; Py (A1 A2 — D x;.
Soit x, un vecteur propre de A, tel que Az x2 = A2 x,. Calculons :
Xy A1A2 =) X2 = A1 X5 ApXo — X X = A1 A2 X3 Xp — X3 Xp = X5 (AjAg — 1) Xo.
Puisque |[A 1| <p(A}) <let|A2] <p(A2)<1,ona:
Azl = A1l1A2] < p(ADp(A2) < 1,
ce qui implique A; A, — 1 < 0. Ainsi, 'expression est négative définie :
ATP1A; —P; <0.

De maniére similaire, pour les autres termes mixtes, comme sz (AEPIAI —P1)x,, on ob-
tient :
X3 (AJP1A] —P1)xo = (A2A; — 1) x, P1xp <0,
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Ainsi :
xlT (XgAl - I)x1 = ngfAlxl - x?xl = 7\27\1x¥x1 - x?xl = x? (7\2)\1 - 1)x1.

car |A2A1] < p(A2)p(A;) < 1. Cela s'applique a tous les termes mixtes de 1'équation (3.2).
Ainsi, tous les termes contribuent a la négativité définie de R(a) pour tout 0 < a < 1,
sous I'hypothése que p(A;) < 1, p(A2) < 1. On peut donc conclure que la matrice A(a)
est asymptotiquement stable pour tout a € [0, 1]. Ainsi, les conditions LMI sont :

Pl=P)HT >0,
Pl =PHT >0,
P2 = (P37 >0,
P2 = (P! >0,
ATP!A; -P! <0,
AJP?A, —P? <0,

ou, explicitement :

Pl =)' >0,

P} =P}’ >0,
PZ PHT >0,
Pg =Py >0,

ADTPIAL, —PI+(A3)TPAY,  (A]DTPIALL + (A3 TPAS, <0
(A1) PIAL +(A3,)TPIAL, (A])TPIAL +(A},)TPIA}, —P)
Tp2a2 2 Tp2 Tp2 2 \Tp2p2
(ATDTPEAL, — PP+ (A5)TPSAT,  (AT)TPIAL, + (AZ)'P3AZ, ) _ o

(Alz)TP%An +(A3,)"P3AZ, (A7) "PTAT, + (A3,)'P3AT, — P5

Théoreme 3.2 Soit deux matrices blocs asymptotiquement stables.

Al Al A2 A?
el o) e )
A21 A22 A21 A22

La combinaison convexe est :
Ala) =(1—-o)A; + Ay,
avec a € [0, 1], est asymptotiquement stable si les conditions LMI suivantes sont satisfaites :

Pl=P)HT>0,
P =Py >0,
PZ=(PH)T >0,
P2= (P >0,

A1DTPIAL —Pl+(A3)TPAY,  (A]DTPIAL, + (A})TPJAS, <0
ALTPIAL +@AL)TPIAl  AlL)TPIAL +(Al)TPIAL -P))
(AZ)TP2AT, —P2 + (A3 )TPZA21 (A1) PYAT + (A3 P3AS, | _ 0
(Alz)TP%An +(A3)TPIAG, (AL)TPIAL, + (AZ)TPIAS, B3]
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2.1 Exemple d’analyse de stabilité pour une combinaison convexe de
modéles de Roesser 2D

Pour illustrer 'application des conditions de stabilité basées sur I'approche de Lyapu-
nov pour une combinaison convexe de deux modéles de Roesser 2D, nous considérons
les matrices suivantes :

0.5 0.1 0.1 0.05 0.4 0.05 0.08 0.03
A _|02 04 005 01 A,_|015 03 004 0.07
17103 02 06 01" "2 (025 015 05 0.08]

0.1 03 01 0.5 0.05 0.2 0.07 0.4
La combinaison convexe est définie par
A(Q) = (1 — Ay + aAy,

avec a € [0,1]. Les conditions de stabilité sont formulées sous forme d’inégalités matri-
cielles linéaires (LMI), en utilisant une fonction de Lyapunov dépendante du parametre :

Vi, j) = (xlffj)TPﬂO‘)x?j + (xl?fj)TPz(a)ij,

Pl 0 PZ 0
ol1 P(a) = (1 - )P + aP?, avec P! = ( 01 Pl) et P2 = ( 01 PZ)' La condition de stabilité
2 2

exige que :
R(o) = A(@) P(@)A(a) —P(a) <0, VYael0,1].
Pour résoudre ces LMI, nous avons utilisé, comme dans les sections précédentes, le sol-
veur YALMIP sous MATLAB avec le solveur SeDuMi. Nous avons vérifié les conditions (a =
0,1):
R(0) =AJP?A, —P?> <0, R(1)=A]P'A;-P!<0.

Résultats numériques

La faisabilité ou la solution des LMI a été réalisée avec succes, indiquant que la com-
binaison convexe est asymptotiquement stable. Les résultats obtenus sont les suivants :

« Matrice P1 :

~l0.2654 1.2703

. (1.4212 0.2654)
1— .

Matrice P; :
(10511 —0.0403
271-0.0403 1.0739 |°

« Matrice P?:
p2_ 1.1818 0.0902
1710.0902 1.1028)°
e Matrice P%:
p2 _ 1.1090 0.0250
2710.0250 1.0840)°
« Valeurs propres de P; :
1.0699
1.6216/°
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« Valeurs propres de P, :
1.0206
1.1043)°
« Valeurs propres de P? :
1.0438
1.2408/"
« Valeurs propres de P3 :
1.0685
1.1245)°

Matrice R(x) et valeurs propres pour les points vérifiés :

e Poura=0:

—-0.8844 0.0484 0.1904 0.0752
0.0484 -0.9281 0.1214 0.1280
0.1904 0.1214 -0.8148 0.0614
0.0752  0.1280 0.0614 —0.8950

R(0) =

Valeurs propres :
—0.5517
—0.8833
—-1.0868 |
—1.0006

e Poura=1:

—0.8591 0.0566  0.2920 0.1556
0.0566 —0.8978 0.2018  0.2427
0.2920 0.2018 -0.6467 0.1613
0.1556  0.2427 0.1613 —0.7800

R(1) =

Valeurs propres :
-0.2100
—-0.8201
—1.1542 |°
—-0.9993

» Conclusion : La combinaison convexe est asymptotiquement stable : une solution
faisable aux LMI a été trouvée.

Les valeurs propres de P{,P,,P{, P sont toutes positives, confirmant que ces matrices
sont définies positives (P},P5,P%,P5 > 0). Les matrices R(«) pour a = 0,1 ont des valeurs
propres toutes négatives, satisfaisant la condition R(a) < 0. Cela garantit la stabilité asymp-
totique de la combinaison convexe du systeme de Roesser 2D pour tout a € [0, 1].

2.2 Simulation et Analyse Graphique de la Stabilité Asymptotique

Pour analyser la stabilité asymptotique de la combinaison convexe, une simulation
numérique a été réalisée. Les matrices A; et Ay, sont définies comme suit :
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0.5 0.1 0.1 0.05 0.4 0.05 0.08 0.03
0.2 04 005 0.1 0.15 03 0.04 0.07

Ar=lo3 02 06 01| *=|o25 015 05 o0.08]

0.1 03 0.1 0.5 0.05 0.2 0.07 04

Ces matrices ont été confirmées comme asymptotiquement stables dans le sens dis-
cret, leurs valeurs propres ayant toutes un module strictement inférieur a 1. La condition
de stabilité exige que :

R(a) = A(@) TP(@)A(e) — P(a0) < 0, VYael0,1].
La simulation a consisté a évaluer cette condition pour 101 points uniformément es-
pacés dans l'intervalle [0, 1]. Deux approches ont été utilisées pour confirmer la stabilité :

 Via I'approche de Lyapunov : Vérification que toutes les valeurs propres de R(a)
sont strictement négatives pour tout a.

« Via les valeurs propres de A(a) : Vérification que le module maximal des valeurs
propres de A(a) reste inférieur a 1 pour tout a.
Les résultats de ces analyses sont illustrés dans les graphiques suivants.

2.3 Graphiques de stabilité

Stabilité via Lyapunov de la combinaison convexe (Roesser 2D)

O ____________________________
o
£
£ -0.5
E
I
s
o
3
S 4t

Valeur propre minimale de R(a)
- — — Seuil de stabilité (y=0)
-15 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

o

FIGURE 3.1 - Valeur propre minimale de R(a).
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Stabilité directe via les valeurs propres de A(at) (Roesser 2D)

1 ____________________________
0.8f
T
£
3 0.6
£
k)
>
38
= 0.4}
0.2
Module max des valeurs propres de A(o)
— — — Seuil de stabilité (y=1)
0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

o

FIGURE 3.2 — Module maximal des valeurs propres de A(a).

2.4 Interprétation des graphiques

Les Figures 3.1 et 3.2 confirment la stabilité asymptotique de la combinaison convexe
A(a) pour tout a € [0, 1].

Dans la Figure 3.1, la courbe bleue, représentant la valeur propre minimale de R(«),
reste en dessous du seuil de stabilité (y = 0) sur tout l'intervalle. Cela indique que R(a) < 0,
garantissant la décroissance de la fonction de Lyapunov et donc la stabilité asymptotique
du modele 2D de Roesser.

Dans la Figure 3.2, la courbe verte, illustrant le module maximal des valeurs propres
de A(a), reste sous le seuil de stabilité (y = 1). Cela confirme que toutes les valeurs propres
de A(a) ont un module inférieur a 1, validant la stabilité spectrale directe.

Ces deux analyses, via Lyapunov et via les valeurs propres, démontrent de maniere
cohérente que la combinaison convexe A(x) est asymptotiquement stable pour tout « €
[0,1], en accord avec la stabilité initiale de A; et A,.

Par contre, sil’on considére une combinaison convexe incluant une matrice non stable,
prenons par exemple A; définie comme suit :

1.2 01 0.1 0.05
0.2 04 0.05 0.1
03 02 06 0.1}
0.1 03 0.1 0.5

A=

qui est instable dans le sens discret, comme le montrent ses valeurs propres (dont une
dominante d’environ 1.2, supérieure a 1). En combinant A; avec A, stable (définie précé-
demment), nous analysons I'impact sur la stabilité de A(a) a travers la figure suivante.
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Stabilité via les valeurs propres de A(a) (A1 instable)

1.5
N e ity
©
£
&
=
k)
>
38
s
0.5r
Module max des valeurs propres de A(o)
- — — Seuil de stabilité (y=1)
0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

o

FIGURE 3.3 - Module maximal des valeurs propres de A(a) (Al instable).

La Figure 3.3 illustre I'instabilité de la combinaison convexe A(a) due a A;. La courbe
verte dépasse le seuil de stabilité (y = 1) pour a entre 0 et environ 0.4, atteignant un mo-
dule maximal d’environ 1.2 4 « = 0, reflétant 'instabilité de A;. A mesure que a augmente,
le module maximal diminue et passe sous y = 1 pour a > 0.4, indiquant une transition
vers la stabilité influencée par A,.

3 Analyse de stabilité pour le modéles de Roesser 2D singu-
lier (temps discret)

Cette section présente un résumé des étapes clés pour analyser la stabilité asympto-
tique du modéles de Roesser 2D singulier et de sa combinaison convexe, en utilisant une
approche basée sur les inégalités matricielles linéaires (LMI) [9].

3.1 Systeme de Roesser 2D singulier

Le systéme est défini par :

h h
X . X .
E |70 | = An Arz i B i j,
x;)'j_'_l Arr Ay xl”yj B,
h
L,
yi,j: C1 Cg J +Du,-,j,
x?.
i,j

. n_(En O
ouE_(0 Ezz)'

Pour étudier la stabilité asymptotique, comme pour le modéle standard, considérons
la fonction candidate de Lyapunov :
Vi, j)= (! )TN PIBn ] + (6] )" EgPaEgax

avecP1:P¥>0, Pg:Pg>0.
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Apreés calculs, on obtient les conditions LMI de stabilité suivantes :

P, =P] >0,
P,=P) >0,
Al P1A1 + AT, PoAg —E] P1Epy Al P1A12 + AL PaAg ) 0
Al,P1A11 +A},PaAg A],P1A12+A},PaAz —E1,PoEg,

Théoreme 3.3 Le modele 2D de Roesser singulier a temps discret est asymptotiquement
stable si les conditions LMI suivantes sont satisfaites :

P, =P >0,
P, =P} >0,
A¥1P1A11 +AF£1P2A21 — E¥1P1E11 Ar{lplAlg + AglpzAgg
A¥2P1A11 +A§2P2A21 A¥2P1A12 + A52P2A22 - EEZPZEZZ

3.2 Combinaison convexe (cas singulier)

Pour étudier la stabilité asymptotique, considérons la fonction candidate de Lyapunov
dépendante du parametre :

Vi, j) = () TE] PLOOEN X + (x! ) TEL,Pa (0 B!,

Pl 0 P2 0
N 1 1 2 pl_|[*1 2_[*%1
ouP@=1-a)P* +aP+, P (O P;)’P (0 PS)

Pour assurer la stabilité asymptotique, il faut que AV (x;) < 0 pour tout x; # 0, ce qui
équivaut a:
AT(@P(@A(@) —E"P(@E <0, Vael[0,1].
Substituons les expressions de A(a) et P(a) dans la condition suivante :
AT(0)P(@A(®) —E"P(0E = (1 - )3ATP1A] + (1 — 0)?aA] P1A; + (1 — a)?aA] PoA,
+(1— ) 0®A;PoAy + (1 — a)?aAs P1A;
+(1—)a®AJP 1Ay + (1 — ) a® AT PoA ) +aPATPyA,
—(1-o)E"P{E - aETP,E. (3.3)
Or, on al’'identité suivante :
1= +2a(l—a) + (1 —a)?,
ce qui permet d’écrire :
E'P(E=[(1-a)P; +aPy]o? + 2[(1 — )Py + aP,] a(1 — )
+[(1— )Py +aP,] (1 —a)?,
=(1-a)a®E"P;E+a®ETP,E + 2a(1 - 0)?ETP;E + 2% (1 — )ETP,E
+(1-a’ETPE+a(l - a)’ETP,E. (3.4)
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En remplacgant I'expression (3.4) dans la condition (3.3), on obtient I'équation déve-
loppée suivante :

AT (@P(@A(@ - E'P(@E=(1-a)’ (A]P1A; —E"P,E)
+(1-?a(A]P1A2 —E'PiE) + (1 - 0)®a (A;P1A; —E'P,E)
+ (1 - o)?a (A]P2A; —ETP,E)
+(1 -0 (A]P2A; — E'P,E) + (1 — o)o® (A;P2A; — ETP,E)
+(1-o)o® (A3P1A2 —E"P4E)
+0o’ (AP2A, —ETP,E). (3.5)

Dans le cas singulier, ot E est une matrice non inversible, nous analysons la négativité
définie de I'expression (3.5). Supposons que x est un vecteur propre commun a A; et Ay,
tel que :

A1x = Alx, Agx = Agx,

Pour un terme mixte, comme x' (A]P;A, — E'P;E)x, calculons::
xTATP1Ax = A Aox Py x,
et, supposons que E'P; =P,E, ona:
x"E'P;Ex=x"P;E'Ex.
Ainsi :
x"(A]P1A; —E"P1E)x = M Aox Py x — P ETEx = x"Py (A1 A21 - ETE) x.
Pour que cette expression soit négative, il faut :
x"PiAMAI-E'E)x <0, Vx#O0.

Puisque P, > 0, cela équivaut a: )
MAI-E'E<o0.

De maniere similaire, pour le terme mixte xt (AgPlAl —ETP,E)x, on obtient :
x'(AJP1A; —E"P1E)x = x"P, (Ao M I-ETE)x,

avec la condition : .
MAI-ETE<o0.

Dansle cas ou A; et A ne partagent pas le méme vecteur propre. Soit x; un vecteur propre
de A; tel que A;x; = A1 x;. Nous analysons I'expression suivante :

x; (A]P1A2 —E"P1E) x;.
Puisque Ajx; = A1 X1, ona x{ A] =A;x] . Ainsi:
Xt AJP1As %1 = (A1 X])P1A2 Xy = A1 x; P1As X
Avec xlTETPlExl = xlTPlETExl, on obtient :
x{ (ATP1A; —E"P1E)x; = A1 %] P1Asx; — x{ PyETEx; = x{ Py (A A2 —E"E) xy.
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Pour vérifier la négativité, considérons x,, vecteur propre de A,. Calculons :
Xy A1A2 —E"E)xp = A1 x) Ao xp — Xy E'Exp = A1 X3 (A2X2) — Xy ETEXz = A{ A2, X2 — Xy E'EX;y.
Pour que cette expression soit négative, il faut :
AMAI-ETE <0.
Nous pouvons énoncer le théoréme suivant.

Théoréeme 3.4 Soit deux matrices blocs asymptotiquement stables.

Al Al A2 AZ
el o) me(d )
A21 A22 A21 A22

En O L . . : :
, en général non inversible (cas singulier). Avec,

et une matriceE =
( 0 Ezg

P(a) = (1 — )P + aP?,

P! 0 P2 0
s pl 1 2 _ 1
oir'=( P;)’P—(o Pg)-

La combinaison convexe est :
Ald)=(1-a)A; + Ay,
avec a € [0, 1], est asymptotiquement stable si les conditions LMI suivantes sont satisfaites :

PI=P)T >0,
P, =(P)" >0,
P = (P37 >0,
P3=(P5T >0,

(A1 PA} —E} PIEn + (A3) TPyA;, (Al TPAL, + (Ay) TPy Ay ) 0
(Alp) PIAL + (Agy) PyAY, (A1) "PIAL, + (Ag) PyAL —EppPyBap)
(A1) ' PEAT, — B}y PYEn + (A3) TPIA, (A1) ' PEAT, + (A3 "P3AZ, ) 0
(A1) ' PTAT, + (AZ,) ' P3AZ, (AT PIAL, + (A3, PIAS, —EppPREns|

Avec,

E'P,=P,E, et E'P,=P,E.

Et,
MAI-ETE <0,
MM I-ETE<o0.

On note \; une valeur propre de la matrice A;, et \; une valeur propre de sa transposée AIT,
aveci€ {1,2}.
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4 Analyse de stabilité pour le modéles de Roesser 2D (temps
continu)
Cette section traite des conditions de stabilité asymptotique d’'un modele continu de

Roesser.
Le modele de Roesser pour les systemes 2D continus est donné par [14, 2, 25, 26, 27, 21] :

axh(tl,tg) A A h(t t ) B
on _ 11 A12 x"(t, B2 1

—ax"a(“’l‘z) i} [ Agr Ap || xV(11,12) ]+[ B, | “tt) (3.6)
%)

ol x"'(t1, ) € R™, xV (1, 1) € R™ et u(ty, ;) € R™ sont respectivement 1’état horizontal,
I’état vertical et 'entrée du systeme, et A11,A12,A21,A22,B1,B2 sont des matrices réelles de
dimensions appropriées.

lim [|x(#,0)|=0 et lim [|x(0, )] =0.
11 —o00 thp—00

Ces conditions découlent des conditions initiales pour le systéme (3.6).
Dans I'analyse de la stabilité du systeme 2D continu (3.6), il est requis de considérer
les zéros du polyndme caractéristique 2D donné par :

s1lp, —Aq —Ap

C(s1, $2) =det “As $oln ~Aq |

Il est connu dans la littérature que le systeme 2D continu est asymptotiquement stable
si et seulement si C(sy, $2) # 0 pour tout (sy, s2) tel que Re(s;) =0 et Re(s,) = 0. En général,
cette condition est difficile a utiliser en pratique pour vérifier la stabilité, c’est pourquoi
une autre méthode sera utilisée via les LMI.

Lemme 3.1 Des conditions nécessaires simples pour la stabilité asymptotique du systeme
2D continu (3.6) sont les suivantes :

i) Ay est Hurwitz (c’est-a-dire que toutes ses valeurs propres ont des parties réelles néga-
tives, ReA;(A1) <0;i=1,...,np).

i) A4 est Hurwitz.

Preuve. A partir de (3.6), en posant A, = A3 = A4 = 0, on obtient 'équation d’état du sys-
téme continu (pour 0 < 7, € R fixé) :
Ox"(1, 1)
on

Le systeme (3.7) est asymptotiquement stable si la matrice A; est Hurwitz.
De maniere similaire, on peut démontrer ii). m

= A x" (11, ). (3.7)

Condition basée sur 'approche de Lyapunov
Pour évaluer la stabilité, une fonction de Lyapunov est définie comme :
Vi, 1) = (" (11, 1) P (1, 1) + (67 (01, 12)) 'Pox” (11, 1),

ou P; € R™*™ et P, € R"2*"2 sont des matrices symétriques définies positives. Sous forme
matricielle :
T P 0
V(ty, 1) =x(t1, ) Px(ty, 1), P= :
0 P,
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La condition de stabilité exige :
i oV oV
V(t, b) = _t+ —<0.

Calculde V(t}, 5) ¢
En substituant les équations du systeme dans les dérivées partielles de V, on obtient :

V(t, t2) = x(t, )V (ATP + PA) x(11, 1),

ATP 4 PA = (Ar{lpl +P1A11 PiAp +A§1P2) '

Arfzpl +PoAy,; AEZPZ +PrAn

Les conditions LMI pour la stabilité sont :

P, =P >0,
P, =P} >0,
Al,P1+P1A;; P1A;p+AL Py
ALP1 +P2As; AL Py +PrAx

Théoreme 3.5 Le modele 2D de Roesser a temps continu est asymptotiquement stable si les
conditions LMI suivantes sont satisfaites :

P, =P{ >0,
P,=P, >0,
Arflpl +P;A11 PijAp +A§1P2

AL P, +PAy; AL P, +PA <0
12F1+ 221 Ay + oA

4.1 Exemple d’analyse de stabilité pour un systéme de Roesser 2D continu

Pour illustrer 'application des conditions de stabilité basées sur 'approche de Lyapu-
nov, nous considérons les matrices asymptotiquement stables.

-2 0.1 0.1 0.05
A11=( ), A12=( ),

02 -15 0.05 0.1
0.3 0.2 -18 0.1
AZl‘(o.l 0.3)’ AZZ_(O.l —2.2)'

La matrice du systeme est donc :

-2 01 01 0.05
A_(AH Alz)_ 0.2 -15 005 0.1
03 02 -18 0.1
0.1 03 01 -22

Ap1 A

Une fonction candidate de Lyapunov est définie comme :

V(ty, o) = (x" (11, ) TP1x" (11, ) + (xV (81, £2) TPox" (11, 1),
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4. ANALYSE DE STABILITE POUR LE MODELES DE ROESSER 2D (TEMPS CONTINU)

ol1 P; € R?*2 et P, € R?*2 sont des matrices symétriques définies positives. Les conditions
LMI pour la stabilité sont :

P, =P >0,
P, =P} >0,
Arflpl +P;A11 PiAp +A§1P2

AT P, +PyAy; AL P,+P)A <0
12F1 2421 2012 2022

Afin d’illustrer I'efficacité des conditions proposées, un exemple numérique est présenté
ci-apres.

Résultats numériques

La faisabilité des LMI a été réalisée avec succes, indiquant que le systéme est asymp-
totiquement stable. Les résultats obtenus sont les suivants :

e Matrice P; :
p _[0:4040 0.0324
1710.0324 0.5032]"

e Matrice P, :
b, _ (04334 0.0151
2710.0151 0.3703)°
o Valeurs propres de P :
0.3943
0.5128)"
o Valeurs propres de P, :
0.3669
0.4368)°
e Matrice ATP +PA :

-1.6029 0.0276 0.1735  0.0650
0.0276 —1.5030 0.1196 0.1661
0.1735 0.1196 —1.5570 0.0199
0.0650 0.1661 0.0199 -1.6264

ATP +PA =

Valeurs propres de ATP + PA :

-1.8129
—1.6867
—-1.5167 |
-1.2730

Conclusion : Le systeme de Roesser 2D continu est asymptotiquement stable : une
solution faisable aux LMI a été trouvée.

Les valeurs propres de P; et P, sont toutes positives, confirmant que ces matrices sont
définies positives (P1,P, > 0). La matrice AP + PA a des valeurs propres toutes négatives,
satisfaisant la condition ATP + PA < 0. Cela garantit la stabilité du modéle de Roesser 2D
continu.
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5. STABILITE DE LA COMBINAISON CONVEXE (TEMPS CONTINU)

5 Stabilité de la combinaison convexe (temps continu)

Lobjectif de cette section est de garantir la stabilité asymptotique pour toute combi-
naison convexe des matrices d’état.

On considere deux matrices blocs asymptotiquement stables.
Al Al A2, A2
el ) el 28)
Agr Ay Al A
La combinaison convexe est :
Al =(1-a)A; + Ay, a€l0,1].

En utilisant une fonction de Lyapunov dépendante du parametre :

V(ty, o) = (X" (11, ) TP X" (11, 1) + (xV (11, £)) TP2 (@) XV (11, 12),

P1 (o) 0

P@:(o Py (@)

), P(a) = (1 — )P + aP?,

Pl 0 P2 0
ouP'=(1 | P2=[ 1 .| lacondition de stabilité est :
0 Pl 0 P2

R(o) = A() P (o) + P(@)A(a) <0, Yae[0,1].

R(c) = A()"P(a) + P(0)A(),
= ((1—A; +aAs) (1 — P +aPy) + (1 — )P +aP2) (1 — WA +aAy),
= (1 - AT +aA;)((1 - 0Py +aPy) + ((1 - 0Py +aP2) ((1 - A +aAy),
=(1-)?AlP; + (1 - 0)aA] Py +a(l — )AL Py + a?Al P,
+(1-)?P1A; + (1 —)aP1Az + a(l — ) P2A; + aPrA,,
= (1-?(A]P; +P1A1) + (1 — ) a(A] Py + PoA) + (1 — ) (A3 Py + P1Ap) + 0® (A3 Py + PoAy).
Ainsi, les conditions LMI sont :
PI=P)T >0,
P} =(PHT >0,
Pz =(PHT >0,
P =(P5T >0,
ATP'+PIA; <0,
AJP?+P?Ay <0,

ou, explicitement :

Pl=®PHT >0,
Py =(P)" >0,
PZ=(PHT >0,
P2=(P5)T >0,

1 \Tpl , plal 1Al 1 \Tpl
(A1) Py +PjA} PiA, +(Ay) Py
ALTPLEPIAL (AL +PLA
TP PN PG TP

2 \Tp2 4 P2 A2 2 \Tp2 4 P2 A2
(A7) PT+P7A5,  (A3,) P; +P3A%,

<0,

<0,
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5. STABILITE DE LA COMBINAISON CONVEXE (TEMPS CONTINU)

Théoreme 3.6 Soit deux matrices blocs asymptotiquement stables.

Al Al A2 A?
N ]
A21 A22 A21 A22

P(o) = (1 - )P + aP?,
P! 0 PZ 0
s~ pl _ 1 2 _ 1
oir'=(; P;)’P -(5 Pg)-
La combinaison convexe est :

A@)=(1-a)A; + Ay,
avec a € [0, 1], est asymptotiquement stable si les conditions LMI suivantes sont satisfaites :
Pl =PHT >0,
P)=(Py)" >0,
PZ=(PHT >0,
P =(P5">0,

(Ah)TP% +PlA})
(A]p)TP] +PjA},
(AP} +PPAT
(A],)T P} +P3A3)

PIA}, +(A;) P,
(A3p)"P; +PAz,
PIAT, +(A3)'P;
(A3,)'P; +P3A3,

5.1 Exemple d’analyse de stabilité pour une combinaison convexe de
modéles de Roesser 2D continus
Pour illustrer I'application des conditions de stabilité basées sur I'approche de Lya-

punov pour une combinaison convexe, nous considérons deux matrices blocs asympto-
tiquement stables.

-2 0.1 0.1 0.05 -1.8 0.05 0.08 0.03
A |02 -15 005 01| _|015 -14 004 007
'“l0o3 02 -18 01| "?7|025 015 -1.9 0.08
0.1 03 0.1 =22 0.05 0.2 0.07 -2.1
La combinaison convexe est définie par :
Ala)=(1-a)A; +aA,, o€[0,1].

Une fonction de Lyapunov dépendante du parametre est utilisée :
V1, 1) = (x" (11, £2)) P X" (11, £2) + (x” (11, £2)) ' Po(@)x" (11, 1),
Pl 0 PZ 0
— (1 _ Dl 2 1_ (5 2_[F1
P@=0-aP +aP>, P _(0 P%)’ P _(O P%)
La condition de stabilité exige :
R(o) = A(@)"P(e) + P(0A(@) <0, Yael[0,1].

Un exemple numérique est présenté ci-apres afin de démontrer 'efficacité des condi-
tions de stabilité proposées.

58



5. STABILITE DE LA COMBINAISON CONVEXE (TEMPS CONTINU)

Résultats numériques

Loptimisation des LMI a été réalisée avec succes, indiquant que la combinaison convexe
est asymptotiquement stable. Les résultats obtenus sont les suivants :

e Matrice P% :

pl_ 0.4040 0.0324

1710.0324 0.5031}"
o Matrice P; :

pl_ 0.4333 0.0151

2710.0151 0.3703/°

« Matrice P? :
P2 _ 0.4372 0.0245
1710.0245 0.5276)°

« Matrice P3 :
p2 _ 0.4160 0.0117
2710.0117 0.3847)°

« Valeurs propres de P :
0.3943
0.5128)°

« Valeurs propresde P, :
0.3669
0.4368)°

2.
o Valeurs propres de P :
0.4310
0.5338)"

e Valeurs propres de P3 :
0.3809
0.4199)°

e Matrice R(a) et valeurs propres pour les points vérifiés :

e Poura=0:

—-1.5664 0.0226  0.1405 0.0370
0.0226 —-1.4748 0.0878 0.1164
0.1405 0.0878 —1.5791 0.0135
0.0370 0.1164 0.0135 -1.6140

R(0) =

Valeurs propres :
—1.7405
—-1.6572
-1.5037 |
—-1.3330
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6. ANALYSE DE STABILITE POUR LE MODELE DE ROESSER 2D SINGULIER (TEMPS
CONTINU)

e Poura=1:

-1.6029 0.0276  0.1735  0.0650
0.0276 —1.5029 0.1196 0.1661
0.1735 0.1196 —1.5570 0.0199
0.0650 0.1661 0.0199 -1.6264

R(1) =

Valeurs propres :
—-1.8129
—1.6866
-1.5167 |
—-1.2730

¢ Conclusion : La combinaison convexe est asymptotiquement stable : une solution
faisable aux LMI a été trouvée.

Les valeurs propres de P{,P},PZ, P4 sont toutes positives, confirmant que ces matrices
sont définies positives (Pl,Pé,Pf,Pg > 0). Les matrices R(a) pour a = 0,1 ont des valeurs
propres toutes négatives, satisfaisant la condition R(a) < 0. Cela garantit la stabilité de la
combinaison convexe du modéle de Roesser 2D continu pour tout « € [0, 1].

6 Analyse de stabilité pour le modéle de Roesser 2D singu-
lier (temps continu)

Cette section présente un résumé des étapes clés pour analyser la stabilité asympto-
tique du modéle de Roesser 2D singulier a temps continu et de sa combinaison convexe,
en utilisant une approche basée sur les inégalités matricielles linéaires (LMI) [9, 26].

Modéle de Roesser 2D singulier (temps continu)

Le systeme est défini par :

Ox(t1,1)
. ti : _[An A xM(ty, 1) B;
ax"(tl,tg) - A A v + B u(tI)tZ);
! [Tan 21 Ax| |x7(1, 12) 2
2
y(t t)—[c C] x"(0, ) +Du(ty, )
b b xV(t1, 1) b
N Ei; O
ouE= 0 En)

Pour étudier la stabilité asymptotique, comme pour le modéle standard, considérons la
fonction candidate de Lyapunov :

V(ty, t) = (x" (11, ) TEL P1E1 2" (11, £2) + (xV (11, 1)) T, PaBon xV (11, 1),

avecP; =P] >0,P, =P, > 0.
Apres calculs, on obtient les conditions LMI de stabilité suivantes :
P, =P] >0,
P,=P, >0,
Ar{lPlEH + ETIPIAH ErflplAlg +A£1P2E22 <0
AerPlEH + E32P2A21 A52P2E22 + EEZPZAZZ
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6. ANALYSE DE STABILITE POUR LE MODELE DE ROESSER 2D SINGULIER (TEMPS
CONTINU)

Théoreme 3.7 Le modele 2D de Roesser singulier a temps continu est asymptotiquement
stable si les conditions LMI suivantes sont satisfaites :

P, =P >0,
P,=P] >0,
Al PiE;; +E]|P1A1; B P1A1 + Al PoEy,
AL,P1E11 +EJ,PoAs1  AJ,P2Eg +EJ,PaAg)

6.1 Stabilité de la combinaison convexe (temps continue)

Lobjectif est de garantir la stabilité asymptotique pour toute combinaison convexe
des matrices d’état.
On considere deux matrices blocs asymptotiquement stables.

1 1 2 2
Alz(A}l A%Z), AZ:(Ag1 AgZ).
A21 A22 A21 A22

La combinaison convexe est :
Ala)=(1-a)A; +aA,y, o€[0,1].
En utilisant une fonction candidate de Lyapunov :

Vi, ) = () P + (xf ) Py,

P1 (o) 0

P(“):( 0 Py

), P(a) = (1 — )P + aP?,

Pl 0 PZ 0
N 1_ 1 2 _ 1 o, Yo, 2 .
oubP' = ( 0 P;)’ P-= ( 0 Pi)’ la condition de stabilité est :

A TP(@E+E"P(@A(@) <0, VYoael[0,1].

Substituons les expressions de A(0) et P(0) dans cette condition :
Calculons d’abord A(a)"P(a)E :

A P(@E = (1 - 0)A; +aA2) T (1 - )P; +aPy)E,
= (1 - AT +aA}) (1 - )Py +aPy)E,
=(1-0)?ATPE+ (1 - )aA] PoE + (1 — )AL P E + o* A P, E. (3.8)

Ensuite, calculons ETP(a)A(x) :

ETP(0)A(@) =ET (1 — )Py + aP2) (1 — a)Aj + atAy),
=(1-?E"P1A; + (1 - 0)aETP1A2 + (1 —)aETPyA; + 0PETP,A,. (3.9)

L'addition des équations (3.8) et (3.9) donne :

A P(@E+ETP(@A() = (1 - ?(A]P,E+ETP1A)
+(1-)a(A]P,E+E'PyA))
+(1- (AP E+ETPiAp)
+0?(AJP,E+ETPyAy). (3.10)
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6. ANALYSE DE STABILITE POUR LE MODELE DE ROESSER 2D SINGULIER (TEMPS
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Ces conditions peuvent étre formulées sous forme d’inégalités matricielles linéaires
(LMID) :
Pl=PhHT >0,
Pl=PHT>0,
PZ= (P37 >0,
PZ=(P3)" >0,
(A1) PiEn +E} PIAY, B PiA], + (Ag) ' PoEz
(A1) PiEn1 +EpyPoAg)  (Agy) ' PyBa + Ep,PrAg,
(ATD'P{En + B, PIAT)  E] PAT, + (A3,) ' P3E2
(A1) PYEn +Ep,P5A7)  (AZ,)'PIB2 + B, PIAT,

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant.

Théoreme 3.8 Soit deux matrices blocs asymptotiquement stables.

Al Al A2 A2
el ) b )
A21 A22 A21 A22

et une matriceE = ( 1 ), en général non inversible (cas singulier). Avec,

0 Ex
P(a) = (1 — )P + aP?,
1 2
ouPI:(Pl 0),P2:(P1 0).

0 P, 0 P2
La combinaison convexe est :

A(Q) = (1 — A1 + aAy,
avec a € [0, 1], est asymptotiquement stable si les conditions LMI suivantes sont satisfaites :

Pl =P)T >0,
Pl =(P)HT >0,
PZ=(P3T >0,
P;=(P3)T >0,

(A})"P{En +EJPJA],  E[\PlA], + (A PyEx
1 \Tpl T plal 1 \Tpl T plal
(Ap) PiEn +Ey,PrAy, (Ag,) PrEgs +EyPrAy,
2 \Tp2 T p2a2 1T D2A2 2 \Tp2
(A7) PYEn +E{ PTAT,  E( PTAT, +(A3,) PyE2»
2 \Tp2 T p2A2 2 \Tp2 T p2A2
(A7o)"PTE11 +E3,PrA3,  (A3,) PiE2 + By, P5AS,

<0,

Ce chapitre a démontré la stabilité asymptotique des modéles de Roesser 2D standards
et singuliers a temps discret et continu, ainsi que leurs combinaisons convexes, a I'aide
de fonctions de Lyapunov et de conditions LMI. Cette approche efficace assure la stabi-
lité pour tout « € [0, 1] et constitue une fondation pour les applications des modéles 2D
standards et singuliers.
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CHAPITRE 4

APPLICATION A UN PROCESSUS THERMIQUE

Dans ce chapitre, nous appliquons le modeéle de Roesser étudié dans le chapitre pré-
cédent a un processus thermique réel, tel qu'une plaque chauffante, pour valider les ré-
sultats théoriques obtenus. Lobjectif est de vérifier la stabilité du systeme en utilisant
les conditions LMI (Inégalités Matricielles Linéaires) et d’analyser le comportement des
états a travers une simulation numérique. Cette application permet de relier la théorie
des systéemes 2D aux problemes pratiques rencontrés dans les domaines de l'ingénierie
thermique, comme les échangeurs de chaleur ou les fours tubulaires.

1 Description de I'application

Lapplication considérée concerne un processus thermique modélisé par I’équation
différentielle partielle suivante, qui décrit I’évolution de la température T (x, ) en fonction
de la position spatiale x € [0, x¢] et du temps ¢ € Z [37] :

JdT(x,1) _al“(x, t)
ox ot

ol U(¢) représente une fonction de controle (par exemple, une source de chaleur ex-
terne). Les conditions initiales et aux limites sont données par :

-T(x, 0 +U(), (4.1)

T(x,O):fl(X), T(Or t):fZ(t)
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1. DESCRIPTION DE LU’APPLICATION

|
F—f

_— T(x,t)

Flux

|

=

Vapeur {

X dx

FIGURE 4.1 — Modele physique du processus thermique 2D

Pour résoudre I’équation (4.1), nous utilisons une méthode de discrétisation. En ap-
proximant les dérivées partielles par des différences finies, nous obtenons :

Il(x,0) T@,j+1)-T(3,])

ot At
JT(x, 1) _Ta, p-TGE-1,))
ox Ax ’
ouT(i,j)=T(iAx, jAt) et U(j) =U(jAt). Cela conduit a I'équation discrete suivante :
TG, j+1)= (ﬂ)T(i—l,j)+(1—£—At)T(i,]’)+AtU(]‘).
Ax Ax

En définissant les états xj, (i, j) =T(i—1, j) et x, (i, j) =T(i, j), 'équation est reformulée
sous la forme du modele de Roesser :

xp(i+1,)) 0 1| |xp(i})) [0] .

.. = L+ u(n,

Xp(i,j+1) a ay| |xy(i,J) b .2
ohalzl—%—At,aZ:%,etb:At.

1.1 Conditions de stabilité

Pour garantir la stabilité asymptotique du modele de Roesser, nous rappelons le théo-
réme suivant, qui repose sur des conditions LMI.

Théoreme 4.1 Le modele 2D de Roesser a temps discret est asymptotiquement stable si les
conditions suivantes sont satisfaites :

e« P;=P] >0,
e P,=P) >0,
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2. VALIDATION DE LA STABILITE

o La matrice suivante est définie négative :

ArflplAll -P; +A§1P2A21 A'{IPIAlg +A51P2A22 <0
A¥2P1A11 + AgZPZAZI Ar{zplAlg + AEZPZAZZ -P, ’

ouA11=0,A12=1,A01 =ap, App=ay.

Dans notre cas, P, et P, sont des scalaires (p1, p2 > 0). En substituant, la matrice LMI
devient :

2
—p1tasp2 araps
2
ayazp2 p1taipz—p2

Pour valider la stabilité, nous avons résolu ces LMI a ’aide de MATLAB.

<0.

1.2 Vérification des conditions de stabilité
Pour que la matrice LMI soit définie négative, ses mineurs principaux doivent satis-
faire les conditions suivantes :

¢ Premier mineur : L'élément diagonal —p; + a§ p2 <0, ce qui implique :
p1> @ ps.
e Déterminant : Le déterminant de la matrice doit étre positif :
det(M) = (=p1 + @ p2) (p1+ ai p2 = p2) — (@1 azp2)° > 0.

En posant g = %, cela devient :
det(M) = p5[—g* + (a® + a5 — 1)q — a5].

Pour det(M) > 0, il faut :
q* - (a5 — a3 +1)q+ a5 <0.

2 Validation de la stabilité

Dans cette section, nous procédons a la validation de la stabilité asymptotique du sys-
teme. Deux scénarios distincts ont été analysés afin de vérifier les conditions de stabilité,
notamment a travers I’étude des valeurs propres de la matrice d’état A.

e Scénario 1 (stable) : a; = 0,5, a> = 0,1. Les conditions LMI sont réalisables avec
p1 = 0,7508, p2 = 1,8674, confirmant que la matrice est définie négative. Les va-
leurs propres sont A = 0,653, -0, 153, avec des modules 0,653,0,153 < 1, indiquant
la stabilité (voir figure 4.2). La simulation montre un comportement borné, comme
illustré dans la figure 4.4.

» Scénario 2 (instable) : a; =2,0, a, =2,5. Les LMI ne sont pas réalisables, indiquant
que la matrice n’est pas définie négative. Les valeurs propres sont A = 2,871,-0,871,
avec un module 2,871 > 1, confirmant 'instabilité (voir figure 4.3). La simulation
montre une divergence (voir figure 4.5).
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2. VALIDATION DE LA STABILITE

Modules des valeurs propres pour le scénario 1: Stable (a1=0.5, a2=0.1)

3.5 ‘ ‘
Modules des valeurs propres
3l — — — Seuil de stabilité (y=1)
251 1
e 2f i
>
°
s
1.5¢ 1
1 ____________________________
0.5r |
\lambda_1 \lambda_2
Valeur propre

FIGURE 4.2 — Modules des valeurs propres pour le scénario 1 stable (a; = 0,5, a; =0,1). Tous les
modules sont inférieurs au seuil de stabilité (y = 1).

Modules des valeurs propres pour le scénario 2: Instable (a1=2.0, a2=2.5)

3.5

Modules des valeurs propres
- — — Seuil de stabilité (y=1)

Module

\lambda_1 \lambda_2
Valeur propre

FIGURE 4.3 — Modules des valeurs propres pour le scénario 2 instable (a; = 2,0, az =2,5). Un mo-
dule dépasse le seuil de stabilité (y =1).

2.1 Résultats des simulations

Les figures suivantes illustrent 1’évolution de la température x, (i, j) = T(i, j), confir-
mant le comportement stable ou instable des scénarios.
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3. VALIDATION DE LA STABILITE POUR LA COMBINAISON CONVEXE

SCENARIO 1: Stable (a1=0.5, a2=0.1) (sans controle)

= %)
o
o

o
o

o
IS

Température T(i,j)
o
o

50

Espace (i) 00 Temps (j)

FIGURE 4.4 — Variable d’état x,(i, j) pour le scénario 1 stable (a; = 0,5, a, = 0,1), montrant un
comportement borné.

SCENARIO 2: Instable (a1=2.0, a2=2.5) (sans contrdle)

—_
o
o

1)
8

Température T(i,j)

Espace (i) 0 o Temps (j)

FIGURE 4.5 — Variable d’état x,(i, j) pour le scénario 2 instable (a; = 2,0, a, = 2,5), montrant une
divergence.

3 Validation de la stabilité pour la combinaison convexe

Dans cette section, nous validons la stabilité asymptotique de la combinaison convexe
A(a), avec a = 0,5, pour deux matrices asymptotiquement stables A; et A,. Nous utilisons
le théoréme suivant, qui garantit la stabilité sous certaines conditions LMI.

Théoréme 4.2 Soit deux matrices blocs asymptotiquement stables :

Al Al A2 A2
N
A21 A22 A21 A22

La combinaison convexe
Ala)=(1-a)A; + Ay,
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3. VALIDATION DE LA STABILITE POUR LA COMBINAISON CONVEXE

avec a € [0, 1], est asymptotiquement stable si les conditions LMI suivantes sont satisfaites :

Pl=P)HT>0, Pl=(PHT>o,
PZ=(P%HT >0, P5=(P5T >0,

(AD'PIAL —PL+ (A5 PoAy (AL TPAL + (850 PoA, |
(A TPIAL + (A3)TPIAY (A TPIAL, + (A TPIAG, =Py )
(ATD'PIAT, —PL+(A5) P;A7, (AL 'PIAT, +(A5) ' P3AZ, | _
(AT TPIAT, + (AZ)TPIAS,  (AD)TPTAL + (AZ)TPIAZ, —P7)

Dans notre cas, les matrices sont définies comme suit :

0 1 0 1
A = , = ,
e all ol o
avec .
ai=0,4, ay=0,15, a;=0,6, a5=0,05.
Ainsi :

A=

0 1 a0 1
0,15 0,4 “2710,05 0,6]"

Pour a =0, 5, la matrice combinée est :

A(o,5):[ 0 1 ]

0,1 0,5

Les matrices P{, Pé sont des scalaires ( pi, pé > 0), et les LMI deviennent :

—pl+(a)?pl alalp! .

( Lot hste i 1<0, i=1,2,
a,a,p, py+(a)°py—p;

et pour A(0,5) :

(—p1+(0,1)2p2 0,5-0,1-py )<0
0,5:0,1-p2  p1+(0,5°pr—p2)

3.1 Analyse de stabilité

Nous avons analysé les matrices A;, Ay, et leur combinaison convexe pour a = 0,5,
ainsi que I'analyse des valeurs propres.

e Matrice A; (stable) : a% =0,4, a; =0,15. Les LMI sont réalisables, confirmant la sta-
bilité. Les valeurs propres sont A = 0,636, —0,236, avec des modules 0,636,0,236 < 1.

« Matrice A; (stable) : a7 =0,6, a5 = 0,05. Les LMI sont réalisables, confirmant la sta-
bilité. Les valeurs propres sont A = 0,674, —0,074, avec des modules 0,674,0,074 < 1.

¢ Combinaison convexe A(a =0,5) : Les LMI sont réalisables, confirmant la stabilité.
Les valeurs propres sont A = 0,653, -0, 153, avec des modules 0,653,0,153 < 1 (voir
figure 4.6). La simulation montre un comportement borné (voir figure 4.7).
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Modules des valeurs propres : Combinaison convexe (alpha=0.5)
1.5

Modules des valeurs propres
- — — Seuil de stabilité (y=1)

Module

\lambda_1 \lambda_2
Valeur propre

FIGURE 4.6 — Modules des valeurs propres pour a =0,5 (a; =0,5, a2 =0,1). Tous les modules sont
inférieurs au seuil de stabilité (y = 1).

3.2 Résultats des simulations

La figure 4.7 illustre I'évolution de la température x,(i, j) =T(i, j) pour a = 0,5, confir-
mant que les états restent bornés, en accord avec les résultats des LMI et des valeurs
propres.

SCENARIO: Combinaison convexe (alpha=0.5)

(1))
o
& =

=X

o
o

Température T(i,j)

50

Espace (i) 0 o0 Temps ()

FIGURE 4.7 — Variable d’état x,(i, j) pour a=0,5 (a; =0,5, a, =0,1), montrant un comportement
borné.

3.3 Analyse avec A, instable et combinaison convexe

Nous analysons la combinaison convexe A(a) pour a = 0,5, ou A; est instable et A, est
asymptotiquement stable. Les matrices sont définies comme suit :

0 1 A 0 1
1 1 1| A2 2 g2
a, a; a, a

avec:
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Ainsi :
0 1 .
A= ] (instable), A,= [

0 1
25 20 ] (stable).

0.05 0.6

Pour a =0, 5, la matrice combinée est :

0 1
A0.5)= [1.275 1.3] ’

Modules des valeurs propres : Combinaison convexe (alpha=0.5)

Modules des valeurs propres
- — — Seuil de stabilité (y=1)
2 .
1.5}
o
3
o
=
1 ____________________________
0.5F

\lambda_1 \lambda_2

Valeur propre

FIGURE 4.8 —Modules des valeurs propres poura = 0,5 (a; = 1,3, a, =1,275). Le module = 1,951 > 1
indique l'instabilité de A(0, 5).

SCENARIO: Combinaison convexe (alpha=0.5)

—_
o
o

= (i)
3

Température T(i,j)

40

20 20

Espace (i) 00 Temps (j)

FIGURE 4.9 — Variable d’état x, (i, j) pour a =0,5 (a; = 1,3, az = 1,275). La divergence reflete I'in-
stabilité.

Les valeurs propres de A; (A = 2,871,-0,871, modules 2,871,0,871) confirment son
instabilité, tandis que celles de A, (A = 0,674,—0,074, modules 0,674,0,074) indiquent sa
stabilité. Pour A(0,5), les valeurs propres (A = 1,951, -0,651, modules 1,951, 0,651) montrent
une instabilité, comme illustré par la figure 4.8. La figure 4.9 montre I’évolution de x, (i, j),
confirmant que I'instabilité de A; domine la combinaison convexe.
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Dans ce chapitre, nous avons présenté un exemple concret de systeme 2D issu d'un
processus thermique, modélisé initialement par une équation différentielle partielle. Ce
modele a été discrétisé puis reformulé sous la forme du modele de Roesser, permettant
ainsi I'analyse de sa stabilité via les outils développés précédemment.

Les conditions de stabilité obtenues ont été appliquées a ce cas réel, puis validées a
I'aide de simulations numériques. Cette étude confirme la pertinence du cadre théorique
adopté et son efficacité pour analyser le comportement de systemes physiques bidimen-
sionnels.
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CONCLUSION

Ce travail s’est concentré sur I’analyse de la stabilité des systemes dynamiques unidi-
mensionnels et bidimensionnels. Nous avons d’abord introduit les concepts de base liés
aux systémes linéaires unidimensionnels, en abordant les cas des systemes continus, dis-
crets, positifs et a parametres variables (LPV). Des conditions de stabilité ont été formu-
lées pour chacun de ces types, notamment grace a l'utilisation de combinaisons convexes
de matrices dynamiques. Par ailleurs, un systeme LPV continu a été discrétisé, et’analyse
a porté sur le choix du pas de discrétisation garantissant la préservation de la stabilité
asymptotique.

La deuxieme partie du mémoire a été consacrée a I’étude des systéemes bidimension-
nels, en se concentrant sur le modele de Roesser. Aprés avoir présenté des conditions
théoriques de stabilité, souvent difficiles a vérifier analytiquement, nous proposons des
formulations équivalentes sous forme d’inégalités matricielles linéaires (LMI). Cette ap-
proche est facilement accessible et trés fiable dans la vérification numérique, grace a l'uti-
lisation combinée de MATLAB, de la boite a outils YALMIP et du puissant solveur SeDuMi.
Ainsi, la méthodologie adoptée assure une vérification précise et efficace de la stabilité
des systéemes étudiés, ouvrant la voie a des applications pratiques efficaces.

L'approche a été développée aussi bien pour le cas discret que pour le cas continu,
avec une attention particuliere portée a la stabilité de la combinaison convexe de ma-
trices. Des exemples numériques et des simulations ont été fournis pour illustrer et vali-
der les résultats théoriques obtenus.

Enfin, une application pratique a été développée a travers un processus thermique
modélisé par une équation aux dérivées partielles, reformulée en modele de Roesser 2D.
Les conditions de stabilité obtenues ont été appliquées a ce modele, puis validées numé-
riquement via des simulations. Deux scénarios distincts ont été considérés, illustrant a la
fois le comportement stable et instable du systéme selon les valeurs des parametres.

Les résultats obtenus confirment la pertinence des outils théoriques utilisés et leur
efficacité pour I'analyse de stabilité des systemes multidimensionnels. Ce travail ouvre
également la voie a des perspectives futures, telles que la commande robuste de ces sys-
temes ou I'extension vers des modeles de dimension supérieure.
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Analyse de la stabilité de combinaisons linéaires matricielles convexes :
Application a quelques modeles linéaires

Résumé: Ce projet se concentre sur I'étude de la stabilité des combinaisons matricielles
linéaires convexes et sur I’exploration de différentes classes de modeles linéaires de na-
tures et de dimensions diverses. Le projet vise a fournir des résultats généralisés basés sur
une analyse de stabilité utilisant des polynémes caractéristiques. Les conditions de dé-
termination de la localisation des valeurs propres pour assurer la stabilité asymptotique
seront précisées, en ce qui concerne la faisabilité des systemes d’inégalités matricielles
linéaires, notamment par I’existence d’ensembles de matrices symétriques positives dé-
finies. Afin de poser les fondations solides de cette analyse, les outils algébriques et ma-
triciels fondamentaux indispensables a I’étude ont été présentés en détail, en mettant en
lumiére leur role central dans I’élaboration et la justification des méthodes proposées. En-
fin, des exemples pratiques et des simulations seront présentés pour valider les résultats
obtenus et démontrer leur applicabilité.

Mots-Clés. Modeleslinéaires, Modeles de Roesser, Systemes unidimensionnels, Systemes
bidimensionnels, Systemes singuliers, Combinaisons convexes, Stabilité asymptotique,
Positivité, Discrétisation.

Stability Analysis of Convex Combinations of Linear Matrices :
Application to Various Linear Models

Abstract: This project focuses on the study of the stability of convex linear matrix com-
binations and the exploration of various classes of linear models with different structures
and dimensions. The aim is to provide generalized results based on a stability analysis
using characteristic polynomials. Conditions for determining the location of eigenvalues
to ensure asymptotic stability will be specified, particularly regarding the feasibility of li-
near matrix inequality (LMI) systems, notably through the existence of sets of positive
definite symmetric matrices. To establish a solid foundation for this analysis, the funda-
mental algebraic and matrix tools essential to the study have been presented in detail,
highlighting their central role in the development and justification of the proposed me-
thods. Finally, practical examples and simulations will be provided to validate the obtai-
ned results and demonstrate their applicability.

Keywords. Linear models, Roesser models, One-dimensional systems, Two-dimensional
systems, Singular systems, Convex combinations, Asymptotic stability, Positivity, Discre-
tization.
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