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Les notations

ε,λ,δ : des petits paramètres positifs.
; : L’ensenble vide.
N : Corps des naturels.
R : Corps des réels.
R+ : Corps des réels positifs.
Rn : L’espace Euclidien de dimension n.
Im f : ensemble image d’un fonction f .
E⊥ : L’orthogonale de E.
Mn(R) : ensemble des matrice n ×n à coefficients réèls .
C : Corps des complexe.
K : R où C .
Ck : La classe des fonctions k fois dérivable .
sup f (x) : suprémum de la fonction f .
∩ : Intersection .
∪ : Réunion .
∇ fa : gradient de f en point a
det (A) : Déterminent de la matrice A.
Vol (B) : Volume de la boule B.
〈,〉 : Produit scalaire.
‖.‖E : La norme sur ensemble E.
|.| : Valeur absolue.
‖.‖∞,k : La norme sup sur k
Bn(x,r ) : La boule ouverte de centre x et de rayon r dans Rn .
B̄n(x,r ) : La boule fermée de de centre x et de rayon r dans Rn .
Sn−1(x,r ) : La sphère de de centre x et de rayon r dans Rn .
C(E,F) : L’ensemble des fonctions continues de E dans F.
Ac : Complémentaire de A.
V(x) : Voisinage de x.
ϑ(x) : L’ensemble des voisinage de x.
f|A : La restriction de f sur A .
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Introduction

Les théorèmes du point fixe sont d’une importance capitale en mathématiques, où
leur application directe est rencontrée dans la résolution du problème d’existence et d’uni-
cité des solutions des équations différentielles. Ces théorèmes énoncent que si une fonc-
tion continue f vérifie certaines propriétés, alors il existe un point x0 tel que f (x0) = x0.

Le plus connu est celui du théorème de Banach(1922)[1, 22, 23],appelé aussi théorème
de l’application contractante qui dit qu’une contraction d’un espace métrique complet
dans lui-même admet un point fixe unique.

Il y a aussi les théorèmes du point fixe avec des conditions plus faibles que celles du
théorème de Banach, parmi eux le théorème de point fixe de Brouwer qui sous sa forme la
plus simple, exige uniquement la continuité de l’application d’un intervalle fermé borné
dans lui-même et de façon plus générale, l’application continue doit être définie dans un
convexe compact d’un espace euclidien dans lui-même. Historiquement, en 1886, Henri
Poincaré démontre un résultat équivalent au théorème du point fixe de Brouwer. L’énoncé
exact est prouvé pour la dimension trois par Piers Bohl pour la première fois en 1904, puis
par Jacques Hadamard dans le cas général en 1910. le mathématicien Luitzen Egbertus
Jan Brouwer remarquait, en mélangeant son café au lait, que le point central de la surface
du liquide, au milieu du tourbillon créé par le mouvement rotatoire de la cuillère, restait
immobile. Il examina le problème de cette façon : A tout moment, il y a un point de la sur-
face qui n’est pas changé de place alors il propose une nouvelle démonstration en 1912
[10, 11]. Le théorème du point fixe de Schauder établi en 1930, est une généralisation de
ce théorème et affirme qu’une application continue sur un convexe compact admet un
point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Si, parmi les centaines de théorèmes de point fixe, celui de Brouwer est particuliè-
rement célèbre, c’est en partie parce qu’il est utilisé dans de nombreuses branches ma-
thématiques : géométrie différentielle , topologie ; Il apparaît même dans des branches
plus inattendues, comme la théorie des jeux, où John Nash l’utilise pour montrer l’exis-
tence d’un équilibre pour un jeu de n personnes avec stratégies mixtes[7], et comme les
sciences économiques plus précisément dans les modèle de marché concurrentiel [14]

Ce mémoire est consacré à la démonstration du théorème du point fixe de Brouwer
en dimension n et à ses applications. on se base essentiellement sur [10, 11, 14, 25] qui
utilisent le théorème de non rétraction. Pour plus détails, le lecteur pourra consulter les
travaux cités dans la bibliographie.

Ce travail est composé de trois chapitres, d’une conclusion et d’une bibliographie et
est organisé comme suit :
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Introduction

• Le premier chapitre porte sur les préliminaires où on rappelle des définitions et des
théorèmes nécessaires pour le développement de notre travail.

• Le deuxième chapitre est consacré à la présentation du résultat principal de ce mé-
moire le théorème du point fixe de Brouwer et démonstration en passant par la
démonstration du théorème de non rétraction de classe C1.

Théorème 0.1 (Théorème non-rétraction de classe C1 ) [11]

Il n’existe pas d’application f : B̄n −→ Sn−1 de classe C1 telle-que pour tout
x ∈ Sn−1, f (x) = x .

• Le troisième chapitre concerne les applications du théorème de Brouwer dans la
résolution des équations différentielles et en algèbre linéaire :

1. Résolution du problème de Cauchy Peano donné par :{
x ′(t ) = f (t , x(t ))
x(t0) = x0

avec (t0, x0) ∈ I×U et f : I×U −→ Rn une application continue, où I un
intervalle non vide de R, U un ouvert de Rn .

2. Nous allons citer le théorème de Perron-Frobenius .
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats préliminaires ainsi
que certains théorèmes d’analyse pour une meilleure présentation des démonstrations
des résultats de notre travail. Nous nous sommes basés sur les documents suivants.[1, 6,
9, 17]

1 Espaces métriques

Définition 1.1 Une distance (métrique) sur un ensemble E est une application
d : E × E → R+ vérifiant :

1. ∀x, y ∈ E : d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y (séparation). (a)

2. ∀x, y ∈ E : d(x, y) = d(y, x) (symétrie). (b)

3. ∀x, y, z ∈ E : d(x, , z) ≤ d(x, y)+d(y, z) (inégalité triangulaire). (c)

Dans ce cas, on dit que (E,d) est un espace métrique et on appelle d(x, y) la distance
entre x et y.

Exemple 1.1 Soit d une application définie par :

d : R×R → R+
(x, y) → d(x, y) = |x3 − y3|

• Montrons que d est une distance sur R.

1. Soient x, y ∈R, d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y ?

d(x, y) = 0 ⇐⇒ |x3 − y3| = 0

⇐⇒ x3 − y3 = 0

⇐⇒ x3 = y3

⇐⇒ x = y

2. Soient x, y ∈R, d(x, y) = d(y, x) ?

d(x, y) = |x3 − y3|
= |y3 −x3|
= d(y, x)

7



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

3. Soient x, y, z ∈R, d(x, , z) ≤ d(x, y)+d(y, z) ?

d(x, z) = |x3 − z3|
= |x3 − y3 + y3 − z3|
≤ |x3 − y3|+ | y3 − z3|
≤ d(x, y) + d(y, z)

Proposition 1.1 Une distance d sur un ensemble E vérifie :

1) ∀x, y ∈ E, d(x, y) ≥ 0

2) La deuxième inégalité triangulaire .

∀x, y, z ∈ E, |d(x, y)−d(x, z)| ≤ d(y, z) (1.1)

Preuve.

1) En utilisant successivement (a) et (b), on obtient pour x, y ∈ E .

0 = d(x, x) ≤ d(x, y)+d(y, x) = 2d(x, y)

2) En utilisant (c) on obtient pour x, y, z ∈ E,

d(x, z)−d(x, y) ≤ d(y, z)

Par symétrie et en utilisant (b) on obtient,

d(x, y)−d(x, z) ≤ d(z, y) = d(y, z)

On déduit alors,
|d(x, z)−d(x, y)| ≤ d(y, z)

Exemple 1.2 Pour x, y ∈R, l’application

d : R×R → R+
(x, y) → d(x, y) = | x − y |

définit une distance, appelée distance usuelle sur R.

Exemple 1.3 Soit E un ensemble et d : R × R→R+ une application définie par :

d(x,y) =

{
0, si x = y
1, si x 6= y

est une distance appelée discrète, le couple (E,d) est appelé espace métrique discret .

Définition 1.2 Sur l’espace Rn , on définit plusieurs distances faisant intervenir
les distances entre les composantes.
Soient x = (x1, · · · , xn) et y = (y1, · · · , yn) ∈ Rn , on définit,

d1(x, y) =
n∑

i =1
|yi −xi |

d2(x, y) =
( n∑

i =1
|yi −xi |2

) 1
2

d∞(x, y) = max
1≤i≤n

|yi −xi |

8



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

2 Espaces normés

Définition 1.3 Soit E un K espace vectoriel, une norme d’espace vectoriel réel est une
application notée ‖.‖ : E → R+ qui vérifie les axiomes suivants :

1. ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0 ( séparation).

2. ∀x ∈ E, ∀λ ∈R || λx || = |λ|‖x‖.

3. ∀x, y ∈ E : ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+‖y‖ (inégalité triangulaire).

On appelle espace vectoriel normé le couple (E,‖ .‖) où E est un espace vectoriel sur R
et ‖.‖ est une norme sur E.

La proposition suivante précise en quel sens les espaces vectoriels normés sont des
espaces métriques.

Proposition 1.2 Soit (E,‖.‖) un espace vectoriel normé. la distance associée à la norme est
l’application :

d : E ×E → R+
(x, y) → ‖x − y‖

Preuve.

• Pour (x, y) ∈ E2 , d(x, y) = 0 ⇒‖x − y‖ = 0 ⇒ (x − y = 0) ⇒ (x = y)

• Pour (x, y) ∈ E2 , d(y, x) = ‖y −x‖ = ‖− (x − y)‖ = |−1|‖x − y‖ = ‖x − y‖
• Pour (x, y, z) ∈ E3 , d(x, z) = ‖x − z‖ = ‖(x − y)+ (y − z)‖ ≤ ‖x − y‖+‖y − z‖ =

d(x, y)+d(y, z)

Définition 1.4 On définit les normes ‖x‖1, ‖x‖2 et ‖x‖∞ pour tout x = (x1, · · · , xn) ∈Rn

par ,

‖x‖1 = |x1|+ · · ·+ |xn |

‖x‖2 =
√
|x1|2 +·· ·+ |xn |2

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

{|x1|+ · · ·+ |xn |}

Proposition 1.3 Sur Rn les trois normes ‖x‖1, ‖x‖2 et ‖x‖∞ sont équivalentes.

Preuve. On va démontrer que ∀x ∈Rn ,

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞
1. On montre que ‖x‖∞ ≤ ‖x‖2.

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

{|x1|+ · · ·+ |xn |}

= |x j | (où j est tel que |x j | = ‖x‖∞)

≤
√

|x1|2 +·· ·+ |xn |2 = ‖x‖2
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

2. On montre que ‖x‖2 ≤ ‖x‖1.

‖x‖2
2 = (x1)2 +·· ·+ (xn)2

=⇒ ‖x‖2
2 ≤ |x1|2 +·· ·+ |xn |2 +2

∑
1<i< j<n

|xi ||x j | = (|x1|+ · · ·+ |xn |)2

=⇒ ‖x‖2
2 ≤ ‖x‖2

1

Donc ‖x‖2 ≤ ‖x‖1.

3. On montre que ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞.

‖x‖1 = |x1|+ · · ·+ |xn |
≤ n max

1≤i≤n
{ |x1|+ · · ·+ |xn | } = n‖x‖∞

Alors,

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ n‖x‖∞

3 Notions de Topologie

3.1 espaces topologiques

Définition 1.5 On appelle espace topologique un couple (E,τ) où E est un ensemble
et τ est une famille de parties E, appelées ouverts, vérifiant :

1. E et ; est appartient à τ.

2. L’intersection fini d’éléments de τ appartient à τ.

∀(θi )i =1,n ∈ τ, ∩
i∈{1,...,n}

θi ∈ τ

3. Toute réunion quelconque d’éléments de τ appartient à τ .

∀(θi )i∈I ∈ τ, ∪
i∈I
θi ∈ τ, I ⊂N

Exemple 1.4 Soit E = { a,b,c,d }.

1. τ1 = { {;},{E},{a},{b},{c},{a,c} } ne définit pas une topologie sur E car,

{a} ∈ τ1 et {b} ∈ τ1

mais,

{a}∪ {b} = {a,b} ∉ τ1

2. τ2 = { {;},{E},{a,c,d},{b,c,d } } ne définit pas une topologie sur E car,

{a,c,d} ∈ τ2 et {b,c,d} ∈ τ2

mais,

{a,c,d}∩ {b,c,d} = {c,d} ∉ τ2

3. τ3 = { {;},{E},{d},{a,d } } définit une topologie sur E.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

3.2 Topologie des espaces métriques

Les boules

Définition 1.6 Soit (E, d) un espace métrique. pour x ∈ E et r > 0, on définit :

1. La boule ouverte de centre x et rayon r :

B(x,r ) = { y ∈ E, d(x, y) < r }.

2. La boule fermée de centre x et rayon r :

B̄(x,r ) = { y ∈ E, d(x, y) ≤ r }.

3. La sphère de centre x et rayon r :

S(x,r ) = { y ∈ E, d(x, y) = r }.

Définition 1.7 On appelle boule unité d’un espace normé la boule de centre 0 et de rayon
1 .

Exemple 1.5 Dans R muni de la distance usuelle d(x, y) = |x − y | on a,

B(1,1) = ]0,2[

B̄(1,1) = [0,2]

Exemple 1.6 Dans R2, les boules ouvertes (resp. fermées) de centre 0 et de rayon r pour
les distances d1, d∞ et d2 sont représenteés par la figure 1 :

Ouverts - fermés

Définition 1.8 Soit (E,d) un espace métrique.

• On dit qu’une partie A de E est ouverte dans (E,d) si pour tout x ∈ A, il existe
r > 0 telle que,

B(x,r ) ⊂ A

• On dit qu’une partie A de E est fermé dans (E,d) si son complémentaire est ouvert.

11



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Proposition 1.4 Une boule ouverte sur un espace métrique est un ouvert.

Preuve.
Soit B(a,r ) une boule de centre a et de rayon r > 0 dans un espace métrique (E,d)
Soit x ∈ B(a,r ), donc,

d(a, x) < r =⇒ r −d(a, x) > 0.

On pose,

ρx =
r −d(a, x)

2
> 0

et on montre que B(x,ρx) ⊂ B(a,r ) pour cela :
Soit y ∈ B(x,ρx) on a ,

d(a, y) ≤ d(a, x)+d(x, y)

< d(a, x)+ρx

< d(a, x)+ r −d(a, x)

2

< r +d(a, x)

2

< r + r

2
= r

Donc ∀y ∈ B(x,ρx) on a, d(a, y) < r . on déduit alors y ∈ B(a,r ).

Cas particulier : l’espace métrique (R, |.|)
Définition 1.9 Soit A ⊂ R.

• On dit A est un ouvert de R si A est vide ou s’il contient un intervalle ouvert
contenant x. i.e :

• A = ; .
ou

• ∀x ∈R, ∃ Ix intervalle ouvert telle que x ∈ Ix ⊂ A.

• Soit A un ouvert de R son complémentaire Ac est dite fermé de R.

Exemple 1.7

• Tous les intervalles de R de la forme ]a,b[ sont des ouverts.

• les intervalles de la forme [a,b] sont fermés.

Exemple 1.8

• [a,b] est fermé car,
[a,b] = CR( ]−∞, a[ ∪ ]a,+∞[ )

Remarque 1.1

• Il existe des parties de E qui sont à la fois ouvertes et fermées, comme par exemple
; et E.

• En général, il existe également des parties qui ne sont ni ouvertes ni fermées. C’est le
cas de [0,1[ dans R muni de sa valeur absolue.
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CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES

Voisinages

Définition 1.10 Soit (E,d) un espace métrique et x ∈ E, V une partie de E.
On dit que V est voisinage de x si il existe une boule ouverte B(x,r ) telle que,

x ∈ B(x,r ) ⊂ V

Exemple 1.9

• Soit x = 1, V = [0,3[ alors,

∃ I = ]0,2[ et 1 ∈ I ⊂ V

Alors l’intervalle [0,3[ est un voisinage de 1 dans (R, |.|).

• [0,+∞[ est un voisinage de 5 .

Remarque 1.2

• Un point x ∈ E admet plusieurs voisinages.

• L’ensemble des voisinage de x est noté ϑ(x) et on écrit :

V ∈ ϑ(x) ⇐⇒ V est voi si nag e de x

• Toute boule ouverte est un voisinages de tous ses points.

Remarque 1.3
La topologie des espaces normés en ce qui concerne boules ouverts fermés et voisinages

est la même que celle des espaces métriques en remplaçant les distances par les normes dans
les définitions par exemple : la boule ouverte de centre a ∈R et de rayon r positif dans un
espace normé E est donnée par B(a,r ) = { y ∈ E, ‖x − y‖ < r }.

3.3 Les suites

Les suites dans un espace métrique

Définition 1.11 Soit (E,d) un espace métrique.
On dit qu’une suite (xn)n∈N de points de E converge vers un point x de E si et seulement
si :

∀ε> 0, ∃ N ∈N, tel que ∀n ∈N, n ≥ N =⇒ d(xn , x) < ε

Définition 1.12 On dit que la suite (xn)n∈N de nombres réels converge vers la limite ` ∈R
quand n tend vers l’infini, si et seulement si :

∀ε> 0, ∃N ∈N, tel que ∀n ∈N, n ≥ N =⇒ |xn −`| < ε

Remarque 1.4 Si on travaille dans R, c’est-à-dire xn ∈R et ` ∈R, la condition :

|xn −`| < ε

est équivalente à :
`−ε < xn < `+ε

ou encore :
xn ∈ ] `−ε,`+ε [

13
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Proposition 1.5 Une sous-suite extraite d’une suite convergente est encore convergente, et
converge vers la même limite.

Proposition 1.6 Une partie F d’un espace métrique (E,d) est fermée si et seulement si
toute suite (xn) de F est telle que :

xn −→ x alor s x ∈ F

Remarque 1.5 Les parties fermées d’un espace métrique sont celles qui contiennent les
limites de leurs suites convergentes.

Les suites dans un espace normé

Définition 1.13 Soit (E,‖.‖) un espace normé.
On dit qu’une suite (xn)n∈N dans E converge vers ` ∈ E si :

∀ε> 0, ∃n0 ∈N, tel que ∀n ∈N, n ≥ n0 =⇒ ‖xn −`‖ ≤ ε

et on écrit,
lim

n−→+∞xn = `

Définition 1.14 Soit (E,‖.‖) un espace normé.
Une suite (xn)n∈N est dite suite de Cauchy dans E si :

∀ε> 0, ∃n0 ∈N tel que ∀n, m ∈N, n ≥ n0, m ≥ n0, =⇒ ‖xn −xm‖ < ε

Proposition 1.7 Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Preuve.
Soit (xn)n∈N une suite convergente vers une limite `, alors on a :

∀ε> 0, ∃N ∈N /∀n ≥ N, ‖xn −`‖ ≤ ε

Par suite,

∀n≥N, ∀m ≥ N, ‖xn −xm‖ ≤ ‖xn −`‖+‖`−xm‖ < 2ε

Définition 1.15 Soit (E,‖.‖) un espace normé.
On dit que E est un espace complet si, et seulement si, toute suite de Cauchy dans E
converge dans E.

Exemple 1.10

• L’espace R muni de la norme euclidienne est complet.

• L’espace Rn est complet pour tout n .

Définition 1.16 On dit q’un espace vectoriel normé est un espace de Banach s’il est complet.

Exemple 1.11 Les espaces (R,‖.‖) et (Rn ,‖.‖) sont des espaces de Banach.

14
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3.4 Continuité

Continuité dans un espace métrique

Soit (E,d) et (F,d1) deux espaces métrique et f : E −→ F une application.

Définition 1.17 On dit que f est continue en un point x0 ∈ E si pour tout V voisinage
de f (x0) dans F, il existe U voisinage de x0 dans E telle que f (U) ⊂ V

Définition 1.18 On dit que f est continue sur E si,

∀x ∈ E, ∀ε> 0, ∃δ> 0 tel l e que ∀y ∈ E d(x, y) < δ =⇒ d1( f (x), f (y)) < ε (1.2)

Définition 1.19 Soit (E,d) est un espace métrique.
Une partie A de E est bornée s’il existe a ∈ E et r > 0, telle que,

d(a, x) ≤ r , ∀x ∈ A (1.3)

C’est-à-dire la partie A est incluse dans la boule.

Exemple 1.12

• Une fonction f : I −→ R est bornée si f (I) est minoré et majoré.

• la sphère de Rn est bornée.

Cas particulier : continuité sur ℜ
Définition 1.20 Soit I un intervalle de R et f : I −→ R une fonction.
On dit que f est continue sur I si,

∀x ∈ I,∀ε> 0, ∃δ> 0 tel que ∀y ∈ I, |x − y | < δ =⇒ | f (x)− f (y)| < ε (1.4)

Définition 1.21 Soit I un intervalle de R et f : I −→ R une fonction.
On dit que f est uniformément continue sur I si,

∀ε> 0, ∃δ> 0 tel que ∀x, y, |x − y | < δ =⇒ | f (x)− f (y)| < ε (1.5)

Continuité dans un espace vectoriel normé

Définition 1.22 Soit (E,‖.‖) un espace normé.
On dit que f est continue sur E si,

∀x ∈ E,∀ε> 0, ∃δε,x > 0 tel que ∀y ∈ E ‖x − y‖ < δ =⇒ ‖ f (x)− f (y)‖ < ε (1.6)

Définition 1.23 Soit (E,‖.‖) un espace normé.
On dit que f est uniformément continue sur E si,

∀ε> 0, ∃δε > 0 tel que ∀x, y ∈ E ‖x − y‖ < δ =⇒ ‖ f (x)− f (y)‖ < ε (1.7)

Proposition 1.8 Si une application f est uniformément continue sur E alors f est conti-
nue sur E. la réciproque est fausse.

Exemple 1.13 La fonction constante d’un espace vectoriel normé dans un autre est conti-
nue.
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3.5 Convexité-Compacité-Connexité

Définition 1.24 (ensemble convexe)

Soit E est un espace vectoriel réel. on dit que K ⊂ E est un ensemble convexe si :

∀(x, y) ∈ K2, ∀λ ∈ [0,1], λx + (1−λ)y ∈ K (1.8)

Définition 1.25 Une fonction f : I −→ R est dite convexe lorsque :

∀ x,y ∈ I, ∀ λ ∈ [0,1] , f (λx + (1−λ)y) ≤ λ f (x)+ (1−λ) f (y)

Exemple 1.14

• les boules d’un espace vectoriel normé sont des parties convexes.

• les parties convexes de R sont les intervalles.

Définition 1.26 Soit (X,τ) un espace topologique.
Un recouvrement ouvert d’une partie A de X est une famille (θi )i∈I d’ouverts vérifiant :

A ⊂ ∪
i∈I
θi , I ⊂N quel conque. (1.9)

Définition 1.27 (ensemble compact)
Soit (E,d) espace métrique .

• On dit que (E,d) est un espace compact si et seulement si de tout recouvrement de
E par des ouverts de E, on peut en extraire un sous-recouvrement fini. En d’autres
termes, si E = ∪

i∈I
θi où les θi sont des ouverts, il existe J fini, J ⊂ I telle que E = ∪

i∈J
θi

• Une partie A de E est compacte si et seulement si de tout recouvrement ouvert de A
par des ouverts de E, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Définition 1.28 Soit (E,‖.‖) espace normé.
Une partie A de E est dite compacte si et seulement si de toute suite d’éléments de A on
peut extraire une sous suite convergente dans A.

Exemple 1.15 Les parties fermées bornées de R sont des compacts.

Définition 1.29 (Convexe compact)
On dit qu’une partie K est convexe compact d’un espace vectoriel E si, munie d’une dis-
tance d : K×K −→ R vérifie :

d(t x1 + (1− t )x0, t y1 + (1− t )y0) ≤ td(x1, y1)+ (1− t )d(x0, y0)

Pour tous x0, x1, y0 et y1 dans K, et pour tout t ∈ [0,1], et tel que l’espace métrique (K,d)
est compact.

Définition 1.30 Soit (E,d) un espace métrique.
On dit que (E,d) est un espace connexe si et seulement si les seules parties de E à la fois
ouvertes et fermées sont l’ensemble vide ; et E.

Remarque 1.6 Une définition équivalente de la connexité de E est la suivante :
E est connexe si et seulement si E = A∪B, avec A∩B = ;, A et B sont les deux ouverts de E,
alors soit A = ; ou B = ;.
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Définition 1.31 Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E , on munit A de
la distance induite dA. On dit que A est une partie connexe si et seulement si l’espace
métrique (A,dA) est connexe. Classiquement, nous considérons l’ensemble vide comme
étant connexe.

Exemple 1.16

• Rn est connexe.

• Tout intervalle de R est connexe.

• Toute boule ouverte (fermée) de R est connexe.

4 Théorèmes de base

Théorème 1.1 (d’approximation de weierstrass )[1]
Si f : [a,b] −→ R est une fonction continue, alors pour tout ε> 0, il existe une fonction
polynomiale P telle que :

sup
x∈[a,b]

| f (x)−P(x)| ≤ ε (1.10)

Théorème 1.2 (Théorème des accroissements finis sur R)[1]
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b], à valeurs dans R, dérivable sur ]a,b[.
alors il existe c ∈]a,b[ telle que :

f (b)− f (a) = f ′(c)(b −a) (1.11)

Théorème 1.3 (Théorème des valeurs intermédiaires)[1]
Soit I = [a,b] un intervalle de R, et f : I −→ R une application continue.
si a < b sont dans I, et si f (a)× f (b) ≤ 0,
Alors il existe au moins un point c ∈ ]a,b[ tel que f (c) = 0. (figure 3)
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5 Théorème d’inversion locale

On s’est basé sur les résultats trouvés dans [3, 17]

Définition 1.32 (Difféomorphismes)
Soient E et F des espaces vectoriels normés, U ⊂ E et V ⊂ F des ouverts.
Une application f : U −→ V est appelé un Ck - difféomorphisme si et seulement si :

• f est de classe Ck .

• f est bijective .

• f −1 est de classe Ck .

Définition 1.33 (Difféomorphisme local)

• Soient E et F des espaces vectoriels normés, U ⊂ E un ouvert.
L’application f : U −→ F est un difféomorphisme local en a si et seulement
s’il existe un voisinage ouvert V de a et un voisinage W de b = f (a) telle que,
f : V −→ W soit un difféomorphisme.

• f est un difféomorphisme local si et seulement si c’est un difféomorphisme local en
a pour tout a de U.

Théorème 1.4 (Théorème Inversion locale )
Soit E et F des espaces vectoriels, U ⊂ E un ouvert et f : U −→ F une application de
classe C1. S’il existe a ∈ U telle que la différentielle D f (a) est inversible, alors il existe des
voisinages V de a et W de f (a) telle que f : V −→ W est un difféomorphisme.

Définition 1.34 (application ouverte)
Soit f : (X,dX) −→ (Y,dY). On dit que f est une application ouverte si l’image directe de
tout ouvert de X est un ouvert dans Y. c’est à dire si U ⊆ X est ouvert alors, f (U) est ouvert
dans Y.

Proposition 1.9 Soient E et F des espaces vectoriels normés, U ⊂ E un ouvert.

Si f : U −→ F est un difféomorphisme local, alors f est une application ouverte.

Preuve.
Soit V ⊂ U un ouvert et prenons a ∈ V. Nous allons montrer que f (a) admet un

voisinage contenu dans f (V). Cela découle du théorème d’inversion locale qui implique
l’existence d’un voisinage ouvert W de a tel que f : W −→ f (W) est un difféomor-
phisme ; notons g : f (W) −→ W son inverse qui est donc continue. Du coup, V∩W est un
ouvert non vide, et f (V ∩W) = g−1(V ∩W) est ouvert par la continuité de g .

Théorème 1.5 (Théorème d’inversion globale)
Soit U un ouvert de E et f : U −→ F une fonction de classe C1 et injective. Si pour tout
a ∈ U, D f (a) est inversible alors f (U) un ouvert de F et f est un C1-difféomorphisme de
U sur f (U).
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6 Rappels d’algèbre

Définition 1.35 Soient X et E deux ensembles et f une application de X dans E.
Pour tout sous-ensemble A de X, on appelle image de A par f , et on note f (A), le
sous-ensemble de E défini par :

f (A) = { f (x) , x ∈ A } (1.12)

Exemple 1.17 Soit

f : R → R

(x) → f (x) = x2

Alors l’image de l’intervalle [1,2] par la fonction f est :

f ([1,2]) = [1,4]

Définition 1.36 Soit f : E −→ F une application, où E et F sont des parties de R.

• f est injective si tout élément de F admet au plus un antécédent par f dans E.
Autrement dit :

∀x1, x2 ∈ E, f (x1) = f (x2) =⇒ x1 = x2

• f est surjective si tout élément de F admet au moins un antécédent par f dans E.
Autrement dit :

∀y ∈ F, ∃ x ∈ E, y = f (x)

• f est bijective si tout élément de F admet exactement un antécédent par f dans
E, cela équivaut à,

∀y ∈ F, ∃ !x ∈ E, y = f (x)

Exemple 1.18

Exemple 1.19 (Interprétation graphique)
Soit f : I −→ J est une fonction.

• (f injective) ⇐⇒ toute droite d’équation y = k avec k ∈ J coupe la courbe repré-
sentative de f en au plus un point.

• (f surjective) ⇐⇒ toute droite d’équation y = k avec k ∈ J coupe la courbe
représentative de f en au moins un point (1 ou plusieurs).

• (f bijective ) ⇐⇒ toute droite d’équation y = k avec k ∈ J coupe la courbe
représentative de f en un unique point.
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Voici le graphe d’une fonction injective (à gauche), et fonction surjective (à droite).

7 Matrice Jacobienne et Différentielle

Toute application f d’un ouvert Ω ⊂ Rn dans Rn est caractérisée par ses p fonc-
tions coordonnées fi (relativement. aux bases canoniques ), telles que :

∀x ∈Ω : f (x) = ( f1(x) , ... , fp (x))

Exemple 1.20 Considérons l’application f : R2 → R3 définie par :

f (x, y) = (x2 − y2 , x y , x + y)

Relativement à la base canonique, f a trois applications coordonnées :

f1(x, y) → x2 − y2

f2(x, y) → x y

f3(x, y) → x + y

Définition 1.37 Si les coordonnées de f admettent des dérivées partielles au point a, la
matrice à p lignes et n colonnes défine par :

J fa =
( ∂ fi

∂x j
(a)

)
i ={1..p}, j ={1..n}

est appellée la matrice jacobienne de f au point a.

Exemple 1.21 L’application f : (x, y) → (x2 − y2 , 2x y) a pour matrice Jacobienne au
point (x, y) :

J f(x,y) =

(
2x −2y
2y 2x

)
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Définition 1.38 Si n = p le déterminant de la matrice jacobienne de f en a est appelé le
Jacobien de la fonction f au point a.

Exemple 1.22 L’application f : (x, y) → (x2− y2 , 2x y) a pour la matrice Jacobienne au
point (x, y) ∣∣∣∣ 2x −2y

2y 2x

∣∣∣∣ = 4(x2 + y2)

Définition 1.39 L’application linéaire D fa dont la matrice relativement aux bases cano-
niques est J fa est appelée la différentielle de f au point a.

Exemple 1.23 L’application f : (x, y) → (x2 − y2 , 2x y) a pour Jacobien au point (1,1) :

J f(1,1) =

(
2 −2
2 2

)
Donc la différentielle sera :

d fa : (h,k) → (2h −2k , 2h +2k)
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Chapitre 2

Théorème de Point fixe de Brouwer

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats sur le théorème du point fixe
qui joue un rôle important dans les résultats d’existence et d’unicité des solutions des
équations différentielles.

On commencera par le plus simple et le plus connu d’entre eux à savoir le théorème
du point fixe de Banach pour les applications contractantes. On établira ensuite le théo-
rème du point fixe de Brouwer (valable en dimension finie), et on termine ce chapitre par
la donnée des généralisations du théorème de Brouwer.
On a essentiellement travaillé avec[10, 11, 14, 20, 22, 23, 28]

1 Théorème de Point fixe de Banach

Ce théorème est dit principe de l’application contractante, il est la base de la théorie
du point fixe. Ce principe garantit l’existence d’un unique point fixe pour toute applica-
tion contractante d’un espace métrique complet dans lui-même. Il donne aussi un cri-
tère général dans les espaces métriques complets pour assurer que le procédé d’itération
d’une fonction tend vers un point fixe.

Définition 2.1 Soit (E,‖‖) un espace vectoriel normé, une application f : E −→ E est
dite k-lipschitzienne s’il existe une constante positive k ≥ 0 telle que :

‖ f (x)− f (y)‖ ≤ k‖x − y‖, pour tout x, y ∈ E. (2.1)

k est dite constante de Lipschitz.

Définition 2.2 L’application lipschitzienne f est appelée :

• non expansive si k ≤ 1.

• contraction si k < 1.

Proposition 2.1 Toute application lipschitzienne est uniformément continue. la réciproque
est fausse.

Preuve. Soit (E,‖.‖) espace normé et soit f une application lipschitzienne sur E, alors :
il existe k ∈R+, telle que ∀x, y ∈ E on a :

‖ f (x)− f (y)‖ ≤ k‖x − y‖
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Pour montrer que f est uniformément continue, on considère deux cas :
Premier cas : k > 0. Soit ε> 0, comme :

‖ f (x)− f (y)‖ ≤ k‖x − y‖

alors ‖ f (x)− f (y)‖ ≤ ε est vérifiée dès que k‖x − y‖ ≤ ε

c’est-à-dire :

‖x − y‖ ≤ ε

k

donc il existe α = ε
k telle que si ‖x − y‖ ≤ α, on a :

‖ f (x)− f (y)‖ ≤ ε

donc f est uniformément continue.
Deuxième cas : k = 0 (évident).
∀x, y ∈ E, ‖ f (x)− f (y)‖ = 0 ce qui est équavalent à ∀ε> 0, ‖ f (x)− f (y)‖ < ε

Exemple 2.1 soit I = [0,+∞[ et f (x) = x+1
x+2

Alors on a,

| f (x)− f (y) | = | (x +1)(y +2)− (y +1)(x +2)

(x +2)(y +2)
|

= | x − y

(x +2)(y +2)
|

≤ | 1

x +2
|| 1

y +2
|| x − y |

≤ 1

2
× 1

2
| x − y |

≤ 1

4
| x − y |

la fonction f est contractante sur [0,+∞[ avec K =
1

4

Définition 2.3 Soit (E,d) un espace métrique, et f : E −→ E une application,
On dit que f admet un point fixe s’il existe x ∈ E telle que f (x) = x.

Théorème 2.1 (Théorème du point fixe de Banach (1922)) [22, 23]
Soit (E,d) un espace métrique complet et soit l’application f : E −→ E une contraction

alors :

1. f admet un unique point fixe x ∈ E

2. pour tout point initiale x0 ∈ E, la suite itérée définie par :
x0 ∈ E

xn+1 = f (xn)
∀n ∈ N

converge vers le point fixe x avec f (x) = x

Preuve.
On montre d’abord l’unicité d’un point fixe, puis son existence.
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1. Unicité : Supposons qu’il existe x, y ∈ E tel que x = f (x) et y = f (y).
Alors on a ,

d( f (x), f (y)) = d(x, y) (2.2)

Comme f est contractante alors : ∃ K ∈]0,1[ telle que ,

d( f (x), f (y)) ≤ Kd(x, y) (2.3)

Donc,
d(x, y) ≤ Kd(x, y) (2.4)

=⇒ (1−K)d(x, y) ≤ 0

=⇒ d(x, y) = 0

=⇒ x = y

2. Existence : L’existence du point fixe résulte de l’iitération de f à partir d’un point
arbitraire x0 ∈ E : on pose xn+1 = f (xn) et on montre que la suite (xn) converge
dans espace métrique, en vérifiant qu’elle est de Cauchy.

Soit x0 un point initial quelconque et (xp ) la suite itérée associée.

On a,

d(xp , xp+1) = d( f (xp−1), f (xp )) ≤ Kd(xp−1, xp ) (2.5)

On montre par récurrence sur p que :

d(xp , xp+1) ≤ Kp d( f (x0), f (x1)) (2.6)

• Initialisation : Evidente pour p = 0.

• Généralisation : supposons que pour un certain entier p quelconque mais fixé on
ait la propriété (2.6). Alors ,

d(xp+1, xp+2) = d( f (xp ), f (xp+1))

≤ Kd(xp , xp+1)

≤ KKp d(x0, x1)

≤ Kp+1d(x0, x1) (2.7)

Ce qui achève la récurrence.

On a par inégalité triangulaire ∀q > p,

d(xq , xp ) ≤
q−1∑
i =p

d( f (xi ), f (xi+1))

En appliquant (2.7), on obient
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d(xq , xp ) ≤
q−1∑
i =p

d( f (xi ), f (xi+1)) ≤ (
q−1∑
i =p

Ki+1) d(x0, x1) (2.8)

Or pour tout q > p,

q−1∑
i =p

Ki+1 ≤
∞∑

i =p+1
Ki (2.9)

Comme K < 1 alors la série géométrique
∑∞

i =p+1 Ki est convergente et de somme

∞∑
i =p+1

Ki =
Kp

1−K
(2.10)

D’où

q−1∑
i =p

Ki+1 ≤ Kp

1−K
(2.11)

Ainsi,

d(xp , xq ) ≤ Kp

1−K
d(x0, x1) , ∀p, q (2.12)

Comme 0 ≤ K < 1, le second membre de (2.12) tend vers zéro pour p → +∞. on déduit
que (xn) est une suite de Cauchy, Comme (E,d) est complet, la suite (xn)n∈N converge
vers un point a ∈ E .
De plus on a f (xn) −→ f (a) quand n −→+∞ car f est continue et f (xn) = xn+1 donc
xn+1 → f (a) .
or xn+1 −→ a quand n −→ +∞ d’où par unicité de la limite on a f (a) = a.

Exemple 2.2 Soit f une application définie par :

f : (R, |.|) −→ (R, |.|)
f (x) =

1

5
sin(2x)− 2

5
x

Montrons que f admet un unique point fixe R.
Comme (R, |.|) est complet, il suffit de montrer que f est contractante c’est-à-dire :

∃k ∈]0,1], ∀x, y ∈R : | f (x)− f (y)| ≤ k|x − y |
Soit x, y ∈R,on a :

| f (x)− f (y)| = |1
5

sin(2x)− 2

5
x − 1

5
sin(2y)+ 2

5
y |

≤ 1

5
|sin(2x)− sin(2y)|+ 2

5
|x − y |

≤ 2

5
|x − y |+ 2

5
|x − y |

≤ 4

5
|x − y |
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Car soit g (x) = sin (2x), d’aprés le théorème des accroissements finis il existe c compris
entre x et y telle que,

g (x)− g (y)

x − y
= g ′(c) (2.13)

Alors,

| si n(2x)− si n(2y)

x − y
| = |2cos(2c)| ≤ 2 (2.14)

D’où,

|si n(2x)− si n(2y) ≤ 2|x − y | (2.15)

Alors f est contractante avec k = 4
5 ∈]0,1].

Donc,

∃ !x ∈R, f (x) = x (2.16)

2 Théorème du point fixe de Brouwer

Le théorème du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie. Il fait partie de
la grande famille des théorèmes du point fixe. Il existe plusieurs formes de ce théorème
selon le contexte d’utilisation. Ce théorème donne l’existence d’un point fixe pour une
fonction continue sur une boule fermée dans un espace de dimension finie.[10, 11, 14, 23]

On cite d’abord le théorème de Brouwer dans le cas n = 1 .

2.1 Théorème de Brouwer en dimension n = 1

Il la forme particulière suivante :

Théorème 2.2 (Théorème de Brouwer sur R) [1]
Si f : [a,b] −→ R est une application continue telle que pour tout x ∈ [a,b], f (x) ∈

[a,b], alors l’équation f (x) = x admet au moins une solution dans R.

Preuve.
On remarque que si on considère la fonction numérique g (x) ≡ f (x) − x alors les

points fixes de f (.) sont les racines de g (x) telles que g (x) = 0.
On a :

• g continue sur [a,b] car f est continue.

• pour a ≤ f (a), on a g (a) ≡ f (a)−a ≥ 0 et pour b ≥ f (b) on a g (b) ≡ f (b)−b ≤ 0
Donc,

g (a)× g (b) ≤ 0 (2.17)

Alors par le théorème des valeurs intermédiaires, il existe un point x∗ = c, c ∈]a,b[,
telle que g (c) = 0, et puisque g (x) ≡ f (x)−x,
on obtient alors,

g (c) = 0 ⇒ f (x∗) = x∗ (2.18)

On cite maintenant le théorème de Brouwer en dimension n > 1.
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2.2 Théorème de Brouwer en dimension n > 1

Théorème 2.3 (Théorème de Brouwer sur Rn ) [11, 14, 28]
Toute fonction continue de la boule unité fermée de Rn dans elle même admet un point
fixe.

Il y a plusieurs méthodes de démonstrations du théorème de Brouwer , dans notre
mémoire on utilise le théorème de non rétraction de classe C1, pour cela on introduit les
notions suivantes :

Rétraction :

Définition 2.4 On appelle rétraction de l’espace topologique E sur un fermé F de E
toute fonction continue de E dans F telle que :

f|F = i dF (2.19)

Théorème 2.4 (Théorème non-rétraction de classe C1 ) [11]
Il n’existe pas d’application f : B̄n −→ Sn−1 de classe C1 telle-que pour tout x ∈ Sn−1,

f (x) = x .

Preuve.
Procédons par un raisonnement par l’absurde, pour cela considérons une rétraction

f de B̄n sur Sn−1 de classe C1.

La preuve est réalisée en plusieurs étapes :

Étape 1 : Pour tout t ∈ [0,1] on pose ,

ft (x) = (1− t )x + t f (x) (2.20)

On cite les propriétés de l’application ft .

1. On a, ft (B̄n) ⊂ B̄n .
En effet, soit x ∈ B̄n alors ‖x‖ ≤ 1.
et on a,

‖ ft (x)‖ ≤ (1− t )‖x‖ + t‖ f (x)‖
≤ 1− t + t (2.21)

≤ 1

Car,

‖x‖ ≤ 1 et f (x) ∈ Sn−1 =⇒ ‖ f (x)‖ = 1 (2.22)

2. ft |Sn−1 = Id .
En effet, si x ∈ Sn−1 alors,

f (x) = x, (car f|Sn−1 = Id)

d’où,

ft (x) = (1− t )x + t x

= x (2.23)
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Étape 2 : Montrons que ft est un C1-difféomorphisme local .

1. Commençons par montrer l’injectivité de ft .
Soit c = sup

x∈B̄n

‖∇ f (x)‖ et par l’inégalité des accroissements finis on a,

Pour tout x, y ∈ B̄n , ‖ f (x)− f (y)‖ ≤ c ‖x − y‖
Soient x, y ∈ B̄n telle que ft (x) = ft (y),

Alors,

(1− t )‖x − y‖ = t‖ f (x)− f (y)‖ (2.24)

implique ,

‖x − y‖ ≤ ct

1− t
‖x − y‖ pour tout t 6= 1 (2.25)

Si on pose α = 1
1+c on obtient,

ct

1− t
< 1 (2.26)

On déduit alors que pour tout t < α ,

ft (x) = ft (x) =⇒ x = y (2.27)

Donc ft est injective.

2. Comme ft est l’identité sur Sn−1, alors l’injectivité de ft implique que ft (Bn) ⊂ Bn

Pour tout 0 < t < α

En effet, comme ft est l’identité sur Sn−1 Alors,

∀y ∈ Sn−1, ft (y) = y (2.28)

Supposons que,

∃x ∈ Bn et ft (x) = y ∈ Sn−1 (2.29)

et comme,

y = ft (y) (car ft = Id sur Sn−1) (2.30)

Alors on a,

ft (x) = y = ft (y) =⇒ x = y (car ft est i n j ect i ve)

=⇒ x ∈ Sn−1 (Absur de)

3. On remarque également que pour 0 ≤ t < α on a ,

∇ ft (x) = (1− t )Id + t∇ f (x)

= (1− t )
(
Id + t

1− t
∇ f (x)

)
Avec,

‖ t

1− t
∇ f (x)‖ ≤ t

1− t
‖∇ f (x)‖ ≤ ct

1− t
< 1 (2.31)

Par conséquent, pour ces valeurs de t , ∇ ft est partout inversible .
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D’après le Théorème d’inversion locale on déduit que ft est un C1- difféomorphisme
local.

Étape 3 : Montrons que ft est un C1-difféomorphisme global.
Du fait que Bn est connexe, ft (Bn) est ouvert ouvert car ft est un C1-difféomorphisme
donc c’est une application ouverte d’après le théorème (1.4) et Bn ouvert , il reste à
montre que ft (Bn) est un fermé.
En effet, si c’est le cas ou oura ft (Bn) ouvert et fermé de Bn , ft (Bn) 6= ;.
alors ft (Bn) = Bn

• Soit (yn) une suite qui appartient à ft (Bn) qui converge vers y telle que y ∈ Bn .

yn −→ y ∈ Bn (2.32)

Il existe donc une suite (xn)n ⊂ Bn qui vérifie,

yn = ft (xn) (2.33)

On peut extraire une sous suite de la suite (xn), par compacité de B̄n .

xnk −→ x ∈ B̄n (car Bn ⊂ B̄n) (2.34)

Alors par la continuité de ft on a,

xnk −→ x =⇒ ft (xnk ) −−−−−→
nk→+∞ ft (x) (2.35)

et

yn −→ y =⇒ ft (xn) −−−−−→
n→+∞ y (2.36)

Par unicité de la limite y = ft (x).

• Reste à montrer que x ∈ Bn , pour cela raisonnons par l’absurde.
Comme,

B̄n = Bn ∪ Sn−1 (2.37)

On suppose que x ∈ Sn−1, Alors,

f (x) = x (par hy pothèse)

Donc,

y = ft (x) = (1− t )x + t x

= x − t x + t x

= x (Absur de) (car y ∈ Bn)

Donc,
x ∈ Bn

Ainsi,

y = ft (x) ∈ ft (Bn) (2.38)

Il en découle que pour tout t < α, ft est un C1-difféomorphisme global.
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Étape 4 :
Pour tout t ∈ [0,1] on pose ,

P(t ) =
∫

Bn
det (∇ ft (x))d x (2.39)

On montre que pour t ∈ [0,α] et pour tout x ∈ Bn , on a det
(∇ ft (x)

) > 0.
On a ∇ ft est inversible pour t ∈ [0,α[, d’où det

(∇ ft
) 6= 0, et on a l’application : t −→

det
(∇ ft

)
est continue (car polynomiale) et ne s’annule pas sur [0,α]. De plus ,

det
(∇ f0

)
= det (Id) = 1 (2.40)

Donc grâce au théorème des valeurs intermédiaires, on a pour tout t ∈ [0,α]

det
(∇ ft (x)

) > 0

Étape 5 : On montre que P est une fonction polynomiale et constante.

Pour tout t ∈R, ft est différentiable et ∇ ft (x) l’est aussi .
Donc det

(∇ ft (x
)

est un polynôme en t, alors P également.

On peut effectuer le changement de variable y = ft (x) dans P(x) et obtenir :

P(t ) =
∫

Bn
det

(∇ ft (x)
)
d x =

∫
Bn

d y = Vol (Bn) (2.41)

Alors pour t au voisinage de 0, (0 ≤ t < α) , le polynôme P(t ) est constant et c’est un
polynôme de deg r é ≤ n.
Car,

∇ ft = (1− t )Id + t∇ f (x) = pol ynôme de deg r é 1 en t

Ainsi P(t) est une fonction polynômiale qui est constante et égale au volume de Bn pour t
petit.

Étape 6 : On conclut en aboutissant a une absurdité.
Comme P est constante on a,

Vol (Bn) = P(0) = P(1) =
∫

Bn
det

(∇ ft (x)
)
d x (2.42)

Or

P(1) =
∫

Bn
det

(∇ f1(x)
)
d x =

∫
Bn

det
(∇ f (x)

)
d x (2.43)

Comme pour tout x ∈ Bn , on a ‖ f (x)‖2 = 1.
Alors,

∀x ∈ Bn , 〈 f (x),∇ f1(x)〉 = 0

Donc Im∇ f(x) ⊂ f (x)⊥ et par suite ∇ f(x) n’est pas inversible, ce qui donne det (∇ fx) = 0
d’où,

P(1) = 0 (2.44)
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Donc on obtient que le volume de Bn est nul, ce qui est une contradiction.

On a ainsi montré le théorème de non-rétraction.

On est en mesure maintenant de démontrer le théorème de Brouwer.
Preuve.

On démontre par l’absurde, pour cela considérons f une fonction continue de B̄n

dans B̄n et supposons qu’elle n’admet pas de point fixe. Par conséquent,

∃ ε> 0, ∀x ∈ B̄n , ‖ f (x)−x‖ ≥ ε (2.45)

D’après le théorème d’approximation de Weierstrass (Théorème 1.1) il existe un poly-
nôme Q telle que :

∀x ∈ B̄n , ‖ f (x)−Q(x)‖∞ ≤ ε

2
(2.46)

On a donc,

∀x ∈ B̄n , ‖Q(x)‖ ≤ ‖Q(x)− f (x)‖ + ‖ f (x)‖ ≤ ε

2
+1 (2.47)

Si on pose K(x) = 1
1+ ε

2
Q(x), alors K est un fonction polynômiale et (à fortiori de classe

C1). De plus K(B̄n) ⊂ B̄n . En effet
Soit y ∈ K(B̄n) alors, ∃ x ∈ B̄n telle que y = K(x),
et on a,

‖y‖ = ‖K(x)‖
= ‖ 1

1+ ε
2

Q(x)‖

= ‖Q(x)

1+ ε
2

‖

≤ 1 (car ‖Q(x)‖ ≤ 1+ ε

2
)

Donc y ∈ B̄n

Alors,

K(B̄n) ⊂ B̄n (2.48)

De plus ∀x ∈ B̄n on a ,

‖Q(x)‖ = ‖K(x)+ ε
2 K(x)‖

⇒ ‖Q(x)−K(x)‖ = ‖ ε2 K(x)‖ ≤ ε
2

Ainsi,

‖ f (x)−K(x)‖ < ε (2.49)

Le polynôme vérifie

K(x) 6= x, ∀x ∈ Bn
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En effet,

‖ f (x)−x‖ = ‖ f (x)−K(x)+K(x)−x‖
≤ ‖ f (x)−K(x)‖+‖K(x)−x‖

⇒ ‖K(x)−x‖ ≥ ‖ f (x)−x‖−‖ f (x)−K(x)‖
> ε−ε = 0

Alors, K(x) 6= x, ∀x ∈ Bn

On a donc remplacé f continue sans point fixe par une application K(x) de classe C1

sans point fixe .
A partir de maintenant, on peut supposer donc que f est de classe C1 sans restreindre
la généralité.
On note g (x) le point d’intersection de Sn−1 avec la demi droite [ f (x), x).
g est caractérisée par le système d’équations suivant d’inconnue λ≥ 0 :

(P)


g (x) = f (x)+λ(x)(x − f (x))

‖g (x)‖2 = 1

Ce système est équivalent à :

{
g (x) = f (x)+λ(x)(x − f (x))
‖ f (x)+λ(x)(x − f (x))‖2 = 1

i.e,

‖ f (x)‖2 +2λ(x)〈 f (x), x − f (x)〉+λ2x‖x − f (x)‖2 −1 = 0 (2.50)

Donc,

λ(x) =
−〈 f (x), x − f (x)〉+

√
∆

′

‖x − f (x)‖2
(2.51)

avec,

∆
′

= 〈 f (x), x − f (x)〉2 +‖x − f (x)‖2(1−‖ f (x)‖2) > 0 (2.52)

On trouve par un calcul élémentaire,

g (x) = x + −〈x, x − f (x)〉+√〈x, x − f (x)〉2 + (1−‖x‖2)‖x − f (x)‖2

‖x − f (x)‖ (x − f (x)) (2.53)

finalement g est une fonction de classe C1, car λ est de classe C1 sur B̄n qui envoie
B̄n sur Sn−1 et dont la restriction a Sn−1 est l’identité,
i.e ∀x ∈ Sn−1 alors g (x) = x ce qui absurde d’après le Théorème de non-rétraction.
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Remarque 2.1 Le Théorème de Brouwer permet de généraliser le théorème de non-rétraction
de la boule pour une fonction juste continue.

Théorème 2.5 [11]
Il n’existe pas d’application f : B̄n −→ Sn−1 continue telle que l’on ait f|Sn−1 = i d .

Preuve.
On démontre par l’absurde :

On considère f : B̄n −→ Sn−1 est une fonction continue telle que pour tout x ∈ Sn−1,
f (x) = x, alors (− f ) est une fonction continue de B̄n dans B̄n et admet un point fixe
d’après le théorème de Brouwer.
Donc ∃ x0 telle que − f (x0) = x0, comme f (x0) ∈ Sn−1, alors x0 ∈ Sn−1 et ainsi f (x0) = 0
.
Donc x0 = 0 contradiction avec le fait que ‖x0‖ = 1.

Finalement, le théorème de non rétraction continue dans la boule et le théorème de
Brouwer sont deux résultats équivalents.

On cite le théorème généralisant le théorème de Brouwer dans un convexe compact
de Rn .

Théorème 2.6 (Brouwer) [11]
Toute application continue f : K −→ K, où K est un convexe compact de Rn , admet un
point fixe.
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2.3 Théorème de Schauder

Ce théorème généralise le résultat du théorème de Brouwer pour montrer l’existence
d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de
Banach.

Théorème 2.7 ( Schauder)
Soit E un espace de Banach et K ⊂ E un sous ensemble convexe et compact. Alors toute
application continue f : K −→ K possède un point fixe.

Pour plus de détails concernant la démonstration de ce résultat, on peut consulter
[11, 28]
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Chapitre 3

Applications

L’intérêt du théorème du point fixe de Brouwer est multiple car situé au carrefour de
plusieurs disciplines ; Ses applications sont aussi nombreuses que variées, allant de la
topologie algébrique (démonstration des théorèmes de non-rétraction, de Jordan), à la
biologie mathématique, en passant par la géométrie des corps convexes, les équations
différentielles, la théorie de la commande, la théorie des jeux, la programmation non li-
néaire, la théorie de la décision, la combinatoire et l’économie [14]. L’analyse numérique
elle-même, aprés l’avoir longtemps boudé, s’y intéresse activement[13]

Dans ce chapitre, nous avons choisi deux des applications, l’une portant sur le fa-
meux théorème de Cauchy-Peano (théorie des équations différentielles) et l’autre sur le
théorème de Perron-Frobenius (algèbre linéaire), associée aux matrices strictement posi-
tives. L’une comme l’autre est démontré par le théorème de Brouwer.

1 Application 1

Théorème 3.1 (Théorème d’Arzelà-Ascoli) [23, 26]
Soit (K,d) un espace métrique compact, (E,‖.‖) un espace de Banach et A ⊂ C(K,E).

Alors A est relativement compact dans (C(K,E),‖.‖∞,K) si et seulement si les deux condi-
tions ci-dessous sont satisfaites :

1. A est équicontinu, c’est-à-dire, pour tout x ∈ K et pour tout ε > 0 il existe un
voisinage V ⊂ K de x telle que :

‖ f (x)− f (y)‖ < ε, ∀y ∈ V, ∀ f ∈ A

2. L’ensemble A est borné c’est-à-dire, il existe une constante C > 0 telle que :

A(x) = { ‖ f (x)‖ ≤ C, ∀x ∈ K et tout f ∈ A } est bor né

Théorème 3.2 (Théorème de Cauchy-Peano ) [23]
Soit I un intervalle non vide de R, U un ouvert de Rn , (t0, x0) ∈ I×U et f : I×U −→ R

une application continue. Alors le problème de Cauchy

(P1)

{
x ′(t ) = f (t , x(t ))
x(t0) = x0

(3.1)

admet au moins une solution locale.
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Pour monter ce théorème nous allons utiliser le théorème du point fixe de Brouwer.

Le lemme suivant montre que résoudre un problème de Cauchy équivaut à résoudre une
équation intégrale.

Lemme 3.1 x̄ est une solution du problème de Cauchy (P1) , sur I si et seulement si x̄ est
continue, et pour tout t ∈ I,{

(t , x(t )) ∈ I×U
x̄(t ) = x0 +

∫ t
t0

f (s, x̄(s))d s
(3.2)

Preuve.
Supposons que x̄ est une solution du problème de Cauchy (P1), alors x̄ est dérivable sur
I et vérifie : {

x̄ ′(t ) = f (t , x̄(t ))
x̄(t0) = x0

(3.3)

En intégrant les deux membres de t0 à t , on obtient pour tout t ∈ I,∫ t

t0

f (s, x̄(s))d s =
∫ t

t0

x̄ ′(t )

= x̄(t )− x̄(t0)

Ce qui donne, en remplaçant x̄(t0) par x0,

x̄(t ) = x0 +
∫ t

t0

f (s, x̄(s))d s (3.4)

Inversement : supposons que pour tout t ∈ I, x̄ vérifie,

x̄(t ) = x0 +
∫ t

t0

f (s, x̄(s))d s (3.5)

Alors, d’après le théorème fondamental d’intégration, on a x̄ est dérivable et sa dérivée
égale,

x̄ ′(t ) = f (t , x̄(t )) (3.6)

De plus on a aussi,

x̄(t0) = x0 +
∫ t0

t0

f (s, x̄(s))d s = x0 (3.7)

Ainsi on a obtenu l’équivalence dans les deux sens .

On va démontrer maintenant le théorème (3.2).

Preuve.
Soit r,M > 0 telle que :

B̄n(x0,r ) ⊂ U et J = [t0 − r

M
, t0 + r

M
] ⊂ I (3.8)

et

sup
(t ,x)∈J×B̄n (x0,r )

‖ f (t , x)‖ ≤ M (3.9)

On note alors,

A = { f : J −→ B̄n(x0,r ) M− l i pschi t zi enne avec f (t0) = x0 } (3.10)

On va chercher un point fixe pour l’opérateur T.
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T : A −→ A
x −→ Tx = x̄

1. On démontre que T est bien défini sur A.

(a) On démontre que x̄(t ) ∈ B̄n(x0,r ) :

Soit x ∈ A et t ∈ J on a,

‖x̄(t )−x0‖ = ‖
∫ t

t0

f (s, x(s))d s ‖

≤
∫ t

t0

‖ f (s, x(s)) ‖d s

≤ M|t − t0|
≤ r

Alors x̄(t ) ∈ B̄n(x0,r ).

(b) On montre maintenant que x̄(t ) est M-lipschitzienne.
Pour tout t1, t2 ∈ J on a,

‖x̄(t1) − x̄(t2) ‖ = ‖
∫ t1

t0

f (s, x(s))d s −
∫ t2

t0

f (s, x(s))d s ‖

= ‖
∫ t1

t0

f (s, x(s))d s +
∫ t0

t2

f (s, x(s))d s ‖

= ‖
∫ t1

t2

f (s, x(s))d s ‖

≤
∫ t1

t2

‖ f (s, x(s)) ‖d s

≤
∫ t1

t2

Md s

≤ M
∫ t1

t2

d s

≤ M‖t1 − t2‖

Donc,

‖x̄(t1)− x̄(t2)‖ ≤ M ‖t1 − t2‖

Comme x̄(t ) ∈ B̄n(x0,r ) et M-lipschitzienne, alors x̄(t ) ∈ A.
et donc T est bien défini de A dans A.

2. On vérifie que A est convexe.
Soient f , g ∈ A, λ ∈ [0,1], et soit t ∈ J, et on pose h(t ) = λ f (t )+ (1−λ)g (t ).

(a) On va montrer que,

h(t ) ∈ B̄n(x0,r ) (3.11)

C’est-à-dire,

‖h(t )−x0‖ ≤ r (3.12)
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on a,

‖ λ f (t )+ (1−λ)g (t )−x0 ‖ = ‖ λ( f (t )− g (t ))+ g (t )−x0 ‖
= ‖ λ f (t )−λx0 +λx0 + g (t )−x0 −λg (t ) ‖
= ‖ λ( f (t )−x0)+λ(x0 − g (t ))+ g (t )−x0 ‖
≤ λ‖ f (t )−x0 ‖+λ‖ x0 − g (t ) ‖+‖ g (t )−x0 ‖

≤ λ
r

4
+λr

4
+ r

2
= λ

r

2
+ r

2

≤ r

2
+ r

2
= r

Donc,

‖ λ f (t )+ (1−λ)g (t )−x0 ‖ ≤ r

(b) On va montrer que h(t ) est M-lipschitzienne.
C’est-à-dire on va montrer que ∀t1, t2 ∈ J,

‖ h(t1)−h(t2) ‖ ≤ M‖ t1 − t2 ‖ (3.13)

on a,

‖ h(t1)−h(t2) ‖ = ‖ λ f (t1)+ (1−λ)g (t1)−λ f (t2)− (1−λ)g (t2) ‖
= ‖ λ( f (t1)− f (t2))+ (1−λ)(g (t1)− g (t2)) ‖
≤ |λ|‖ f (t1)− f (t2) ‖+|(1−λ)|‖ g (t1)− g (t2) ‖
≤ λM‖ t1 − t2 ‖+ (1−λ)M‖ t1 − t2 ‖ = M‖ t1 − t2 ‖

Car f , g ∈ A
Alors h(t ) est M-lipschitzienne.
De plus on a aussi,

h(t0) = λ f (t0)+ (1−λ)g (t0) = x0 (3.14)

Donc comme h(t ) ∈ B̄n(x0,r ) et est M-lipschitzienne, alors A est convexe.

3. D’après le théorème d’Ascoli on déduit que A est compact.

4. Il reste donc à monter que T est continu.
Soit x, y ∈ A et ε> 0.
Puisque f est uniformément continue sur J× B̄n(x0,r ), il existe η> 0 telle que,

‖x − y‖ < δ =⇒ ‖ f (t , x(t ))− f (t , y(t )) ‖ ≤ ε

L
(3.15)

On en déduit que si ‖x − y‖ ≤ δ on a alors,

‖x̄(t )− ȳ(t )‖ ≤
∫ t

t0

‖ f (s, x(s))− f (s, y(s)) ‖d s (3.16)
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Si on pose L = r
M et on a |t − t0| ≤ r

M = L
Alors,

‖x̄(t )− ȳ(t )‖ ≤
∫ t

t0

‖ f (s, x(s))− f (s, y(s)) ‖d s

≤ |t − t0| ε
L

< L
ε

L< ε

D’où T est continu.

Alors le théorème du point fixe de Brouwer dans un convexe compact assure l’exis-
tence d’un point fixe de T.
Par conséquent, le problème à valeur initiale (3.1) possède au moins une solution .

2 Application 2

Le théorème de Perron-Frobenius donne des renseignements sur la plus grande va-
leur propre et l’espace propre associé. C’est souvent une information très importante en
pratique. Par exemple pour les systèmes dynamiques xn+1 = Axn +b. Il a d’importantes
applications en probabilités (chaines de Markov) et en théorie des graphes. Une belle et
récente application est l’algorithme PageRank avec lequel Google classe les pages web.

Définition 3.1 Une matrice A = (ai , j )i , j =1,...,n ∈ Mn(R) est dite :

• positive si ∀i , j , ai j ≥ 0, on note A ≥ 0.

• strictement positive si ∀i , j , ai j > 0, on note A > 0.

Proposition 3.1 Soit A une matrice de Mn(R). Pour tout vecteur x de Rn , on a l’inégalité :

|Ax| ≤ |A||x| (3.17)

Théorème 3.3 (Théorème de Perron-Frobenius)[8, 16]
Soit A ∈ Mn(R) une matrice strictement positive (à coefficients > 0) alors A admet

au moins une valeur propre strictement positive associée a un vecteur propre strictement
positif .

Preuve.
Soit λ une valeur propre et V un vecteur propre associé de norme ‖V‖ = 1 alors,

|λV| = |AV| ≤ |A||V| ≤ A|V| (3.18)

telle que |X| désigne le vecteur dont les coordonnées sont les valeurs absolues des coor-
données de X
Soit,

S = { X ∈Rn ; X ≥ 0, ‖X‖1 ≤ 1, λX ≤ AX } (3.19)

un convexe (comme intersection de convexes) compact ( fermé , borné), S est non vide .
Pour tout X ∈ S, on considére l’application :

f : S −→ S
X → f (X) = AX

‖AX‖1
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La fonction f est bien definie et continue.
Donc, le théorème de point fixe de Brouwer implique qu’il existe Y ∈ S vérifiant f (Y) = Y
C’est-à-dire :

f (Y) = Y =
AY

‖AY‖1
(3.20)

ie. AY = ‖AY‖1Y. Comme Y ∈ S, on a :

λY ≤ AY = ‖AY‖1Y (3.21)

mais Y ≥ 0 donc λ ≤ ‖AY‖1 =⇒ λ = ‖AY‖1 > 0.
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Conclusion

Le théorème du point fixe de Brouwer est l’un des théorèmes-clef caractérisant la
topologie d’un espace euclidien. C’est un résultat non trivial, sauf dans le cas n = 1 où il
se montre très simplement. Il en existe plusieurs démonstrations dans le cas général, fai-
sant toutes appel à des notions plus ou moins élémentaires. Ce théorème est généralisé
en 1930 aux espaces de Banach par Schauder.

Dans ce mémoire, nous avons donné une preuve basée sur le théorème de non ré-
traction de classe C1 (résultat obtenu en 1931 par Karel Borsuk) et on a choisi deux de ces
applications à savoir le théorème de Cauchy-Peano et le théorème de Perron-Frobenius,
pour les exposer sachant que l’on ne peut pas décrire de manière exhaustive toutes ses
applications ( par exemple en théorie du contrôle, en théorie des jeux, en économie,. . . ).
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