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det(A)
Vol(B)
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.1l

[.|

Il lloo, &
B"(x,r)
B"(x,71)
S™l(x,r)
CEF
AC

V(x)
(x)

fia

des petits parametres positifs.
Lensenble vide.

Corps des naturels.

Corps des réels.

Corps des réels positifs.

Lespace Euclidien de dimension n.
ensemble image d'un fonction f.
Lorthogonale de E.

ensemble des matrice n x n a coefficients réels .
Corps des complexe.

R ou C.

La classe des fonctions k fois dérivable .
suprémum de la fonction f.
Intersection .

Réunion .

gradient de f en point a

Déterminent de la matrice A.

Volume de la boule B.

Produit scalaire.

La norme sur ensemble E.

Valeur absolue.

La norme sup sur k

La boule ouverte de centre x et derayon r dans R”.
La boule fermée de de centre x et de rayon r dans R”.

La sphere de de centre x etderayon r dans R”".
Lensemble des fonctions continues de E dans F.
Complémentaire de A.
Voisinage de x.

Lensemble des voisinage de x.
Larestrictionde f sur A.
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Introduction

Les théoremes du point fixe sont d'une importance capitale en mathématiques, ot
leur application directe est rencontrée dans la résolution du probleme d’existence et d' uni-
cité des solutions des équations différentielles. Ces théoremes énoncent que si une fonc-
tion continue f vérifie certaines propriétés, alors il existe un point xy tel que f(xp) = xo.

Le plus connu est celui du théoréme de Banach(1922)[1, 22, 23],appelé aussi théoréme
de I'application contractante qui dit qu'une contraction d'un espace métrique complet
dans lui-méme admet un point fixe unique.

Il'y a aussi les théoremes du point fixe avec des conditions plus faibles que celles du
théoreme de Banach, parmi eux le théoréme de point fixe de Brouwer qui sous sa forme la
plus simple, exige uniquement la continuité de I'application d'un intervalle fermé borné
dans lui-méme et de fagon plus générale, ’application continue doit étre définie dans un
convexe compact d'un espace euclidien dans lui-méme. Historiquement, en 1886, Henri
Poincaré démontre un résultat équivalent au théoreme du point fixe de Brouwer. L'énoncé
exact est prouvé pour la dimension trois par Piers Bohl pour la premiére fois en 1904, puis
par Jacques Hadamard dans le cas général en 1910. le mathématicien Luitzen Egbertus
Jan Brouwer remarquait, en mélangeant son café au lait, que le point central de la surface
du liquide, au milieu du tourbillon créé par le mouvement rotatoire de la cuillere, restait
immobile. Il examina le probléme de cette facon : A tout moment, il y a un point de la sur-
face qui n’est pas changé de place alors il propose une nouvelle démonstration en 1912
(10, 11]. Le théoreme du point fixe de Schauder établi en 1930, est une généralisation de
ce théoreme et affirme qu’'une application continue sur un convexe compact admet un
point fixe, qui n’est pas nécessairement unique.

Si, parmi les centaines de théorémes de point fixe, celui de Brouwer est particulie-
rement célebre, c’est en partie parce qu’il est utilisé dans de nombreuses branches ma-
thématiques : géométrie différentielle , topologie; Il apparait méme dans des branches
plus inattendues, comme la théorie des jeux, ou John Nash 'utilise pour montrer 1’'exis-
tence d'un équilibre pour un jeu de n personnes avec stratégies mixtes[7], et comme les
sciences économiques plus précisément dans les modele de marché concurrentiel [14]

Ce mémoire est consacré a la démonstration du théoreme du point fixe de Brouwer
en dimension 7 et a ses applications. on se base essentiellement sur [10, 11, 14, 25] qui
utilisent le théoréme de non rétraction. Pour plus détails, le lecteur pourra consulter les
travaux cités dans la bibliographie.

Ce travail est composé de trois chapitres, d'une conclusion et d'une bibliographie et
est organisé comme suit :



Introduction

* Le premier chapitre porte sur les préliminaires ot on rappelle des définitions et des
théoremes nécessaires pour le développement de notre travail.

* Le deuxieme chapitre est consacré a la présentation du résultat principal de ce mé-
moire le théoréme du point fixe de Brouwer et démonstration en passant par la
démonstration du théoréme de non rétraction de classe C'.

Théoreéme 0.1 (Théoreme non-rétraction de classe C' ) [11]

Il wexiste pas d’application f : B" — S"! de classe C' telle-que pour tout
xeS™ flx) = x.

* Le troisieme chapitre concerne les applications du théoreme de Brouwer dans la
résolution des équations différentielles et en algebre linéaire :

1. Résolution du probleme de Cauchy Peano donné par :

{ x'(1) = f(t,x(1)

x(t) = xp

avec (fg,x9) €IxU et f : IxU — R”" une application continue, ot I un
intervalle non vide de R, U un ouvert de R".

2. Nous allons citer le théoréme de Perron-Frobenius .



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons quelques définitions et résultats préliminaires ainsi
que certains théorémes d’analyse pour une meilleure présentation des démonstrations
des résultats de notre travail. Nous nous sommes basés sur les documents suivants.[1, 6,
9, 17]

1 Espaces métriques

Définition 1.1 Une distance (métrique) sur un ensemble E est une application
d:E x E — Ry vérifiant:

1. Vx,yeE: d(x,y) =0 x=y (séparation). (a)
2. Vx,yeE: d(x,y) = d(y,x) (symétrie). (b)
3. Vx,y,z€E: d(x,,z) < dx,y)+d(y,z) (inégalité triangulaire). (c)

Dans ce cas, on dit que (E,d) est un espace métrique et on appelle d(x,y) la distance
entre x et y.

Exemple 1.1 Soit d une application définie par :

d: RxR — R,
x,y) — dxy = x>-y|

* Montrons que d est une distance sur R.

1. Soient x,yeR, d(x,y) =0 < x=y ?

dx,y) =0 < |x3—y3|:0
= -y =
— =y
= x=y
2. Soient x,yeR, d(x,y) = d(y,x) ?

dx,y) = 1x*-y°
= 1y’ =%
= d(y,x)
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3. Soient x,y,z€R, d(x,,z) < dx,y)+d(y,z) ?

3

d(x,2z) 1x% - 23

|x3—y3+y3—z3|
|x3_y3|+|y3_z3|
dx,y) + d(y,2)

IA

IA

Proposition 1.1 Unedistance d sur un ensemble E vérifie :
1) Vx,yeE, d(x,y) =0
2) La deuxieme inégalité triangulaire .

Vx,y,z€E, |d(x,y)-d(x,2)| < d(y,z) (1.1)
Preuve.
1) En utilisant successivement (a) et (b), on obtient pour x, y€E.
0=d(xx) <dxy+dyx) =2d(x,y)
2) En utilisant (c) on obtient pour x,y,z€E,
d(x,z)—d(x,y) < d(y,2)
Par symétrie et en utilisant (b) on obtient,
dx,y)—d(x,z) < d(z,y) = d(y,2)

On déduit alors,
ld(x,2) —d(x,y)| < d(y,2)

Exemple 1.2 Pour x,y €R, l'application

d: RxR — R,
(x,y) = dx,y) =lx-yl

définit une distance, appelée distance usuelle sur R.

Exemple 1.3 Soit E unensembleet d : R x R— R, une application définie par :

0, si x=y

dtxy) :{ 1, si x#y

est une distance appelée discrete, le couple (E,d) est appelé espace métrique discret .

Définition 1.2 Sur l'espace R", on définit plusieurs distances faisant intervenir
les distances entre les composantes.
Soient x = (x1,---,x,) et y = (y1,--,¥n) € R", on définit,

n
di(x,y) = Y lyi—xil
i-1
1 3
dy(x,y) = (Z|yi—xi|2)
i-1
deo(x,y) = max|y; —x;l

1

IA

isn

8
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2 Espaces normés

Définition 1.3 Soit E un K espace vectoriel, une norme d'espace vectoriel réel est une

application notée ||.| : E — Ry qui vérifie les axiomes suivants :
1. x| =0<<= x=0 ( séparation).
2. VxeE, VAeR || Ax]|| = |Allx].

3. Vx,yeE: llx+yl < lxll+lyll (inégalité triangulaire).
On appelle espace vectoriel normé le couple (E, || .|l) ot E est un espace vectoriel sur R

et ||.|| estunenormesur E.

La proposition suivante précise en quel sens les espaces vectoriels normés sont des
espaces métriques.

Proposition 1.2 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé. la distance associée a la norme est
lapplication :

d : ExE— R,
(x, ) — lx-yl
Preuve.
e Pour (x,) €E?,d(x,y) =0 =>x-y[| =0=> (x—y=0) = (x=y)
* Pour (x,y) €E*,d(y,x) = ly—xll = - (x=yI = [-Ulx—yl = lx-yl

e Pour (x,y,2) €E®,d(x,2) = |x—z| = lx-»+@-2)| < lx—yl+ly—zl =
d(x,y)+d(y,z)

Définition 1.4 On définit les normes || x|y, | x|l2 et || xllo pourtout x = (x1,--+,x,) € R"
par,

Ixh = Dl Dl
Ixlz = \laR 4+l
[xllo = max{lxi[+---+|xnl}

l<i<n
Proposition 1.3 Sur R” les trois normes | x|, | xll2 et || xllo Sont équivalentes.
Preuve. On va démontrer que Vx € R”,
[Xlloo = llxll2 = llxllh = nlixlloo
1. On montre que [|x[lco = llx]l2.

max {[xy|+---+ [xp|}
1<i<n

1% lloo

= |xj| (oujesttel que |xj|=Ixlc)

VK + -+ 5l = J1xl2

IA
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2. On montre que |x|l2 = [llxl;.

x5 (X1)% + -+ (x)?

2
= |xl3

IA

2 2 2
X117+ 12l +2 ) Ixillxgl = (xal+--+1x,0)
1<i<j<n

2
= |xl3

IA

2
11y

Donc |xll2 < llxll;.

3. On montre que |x|l; < 7||X|co-
lxllh = [x1[+--+[xpl

< nmax{|xi|+-+[x,l} = nllxloo
1<i=<n

Alors,

A

[xlloo = lIxll2 = llxlh = nlxlleo

3 Notions de Topologie

3.1 espaces topologiques

Définition 1.5 On appelle espace topologique un couple (E,t) ou E est un ensemble
et T est une famille de parties E, appelées ouverts, vérifiant :

1. E et @ estappartienta T.

2. Lintersection fini d'éléments de t appartienta .

V(0;);

isin €T Nn B;et

i€{l,...,n}
3. Touteréunion quelconque d'éléments de 1 appartienta T .
V(0;)jer €T, l-%e" eT, IcN
Exemple 1.4 Soit E = {a,b,c,d}.
1. vy = {{9},{E}{a},{b}{c} {a,c} } ne définit pas une topologie sur E car,
{aleT1y et {bleT
mais,
{ayuib} = {a,b} ¢ 1,
2. 12 = {{®},{E},{a,c,d},{b,c,d}} nedéfinit pas une topologie sur E car,
{a,c,d} €15 et {b,c,d}ET>
mais,
{a,c,d}n{b,c,d} = {c,d} ¢ T2
3. 13 = {{®},{E}{d}{a,d}} définit une topologie sur E.

10



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

3.2 Topologie des espaces métriques
Les boules

Définition 1.6 Soit (E, d) un espace métrique. pour x € E et r >0, on définit :

1. La boule ouverte de centre x etrayon r :

B(x,r) = {y€E, d(xy <r}
2. La boule fermée de centre x etrayon r:

B(x,r) = {y€E, d(xy) <r}
3. La sphere de centre x etrayon r :

ri.

Sx,r) ={yeE, d(x,y)

Définition 1.7 On appelle boule unité d’'un espace normé la boule de centre 0 et de rayon
1.

Exemple 1.5 Dans R munide la distance usuelle d(x,y) = |x—y| ona,
B(1,1) =10,2]
B(1,1) = [0,2]

Exemple 1.6 Dans R?, les boules ouvertes (resp. fermées) de centre 0 et de rayon r pour
les distances d,, d, et d» sont représenteés par la figure 1 :

Ay Ay Ay
r ¥ ¥
x x 0 X
= 5 - — 5 - — _—
- —r —r
doo d1 d2
FIGURE 1

Ouverts - fermés

Définition 1.8 Soit (E, d) un espace métrique.

* On dit qu'une partie A de E est ouverte dans (E,d) si pour tout x € A, il existe
r>0 telle que,
B(x,r)cA

* Onditqu'une partie A de E est fermé dans (E,d) sison complémentaire est ouvert.

11
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Proposition 1.4 Une boule ouverte sur un espace métrique est un ouvert.

Preuve.
Soit B(a,r) une boule de centre a et de rayon r > 0 dans un espace métrique (E,d)
Soit xe€B(a,r), donc,
dla,x) < r = r—d(a,x) > 0.

On pose,
r—d(a,x)
_— >

2

et on montre que B(x,p,) < B(a,r) pour cela:
Soit y € B(x,px) ona,

0

Px

dla,y) = d(a,x)+d(x,y)
< d(a,x)+px
< d(a,x)+#
r+d(a,x)
< A ——
2
r+r
< — =7
2

Donc VyeB(x,pyx) ona,d(a,y) < r. ondéduitalors yeB(a,r). m

Cas particulier : 'espace métrique (R, |.|)

Définition 1.9 Soit A < R.

e Ondit A estun ouvert de R si A est vide ou s’il contient un intervalle ouvert
contenant x.i.e:

c A=¢g.
ou

* VxeR, 31, intervalle ouvert telle que x €1, CA.

e Soit A unouvertde R son complémentaire A° est dite fermé de R.

Exemple 1.7
* Tous les intervalles de R de la forme la, b| sont des ouverts.

* les intervalles de la forme [a, b] sont fermés.

Exemple 1.8

* [a,b] estfermé car,
[a,b] = Cr(]—o00,alU]a,+oo[)
Remarque 1.1

» Ilexiste des parties de E qui sont a la fois ouvertes et fermées, comme par exemple
@ et E.

» En général, il existe également des parties qui ne sont ni ouvertes ni fermées. C'est le
casde [0,1] dans R muni de sa valeur absolue.

12
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Voisinages

Définition 1.10 Soit (E,d) un espace métriqueet x € E, V une partie de E.
On dit que V est voisinage de x si il existe une boule ouverte B(x,r) telle que,

xeBx,r)cV

Exemple 1.9
e Soit x =1, V = [0,3[ alors,

31=10,2[ et 1elcV
Alors lUintervalle 10,3[ est un voisinage de 1 dans (R, |.).

e [0,+00[ estun voisinagede5.

Remarque 1.2
* Unpoint x € E admet plusieurs voisinages.

» Lensemble des voisinage de x est noté 9(x) eton écrit:

Ved(x) & Vestvoisinagede x
» Toute boule ouverte est un voisinages de tous ses points.

Remarque 1.3

La topologie des espaces normés en ce qui concerne boules ouverts fermés et voisinages
est la méme que celle des espaces métriques en remplacant les distances par les normes dans
les définitions par exemple : la boule ouverte de centre a€ R et de rayon r positif dans un
espace normé E estdonnée par B(a,r) = {yeE, |x—yll <r}

3.3 Lessuites
Les suites dans un espace métrique

Définition 1.11 Soit (E, d) un espace métrique.
On dit qu'une suite (x,)en de points de E converge vers un point x de E si et seulement
Si:

Ve>0,3INeN, tel queVneN, n=N = d(x,,x) <€

Définition 1.12 On dit que la suite (x,),en de nombres réels converge vers la limite { € R
quand n tend vers l'infini, si et seulement si :

Ve>0,INeN, tel queVneN, n=N = |x, - (| < €
Remarque 1.4 Sion travaille dans R, c’est-a-dire x, € R et { € R, la condition :
|x, —f) < €

est équivalente a :
l—e < x, < /l+e

ou encore :
X, €1l—¢l+e€]

13
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Proposition 1.5 Une sous-suite extraite d’'une suite convergente est encore convergente, et
converge vers la méme limite.

Proposition 1.6 Une partie ¥ d'un espace métrique (E, d) est fermée si et seulement si
toute suite (x,) de F est telle que:

X, — Xx alors x€F

Remarque 1.5 Les parties fermées d’'un espace métrique sont celles qui contiennent les
limites de leurs suites convergentes.

Les suites dans un espace normé

Définition 1.13 Soit (E, |.|) un espace normé.
On dit qu'une suite (x,)nen dans E converge vers ( € E si:

Ve>0,dngeN, tel queVneN, n=ny = |lx,— /|| < ¢

eton écrit,
lim x, =/
n—+oo

Définition 1.14 Soit (E,|.|) un espace normé.
Une suite (xp)nen est dite suite de Cauchy dans E si:

Ve>0, d3ngeN tel queVn, meN, n=nyg, m=ny, = ||x,—xnll <€
Proposition 1.7 Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Preuve.
Soit (x;)nen UnNe suite convergente vers une limite 7, alorson a:

Ve>0,INeN/Vn=N, |x,—/| <€
Par suite,
Vn=N, Vm=N, |x,—xpll < X, =Ll + £ —xpnll < 2€

Définition 1.15 Soit (E, ||.||) un espace normé.
On dit que E est un espace complet si, et seulement si, toute suite de Cauchy dans E
converge dans E.

Exemple 1.10
» Lespace R muni de la norme euclidienne est complet.

e Lespace R" est complet pour tout n .
Définition 1.16 On dit q'un espace vectoriel normé est un espace de Banach sil est complet.
Exemple 1.11 Lesespaces (R, |.]) et (R",||.|) sont des espaces de Banach.

14



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

3.4 Continuité
Continuité dans un espace métrique
Soit (E,d) et (Ed;) deux espaces métriqueet f : E — F une application.

Définition 1.17 On dit que f est continue en un point xy € E si pour tout V voisinage
de f(xg) dans F, il existe U voisinage de xy dans E telle que f(U)cV

Définition 1.18 On dit que f est continue sur E si,
VxeE, Ve>0,36>0tellequeVyeE d(x,y)<d = di(f(x),f()) <e (1.2)

Définition 1.19 Soit (E,d) est un espace métrique.
Une partie A de E est bornée s'il existe ac€ E et r >0, telle que,

dlax) <r,VxeA (1.3)
C'est-a-dire la partie A est incluse dans la boule.

Exemple 1.12
e Unefonction f : 1 — R estbornéesi f(I) est minoré et majoré.

e laspherede R" est bornée.

Cas particulier : continuité sur R

Définition 1.20 Soit I un intervallede R et f : I — R une fonction.
On dit que f est continue sur 1 si,

Vxel,Ve>0, 30>0tel que Vyel, |[x—y|<d = |f(x)- f(y)I <€ (1.4)

Définition 1.21 Soit 1 un intervallede R et f : | — R une fonction.
On dit que f est uniformément continue sur 1 si,

Ve>0, 30>0tel que Vx,y, |x—y|<d = |f(x)-f(y)l<e (1.5)

Continuité dans un espace vectoriel normé

Définition 1.22 Soit (E, |.l) un espace normé.
Ondit que [ estcontinue sur E si,

VxeE,Ve>0, 30¢x >0 tel queVy€eE |[x—yll<d = I f(x)-f<e (1.6)

Définition 1.23 Soit (E, |.l) un espace normé.
On ditque f est uniformément continue sur E si,

Ve>0, 36 >0 tel queVx,y€E [x—yll<0 = |f(x)—f(MI<e 1.7)

Proposition 1.8 Si une application f est uniformément continue sur E alors f est conti-
nue sur E. la réciproque est fausse.

Exemple 1.13 La fonction constante d’'un espace vectoriel normé dans un autre est conti-
nue.
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3.5 Convexité-Compacité-Connexité

Définition 1.24 (ensemble convexe)

Soit E est un espace vectoriel réel. on dit que K < E est un ensemble convexe si :
V(x,y) €K% VA€[0,1], Ax+(1-ANyeK (1.8)

Définition 1.25 Une fonction f : 1— R est dite convexe lorsque :

Vxyel YA€ [01], fOAx+1-Ny) < Af@x)+A-Nfy)

Exemple 1.14
* les boules d’'un espace vectoriel normé sont des parties convexes.

* les parties convexes de R sont les intervalles.

Définition 1.26 Soit (X, T) un espace topologique.
Un recouvrement ouvert d’'une partie A de X est une famille (0;);c1 d’ouverts vérifiant :

Ac 'Ulei’ IcN quelconque. (1.9)
1€

Définition 1.27 (ensemble compact)
Soit (E,d) espace métrique .

* Onditque (E,d) estun espace compact si et seulement si de tout recouvrement de
E par des ouverts de E, on peut en extraire un sous-recouvrement fini. En d’'autres
termes, si E = U0; oitles 0; sontdesouverts, il existe ] fini,] c1 telleque E = U0;

i€l i€]

* Unepartie A de E est compacte si et seulement si de tout recouvrement ouvert de A
par des ouverts de E, on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Définition 1.28 Soit (E,|.||) espace normé.
Une partie A de E est dite compacte si et seulement si de toute suite d’éléments de A on
peut extraire une sous suite convergente dans A.

Exemple 1.15 Les parties fermées bornées de R sont des compacts.

Définition 1.29 (Convexe compact)
On dit qu'une partie K est convexe compact d’'un espace vectoriel E si, munie d’'une dis-
tance d : KxK — R vérifie:

d(txi+ (1 —=Dxo, ty1+ 1=y < td(x1,y1)+ 1 - 1)d(xo,Yo0)

Pour tous xo,x1,y0 ety dans K, et pour tout t € [0,1], et tel que l'espace métrique (K, d)
est compact.

Définition 1.30 Soit (E,d) un espace métrique.
On dit que (E,d) est un espace connexe si et seulement si les seules parties de E a la fois
ouvertes et fermées sont l'ensemble vide @ et E.

Remarque 1.6 Une définition équivalente de la connexité deE est la suivante :
E est connexe si et seulement si E=AUB, avec ANB=9, A et B sont les deux ouverts de E,
alors soit A=¢ ou B=¢.
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Définition 1.31 Soit (E,d) un espace métrique et A une partie de E , on munit A de
la distance induite da. On dit que A est une partie connexe si et seulement si l'espace
métrique (A, dp) est connexe. Classiquement, nous considérons l'ensemble vide comme
étant connexe.

Exemple 1.16
e R" estconnexe.
e Tout intervalle de R est connexe.

» Toute boule ouverte (fermée) de R est connexe.

4 Théoremes de base

Théoreme 1.1 (d’approximation de weierstrass )[1]
Si f : [a,b] — R est une fonction continue, alors pour tout € >0, il existe une fonction
polynomiale P telle que :

sup |f(x)-Px)| <€ (1.10)

x€la,b]

Théoréme 1.2 (Théoreme des accroissements finis sur R)[1]
Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b], a valeurs dans R, dérivable sur 1a, b|.
alors il existe c €]a,b| telle que:

f)-f@ = f'(ob-a (1.11)

Théoreme 1.3 (Théoreme des valeurs intermédiaires)[1]

Soit 1 = [a,b] unintervallede R, et f : | — R une application continue.
si a<b sontdans 1, etsi f(a)x f(b) < 0,

Alors il existe au moins un point c€la,b| telque f(c) = 0. (figure 3)

f(b)>0

fla)<oO

FIGURE 3
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5 Théoreme d’inversion locale

On s’est basé sur les résultats trouvés dans [3, 17]

Définition 1.32 (Difféomorphismes)
SoientE et F des espaces vectoriels normés, U c E et V c F des ouverts.
Une application f : U — V estappelé un CF- difféomorphisme si et seulement si :

 f estdeclasse C*.
e f estbijective.

o ! estdeclasse CF.

Définition 1.33 (Difféomorphisme local)

e Soient E et F des espaces vectoriels normés, U c E un ouvert.
Lapplication f : U — F est un difféomorphisme local en a si et seulement
s'il existe un voisinage ouvert V de a et un voisinage W de b = f(a) telle que,
f V. — W soit un difféomorphisme.

* f estundifféomorphisme local si et seulement si c’est un difféomorphisme local en
a pourtout a de U.

Théoreme 1.4 (Théoreme Inversion locale )

Soit E et F des espaces vectoriels, U c E un ouvertet f : U — F une application de
classe Cl. S'il existe a€ U telle que la différentielle Df(a) est inversible, alors il existe des
voisinages V de a et W de f(a) telleque f : V — W est un difféomorphisme.

Définition 1.34 (application ouverte)

Soit f: (X,dx) — (Y,dy). On dit que [ est une application ouverte si l'image directe de
tout ouvertde X est un ouvertdans Y. c’estadiresi U <X estouvertalors, f(U) est ouvert
dans'Y.

Proposition 1.9 Soient E et F des espaces vectoriels normés, U c E un ouvert.

Si f : U — F estun difféomorphisme local, alors f est une application ouverte.

Preuve.

Soit Vc U un ouvert et prenons a € V. Nous allons montrer que f(a) admet un
voisinage contenu dans f (V). Cela découle du théoreme d’inversion locale qui implique
I'existence d'un voisinage ouvert W de a tel que f:W — f(W) est un difféomor-
phisme; notons g: f(W) — W son inverse qui est donc continue. Du coup, VNW est un
ouvert non vide, et f(VNW)= g_1 (VN'W) estouvert par la continuité de g. m

Théoreme 1.5 (Théoreme d’inversion globale)

Soit U un ouvertde Eet f : U — F une fonction de classe C' et injective. Si pour tout
a€U,Df(a) est inversible alors f(U) un ouvertde F et f est un C'-difféomorphisme de
U sur f(U).
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6 Rappels d’algebre

Définition 1.35 Soient X et E deux ensembles et f une application de X dans E.
Pour tout sous-ensemble A de X, on appelle image de A par f, et on note f(A), le
sous-ensemble de E défini par :

fA) ={f(x), xeA} (1.12)

Exemple 1.17 Soit

fR—-R
x) — f(x) = x*

Alors l'image de lUintervalle [1,2] par la fonction f est:
fUL2) = [1,4]

Définition 1.36 Soit f : E — F uneapplication, ot E et F sont des parties de R.

* f est injective sitout élément de F admet au plus un antécédent par f dans E.
Autrement dit :
Vx,x€E, f(x1) = f(x2) = x1 = x2

* f est surjective si tout élément de F admet au moins un antécédent par f dans E.

Autrement dit :
VyeE 3xeE, y=f(x)

* [ est bijective si tout élément de F admet exactement un antécédent par f dans
E, cela équivaut a,
VyeE Jlxe€E, y= f(x)

Exemple 1.18
|5UE|EETIDI'~I| | INJECTION | | BIJECTION |
E—— E—f—~F E—f—~F
T, s .
e 'fa—;ra'.:ﬂl:>|<:}
| O} | -D—-—J-E _I | o—— =D

Exemple 1.19 (Interprétation graphique)
Soit f : 1 — ] est une fonction.

* (f injective) < toute droite d'équation y = k avec k €] coupe la courbe repré-
sentative de f en au plus un point.

* (f surjective) < toute droite d’équation y = k avec k €] coupe la courbe
représentative de f en au moins un point (1 ou plusieurs).

* (f bijective) < toute droite d’équation y = k avec k €] coupe la courbe
représentative de f en un unique point.
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Voici le graphe d’'une fonction injective (a gauche), et fonction surjective (a droite).

Y

Y

vV
-

7 Matrice Jacobienne et Différentielle

Toute application f d'unouvert {2 c R" dans R" est caractérisée par ses p fonc-
tions coordonnées f; (relativement. aux bases canoniques ), telles que :

Vxe2: f(0) = (i), .., fr(x)

Exemple 1.20 Considérons l'application f : R> — R® définie par :
fy) = &P =y*, xy, x+y)

Relativement a la base canonique, f a trois applications coordonnées :

filx,y) — x*-y°

flx,y) — xy
fslx,y) — x+y

Définition 1.37 Si les coordonnées de f admettent des dérivées partielles au point a, la
matrice a p ligneset n colonnes défine par :

ia = (L)

Ox;j Ji=ll.phj=(1.n)

est appellée la matrice jacobienne de f au point a.

Exemple 1.21 Lapplication f : (x,y) — (x*—y?, 2xy) a pour matrice Jacobienne au
point (x,y) :

2x —Zy)

Ve = (Zy 2x

20



CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

Définition 1.38 Si n=p ledéterminant de la matrice jacobiennede f en a est appelé le
Jacobien de la fonction f au point a.

Exemple 1.22 Lapplication f : (x,y) — (x>—y?, 2xy) a pour la matrice Jacobienne au
point (x,Y)

2x =2y
2y 2x

' = 4(x? +y2)

Définition 1.39 Lapplication linéaire Df, dont la matrice relativement aux bases cano-
niques est ] f, est appelée la différentielle de f au point a.

Exemple 1.23 Lapplication f : (x,y) — (x*>—y?, 2xy) a pour Jacobien au point (1,1) :
2 =2
Jfay = ( 9 9 )

Donc la différentielle sera :

dfy : (hk) — 2h—-2k, 2h+2k)
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Chapitre 2

Théoreme de Point fixe de Brouwer

Dans ce chapitre, nous présentons quelques résultats sur le théoreme du point fixe
qui joue un role important dans les résultats d’existence et d'unicité des solutions des
équations différentielles.

On commencera par le plus simple et le plus connu d’entre eux a savoir le théoréeme
du point fixe de Banach pour les applications contractantes. On établira ensuite le théo-
reme du point fixe de Brouwer (valable en dimension finie), et on termine ce chapitre par
la donnée des généralisations du théoréme de Brouwer.

On a essentiellement travaillé avec([10, 11, 14, 20, 22, 23, 28]

1 Théoreme de Point fixe de Banach

Ce théoreme est dit principe de I'application contractante, il est la base de la théorie
du point fixe. Ce principe garantit I'existence d’'un unique point fixe pour toute applica-
tion contractante d'un espace métrique complet dans lui-méme. Il donne aussi un cri-
tere général dans les espaces métriques complets pour assurer que le procédé d’itération
d’une fonction tend vers un point fixe.

Définition 2.1 Soit (E,||l) un espace vectoriel normé, une application f : E — E est
dite k-lipschitzienne s'il existe une constante positive k=0 telle que :

Ifx)=—fI < kllx—yl, pourtout x,ycE. (2.1)

k est dite constante de Lipschitz.

Définition 2.2 Lapplication lipschitzienne [ est appelée:
* non expansivesi k < 1.

e contractionsi k < 1.

Proposition 2.1 Toute application lipschitzienne est uniformément continue. la réciproque
est fausse.

Preuve. Soit (E,|.||) espace normé etsoit f une application lipschitzienne sur E, alors :
il existe k€ Ry, telleque Vx,yeEona:

1fG)—=fI = kllx—yl
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Pour montrer que f est uniformément continue, on considere deux cas :
Premier cas: k > 0. Soit € >0, comme :

If(x)=fWI < kllx—yl
alors [|f(x)— f(p)Il < € estvérifiée desque kllx—y|l < €
c’est-a-dire : .

— < —
lx—yll < 2
doncil existe a = 7 tellequesi |x—y| < «, ona:

If ) =fl < e

donc f estuniformément continue.

Deuxiémecas: k = 0 (évident).

Vx,yeE, [If(x)—f(y) =0 cequiestéquavalenta Ve>O0, || f(x)—f()I <e
]

Exemple 2.1 soit I = [0,+oco[ et f(x) = XL

x+2
Alorson a,
| fX)—f(y) | = (x+1)(3(/x++2)2)—((3;+2)1)(x+2)
X-y Y

NG

< I;”;HX—_)H
x+2 y+2

< Sxylx-yl
2 2
1

= J1x-vl

1
la fonction fest contractante sur [0,+oo[ avec K = 1

Définition 2.3 Soit (E,d) un espace métrique, et f : E — E une application,
Ondit que [ admet un point fixe s'il existe x € E telle que f(x) = x.

Théoreme 2.1 (Théoreme du point fixe de Banach (1922)) [22, 23]
Soit (E,d) un espace métrique complet et soit l'application f : E — E une contraction
alors:

1. fadmet un unique point fixe x € E

2. pour tout point initiale x, € E, la suite itérée définie par :
Xp€E
Xn+1=f(xy)  converge vers le point fixe x avec f(x) = x
VneN

Preuve.
On montre d’abord l'unicité d'un point fixe, puis son existence.
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1. Unicité: Supposons qu’il existe x, y € E telque x = f(x) et y = f(y).
Alorsona,

d(f(x), f(y) =d(x,y) 2.2)

Comme f estcontractante alors: 3K €]0,1[ telle que,

a(f(x), f(y)) = Kdx,y) (2.3)

Donc,
dx,y) < Kd(x,y) (2.4

= (1-Kdx,y) <0
= d(x,y) =0

== X=Y)

2. Existence: Lexistence du point fixe résulte de l'iitération de f a partir d'un point
arbitraire xo € E : on pose x,+1 = f(x,) et on montre que la suite (x,) converge
dans espace métrique, en vérifiant qu’elle est de Cauchy.

Soit xp un point initial quelconque et (x,) la suite itérée associée.
On a,

d(xp, Xp+1) = d(f(xp-1), f(xp)) < Kd(xp-1,xp) (2.5)

On montre par récurrence sur p que:

d(xp, xps1) < KPA(f(x0), f(x1) 2.6)

e Initialisation : Evidente pour p=0.

* Généralisation : supposons que pour un certain entier p quelconque mais fixé on
ait la propriété (2.6). Alors,

d(f (xp), f(xp+1))

Kd(xp, xp+1)

KKP d(xg, x1)

KP*1d(xg, x1) @2.7)

d(xp+l) Xp+2)

IA

I\

IA

Ce qui acheve la récurrence.

On a par inégalité triangulaire Vq > p,

q-1
d(xg,xp) < Y d(f(x), f(xi41))
i=p

En appliquant (2.7), on obient
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q-1 q-1
d(xg,xp) = Y. d(f(x), fxis) = () K™ d(xo, x1) (2.8)
i=p i=p

Or pour tout g > p,

q-1 o
Ykt Y K (2.9)
i=p i=p+1
Comme K< 1 alors la série géométrique ‘l?jp +1Ki est convergente et de somme
00 . K?
Y K'=— (2.10)
i=p+1 1-K
D’ou
q-1 . KP
Y Kt s — (2.11)
Ainsi,
K?
d(xp,xq) < ﬁd(xo,xl), Vp,q (2.12)

Comme 0<K< 1, le second membre de (2.12) tend vers zéro pour p — +oo. on déduit
que (x,) estune suite de Cauchy, Comme (E,d) est complet, la suite (x,),en converge
vers un point a€E.

Deplusona f(x,) — f(a) quand n— 400 car f estcontinueet f(x,) = x,+1 donc
Xn+1 — f(a).
or Xp+1 — a quand n — +oo d’ol par unicité de lalimiteona f(a) = a. m

Exemple 2.2 Soit f uneapplication définie par :
[ ®RILD — @®ID
fx) Lsi (2x) 2
X) = —sin2x) —-x
5 5
Montrons que f admet un unique point fixe R.
Comme (R,|.|) est complet, il suffit de montrer que f est contractante c’est-a-dire :
dk€]0,1], Vx,yeR: [f(x)—fI < klx—y]

Soit x,yeR,ona:

|f(x) = fF(Y)I

|1'(2)2 1'(2)+2|
—sin(2x) — =x — =sin -
5 5 5 Y 5y

< élsin(Zx)—sin(Zy)Hglx—yl
< gIx—y|+g|x—yl

5 5

4
= g|x—J/|
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Car soit g(x) = sin (2x), d’aprés le théoreme des accroissements finis il existe ¢ compris
entre x et y telle que,

M — g’(c) (213)
X=Yy
Alors,
in(2x)—sin(2
lszn( x) —sin( y)l = |2cos(2¢c)| < 2 (2.14)
X=y
Do,
[sin(2x) —sin2y) < 2|x—y| (2.15)
Alors f est contractante avec k:%e]o,l].
Donc,
AlxeR, f(x) =x (2.16)

2 Théoréme du point fixe de Brouwer

Le théoréeme du point fixe de Brouwer est un résultat de topologie. 1l fait partie de
la grande famille des théorémes du point fixe. Il existe plusieurs formes de ce théoreme
selon le contexte d’utilisation. Ce théoreme donne 1'existence d'un point fixe pour une
fonction continue sur une boule fermée dans un espace de dimension finie.[10, 11, 14, 23]

On cite d’abord le théoreme de Brouwer danslecas n=1.

2.1 Théoreme de Brouwer en dimensionn = 1
I11a forme particuliere suivante :

Théoreme 2.2 (Théoreme de Brouwer sur R) [1]
Si f : la,b] — R est une application continue telle que pour tout x € [a, b], f(x) €
[a, b], alors l'équation f(x) = x admet au moins une solution dans R.

Preuve.

On remarque que si on considére la fonction numérique g(x) = f(x) — x alors les
points fixes de f(.) sontlesracines de g(x) telles que g(x) = 0.
Ona:

e g continue sur [a,b] car f est continue.
e poura<s f(a), ona g(a)=f(a)—a=0 etpour b= f(b) ona gb)=f(b)-b=<0

Donc,
gla)xgb) =0 (2.17)

Alors par le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe un point x* = ¢, c€la, b,
telle que g(c) = 0, et puisque g(x) = f(x) — x,
on obtient alors,

glc)=0= f(x*) = x" (2.18)

On cite maintenant le théoréme de Brouwer en dimensionn > 1.
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2.2 Théoréme de Brouwer en dimensionn > 1

Théoreme 2.3 (Théoréme de Brouwer sur R ) [11, 14, 28]
Toute fonction continue de la boule unité fermée de R" dans elle méme admet un point

fixe.

Il y a plusieurs méthodes de démonstrations du théoreme de Brouwer , dans notre
mémoire on utilise le théoréme de non rétraction de classe C!, pour cela on introduit les
notions suivantes :

Rétraction :

Définition 2.4 On appelle rétraction de l'espace topologique E sur un fermé F de E
toute fonction continue de E dans F telle que:

fie = id (2.19)

Théoréme 2.4 (Théoreme non-rétraction de classe C' ) [11]
Il wexiste pas d’application f : B" — S" ! declasse C! telle-que pour tout x € S"1,
fx) =x.

Preuve.
Procédons par un raisonnement par I’absurde, pour cela considérons une rétraction
f de B" sur S™7! declasse C'.

La preuve est réalisée en plusieurs étapes :

Etape 1:Pour tout t€[0,1] on pose,
fi(x) =A-0x + f(x) (2.20)

On cite les propriétés de I'application f;.

1. Ona, f;(B") < B".
En effet, soit x € B” alors || x| < 1.

et on 4,
If:0Il = QA=dlxll + £l fx)
< 1—t+t (2.21)
< 1
Car,
Ixll <1 et f(x) € S" ! = | f)] =1 (2.22)
2. ft|S”_1 = Id

En effet, si x€S"”! alors,

fx) =x, (car fign =1d)

fi(x) 1-0Hx + tx

= x (2.23)
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Etape 2: Montrons que f; estun C!-difféomorphisme local .

1.

3.

Commencons par montrer l'injectivité de f; .
Soit ¢ = supllVf(x)|l etparl'inégalité des accroissements finis on a,
xeB"

Pour tout x,y € B", If(xX)=fWI < cllx—yll

Soient x,y € B" telle que fi(x) = f;(y),

Alors,
A=-Dlx—=yl = tllf)—fWI (2.24)

implique,
ct
lx=yll < 1—t||x—y|| pourtout t#1 (2.25)

. _ L .
Sionpose a = 137 on obtient,

‘L1 (2.26)
1-1¢ ’
On déduit alors que pour tout ¢ < «,
i) = filx) = x =y (2.27)

Donc f; estinjective.

Comme f; estl'identité sur S"7!, alors l'injectivité de f; implique que f;(B")c B"
Pourtout 0< <«

En effet, comme f; estlidentité sur S”~! Alors,

vyes"l fi)=y (2.28)
Supposons que,
dx € B" et fi(x) = y € S"! (2.29)
et comme,
y=fiy) (car f;=1d sur S (2.30)
Alorson a,

i) =y=fi(y) = x=y (car f;estinjective)
— x€ S™' (Absurde)

On remarque également que pour 0 < f<a ona,

Vi) = (1-0ld + tVf(x)
t
- (1—t)(Id+1T[Vf(x))
Avec,
t t ct
||:Vf(x)|| < :”Vf(x)” = 1-; <1 (2.31)

Par conséquent, pour ces valeurs de t, Vf; est partout inversible .
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D’apres le Théoréme d’inversion locale on déduit que f; estun C!- difféomorphisme
local.

Ftape 3: Montrons que f; estun C!-difféomorphisme global.

Du fait que B” est connexe, f;(B") est ouvert ouvert car f; est un Cl—difféomorphisme
donc c’est une application ouverte d’apres le théoreme (1.4) et B” ouvert, il reste a
montre que f;(B") estun fermé.

En effet, si c’est le cas ou oura f;(B") ouvert et fermé de B”, f;(B") # @.

alors f;(B") = B”

e Soit (y,) une suite qui appartienta f;(B") qui converge vers y telle que y € B".
Yn — y€B” (2.32)
Il existe donc une suite (x,), < B" qui vérifie,
Yn = ft(xpn) (2.33)
On peut extraire une sous suite de la suite (x;), par compacité de B”".
Xn, — x € B"  (carB" c B" (2.34)
Alors par la continuité de f; ona,

Xp, — X = fi(xn,) P fr(x) (2.35)

et

Yn — ¥ = fi(xn) y (2.36)

n—+oo

Par unicité de la limite y = f;(x).

e Reste a montrer que x € B”, pour cela raisonnons par I’absurde.
Comme,

B" =B" us"! (2.37)
On suppose que x € S*7!, Alors,

fx) =x (par hypothése)

Donc,
y=[filx) = Q-Hx+tx
= X—ItX+1tx
= x (Absurde) (car yeB")
Donc,
x € B”
Ainsi,
y = fi(x) € f;(BM (2.38)

Il en découle que pour tout £ <aq, f; estun C!-difféomorphisme global.
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Ftape 4 :
Pour tout € [0,1] on pose,

P(?) :f det(Vfi(x))dx (2.39)
Bn

On montre que pour ¢ € [0,a] et pour tout x € B”, ona det(Vf, (x)) > 0.
On a Vf; est inversible pour € [0,a[, d'ou det(Vft) # 0, et on a l'application: t —
det(V ft) est continue (car polynomiale) et ne s’annule pas sur [0,a]. De plus,

det(Vfy) = det(ld) = 1 (2.40)
Donc grace au théoréme des valeurs intermédiaires, on a pour tout ¢ € [0,q]

det(Vfi(x)) > 0

Etape 5: On montre que P est une fonction polynomiale et constante.

Pour tout £ €R, f; est différentiable et V f;(x) 'est aussi .
Donc det(V f;(x) est un polyndome en t, alors P également.

On peut effectuer le changement de variable y = f;(x) dans P(x) et obtenir:

P(1) :f det(Vfi(x))dx :f dy = VolB" (2.41)
B” B"

Alors pour t au voisinage de 0, (0 <t < «) , le polynome P(#) est constant et c’est un
polynéme de degré < n.
Car,

Vfi =Q-0ld + tVf(x) = polyndbmede degrélent

Ainsi P(t) est une fonction polyndémiale qui est constante et égale au volume de B” pour t
petit.

Etape 6 : On conclut en aboutissant a une absurdité.
Comme P est constante on a,

Vol(B"™) = P(0) = P(1) = f det(Vfi(x))dx (2.42)
Bl’l
Or

P(1) :f det(Vfl(x))dx:f det(Vf(x))dx (2.43)
B” B”

Comme pour tout x € B"”, ona IIf(x)II2 =1.
Alors,
VxeB”", (f(x),VAMK) =0

Donc ImVfyc f (x)* et par suite V f(,) n’est pas inversible, ce qui donne det(Vfy) = 0
d’oty,

P(1) =0 (2.44)
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Donc on obtient que le volume de B” est nul, ce qui est une contradiction.
On a ainsi montré le théoréeme de non-rétraction. m

On est en mesure maintenant de démontrer le théoréeme de Brouwer.
Preuve.

On démontre par I'absurde, pour cela considérons f une fonction continue de B”
dans B” et supposons qu’elle n'admet pas de point fixe. Par conséquent,

Je>0, VxeB", |[f(x)—x| =¢ (2.45)

D’apres le théoreme d’approximation de Weierstrass (Théoreme 1.1) il existe un poly-
noéme Q telle que:

VxeB",  If(0)-QW) e < (2.46)

SN )

On a donc,
vxeB”, QI < 1QW - fl + If@)] < g +1 (2.47)

Sion pose K(x) = 1+LEQ()C), alors K est un fonction polyndémiale et (a fortiori de classe
2

Cl). De plus K(B") c B". En effet
Soit y € K(B") alors, 3x€B" telleque y = K(x),

etona,
Iyl = IK&)
1
= ||1+§Q(x)||
Qx)
|I1—€||
t3
< 1 (car QM) = 1+§)
Donc yeB”"
Alors,

De plus Vx€B” ona,
QM) = IK(x) + $K(0) |
= QM) —K@)| = 15K = 5
Ainsi,
If(x) =KX < e (2.49)
Le polyndéme vérifie

K(x)#x, VYxeB"
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En effet,

I f(x)—x| Il f(x) —K(x) +K(x) — x|

I f(x) =K@+ [I1K(x) — x|l

IA

=> K@) -xI = Ifx)-xll-1fx)-Kx)I
> e€—€=0

Alors, K(x) # x, VxeB”"

On a donc remplacé f continue sans point fixe par une application K(x) de classe C!
sans point fixe .

A partir de maintenant, on peut supposer donc que f est de classe C! sans restreindre
la généralité.

Onnote g(x) le point d’intersection de S avec la demi droite [f(x), x).

g est caractérisée par le systeme d’équations suivant d'inconnue A =0 :

g(x) = f(X)+Ax)(x— f(x)
P)

lg)* =1

Ce systeme est équivalent a :

{ gx) = f(x)+A(x)(x— f(x))
I £(x) +A(xX) (x— fF)II? = 1

i.e,
LF G+ 2A(0)(f(x), x = f(x)) + A*x[x = f()[* =1 = 0 (2.50)
Donc,
A”“:%ﬂﬂgiﬁgpﬂﬁz 25D
avec,
A" = (f(x),x - fF)2+I1x— F@I2A - £ @I > 0 (2.52)

On trouve par un calcul élémentaire,

— 00X = fO0) + V6 x = f0)2 4 (- xR = FOI?

=X+
glx) = x Ix— QI

fx)  (2.53)

finalement g est une fonction de classe C! car A estdeclasse C! sur B" qui envoie
B” sur S™ ! etdontlarestrictiona S 1 estl'identité,
i.e VxeS" ! alors g(x) = x ce qui absurde d’aprés le Théoréme de non-rétraction.
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C g(x)

FIGURE4 - Construction d’une rétraction a partir d’'une application

sans point fixe

Remarque 2.1 Le Théoreme de Brouwer permet de généraliser le théoreme de non-rétraction
de la boule pour une fonction juste continue.

Théoreme 2.5 [11]
Il wexiste pas d’application f : B" — S™! continue telle que l'on ait fisn—1 = id.

Preuve.

On démontre par 'absurde :
On considere f : B” — S"! est une fonction continue telle que pour tout x € S,
f(x) = x,alors (—f) estune fonction continue de B"” dans B" et admet un point fixe
d’apres le théoréeme de Brouwer.
Donc 3 xp telle que —f(xp) = xp, comme f(xg) € S"~1 alors xp€S"! etainsi f(xp) =0

Donc xp = 0 contradiction avec le fait que | xpll = 1.
]

Finalement, le théoréeme de non rétraction continue dans la boule et le théoréeme de
Brouwer sont deux résultats équivalents.

On cite le théoreme généralisant le théoreme de Brouwer dans un convexe compact
de R".

Théoréme 2.6 (Brouwer) [11]
Toute application continue f : K — K, oit K est un convexe compact de R" , admet un
point fixe.
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2.3 Théoreme de Schauder

Ce théoreme généralise le résultat du théoreme de Brouwer pour montrer I'existence

d’un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un espace de
Banach.

Théoreme 2.7 (Schauder)

Soit E un espace de Banach et K c E un sous ensemble convexe et compact. Alors toute
application continue f : K — K posséde un point fixe.

Pour plus de détails concernant la démonstration de ce résultat, on peut consulter
[11, 28]
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Chapitre 3

Applications

Lintérét du théoreme du point fixe de Brouwer est multiple car situé au carrefour de
plusieurs disciplines; Ses applications sont aussi nombreuses que variées, allant de la
topologie algébrique (démonstration des théorémes de non-rétraction, de Jordan), ala
biologie mathématique, en passant par la géométrie des corps convexes, les équations
différentielles, la théorie de la commande, la théorie des jeux, la programmation non li-
néaire, la théorie de la décision, la combinatoire et '’économie [14]. L'analyse numérique
elle-méme, aprés I'avoir longtemps boudé, s’y intéresse activement[13]

Dans ce chapitre, nous avons choisi deux des applications, I'une portant sur le fa-
meux théoreme de Cauchy-Peano (théorie des équations différentielles) et I’autre sur le
théoreme de Perron-Frobenius (algebre linéaire), associée aux matrices strictement posi-
tives. L'une comme I'autre est démontré par le théoreme de Brouwer.

1 Application 1

Théoreme 3.1 (Théoreme d’Arzela-Ascoli) [23, 26]

Soit (K,d) un espace métrique compact, (E, ||.|) un espace de Banach et A < C(K,E).
Alors A est relativement compact dans (C(K,E), ||.llco,x) S et seulement si les deux condi-
tions ci-dessous sont satisfaites :

1. A est équicontinu, c’est-a-dire, pour tout x € K et pour tout € > 0 il existe un
voisinage Vc K de x telle que:

I fx)—f(yll<e, VyeV,VfeA
2. Lensemble A est borné c'est-a-dire, il existe une constante C > 0 telle que :

Ax) = {lIfx)| = C, VxeKet tout feA} est borné

Théoreme 3.2 (Théoreme de Cauchy-Peano ) [23]
Soit I unintervalle non videde R, U un ouvertde R", (ty,x9) €IxU et f : IxU — R
une application continue. Alors le probleme de Cauchy

xX'(t) = f(t,x(1)

x(to) = xo G-D

(P1) {
admet au moins une solution locale.
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Pour monter ce théoréme nous allons utiliser le théoreme du point fixe de Brouwer.

Le lemme suivant montre que résoudre un probleme de Cauchy équivaut a résoudre une
équation intégrale.

Lemme 3.1 X est une solution du probleme de Cauchy (Py) , sur I si et seulement si X est
continue, et pour tout tel,

{ (£, x(2)) €eIxU

(1) = xo+ [y f(s,X(8))ds 8-2)

Preuve.
Supposons que X est une solution du probléme de Cauchy (P,), alors X est dérivable sur
I et vérifie :

e _
{ J_C(t) = f(t,x(1) (3.3)
x(t) = Xo
En intégrant les deux membres de f#, a f, on obtient pour tout €],
t t
fls,x(s)ds = f X' (1)
In) To
= Xx(1) - x(%)
Ce qui donne, en remplacant X(7) par xy,
t
x(t) = xo+ | f(s,x(8)ds (3.4)
fo
Inversement : supposons que pour tout f €1, X vérifie,
t
xX(t) = xo+ | [f(s,x(s))ds (3.5)
To
Alors, d’apres le théoréme fondamental d’intégration, on a X est dérivable et sa dérivée
égale,
(0 = f(t,x(1) (3.6)
De plus on a aussi,
fo
x(ty) = xp+ f(s,x(8))ds = xp (3.7)

lo
Ainsi on a obtenu I'équivalence dans les deux sens . m

On va démontrer maintenant le théoreme (3.2).
Preuve.
Soit r,M >0 telle que:
B'(xo,r) U et J = [fo——,to+—] c 1 3.8)
0, - 0 Mr 0 M .

et

sup  [If(t,0)ll =M (3.9)

(t,x)€]xB"(xp,1)
On note alors,
A={f:]— B"xo,r) M-lipschitzienne avec f(ty) = xo} (3.10)

On va chercher un point fixe pour 'opérateur T.
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T:A— A
x— Tx=Xx

1. On démontre que T est bien défini sur A.

(@) On démontre que x(t) € B"(xq, 1) :

Soit x€e A et t€] ona,

Alors x(t) € B"(xg, 1).

1%(2) = xoll

t
I | f(s,x(s)ds
Ip

IA

t
Il f(s,x(s)) llds
To

M|t — 1ol
r

IA

IA

(b) On montre maintenant que x(t) est M-lipschitzienne.

Pour tout £, €] ona,

lx(t1) — X(82) |l

Donc,

IA

IA

IA

IA

51 173
| f(s,x(s)ds — f f(s,x(s)ds |
to fo

n To
| f(s,x(s)ds + f(s,x(s)ds |
1)

To

151
|| f(s,x(8)ds |

15

n
f I f(s,x(s) llds
15
5]
Mds
143
n

M ds

15

Mt - &l

X(#1) —x(R) = M |lt; - 2l

Comme X(t) € B"(xo,7) et M-lipschitzienne, alors Xx(f) € A.
etdonc T estbien définide A dans A.

2. Onvérifie que A est convexe.

Soient f,ge A, A€[0,1], etsoit t€],etonpose h(t) = Af(t)+(1—-A)g(e).

(a) On va montrer que,

C’est-a-dire,

h(t) € B"(xo,7) (3.11)

|h(t) —xoll < 1 (3.12)
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on a,

IAf(H)+1-N)g(t)—xo |l

IA(f()—g(®)+g()—x0o
= [IAf(5)=Axo+Axo+g(t) —x0—Ag(2) |l
= [TA(f() = x0) +A(xo—g(1) + g(£) —xo |l

< AMf@-xol+Al xo—g@) I +1 g(&) —xo |l
< )\£+)\£+£:)\£+I
4 4 2 2 2
r r
< —+—=r71
2 2

Donc,
IAf(O)+A-NgB)—xpll =1

(b) Onva montrer que h(t) est M-lipschitzienne.
C’est-a-dire on va montrer que Vi, €],

I h(t)—h() | = Ml -2 | (3.13)
on a,
() —h(R) I = ITAfE)+A-Ngt)—Af()-1-Ngt) |
= [A(f(r) - f(R)+ 1A =N)(g(t) —gt)
< @) =) 1+1M=MIl g(r) —g(t) |
s Mla-LI+0-MMIt-LIl=Mla-1
Car f,g e A

Alors h(t) est M-lipschitzienne.
De plus on a aussi,

h(ty) = Af(t) + (1 —A)g(to) = xo (3.14)

Donc comme h(t) € B"(xy, r) etest M-lipschitzienne, alors A est convexe.
3. D’apres le théoréme d’Ascoli on déduit que A est compact.

4. Tlreste donc a monter que T est continu.
Soit x,y €A et €>0.
Puisque f est uniformément continue sur J x B"(xo, r), il existe >0 telle que,

lx=yll < & = || f(Lx(8) - f(L, YD) ]| < E (3.15)
On en déduitquesi |[x—y| < 6 onaalors,
t
x() =y = I f(s,x(8)—f(s,y(5) lds (3.16)
To

38



CHAPITRE 3. APPLICATIONS

Sionpose L = ; etona [t—f| < 17 = L

M
Alors,

t
x(5) =yl < I f(s,x(s)—f(s,y(s) llds

Iy

< |t—1pl

= 0 L
€

< L-—
L

< €

D’ou T est continu.

Alors le théoreme du point fixe de Brouwer dans un convexe compact assure 1’exis-
tence d'un point fixe de T.
Par conséquent, le probléeme a valeur initiale (3.1) possede au moins une solution . m

2 Application 2

Le théoréme de Perron-Frobenius donne des renseignements sur la plus grande va-
leur propre et I’espace propre associé. C’est souvent une information trés importante en
pratique. Par exemple pour les systemes dynamiques x,.+; = Ax, + b. Il a d’'importantes
applications en probabilités (chaines de Markov) et en théorie des graphes. Une belle et
récente application est I'algorithme PageRank avec lequel Google classe les pages web.

Définition 3.1 Une matrice A = (a;,j)i,j-1,..n € Mu([R) estdite:
* positivesi Vi, j, a;j = 0, onnote A = 0.

* strictement positive si Vi, j, a;j > 0, onnote A > 0.
Proposition 3.1 Soit A une matricede M,,(R). Pour tout vecteur x de R", on al'inégalité :
|Ax| < |Allx| (3.17)

Théoréme 3.3 (Théoreme de Perron-Frobenius)[8, 16]
Soit A € M, (R) une matrice strictement positive (a coefficients > 0) alors A admet
au moins une valeur propre strictement positive associée a un vecteur propre strictement

positif.

Preuve.
Soit A une valeur propre et V un vecteur propre associé de norme ||V|| = 1 alors,

[AV| = |AV] < |A]|V] < A]V] (3.18)

telle que |X| désigne le vecteur dont les coordonnées sont les valeurs absolues des coor-
données de X
Soit,

S ={XeR"; X =0, [X[l; =1, AX < AX} (3.19)

un convexe (comme intersection de convexes) compact ( fermé, borné), S est non vide .
Pour tout X € S, on considére I'application :

f:S—S
X = fX) = mxp
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La fonction f est bien definie et continue.
Doncg, le théoréme de point fixe de Brouwer implique qu’il existe Y € S vérifiant f(Y) = Y
C’est-a-dire :

fY) =Y = AY (3.20)
- lAYIL '
ie. AY = ||AY]|;Y. Comme YE€S, ona:
AY < AY = ||AY|ZY (3.21)

mais Y = 0 donc A < |[AY|; = A = ||AY||; >0. =
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Conclusion

Le théoreme du point fixe de Brouwer est 'un des théorémes-clef caractérisant la
topologie d'un espace euclidien. C’est un résultat non trivial, sauf danslecas n = 1 ouil
se montre trés simplement. Il en existe plusieurs démonstrations dans le cas général, fai-
sant toutes appel a des notions plus ou moins élémentaires. Ce théoréeme est généralisé
en 1930 aux espaces de Banach par Schauder.

Dans ce mémoire, nous avons donné une preuve basée sur le théoreme de non ré-
traction de classe C! (résultat obtenu en 1931 par Karel Borsuk) et on a choisi deux de ces
applications a savoir le théoreme de Cauchy-Peano et le théoreme de Perron-Frobenius,
pour les exposer sachant que 1'on ne peut pas décrire de maniére exhaustive toutes ses
applications ( par exemple en théorie du controdle, en théorie des jeux, en économie,...).
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