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Introduction

La plus part des phénomènes naturels, qu’ils soient physiques, biologiques, épidémio-
logiques ou autres, sont décrits par des systèmes d’équations différentielles ou d’équa-
tions aux dérivées partielles soumis à des conditions (qui soient de type Cauchy ou aux
limites). A part dans quelques cas particuliers, il est impossible de calculer explicitement
la solution de ces problèmes aux limites. Il est donc nécessaire d’avoir recours au calcul
numérique pour estimer qualitativement et quantitativement cette solution. Le principe
de toutes les méthodes de résolution numérique des problèmes aux limites, est d’obtenir
des valeurs numériques discrètes (en un nombre fini de points) qui approchent la solu-
tion exacte.

De nombreuses et différentes méthodes ont été conçues pour l’estimation de la solu-
tion de ces problèmes. Les couramment utilisées sont la méthode des différences finies
[3], la méthode des volumes finies [7], la méthode des éléments finies [3] et plus récem-
ment les méthodes fondées sur les ondelettes [8]. Toutes visent à gagner en précision sans
augmenter les coûts (temps de calcul et place mémoire).

On s’intéresse, pour leur simplicité, à deux d’entre elles : la méthode des différences
finies et la méthode des ondelettes de Legendre.

L’utilisation de cette dernière nécessite la connaissance de la matrice opérationnelle
d’intégration. En 2000 [8], la matrice d’intégration de Legendre a été introduite par Raz-
zaghi. Celle ci a été obtenue de manière approximative.

Le premier objectif de ce travail et qui constitue son originalité, est le calcul de la ma-
trice d’intégration exacte. Pour des considérations numériques, une nouvelle matrice ap-
prochée est proposée.

Le second objectif de ce travail est d’appliquer ces méthodes (la méthode des diffé-
rences finies et la méthode des ondelettes de Legendre avec les deux matrices) au pro-
blème de diffusion

(Pdi f f )


∂u
∂t

(t , x)+ ∂u
∂x

(t , x)− ∂
2

u
∂x2 (t , x) = 2(t − t 2 −1)exp(2x); sur ]0,1]× ]0,1]

u(0, x) = exp(2x) pour x ∈ ]0,1]
u(t ,0) = (t 2 +1) pour t ∈ ]0,1]
∂u
∂x

(t ,0) = 2(t 2 +1) pour t ∈ ]0,1]

, (1)

et ensuite comparer les résultats obtenus.
Ce mémoire se compose de trois chapitres.
-Dans le premier, on rappelle les notions mathématiques nécessaires à la compréhen-

sion de ce mémoire.
-Le deuxième chapitre est consacré à l’obtention des matrices opérationnelles d’inté-

gration.
-Le troisième chapitre est consacré aux résultats numériques obtenus suite à l’appli-

cation des trois méthodes.
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Chapitre 1

Notions mathématiques de base

Dans ce chapitre, on va rappeler certaines notions utilisées lors de la résolution d’un
problème aux limites (par les méthodes choisies).

Pour appliquer la méthode de la décomposition en ondelettes de Legendre, on a be-
soin de la définition de ces ondelettes ainsi que de quelques résultats sur les bases de
certains espaces tels que L2(]0,1[) et C([0,T];L2(]0,1[)).

Pour appliquer la méthode des différences finies, on va rappeler quelques schémas
numériques ainsi que les conditions qui assurent leurs convergence.

1 Les polynômes de Legendre et leurs propriétés :

Les polynômes de Legendre ont été introduits en 1784 par le mathématicien français
Adrien Marie Legendre (1752-1833).

Définition 1.1 Les polynômes de Legendre notés Lm , m > 0 sont des polynômes de degré
m définis sur [−1,1], comme étant les solutions de l’équation différentielle, dite de Legendre
suivante

(1−x2)L
′′
m −2xL

′
m +m(m +1)Lm = 0, m = 0,1,2...

Proposition 1.1 [6]Les polynômes de Legendre Lm , m > 0, sont caractérisés par l’une des
représentations suivantes :

1.Ils sont définis par la formule dite de Rodriguez

Lm(x) =
1

m!2m

d m

d xm
(x2 −1)m ; m > 0.

2.Ils vérifient la formule de réccurence
L0(x) = 1
L1(x) = x
Lm+1(x) = 2m+1

m+1 xLm(x)− m
m+1 Lm−1(x), m = 1,2...

(1.1)

3.Leur forme analytique est donné par

∀m ∈N, Lm(x) =
m∑

k=0
(−1)m+k (m +k)!xk

(m −k)!(k !)2
.

4.Ils admettent la représentation intégrale

Lm(x) =
1

π

∫ π

0
[x +

√
1−x2 cos(t )]md t .
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2. LES ONDELETTES DE LEGENDRE

Pour énoncer une propriété importante vérifiée par ces polynômes on a besoin de la
définition suivante.

Définition 1.2 [5]L2(]a,b[) est L’espace des fonctions définies sur ]a,b[ et qui sont de carré
intégrables sur ]a,b[, c’est à dire

f ∈ L2(]a,b[) ⇔
∫ b

a

∣∣ f (x)
∣∣2 d x <∞.

Proposition 1.2 ([6],[5])La famille des polynômes de Legendre {Lm}m>0 est orthogonale
dans L2(]−1,1[). De plus on a

< Ln ,Lm >=
∫ 1

−1
Ln(x)Lm(x)d x =

{
0 si n 6= m
2

2n+1 si n = m

où 〈., .〉, représente le produit scalaire dans L2(]−1,1[).

Remarque 1.1 La famille

{√
2m +1

2
Lm

}
m>0

est orthonormé dans L2(]−1,1[).

Propriétés : Ces polynômes possèdent des propriétés dont voici quelques unes :

1. Le polynôme de Legendre Lm est pair (respectivement impair) si m est pair (respec-
tivement impair), de plus

Lm(1) = 1 et Lm(−1) = (−1)m , ∀m > 0 (1.2)

2. La primitive du polynôme de Legendre est donnée par∫
Lm(x)d x =

1

2m +1
(Lm+1(x)−Lm−1(x)). (1.3)

2 Les ondelettes de Legendre

Dans toute la suite, on note par j un entier positif non nul fixé. L’intervalle [0,1] est
subdivisé en 2 j−1 sous intervalles notés In , tels que

In = [
n −1

2 j−1
,

n

2 j−1
[; n = 1, ...,2 j−1 −1

In =

[
n −1

2 j−1
,

n

2 j−1

]
; pour n = 2 j−1,

de telle sorte que
[0,1] =

⋃
16n62 j−1

In .

Les ondelettes de Legendre, notées Ψnm (x) = Ψ(n,m, j , x), sont obtenues par dilata-
tion avec un paramètre a = 2− j , et par translation avec un paramètre b = (2n −1)2− j , des
polynômes de Legendre normalisés ; c’est à dire

Ψnm (x) =

(
m + 1

2

) 1
2 |a|− 1

2 Lm

(
x −b

a

)
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2. LES ONDELETTES DE LEGENDRE

FIGURE 1.1 – Ondelettes associées au polynôme d’ordre 2.

FIGURE 1.2 – Ondelettes associées au polynôme d’ordre 3.

Définition 1.3 Les ondelettes de Legendre sont définies sur l’intervalle [0,1] par

Ψnm (x) =


(
m + 1

2

) 1
2 2

j
2 Lm

(
2 j x −2n +1

)
si n−1

2 j−1 6 x < n
2 j−1

0 sinon
(1.4)

avec n = 1,2, ...2 j−1; ( j ∈ N∗) , représente le nombre des niveaux de la décomposition de
l’intrvalle [0,1] et m > 0 représente le degré du polynome de Legendre.

Exemple 1.1 Quelques exemples de polynômes de Legendre et leurs ondelettes associées.

Proposition 1.3 [2]la famille d’ondelettes définies par (1.4), forme un ensemble orthonormé

dans l’espace L2(]0,1[). Elle vérifie donc la propriété

〈Ψnm ,Ψn′m′〉 =
∫ 1

0
Ψnm(x)Ψn′m′(x)d x = δnn′δmm′ ,

où δnn′ représente le symbole de Kronecker ; δnn′ =

{
1 si n = n′

0 si n 6= n′.
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3. L’APPROXIMATION DANS DES ESPACES FONCTIONNELS

3 L’approximation dans des espaces fonctionnels

3.1 L’approximation dans L2(]0,1[)

Théorème 1.1 [2] La famille d’ondelettes {Ψnm}16n62 j−1, m>0 est une base hilbertienne de
L2(]0,1[).

C’est à dire que toute fonction f ∈ L2(]0,1[) s’écrit sous la forme

f (x) =
∑

16n62 j−1

∑
m>0

CnmΨnm(x), (1.5)

avec

Cnm =
〈

f ,Ψnm
〉

=
∫ 1

0
f (x)Ψnm(x)d x.

Remarque 1.2 1. Le symbole 〈., .〉 représente le produit scalaire dans L2(]0,1[).

2. L’égalité dans (1.5) est prise au sens L2(]0,1[), c’est à dire

lim
k→∞

∥∥∥∥∥ f (.)− ∑
16n62 j−1

m=k∑
m=0

CnmΨnm(.)

∥∥∥∥∥
L2(]0,1[)

= 0;

où la norme dans L2(]0,1[) est définie par

∥∥ f
∥∥

L2(]0,1[) =

(∫ 1

0

∣∣ f (x)
∣∣2 d x

)1/2

.

3. On obtient une approximation d’une fonction f ∈ L2(]0,1[) en tronquant la série
(1.5), ce qui aboutit à l’écriture

f (x) ' ∑
16n62 j−1

M−1∑
m=0

CnmΨnm(x),

qui prend la forme
f (x) = CTΨ(x),

avec C et Ψ(x) sont deux vecteurs d’ordre M×2 j−1, définis par

C = [C10,C11, ...,C1M−1,C20,C21, ...,C2M−1

,C2 j−10,C2 j−11, ...,C2 j−1M−1]T

et

Ψ(x) = [Ψ10(x),Ψ11(x), ...,Ψ1M−1(x),Ψ20(x),Ψ21(x), ...,Ψ2M−1(x) (1.6)

,Ψ2 j−10(x),Ψ2 j−11(x), ...,Ψ2 j−1M−1(x)]T

Exemple 1.2 Pour j = 2 et M = 3, les fonctions f (x) = 1, g (x) = x et h(x) = exp(x), se décom-
posent comme suit

f (x) = FTΨ(x)

g (x) = GTΨ(x)

h(x) = HTΨ(x),

8



3. L’APPROXIMATION DANS DES ESPACES FONCTIONNELS

où Ψ(x) = [Ψ10(x),Ψ11(x),Ψ12(x),Ψ20(x),Ψ21(x),Ψ21(x)]T, F, G et H ∈ R6. Les vecteurs co-
efficients F, G et H sont obtenus numériquement en transformant les égalités ci-dessus en
systèmes matriciels. On considère pour cela les points (voir[4]) xi = i−0.5

M×2 j−1 ; i = 1, ...,6 (dans

ce cas M×2 j−1 = 6).
On a donc

F = ((Ψ(xi ))−1
16i66)T( f (xi ))16i66

G = ((Ψ(xi ))−1
16i66)T(g (xi ))16i66

H = ((Ψ(xi ))−1
16i66)T(h(xi ))16i66.

Les résultats Matlab, donne

F = ( 0.7071 0 0 0.7071 0 0 )T

G = ( 0.1768 0.1021 0 0.5303 0.1021 0 )T

H = ( 0.9174 0.1317 0.0085 1.5126 0.2171 0.0140 )T.

3.2 L’approximation dans C([0,T];L2(]0,1[))

Définition 1.4 [5] L’espace C([0,T];L2(]0,1[)) est l’espace des fonctions f qui dépendent des
deux variables (t , x) telles que f est continue par rapport à t ∈ [0,T] et f (t , .) ∈ L2(]0,1[)
pour tout t ∈ [0,T].

Théorème 1.2 [2] (La décomposition dans C([0,T];L2(]0,1[)) Toute fonction f (., .) ∈ C([0,T];L2(]0,1[))
admet la décomposition :

f (t , x) =
2 j−1∑
n=1

+∞∑
m=0

Cnm(t )Ψnm(x),∀t ∈ [0,T], (1.7)

où les fonctions coefficients Cnm(t ), qui dépendent de la variable t , sont définies par :

Cnm(t ) =
〈

f (t , .),Ψnm
〉

=
∫ 1

0
f (t , x)Ψnm(x)d x, ∀t ∈ [0,T].

Théorème 1.3 [2] (De convergence) Si la solution u(., .) ∈ C([0,T];C2(]0,1[)) et s’il existe un
nombre réel positif α tel que

∂2u

∂x2
(t , x)6 α; ∀(t , x) ∈ [0,T]× [0,1],

alors

1.pour m > 0 et 16 n 6 2 j−1, on a :

|Cnm(t )|6
p

6α2− 5
2 j

p
(2m −1)(2m +3)(2m +5)(2m −3)

,

2.la série donnée par (1.7) est uniformément convergente sur [0,T]× [0,1].

9



4. LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

Remarque 1.3 1.Du fait que la série (1.7) est convergente, alors toute fonction f (., .) ∈C([0,T];C2(]0,1[))
peut être approchée par la somme finie (obtenue par troncature de cette série) ce qui conduit
à :

f (t , x) '
2 j−1∑
n=1

M−1∑
m=0

Cnm(t )Ψnm(x),

que l’on peut écrire sous la forme

f (t , x) '
2 j−1∑
n=1

M−1∑
m=0

Cnm(t )Ψnm(x) = CT(t )Ψ(x), (1.8)

où C(t ) et Ψ(x) sont deux vecteurs de dimension 2 j−1M donnés par

C(t ) = [C10(t ),C11(t ), ...,C1M−1(t ),C20(t ),C21(t ), ...,C2M−1(t )

,C2 j−10(t ),C2 j−11(t ), ...,C2 j−1M−1(t )]T

et Ψ(x) est défini par (1.6).
2.C’est la décomposition (1.8) qui va intervenir dans la résolution des problèmes aux

limites. Il s’agit de la méthode des ondelettes qui sera exposée et appliquée sur un exemple,
dans le dernier chapitre.

Exemple 1.3 La fonction à variable séparée f (t , x) = h(t )exp(x), se décompose systémati-
quement en

f (t , x) = CT(t )Ψ(x),

où
CT(t ) = h(t )H,

H est le vecteur déterminé dans l’exemple précédent (pour j = 2 et M = 3).
Pour des fonctions quelconques, la décomposition se fait pour chaque t fixé.

4 La méthode des différences finies

La méthode des différences finies consiste à approcher la dérivée de la fonction in-
connue (du problème donné) en un point par une somme finie des valeurs de l’inconnue
u en un certain nombre de points. Ces points apparaissent lors du maillage du domaine
dans lequel est posé le problème.

On rappelle qu’on veut résoudre le problème (1) cité dans l’introduction et qui est
posé sur le domaine [0,T]× [0,1].

Le maillage de ce domaine est obtenu en choisissant :
• un pas de temps∆t (∆t = T

N où N est un entier non nul fixé)
• un pas d’espace∆x (∆x = 1

M où M est un entier non nul fixé),
les points (ou les noeuds) de la discrétisation sont alors

ti = i∆t ; i = 0, ...,N, et x j = j∆x; j = 0, ...,M.

On distingue différents schémas numériques pour approcher les dérivées, dont voici
quelques uns.

10



4. LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

4.1 Les schémas numériques

On peut citer trois schémas numériques pour approcher les dérivées de différents
ordres :

Schémas centrés pour l’approximation de la dérivée première et seconde

∂u

∂x
(ti , x j ) ' u(ti , x j+1)−u(ti , x j−1)

2∆x
, (1.9)

∂2u

∂x2
(ti , x j ) ' u(ti , x j+1)−2u(ti , x j )+u(ti , x j−1)

∆x2
.

Schéma progressif pour l’approximation de la dérivée première

∂u

∂x
(ti , x j ) ' u(ti , x j+1)−u(ti , x j )

∆x
.

Schéma régressif pour l’approximation de la dérivée première

∂u

∂t
(ti , x j ) ' u(ti , x j )−u(ti−1, x j )

∆t
.

Remarque 1.4 L’obtention des différents schémas est basée essentiellement sur le dévelop-
pement limité de la fonction inconnue u.

En effet ; pour aboutir au schéma (1.9), on effectue un développement limité des termes
u(ti , x j+1) et u(ti , x j−1) à l’ordre trois (on suppose que la fonction u est de classe C3(]0,T[×]0,1[)),
ce qui donne

u(ti , x j+1) = u(ti , x j +∆x) (1.10)

= u(ti , x j )+∆x
∂u

∂x
(ti , x j )+∆x2

2!

∂2u

∂x2
(ti , x j )+∆x3

3!

∂3u

∂x3
(ti ,ξ j ),

avec x j < ξ j < x j+1

u(ti , x j−1) = u(ti , x j −∆x) (1.11)

= u(ti , x j )−∆x
∂u

∂x
(ti , x j )+∆x2

2!

∂2u

∂x2
(ti , x j )−∆x3

3!

∂3u

∂x3
(ti ,ξ′j ),

avec x j−1 < ξ′j < x j .
En faisant la différence de ces deux développements limités, on obtient

u(ti , x j+1)−u(ti , x j−1) = 2∆x
∂u

∂x
(ti , x j )+∆x3

3!
[
∂3u

∂x3
(ti ,ξ j )− ∂

3u

∂x3
(ti ,ξ′j )].

En arrangeant les termes, on obtient

∂u

∂x
(ti , x j ) =

u(ti , x j+1)−u(ti , x j−1)

2∆x
− ∆x2

2×3!
[
∂3u

∂x3
(ti ,ξ j )− ∂

3u

∂x3
(ti ,ξ′j )]︸ ︷︷ ︸

terme à négliger

. (1.12)

En négligeant le terme souligné, on trouve l’approximation (1.9).
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4. LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

4.2 Notion de consistance et de stabilité

Soit à résoudre le problème continu{
L(u(t , x)) = F(t , x), sur ]0,T[× ]0,1[

+ conditions

où L est un opérateur différentiel, u est la fonction inconnue et F une fonction donnée.
On considère le problème discret

L∆t ,∆x

({
ui

j ; i1 6 i 6 i2, j1 6 j 6 j2

})
= F(ti , x j ), (1.13)

obtenu par application des différences finies, où L∆t ,∆x est l’opérateur discret qui

approche l’opérateur différenciel L et ui
j une approximation de l’inconnue u(ti , x j ).

Définition 1.5 Si dans (1.13), i2 − i1 = 1, on dit que le schéma est à un pas de temps. il est
dit multi-pas dans le cas contraire (si i2 − i1 > 2).

Définition 1.6 L’erreur de consistance, notée E∆t ,∆x , est définie comme étant la différence
entre l’opérateur de dérivation continu et son approché, l’opérateur discret, c’est à dire

E∆t ,∆x = L−L∆t ,∆x .

Exemple 1.4 L’erreur de consistance du schéma (1.9), notée E(ti , x j ), est définie par

E(ti , x j ) =
∂u

∂x
(ti , x j )− u(ti , x j+1)−u(ti , x j−1)

2∆x
(1.14)

Définition 1.7 On dit que l’opérateur discret L∆t ,∆x est consistant avec l’opérateur continu
L (ou que l’approximation est consistante) si l’erreur de consistance tend uniformément vers
zéro quand les pas tendent vers zéro ;

lim
(∆t ,∆x)→(0,0)

∥∥∥E∆t ,∆x

∥∥∥ = 0.

On dit que l’approximation est consistante d’ordre p1 en temps et d’ordre p2 en espace
s’il existe deux constantes c1et c2 indépendantes des pas∆t et∆x telles que∥∥∥E∆t ,∆x

∥∥∥6 c1∆t p1 + c2∆xp2 .

Exemple 1.5 Si la fonction u est de classe C3 par rapport à ses variables, de (1.12), on vérifie
facilement que l’erreur de consistance définie par (1.14) est d’ordre 2. En effet, de (1.12), on
a ∣∣E(ti , x j )

∣∣ =

∣∣∣∣∂u

∂x
(ti , x j )− u(ti , x j+1)−u(ti , x j−1)

2∆x

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ ∆x2

2×3!
[
∂3u

∂x3
(ti ,ξ j )− ∂

3u

∂x3
(ti ,ξ′j )]

∣∣∣∣
6 c∆x2 avec c =

1

3!
max

t ,x

∣∣∣∣∂3u

∂x3
(t , x)

∣∣∣∣ .

On note par le vecteur U(i ) = (ui
j ) j , la solution numérique à l’instant ti du schéma

(1.13). Le vecteur donné U(0) = (u0
j ) j représente la condition initiale.
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4. LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

Définition 1.8 Un schéma aux différences finies est dit stable pour la norme ‖‖ , s’il existe
une constante c > 0 indépendante des pas∆t et∆x telle que∥∥∥U(i )

∥∥∥6 c
∥∥U(0)

∥∥ ; ∀i > 1.

Si cette inégalité n’a lieu que pour des pas ∆t et ∆x astreints à certaines inégalités, on
dit que le schéma est conditionnellement stable.

Remarque 1.5 1. Cette notion traduit le fait qu’une petite perturbation de la donnée
initiale U(0) n’introduira pas une perturbation trop grande sur la solution calculée
aux différents temps ti pour i = 1, ...,N.

2. Pour des schémas multi-pas (quand le calcul de U(i ) exige la connaissance de U(i−1),
U(i−2), ..), d’autres définitions plus adaptées sont proposées pour l’étude de la stabilité
(voir [3]).

4.3 La convergence d’un schéma numérique

Définition 1.9 On dit que le schéma numérique est convergeant si

lim
(∆t ,∆x)→(0,0)

∥∥∥ui
j −u(ti , x j )

∥∥∥ = 0, pour tout i et j .

Définition 1.10 On dit que le schéma numérique (1.13) est linéaire si l’opérateur discdret
L∆t ,∆x est linéaire par rapport à ses arguments ui

j ; i1 6 i 6 i2, j1 6 j 6 j2.

Dans le cas où le problème est linéaire, on dispose d’un théorème qui assure la conver-
gence de la solution numérique vers la solution exacte.

Théorème 1.4 [3](De LAX-RITCHMYER)
Un schéma numérique linéaire et consistant est convergeant si et seulement si il est

stable.
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Chapitre 2

La matrice opérationnelle d’intégration

Pour résoudre les problèmes aux limites par la méthode des ondelettes de Legendre,
on a besoin d’introduire la matrice opérationnelle d’intégration. Cette matrice a été don-
née en 2000 par Razzaghi [8]. Mais, on a constaté qu’elle est obtenue de manière approxi-
mative.

Dans un premier temps, on va, à travers un exemple, voir à qu’elle niveau intervient
cette approximation.

Dans un second temps, on propose de calculer exactement la matrice opérationnelle
d’intégration de Legendre.

1 Matrice d’intégration de Razzaghi

La matrice opérationnelle d’intégration, notée P, est définie par Razzaghi-Youssoufi
(dans [8]) par : ∫ x

0
Ψ(t )d t = PΨ(x), (2.1)

où Ψ(x) est le vecteur d’ondellette défini dans (1.6).
Pour déterminer cette matrice, on intègre chaque composanteΨnm ;n = 1,2, ...,2 j−1;m =

0,1, ...,M−1; du vecteur Ψ sur [0, x] et on exprime le résultat de cette intégration en fonc-
tion des composantes de ce vecteur.

Exemple 2.1 On calcule cette matrice pour M = 3, et j = 2. dans ce cas le vecteur Ψ(x) est
donné par

Ψ(x) = [Ψ10(x), Ψ11(x), Ψ12(x), Ψ20(x), Ψ21(x), Ψ22(x)]T,

où les trois fonctions du premier niveau (n = 1) sont

Ψ10(t ) =

{
2

1
2 si t ∈ [0, 1

2 [
0 si t ∈ [ 1

2 ,1[

Ψ11(t ) =

{
6

1
2 (4t −1) si t ∈ [0, 1

2 [
0 si t ∈ [ 1

2 ,1[
,

et

Ψ12(t ) =

{
10

1
2 [ 3

2 (4t −1)2 − 1
2 ] si t ∈ [0, 1

2 [

0 si t ∈ [ 1
2 ,1[

.
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1. MATRICE D’INTÉGRATION DE RAZZAGHI

Le calcul explicite de l’intégration de chaque composante donne, pour le premier niveau

∫ x

0
Ψ10(t )d t =


∫ x

0 2
1
2 d t si x ∈ [0, 1

2 [∫ 1
2

0 2
1
2 d t +∫ x

1
2

0 d t si x ∈ [ 1
2 ,1[∫ x

0
Ψ10(t )d t =

{
2

1
2 x si x ∈ [0, 1

2 [
2

1
2

2 si x ∈ [ 1
2 ,1[

.

Ces polynômes 2
1
2 x et 2

1
2

2 qui sont de degré 6 1, s’écrivent en fonction de Ψ1m et Ψ2m

avec m 6 1, ∫ x

0
Ψ10(t )d t =

1

4
Ψ10(x)+ 2

1
2

4×6
1
2

Ψ11(x)+ 1

2
Ψ20(x).

Pour la fonction Ψ11

∫ x

0
Ψ11(t )d t =


∫ x

0 6
1
2 (4t −1) d t si x ∈ [0, 1

2 [∫ 1
2

0 6
1
2 (4t −1) d t +∫ x

1
2

0 d t si x ∈ [ 1
2 ,1[∫ x

0
Ψ11(t )d t =

{
2×6

1
2 x2 −6

1
2 x si x ∈ [0, 1

2 [

0 si x ∈ [ 1
2 ,1[

.

Le résultat de cette intégration est nul sur le second niveau ([ 1
2 ,1[), il s’exprimera qu’en

fonction des ondelettes du premier niveaule. Comme le polynôme 2×6
1
2 x2 −6

1
2 x est degré

6 2, il s’écrit en fonction de Ψ1m avec m 6 2,

∫ x

0
Ψ11(t )d t = −3

1
2

12
Ψ10(x)+ 3

1
2

12×5
1
2

Ψ12(x).

Pour la fonction Ψ12

∫ x

0
Ψ12(t )d t =


∫ x

0 10
1
2 [ 3

2 (4t −1)2 − 1
2 ] d t si x ∈ [0, 1

2 [∫ 1
2

0 10
1
2 [ 3

2 (4t −1)2 − 1
2 ] d t +∫ x

1
2

0 d t si x ∈ [ 1
2 ,1[∫ x

0
Ψ12(t )d t =

{
10

1
2 (8x3 −6x2 +x) si x ∈ [0, 1

2 [

0 si x ∈ [ 1
2 ,1[

,

le polynôme 10
1
2 (8x3−6x2+x) (défini sur le premier niveau) qui est de degré 6 3, s’écrit

en fonction de Ψ1m avec m 6 3,∫ x

0
Ψ12(t )d t =

1

22

1

5
1
2

[
1

7
1
2

Ψ13(x)− 1

3
1
2

Ψ11(x)].

C’est à ce niveau que se situe l’approximation. On rappelle qu’on veut exprimer
∫ x

0 Ψ(t )d t
en fonction du vecteur Ψ(x). Comme la fonction Ψ13 ne figure pas dans le vecteur Ψ, les
auteurs, dans [8] ont approché ce dernier résultat en tronquant ce terme, ce qui donne

∫ x

0
Ψ12(t )d t '− 5

1
2

20×3
1
2

Ψ11(x).
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1. MATRICE D’INTÉGRATION DE RAZZAGHI

Pour les fonctions du deuxième niveau, on suit les mêmes calculs, on obtient

Ψ20(t ) =

{
0 si t ∈ [0, 1

2 [

2
1
2 si t ∈ [ 1

2 ,1[∫ x

0
Ψ20(t )d t =

1

4
Ψ20(t )+ 2

1
2

4×6
1
2

Ψ21(x)

Ψ21(t ) =

{
0 si x ∈ [0, 1

2 [

6
1
2 (4t −1) si x ∈ [ 1

2 ,1[∫ x

0
Ψ21(t )d t = −3

1
2

12
Ψ20(x)+ 3

1
2

12×5
1
2

Ψ22(x)

Ψ22(t )d t =

{
0 si t ∈ [0, 1

2 [

10
1
2 [ 3

2 (4t −1)2 − 1
2 ] si t ∈ [ 1

2 ,1[∫ x

0
Ψ22(t )d t =

1

22

1

5
1
2

(
1

7
1
2

Ψ23(x)− 1

3
1
2

Ψ21(x)

)
.

On remarque que le même problème se pose, la fonction Ψ23 ne figure pas dans le vecteur

Ψ,ce résultat est approché par

∫ x

0
Ψ22(t )d t '− 5

1
2

20×3
1
2

Ψ21(x).

Alors de la caractérisation (2.1) ∫ x

0
Ψ6(t )d t = P6×6Ψ6(x)

et sachant que

Ψ6 = [Ψ10Ψ11Ψ12Ψ20Ψ21Ψ22]T,

on peut déduire l’expression de la matrice d’intégration P6×6

P6×6 '



1
4

1
4×p3

0 1
2 0 0

− 1
4×p3

0 1
4×p3

p
5

0 0 0

0 − 1
4×p3

p
5

0 0 0 0

0 0 0 1
4

1
4×p3

0

0 0 0 − 1
4×p3

0 1
4×p3

p
5

0 0 0 0 − 1
4×p3

p
5

0


.

Ces calculs se généralisent pour tout M > 0 et j > 1. On exprime cette généralisation
dans la proposition suivante
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1. MATRICE D’INTÉGRATION DE RAZZAGHI

Proposition 2.1 La matrice opérationnelle d’intégration de Legendre P est de la forme

P =
1

2 j



L F F · · · F
0 L F · · · F
... 0

. . . . . .
...

...
...

. . . . . . F
0 0 · · · 0 L

 , (2.2)

où 0 est la matrice nulle d’orde M. F et L sont des matrices d’ordre M qui sont données par

F =


2 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 , (2.3)

L =



1 1p
3

0 0 · · · 0 0 0
−1p

3
0 1p

3
p

5
0 · · · 0 0 0

0 −1p
5
p

3
0 1p

5
p

7

. . . 0 0 0

0 0 −1p
7
p

5
0

. . . 0 0 0
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

0 0 0 0
. . . −1p

2M−3
p

2M−5
0 1p

2M−3
p

2M−1
0 0 0 0 · · · 0 −1p

2M−1
p

2M−3
0


.

Preuve
m = 0, en rappelant la définition de Ψn0, on a

∫ x

0
Ψn0(t )d t =


∫ x

0 2
j
2

√
1
2 L0(2 j t −2n +1)d t si n−1

2 j−1 6 t 6 n
2 j−1

0 ailleurs.

=



0 si x 6 n−1
2 j−1∫ x

n−1
2 j−1

2
j
2

√
1
2 L0(2 j t −2n +1)d t si n−1

2 j−1 6 x < n
2 j−1

∫ n
2 j−1

n−1
2 j−1

2
j
2

√
1
2 L0(2 j t −2n +1)d t si n

2 j−1 6 x

Sachant que L0(t ) = 1 pour tout t ∈
[

n−1
2 j−1 , n

2 j−1

[
, on a

∫ x

0
Ψn0(t )d t =



0 si x ∈
[

n̂−1
2 j−1 , n̂

2 j−1

[
; n̂ = 1, ...,n −1

2
j
2

√
1
2 (x − n−1

2 j−1 ) si x ∈
[

n−1
2 j−1 , n

2 j−1

[
2

j
2

√
1
2

1
2 j−1 si x ∈

[
n̂−1
2 j−1 , n̂

2 j−1

[
; n̂ = n +1, ...,2 j−1.
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1. MATRICE D’INTÉGRATION DE RAZZAGHI

Comme

2
j
2

√
1

2

(
x − n −1

2 j−1

)
=

1

2 j
2

j
2

√
1

2

((
2 j x −2n +1

)
+1

)
=

1

2 j

(√
1

3

√
3

2
2

j
2

(
2 j x −2n +1

)
+2

j
2

√
1

2

)
,

on peut exprimer la dernière intégrale par

∫ x

0
Ψn0(t )d t =



0 si x ∈
[

n̂−1
2 j−1 , n̂

2 j−1

[
; n̂ = 1, ...,n −1

1
2 j

(
1p
3
Ψn1(x)+Ψn0(x)

)
si x ∈

[
n−1
2 j−1 , n

2 j−1

[
1

2 j−1Ψn̂0(x) si x ∈
[

n̂−1
2 j−1 , n̂

2 j−1

[
; n̂ = n +1, ...,2 j−1.

On peut réécrire la relation de la manière∫ x

0
Ψn0(t )d t =

1

2 j

(
1p
3
Ψn1(x)+Ψn0(x)+2

2 j−1∑
n̂=n+1

Ψn̂0(x)

)
. (2.4)

Pour 16m 6M−2,

∫ x

0
Ψnm(t )d t =



0 si x 6 n−1
2 j−1∫ x

n−1
2 j−1

2
j
2

√
2m+1

2 Lm(2 j t −2n +1) d t si n−1
2 j−1 6 x < n

2 j−1

∫ n
2 j−1

n−1
2 j−1

2
j
2

√
2m+1

2 Lm(2 j t −2n +1) d t si n
2 j−1 6 x.

∫ x

0
Ψnm(t )d t =



0 si x 6 n−1
2 j−1

2
j
2

√
2m+1

2
1

2 j
1

2m+1

(
Lm+1(2 j t −2n +1)−Lm−1(2 j t −2n +1

)
)
∣∣t=x

t= n−1
2 j−1

,

si n−1
2 j−1 6 x < n

2 j−1

2
j
2

√
2m+1

2
1

2 j
1

2m+1

(
Lm+1(2 j t −2n +1)−Lm−1(2 j t −2n +1)

)∣∣t= n
2 j−1

t= n−1
2 j−1

,

si n
2 j−1 6 x

∫ x
0 Ψnm(t )d t =

0 si x 6 n−1
2 j−1

2
j
2

√
2m+1

2
1

2 j
1

2m+1

(
Lm+1(2 j x −2n +1)−Lm−1(2 j x −2n +1)

)
si n−1

2 j−1 6 x < n
2 j−1

0 si n
2 j−1 6 x,

(2.5)

car, de (1.2), on a(
Lm+1(2 j t −2n +1)−Lm−1(2 j t −2n +1)

)∣∣∣
t= n−1

2 j−1

= Lm+1(−1)−Lm−1(−1)

= 0,
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2. MATRICE D’INTÉGRATION EXACTE

et (
Lm+1(2 j t −2n +1)−Lm−1(2 j t −2n +1)

)∣∣∣
t= n

2 j−1

= Lm+1(1)−Lm−1(1)

= 0.

De plus,

2
j
2

√
2m +1

2

1

2 j

1

2m +1

(
Lm+1(2 j x −2n +1)−Lm−1(2 j x −2n +1)

)
=

1

2 j

1p
2m +1

×(
2

j
2p

2m +3

√
2m +3

2
Lm+1(2 j x −2n +1)− 2

j
2p

2m −1

√
2m −1

2
Lm−1(2 j x −2n +1)

)
.

Ainsi, on peut réécrire (2.5) de la manière∫ x

0
Ψnm(t )d t =

1

2 j

1p
2m +1

(
1p

2m +3
Ψnm+1(x)− 1p

2m −1
Ψnm−1(x)

)
(2.6)

Pour m = M−1, en reprenant les mêmes calculs, on obtient∫ x

0
ΨnM−1(t )d t =

1

2 j

1p
2M−1

(
1p

2M+1
ΨnM(x)− 1p

2M−3
ΨnM−2(x)

)
. (2.7)

Comme la fonction ψnM ne figure pas dans le vecteur ψ, on approche ce dernier résultat
par ∫ x

0
ΨnM−1(t )d t '− 1

2 j

1p
2M−1

1p
2M−3

ΨnM−2(x). (2.8)

Les relations (2.4), (2.6) et (2.8) déterminent entièrement la matrice d’intégration P.

2 Matrice d’intégration exacte

Proposition 2.2 la matrice d’intégration exacte notée Pex diffère de la matrice de Razzaghi
P que dans l’expression de la matrice L, qui est notée dans ce cas Lex et qui est donnée par

Lex =



1 1p
3

0 0 · · · 0 0 0
−1p

3
0 1p

3
p

5
0 · · · 0 0 0

0 −1p
5
p

3
0 1p

5
p

7

. . . 0 0 0

0 0 −1p
7
p

5
0

. . . 0 0 0
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

0 0 0 0
. . . −1p

2M−3
p

2M−5
0 1p

2M−3
p

2M−1
0 0 0 0 · · · 0 1p

2M−1
1p

2M−3
2M−1

M
1
M (2 j x −2n +1)


.

Preuve
Pour retrouver la matrice d’intégration exacte, au lieu de procéder à la troncature du

terme ΨnM, on va l’exprimer en fonction de ΨnM−1 et de ΨnM−2. Les calculs pour m = 0 et
16m 6M−2 restent inchangés. On a donc

Pour m = 0,
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2. MATRICE D’INTÉGRATION EXACTE

∫ x

0
Ψn0(t )d t =

1

2 j

(
1p
3
Ψn1(x)+Ψn0(x)+2

n̂=2 j−1∑
n̂=n+1

Ψn̂0(x)

)
, (2.9)

et pour 16m 6M−2,∫ x

0
Ψnm(t )d t =

1

2 j

1p
2m +1

(
1p

2m +3
Ψnm+1(x)− 1p

2m −1
Ψnm−1(x)

)
.

Pour m = M−1, on reprend la formule (2.7), c’est à dire∫ x

0
ΨnM−1(t )d t =

1

2 j

1p
2M−1

(
1p

2M+1
ΨnM(x)− 1p

2M−3
ΨnM−2(x)

)
(2.10)

En utilisant la formule (1.4), on rappelle que ΨnM prend la forme

ΨnM (x) =

{ √
2M+1

2 2
j
2 LM

(
2 j x −2n +1

)
si n−1

2 j−1 6 x < n
2 j−1

0 sinon
.

En rapellant la formule (1.1), le polynôme LM est donné par

LM(2 j x−2n+1) =
2M−1

M
(2 j x−2n+1)LM−1(2 j x−2n+1)−M−1

M
LM−2(2 j x−2n+1). (2.11)

En remplaçant par (2.11) dans l’expression de ΨnM−1, on trouve

ΨnM (x) =
1

2 j
1p

2M−1
1p
2

2
j
2 ( 2M−1

M (2 j x −2n +1)LM−1(2 j x −2n +1)

− M−1
M LM−2(2 j x −2n +1)) si n−1

2 j−1 6 x < n
2 j−1

0 sinon

.
.

En mutipliant et en divisant LM−1 et LM−2, respevtivement, par les coefficiants
√

2M−1
2

et
√

2M−3
2 , on réécrie cette dernière égalité comme suit

ΨnM(x) =
1

2 j
1
M (2 j x −2n +1)ΨnM−1(x)− 1

2 j
1p

2M−1
1p

2M−3
M−1

M ΨnM−2(x).

En substituant cette valeur de ΨnM dans (2.10), on arrive au résultat

∫ x

0
ΨnM−1(t )d t =

1

2 j

1

M
(2 j x −2n +1)ΨnM−1(x)− (2.12)

1

2 j

1p
2M−1

1p
2M−3

2M−1

M
ΨnM−2(x).

Les formules (2.9), (2.10) et (2.12) donnent l’expression de la matrice exacte notée Pex .

Remarque 2.1 Cette matrice d’intégration exacte dépend des indices m et n ainsi que de
la variable x, ceci rend son application en numérique compliquée voir impossible. On se
retrouve dans l’obligation de tronquer le terme en x.
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3. MATRICE D’INTÉGRATION MODIFIÉE

3 Matrice d’intégration modifiée

Proposition 2.3 Une matrice opérationnelle d’intégration, notée Pmo , est définie par

Pmo =
1

2 j



Lmo F F · · · F
0 Lmo F · · · F
... 0

. . . . . .
...

...
...

. . . . . . F
0 0 · · · 0 Lmo

 ,

où 0 est la matrice nulle d’ordre M. F et L sont des matrices d’ordre M qui sont données par

F =


2 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 0

 ,

Lmo =



1 1p
3

0 0 · · · 0 0 0
−1p

3
0 1p

3
p

5
0 · · · 0 0 0

0 −1p
5
p

3
0 1p

5
p

7

. . . 0 0 0

0 0 −1p
7
p

5
0

. . . 0 0 0
...

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

0 0 0 0
. . . −1p

2M−3
p

2M−5
0 1p

2M−3
p

2M−1
0 0 0 0 · · · 0 1p

2M−1
p

2M−3
2M−1

M
1−2n

M


.

Preuve
Si on supprime le terme

2M−1

M
2 j xLM−1(2 j x −2n +1)

dans (2.12), on obtient∫ x
0 ΨnM−1(t )d t =

1
2 j

(
(−2n+1)

M ΨnM−1 − 1p
2M−1

1p
2M−3

2M−1
M ΨnM−2(x)

)
.

En particulier pour m = 3 et j = 2, la matrice d’intégration modifiée est

Pmo '



1
4

1
4×p3

0 1
2 0 0

− 1
4×p3

0 1
4×p3

p
5

0 0 0

0 − 2
12×p15

− 1
4×p15

−1
12 0 0 0

0 0 0 1
4

1
4×p3

0

0 0 0 − 1
4×p3

0 1
4×p3

p
5

0 0 0 0 − 2

12×15
1
2
− 1

4×15
1
2

−1
2


.

Remarque 2.2 On va comparer dans le chapitre suivant, les résultats obtenus en utilisant
les deux matrices d’intégration.
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Chapitre 3

Simulation et résultats numériques

1 Introduction

On considère le problème aux limites suivant

e
∂u

∂t
(t , x)+a

∂u

∂x
(t , x)+b

∂2u

∂x2
(t , x)+ c1u(t , x) = f (t , x) (3.1)

avec les conditions initiales et aux bords suivantes

u(0, x) = u0(x) (condition initiale) (3.2)

u(t ,0) = ϕ1(t ) (condition de Dirichlet) (3.3)
∂u

∂x
(t ,0) = ϕ2(t ). (condition de Neumann) (3.4)

où a, b, c1 et e sont des réels donnés, f , u0, ϕ1 et ϕ2 des fonctions régulières données.
On va le résoudre par :
1. la méthode des différences finies où la dérivée temporelle est approchée par un

schéma régressif alors que les dérivées spatiales sont approchées par des schémas cen-
trés.

2. la méthode des ondelettes combinée avec la méthode des différences finies.

2 Résolution par la méthode combinée

On va suivre le même procédé exposé dans [1], on commence donc par poser

∂2u

∂x2
(t , x) = CT(t )Ψ(x), (3.5)

en procédant à plusieurs intégrations par rapport à la variable d’espace dans l’équa-
tion (3.5), on obtient l’expression de la fonction inconnue u(t , x) et de ses dérivées pre-

mières ∂u
∂x

(t , x), ∂u
∂t

(t , x) en fonction du vecteur C, des conditions du problème donné et
de la matrice d’intégration P.

Sachant que

∂u

∂x
(t , x) =

∫ x

0

∂2u

∂y2
(t , y)d y + ∂u

∂x
(t ,0),
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2. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE COMBINÉE

en faisant intervenir la relation (3.5) et la condition (3.4), on a

∂u

∂x
(t , x) =

∫ x

0
CT(t )Ψ(y)d y +ϕ2(t ).

En rapelant la définition (2.1), cette dernière égalité devient

∂u

∂x
(t , x) = CT(t )PΨ(x)+ϕ2(t ). (3.6)

En suivant les mêmes étapes et en faisant intervenir la condition (3.3), on obtient l’ex-
pression du terme u à savoir

u(t , x) =
∫ x

0
(CT(t )PΨ(y)+ϕ2(t ))d y +u(t ,0),

u(t , x) = CT(t )P2Ψ(x)+xϕ2(t )+ϕ1(t ). (3.7)

Pour obtenir l’expression du terme ∂u
∂t

, il suffit de dériver par rapport au temps l’in-
connue u, donnée par la relation (3.7)

∂u

∂t
(t , x) = (C

′
(t ))TP2Ψ(x)+xϕ

′
2(t )+ϕ′

1(t ). (3.8)

On remplace (3.5), (3.6), (3.7) et (3.8) dans (3.1) on trouve,

e(C
′
(t ))TP2Ψ(x)+CT(t )(aP+bId + c1P2)Ψ(x) =

f (t , x)−eϕ
′
2(t )x −eϕ′

1(t )−aϕ2(t )− c1xϕ2(t )− c1ϕ1(t ).
(3.9)

Sachant que
f (t , x) = FT(t )Ψ(x), (3.10)

x = XTΨ(x), (3.11)

1 = d TΨ(x). (3.12)

L’injection de (3.10), (3.11) et (3.12) dans (3.9) donne :

[e(C
′
(t ))TP2 +CT(t )(aP+bId + c1P2)]Ψ(x) =

(FT(t )−eXTϕ
′
2(t )−eϕ′

1(t )d T −aϕ2(t )d T − c1XTϕ2(t )− c1ϕ1(t )d T)Ψ(x)
,

ce qui revient à écrire

e(C
′
(t ))TP2 +CT(t )(aP+bId + c1P2) =

FT(t )−eXTϕ
′
2(t )−eϕ′

1(t )d T −aϕ2(t )d T − c1XTϕ2(t )− c1ϕ1(t )d T,

ou encore suite à une transposition

e(P2)T(C
′
)(t )+ (aP+bId + c1P2)TC(t ) =

F(t )−eXϕ
′
2(t )−eϕ′

1(t )d −aϕ2(t )d − c1Xϕ2(t )− c1ϕ1(t )d .
(3.13)
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2. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE COMBINÉE

Il est important de remarquer que la résolution du problème aux limites (3.1), (3.3)-
(3.4) s’est ramenée à la résolution d’une équation différentielle dont l’inconnue est le vec-
teur C(t ). Il reste à trouver l’expression de la condition initiale vérifiée par C, (C(t = 0) =?).

D’une part et grâce à (3.2) et à (3.7), on a

u(0, x) = u0(x) = CT(0)P2Ψ(x)+xϕ2(0)+ϕ1(0)

CT(0)P2Ψ(x) = u0(x)−xϕ2(0)−ϕ1(0) (3.14)

D’autre part, grâce à la décomposition de u0(x), on a

u0(x) = UT
0Ψ(x) (3.15)

On remplace (3.11), (3.12) et (3.15) dans (3.14), on trouve :

CT(0)P2Ψ(x) = (UT
0 −XTϕ2(0)−d Tϕ1(0))Ψ(x)

(P2)TC(0) = U0 −Xϕ2(0)−dϕ1(0).

D’où
C(0) = ((P2)T)−1(U0 −Xϕ2(0)−dϕ1(0)). (3.16)

On a donc à résoudre le système différentiel
e(P2)TC

′
(t )+ (aP+bId + c1P2)TC(t ) =

FT(t )−eXϕ
′
2(t )−eϕ′

1(t )d −aϕ2(t )d − c1Xϕ2(t )− c1ϕ1(t )d

C(0) = ((P2)T)−1(U0 −Xϕ2(0)−dϕ1(0)),

(3.17)

par la méthode des différences finies. Pour cela on commence par lui associer le sys-
tème discret en tout point ti = i∆t , i = 1, ...,N,


e(P2)T(C

′
)(ti )+ (aP+bId + c1P2)TC(ti ) =

F(ti )−eXϕ
′
2(ti )−eϕ′

1(ti )d −aϕ2(ti )d − c1Xϕ2(ti )− c1ϕ1(ti )d

C(0) = ((P2)T)−1(U0 −Xϕ2(0)−dϕ1(0)),

(3.18)

ensuite, on applique le schéma régressif pour approcher (C
′
)(ti )

C
′
(ti ) =

C(ti )−C(ti−1)

∆t
. (3.19)

En remplaçant par (3.19) dans (3.18), on trouve

(eP2 +∆t aP+∆tbId +∆tc1P2)TC(ti ) = e(P2)TC(ti−1)

+∆t (F(ti )−eXϕ
′
2(ti )−eϕ′

1(ti )d −aϕ2(ti )d − c1Xϕ2(ti )− c1ϕ1(ti )d)
(3.20)

Enfin, la résolution du problème aux limites (3.1), (3.2)∼(3.4), revient à la résolution
du système algébrique :

(eP2 +∆t aP+∆tbId +∆tc1P2)TC(ti ) = e(P2)TC(ti−1)

+∆t (F(ti )−eXϕ
′
2(ti )−eϕ′

1(ti )d −aϕ2(ti )d − c1Xϕ2(ti )− c1ϕ1(ti )d)

C(0) = ((P2)T)−1(U0 −Xϕ2(0)−dϕ1(0))

(3.21)

Dont la solution est le vecteur C(ti ); i > 1, qui intervient directement dans la détermi-
nation de la solution u(ti , x j ) via la relation (3.7).
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3. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

3 Résolution par la méthode des différences finies

On considère le système discret associé à (3.1), (3.2)∼(3.4) (pris en tout point ti )

e ∂u
∂t

(ti , x j )+a∂u
∂x

(ti , x j )+b∂
2

u
∂x2 (ti , x j )+ c1u(ti , x j ) = f (ti , x j );

pour i = 1,2, ...,N; j = 1,2, ...,M−1,
(3.22)

avec

u(0, x j ) = u0(x j ); j = 1,2, ...,M−1, (3.23)

u(ti ,0) = ϕ1(ti ); i = 1,2, ...,N, (3.24)
∂u

∂x
(ti ,0) = ϕ2(ti ); i = 1,2, ...,N . (3.25)

On rappelle qu’on applique un schéma régressif pour approcher la dérivée temporelle

∂u

∂t
(ti , x j ) =

u(ti , x j )−u(ti−1, x j )

∆t
, (3.26)

et des schémas centrés pour approcher les dérivées spaciales

∂u

∂x
(ti , x j ) =

u(ti , x j+1)−u(ti , x j−1)

2∆x
(3.27)

∂2u

∂x2
(ti , x j ) =

u(ti , x j+1)−2u(ti , x j )+u(ti , x j−1)

∆x2
. (3.28)

En remplaçant par (3.26), (3.27) et (3.28) dans (3.22) on trouve

e
ui

j −ui−1
j

∆t
+a

ui
j+1 −ui

j−1

2∆x
+b

ui
j+1 −2ui

j +ui
j−1

∆x2
+ c1ui

j = f i
j . (3.29)

En arrangeant les termes, on obtient

[ b∆t
∆x2 − a∆t

2∆x
]ui

j−1 + (1− 2b∆t
∆x2 +∆tc1)ui

j + ( a∆t
2∆x

+ b∆t
∆x2 )ui

j+1 =

ui−1
j +∆t f i

j ; i = 1,2, ...,N; j = 1,2, ...,M−1,
(3.30)

où ui
j est une valeur approchée de u(ti , x j ) et f i

j = f (ti , x j ).
Pour simplifier l’écriture de cette équation, on considère les notations suivantes :

α1 =
b∆t

∆x2
− a∆t

2∆x
,

α2 = 1− 2b∆t

∆x2
+∆tc1,

α3 =
a∆t

2∆x
+ b∆t

∆x2
.

L’équation (3.30) devient :

α1ui
j−1 +α2ui

j +α3ui
j+1 = ui−1

j +∆t f i
j ; (3.31)

i = 1,2, ...,N; j = 1,2, ...,M−1.
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3. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

L’écriture de (3.31) pour toutes les valeurs de l’indice j , donne

pour j = 1; α1ui
0 +α2ui

1 +α3ui
2 = ui−1

1 +∆t f i
1

pour j = 2; α1ui
1 +α2ui

2 +α3ui
3 = ui−1

2 +∆t f i
2

pour j = 3; α1ui
2 +α2ui

3 +α3ui
4 = ui−1

3 +∆t f i
3

...
...

...

pour j = M−2; α1ui
M−3 +α2ui

M−2 +α3ui
M−1 = ui−1

M−2 +∆t f i
M−2

pour j = M−1; α1ui
M−2 +α2ui

M−1 +α3ui
M = ui−1

M−1 +∆t f i
M−1.

On remarque que ce système est à M inconnues (ui
j ; j = 1; ...;M) mais M−1 équations.

Pour y remédier, on fait intervenir les conditions aux bords. On a de la condition (3.4)

u(ti ,0) = ui
0 =ϕ1(ti ).

En appliquant un schéma aux différences finies progressif, la condition (3.25), se tra-
duit par

ui
1 −ui

0

∆x
=ϕ2(ti ).

Cette dernière égalité donne la valeur de ui
1 en fonction de ϕ1 et ϕ2

ui
1 =∆xϕ2(ti )+ϕ1(ti ).

Ainsi, la solution approchée, par la méthode des différences finies, du problème (3.22),
(3.23)∼(3.25) est carectérisée par

ui
1 =∆xϕ2(ti )+ϕ1(ti )

α2ui
1 +α3ui

2 = ui−1
1 +∆t f i

1 −α1ϕ1(ti )

α1ui
1 +α2ui

2 +α3ui
3 = ui−1

2 +∆t f i
2

α1ui
2 +α2ui

3 +α3ui
4 = ui−1

3 +∆t f i
3

...
...

...
α1ui

M−3 +α2ui
M−2 +α3ui

M−1 = ui−1
M−2 +∆t f i

M−2

α1ui
M−2 +α2ui

M−1 +α3ui
M = ui−1

M−1 +∆t f i
M−1.

, i = 1,2, ...,N. (3.32)

L’itération initiale est déterminée par la condition initiale (3.23), c’est à dire

U(0) = (u0(x1), u0(x2), ...,u0(xM))T

Ces deux méthodes sont appliquées à deux problèmes, l’un stationnaire et l’autre évo-
lutif.

3.1 Résolution du problème stationnaire

On considère le problème différentiel
u

′′
(x)−2u

′
(x)+u(x) = −2exp(x) sur ]0,1]

u(0) = 1
u

′
(0) = 1.
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3. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

Ce problème est un cas particulier de (3.1), (3.3)∼ (3.4) où e = 0, a = 1, b = −2 et c1 = 1.
1-La résolution du problème stationnaire par la méthode des ondelettes
Le système algébrique qui découle de l’application de la méthode des ondelettes, est

obtenu directement de (3.17)

(−2P+ Id +P2)TC = FT

La résolution de ce système a été réalisée en utilisant les deux matrices d’intégration
celle de Razzaghi et la matrice modifiée.

L’erreur est calculée par la formule

Er r Max = max
j

∣∣u(x j )−u j
∣∣ .

Les calculs ont été excutés sur un pc de type Samsung, processeur ’intel’ et 3 Go de
RAM.

Les programmes ont été écrits en langage MATLAB.
Des tests ont été réalisés pour différents niveaux de décomposition de l’intervalle [0,1]

et pour différents degrés du polynôme de Legendre. Les résultats obtenus sont donnés
dans les tableaux suivants :

pour j = 2 (deux niveaux de décomposition)

M 3 5 7 10 15 20
Er r Max Razzag hi 0.0091 4.51×10−5 4.52×10−8 2.27×10−13 3.18×10−14 9.28×10−13

Er r Max 0.0694 1.92×10−4 2.05×10−7 1.61×10−12 5.03×10−14 9.10×10−13

CPU(s) 0.47 1.15 1.17 0.52 0.58 0.64

pour j = 3 (quatres niveaux de décomposition)

M 3 5 7 10 15 20
Er r Max Razzag hi 0.0016 2.04×10−6 5.11×10−10 2.16×10−14 3.46×10−14 8.09×10−13

Er r Max 0.0190 1.47×10−5 4.48×10−9 1.20×10−14 3.49×10−14 8.63×10−13

CPU(s) 0.46 1.19 1.48 0.65 0.83 1.01

pour j = 5 (16 niveaux)

M 3 5 7 10 15 20
Er r Max Razzag hi 5.13×10−5 4.03×10−9 6.32×10−14 1.49×10−14 2.37×10−14 3.23×10−13

Er r Max 2.1×10−3 1.08×10−7 2.17×10−12 4.11×10−15 2.85×10−14 3.30×10−13

CPU(s) 0.63 3.00 3.75 3.25 9.08 19.75

Commentaire : On remarque, d’une part, que l’erreur diminue sensiblement lors-
qu’on augmente le degré du polynôme de Legendre, alors que cette diminution est légère
quand le nombre de niveaux augmente. D’autre part, il suffit de prendre que de petites
valeurs pur le degré (M), pour avoir une précision convenable.

Contrairement à nos attentes, l’introduction de la matrice modifiée n’apporte pas
d’amélioration quant à la précision de la solution par rapport à la matrice de Razzaghi.

Voici les figures pour M = 3 et j = 2 :
et pour M = 10 et j = 2 :
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FIGURE 3.1 – Le graphe de solution exacte et solution approchée (mat RAZAGUI et mat modif).

FIGURE 3.2 – Le graphe de solution exacte et solution approchée (mat RAZAGUI et mat modif).

Commentaire : Au vu de ces résultats, les graphes des solutions approchées s’ac-
cordent bien avec le graphe de la solution exacte.

2-La résolution du problème stationnaire par la méthode des différences finies
Le système algébrique qui découle de l’application de la méthode des différences fi-

nies, est obtenu directement de (3.29)

u j+1 −2u j +u j−1

∆x2
−2

u j+1 −u j−1

2∆x
+u j = f j ; j = 1; ...;M,

où u j est la solution approchée de u(x j ).
En réarrangeant les termes, on obtient(

1

∆x
+ 1

∆x2

)
u j−1 +

(
1− 2

∆x2

)
u j +

(
− 1

∆x
+ 1

∆x2

)
u j+1 = f j ; j = 1; ...;M.

On note

α =

(
1

∆x
+ 1

∆x2

)
,

β =

(
1− 2

∆x2

)
,

γ =

(
− 1

∆x
+ 1

∆x2

)
.
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3. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

Le système linéaire obtenu en appliquant la méthode des différences finies est

αu0 +βu1 +γu2 = f1

αu1 +βu2 +γu3 = f2

αu2 +βu3 +γu4 = f3

...
...

...
αuM−3 +βuM−2 +γuM−1 = fM−2

αuM−2 +βuM−1 +γuM = fM−1

avec u0 = 1. L’application d’un schéma progressif à la condition u
′
(0) = 1, donne u1 =

∆x +u0

Remarque 3.1 L’erreur de consistance de ce schéma numérique, notée E, vérifie

E = max
i

|E(xi )|6 cte∆x

Les résultats numériques sont présentés dans les tableaux et les graphes suivants :

M 15 30 50 100 150
∆x 0.0667 0.0333 0.02 0.01 0.0067
Er r Max 0.17 0.11 0.09 0.06 0.05
CPU(s) 0.0457 0.0459 0.0463 0.0474 0.05

La représentation graphique pour M = 15

et pour M = 150
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3. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

Commentaire : Il est claire que la méthode des différences finie converge, mais on
remarque que cette convergence est lente car l’erreur est de l’ordre de 5×10−2 pour un
maillage fin correspondant à un pas∆x = 0,0067.

3.2 Résolution du problème évolutif

On considère le problème de diffusion suivant
∂u
∂t

(t , x)+ ∂u
∂x

(t , x)− ∂
2

u
∂x2 (t , x) = 2(t − t 2 −1)exp(2x)

u(0, x) = exp(2x)
u(t ,0) = (t 2 +1)
∂u
∂x

(t ,0) = 2(t 2 +1).

(3.33)

1-La résolution par la méthode combinée
Le système algébrique associé à ce problème, est tiré du système (3.21) où l’on rem-

place par

e = 1, a = 1, b = −1, c1 = 0; f (t , x) = 2(t − t 2 −1)exp(2x)

u0(x) = exp(2x); ϕ1(t ) = (t 2 +1) et ϕ2(t ) = 2(t 2 +1),

on obtient, ainsi le système

(P2 +∆tP−∆t Id)TC(ti ) =

(P2)TC(ti−1)−∆t (F(ti )−Xϕ
′
2(ti )−ϕ′

1(ti )d −ϕ2(ti )d)

C(0) = ((P2)T)−1(U0 −Xϕ2(0)−dϕ1(0)).
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Les résultats numériques obtenus sont résumés dans les tableaux suivants

M = 5 N = 10 N = 15 N = 20
Matrice de Razzaghi 0.0586 0.0480 0.0418
Matrice modifiée 0.0590 0.0486 0.0424

M = 7 N = 10 N = 15 N = 20
Matrice de Razzaghi 0.0823 0.0674 0.0585
Matrice modifiée 0.0823 0.0674 0.0585

M = 10 N = 10 N = 15 N = 20
Matrice de Razzaghi 0.1113 0.0912 0.0793
Matrice modifiée 0.1113 0.0912 0.0793

Commentaires : A l’heure actuelle, ces résultats numérique sont insatisfaisants. On
pense que cela provient du fait que la matrice de ce système algébrique à savoir, P2 +
∆tP−∆t Id , est mal conditionnée.

2-L’analyse de la méthode des différences finies
Le système discret (3.32) associé à ce problème devient

ui
1 = 2∆x(t 2

i +1)+ (t 2
i +1)

(1+2 ∆t
∆x2 )ui

1 + ( ∆t
2∆x

− ∆t
∆x2 )ui

2 = ui−1
1 +∆t f i

1 + ( ∆t
∆x2 + ∆t

2∆x
)(t 2

i +1)

−( ∆t
∆x2 + ∆t

2∆x
)ui

1 + (1+2 ∆t
∆x2 )ui

2 + ( ∆t
2∆x

− ∆t
∆x2 )ui

3 = ui−1
2 +∆t f i

2

−( ∆t
∆x2 + ∆t

2∆x
)ui

2 + (1+2 ∆t
∆x2 )ui

3 + ( ∆t
2∆x

− ∆t
∆x2 )ui

4 = ui−1
3 +∆t f i

3

...
...

...

−( ∆t
∆x2 + ∆t

2∆x
)ui

M−3 + (1+2 ∆t
∆x2 )ui

M−2 + ( ∆t
2∆x

− ∆t
∆x2 )ui

M−1 = ui−1
M−2 +∆t f i

M−2

−( ∆t
∆x2 + ∆t

2∆x
)ui

M−2 + (1+2 ∆t
∆x2 )ui

M−1 + ( ∆t
2∆x

− ∆t
∆x2 )ui

M = ui−1
M−1 +∆t f i

M−1,

(3.34)

avec
f i

j = 2(ti − t 2
i −1)exp(2x j ),

et
U(0) = (exp(2x1),exp(2x2), ...,exp(2xM))T.

Proposition 3.1 Le système linéaire (3.34) est convergeant si ∆t
2∆x

6 ∆t
∆x2 .

Preuve Il suffit de vérifier selon le théorème de LAX, qu’il est consistant et stable.
L’erreur de consistance, lors de l’approche de l’équation du problème, notée E∆x,∆t ,

est définie par

E∆t ,∆x(ti , x j ) = ∂u
∂t

(ti , x j )− u(ti ,x j )−u(ti−1,x j )

∆t
+

(
∂u
∂x

(ti , x j )− u(ti ,x j+1)−u(ti ,x j−1)

2∆x

)
−

(
∂2

u
∂x2 (ti , x j )− u(ti ,x j+1)−2u(ti ,x j )+u(ti ,x j−1)

∆x2

)
, ∀i > 1 et 16 j 6M−1,
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3. RÉSOLUTION PAR LA MÉTHODE DES DIFFÉRENCES FINIES

et elle vérifie l’inégalité∥∥∥E∆t ,∆x

∥∥∥∞ = max
i , j

∣∣∣E∆t ,∆x(ti , x j )
∣∣∣6 c1∆t + c2∆x2.

L’erreur de consistance, lors de l’approche de la condition (cod3), notée E∆x est défi-
nie par

E∆x =
∂u

∂x
(ti ,0)− u(ti , x1)−u(ti 0)

∆x
,

elle vérifie donc ∥∥∥E∆x

∥∥∥ = max
i , j

∣∣∣E∆x(ti )
∣∣∣6 c3∆x.

Donc l’erreur de consistance, notée E∆t ,∆x , vérifie∥∥∥E∆t ,∆x

∥∥∥ = max
i , j

{
E∆t ,∆x(ti , x j ), E∆x(ti )

}
6 c1∆t + c2∆x

On va étuduier maintenant la stabilité en norme ‖‖∞. De l’équation (3.31) associée à
un second membre f nul, on a

α2ui
j = ui−1

j −α1ui
j−1 −α3ui

j+1; i > 1,

ou encore
|α2|

∣∣∣ui
j

∣∣∣6 ∣∣∣ui−1
j

∣∣∣+|α1|
∣∣∣ui

j−1

∣∣∣+|α3|
∣∣∣ui

j+1

∣∣∣ ; i > 1,

avec

α1 = −
(
∆t

∆x2
+ ∆t

2∆x

)
, α2 = 1+2

∆t

∆x2
et α3 =

∆t

2∆x
− ∆t

∆x2
.

Sachant que ∣∣∣ui
j

∣∣∣6 ∥∥∥U(i )
∥∥∥∞ ; pour tout i et j ,

on vérifie sans peine que

(|α2|− |α1|− |α3|)
∥∥∥U(i )

∥∥∥∞ 6
∥∥∥U(i−1)

∥∥∥∞ ; i > 1.

Si ∆t
2∆x

6 ∆t
∆x2 , il est facile de voir que |α2|− |α1|− |α3| = 1.Ce qui établie la stabilité.

Remarque 3.2 1. On peut dire que ce système discret, est incondionnellement stable,

car le pas∆x sensé tendre vers zéro, la condition ∆t
2∆x

6 ∆t
∆x2 , est toujours vérifiée.

2. Plusieus autres schémas numériques sont proposés dans [3]. On a choisi celui on l’on
applique un régressif par rapport au temps pour (théoriquement) sa stabilité incon-
ditionnelle.

Des résultats numériques obtenus pour différents pas de temps et d’espace ∆t et ∆x
sont résumés dans les tableaux 5, 6 et 7.

Pour N = 10,∆t = 0.1

M 15 30 50 100 150
∆x 0.0667 0.0333 0.02 0.01 0.0067
Er r Max 0.772 0.1445 0.0472 0.110 0.0048
CPU(s) 0.15 0.37 0.8 2.9 6.32
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Pour N = 20,∆t = 0.05

M 30 50 100 150 200
∆x 0.0333 0.02 0.01 0.0067 0.005
Er r Max 0.5596 0.1537 0.033 0.014 0.0077
CPU(s) 1.995 3.165 12.556 28.278 47.857

Pour N = 50,∆t = 0.02

M 100 130 150 180 200
∆x 0.01 0.0077 0.0067 0.0056 0.005
Er r Max 0.17 0.0891 0.0639 0.0424 0.0336
CPU(s) 110 163.33 160.39 225.85 281.37

Voici quelques graphes représentant la solution exacte et approchée correspondantes
à certains résultats de ces tableaux

FIGURE 3.3 – ∆t = 0,1 et ∆x = 0.02.

FIGURE 3.4 – ∆t = 0,05 et ∆x = 0.01.

33



Conclusion

Suite aux résultats numériques obtenus sur le problème stationnaire, on conclut que :
1- La méthode des ondelettes est nettement plus précise que celle des différences fi-

nies.
2- L’introduction de la matrice modifiée n’a pas été à la hauteur de nos espérances.

Les résultats numériques associés à celle-ci n’ont pas été améliorés en les comparants à
ceux donnés par la matrice de Razzaghi.

Pour le problème d’évolution, on ne peut tirer aucune conclusion à partir du moment
où les résultats obtenus ne sont pas satisfaisants.

Comme perspective, il serait intéressent de faire intervenir la matrice d’intégration
exacte pour la résolution des problèmes aux limites.
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