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RESUME

Ce travail est consacré & 1’étude des applications Harmoniques dans les variétés Rieman-

niennes.

Une fonction f : (M, g) — R, est dit harmonique si sont Laplacien est nulle. C’est-a-dire

1 B af a)
CAf = /det(gi)) g7 = = 0.
e f \/ det(g”) QI, ( ¢ (gj)g 8xj 8@

La motivation des fonctions harmoniques sur les variétés Riemanniennes, est de caractérisées

les sous-variétés minimales, c’est-a-dire que la courbure moyenne est nulle.




INTRODUCTION

Les variétés Riemanniennes ont été étudiées ou utilisés dans des domaines variés des
mathématiques, en particulier en géométrie Riemannienne.
Une fonction f (M, g) — R, est dit harmonique si sont Laplacien est nulle. C’est a dire
que: Af = (N/det gij)g" ) =0

\/det aSUZ 3 ; 0x;

L’application des fonctlons harmoniques sur les sous-variétés Riemanniennes, est de caracté-
risées les sous-variétés minimales, c’est a dire que la courbure moyenne est nulle.

Mon travail est divisé en deux chapitres:
Le premier chapitre est consacré a donnés quelques notions de bases sur les variétés topo-
logiques, les variétés différentiables, espace tangente, champ de vecteurs, variétés Rieman-
niennes, métrique Riemannienne, connexion linéaire, dérivée covariante d’un champ de vec-
teur le long d’une courbe, connexion de Levi-Civita, le gradient Riemannienne d’un champ
de vecteurs, et le Laplacien Riemannienne d’une application.
Le deuxiéme chapitre, nous procéderons a I’étude des fonctions harmoniques sur les variétés
Riemanniennes. Nous présenterons: Géodésiques, courbes géodésiques, Energie d’une courbe
dans une variété Riemannienne, la premiere variation de ’énergie d’une courbe, la deuxiéme
variation de 1’énergie d’une courbe, la premiére variation de la longueur d’une courbe, la
deuxiéme variation de la longueur d’une courbe, courbure de Ricci, et on montre que Ag X =
2N H, ou X est le vecteur position de la surface X et IV est le vecteur normal unitaire de la
surface ¥ et H est la courbure moyenne de la surface ¥ et Ay est 'opérateur de Laplace-
Beltrami sur la surface Y, la premiére variation de L’aire d’une surface, ainsi la deuxiéme

variation de l’aire d’une surface.




Chapitre 1

Généralités sur les variétés
Riemanniennes

1.1 Notions de la variété
1.1.1 Variété topologique

Définition 1.1.1 Une wvariété topologique est un espace topologique M séparé (espace de
Hausdorff) et a chaque point x € M, il existe un ouvert U de M contenant x, et un homéo-

morphisme

p: U—-WCR"

Ou W est un ouvert de R™.
Exemple 1.1.1 Le cercle unité est une variété topologique, ot
St={(z, y) eR?/ 2® +y* =1}.
Définition 1.1.2 Soit M un espace topologique, et U un ouvert de M. Une application
p: U—op(U)
est homéomorphisme si @ est bijective et continue et
e p(U) U

est continue.
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Soit M un espace topologique, et U un ouvert de M. Une application
p: U—op(U)
est difféomorphisme si ¢ est bijective et de classe C* (1 < k < +00) et
e e(U) U
de classe C*.

Définition 1.1.3 Soit M une variété topologique et U C M. On dit que le couple (U, ¢) est
une carte si et seulement si:
1. U un ouvert de M,

2. ¢p: U — ¢ (U) homéomorphisme.

Définition 1.1.4 Un atlas de classe C* (1 < k < 400) sur une variété topologique M est
une famille de cartes {(U;, ¢;)},c; telle que

1. iQIUi =M,

2.V i # j Uapplication g, o goj_l D (UinUj) — ¢ (UiNUj) est un difféomorphisme de

classe C*.

Définition 1.1.5 M est une variété différentiable de classe C* (k > 1) si:
1. M est une variété topologique,

it. 1l existe un atlas {(Us, ;) }icp de M tel que ¥ i # j, UyNU; # ¢,
w0t @ (UsNUj) — ¢ (U;NT)
est difféeomorphisme.

Exemple 1.1.2 L’espace R™ muni de l’atlas (R™, Idgn) est une variété différentiable.

1.1.2 Espace tangent
Soit M une variété différentiable de classe C°.

Définition 1.1.6 On définit un courbe différentiable sur M de classe C*° comme une appli-
cation

vi]-2 e CR>M
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est de classe C°.

Définition 1.1.7 Un vecteur tangent & la courbe v(t) au point x est une application V,
définie par:
Ve: F(M) - R

f = Valf) = T8 oo

Ou F(M) l'ensemble des fonctions différentiable.

Définition 1.1.8 Sur les courbes différentiablesy : |—¢, e[ C R — M, on définit une relation

d’équivalence

T~ = (P 07)(0) = 6 07)(0).

Définition 1.1.9 On appelle espace tangent o M au point x, noté T, M, l’ensemble des

vecteurs tangents a M en point x.

Ve: FIM)—-R
T.M = feCc™
Ve
L’espace T, M est un espace vectoriel de dimension n, les {%} , i =1, ..., n forment une

base de cet espace.

1.1.3 Champ de vecteurs

Définition 1.1.10 Soit U un ouvert de M, on appelle champ de vecteur sur U toutes appli-
cations

X: U—TM=U,yT,M

On note x(M) l’ensemble des champs de vecteurs sur U.

1.2 Variétés Riemanniennes
1.2.1 Meétrique Riemannienne

Définition 1.2.1 Une métrique Riemannienne sur M est une application qui & chaque

couple de vecteur (X, Y) € (T,M)* donnée un scalaire (X, Y) € R tel que:



1.2 Variétés Riemanniennes 5

L’application
g: T,MxT,M—R

(X, Y)—g(X,Y)

est une forme bilinéaire symétrique et définie positive.
On note une métrique g de composantes g;; par
n
d82 = Z g”dﬂ?ld,fj
i, j=1
01
0 0

9ij = g(a—%7 6_1'])

Définition 1.2.2 On appelle variété Riemannienne tout variété différentiable M muni d’une

métrique g. Noté (M, g) tel que

VX =YX €LM, X £0, g(X, X)= 3 XigyXI >0,

i=1 X i, j=1

Exemple 1.2.1 L’espace Fuclidienne E; ot ds* = da®+dy*+dz?* est une variété Riemannienne.

Car
1. gi2 = g 13 = 23 = g31 = g32 = 0,

est inversible,

O = OV
_ o O

1
0

3. Soit X = (V1, V2, V3), g(X, X) = > XigyXJ = (V)2 + (V32 + (V3)? > 0.

3, j=1
1.2.2 Connexion Linéaire

Soit (M, g) une variété Riemannienne et y(M) : L’ensemble des champs de vecteurs sur M.

Définition 1.2.3 Il existe une seule application

[ XOM) x x(3) = ()
v Y Y

vérifiant:
i. VxY —VyX =[X, Y],
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Propriété de V

1. V est bilinéaire,
2. VixY = f VxY, pour tout fonction f : M — R et pour tous les X, Y € x(M)
3. Vx(fY) = f VxY+ X(f)Y.

V est complétement définie par les symboles de Christoffel Ffj définis par:
Vee; =, Ffjek
k=1
tels que

) =15 b T, M.
(i) {8’“}19‘9 une base de 7T},

En effet, on a alors

n [/ 9Yk .
VY = Xt 4Thkyd ) —
X > < + 13 > D

i,k=1 0w,
et

13 (99  0Ogu  Ogij
ij_ZI:Zlg <8xi+8xj ox; )

Exemple 1.2.2 Dans la carte (R3, Idgs) on a

o = O

1 0
g;=1| 0 0
0 1
les symboles de Christoffel Ffj = 0 pour tout (i, j, k).
Définition 1.2.4 Le tenseur de courbure de (M, g) noté R est donnée par:
R x(M) x x(M) — x(M)
(X, V) = R(X, Y)

Ou

R(X,Y) = [Vx, Vy] =V v
= VxVy —VyVx —Vix v

C’est-a-dire ¥ Z € x(M)

R(X, Y)Z = VxVyZ —VyVxZ — Vix 1 Z.
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Remarque 1.2.1 Le tenseur de courbure est un tenseur de type (1, 3).
On note aussi

1. RIX,Y, Z, W)=g(R(X, YW, Z),

2. R(X,Y)Z=—-R(Y, X)Z.

Soit {%} une base de T, M alors:
i) 1<i<n
0 o . 0 n 0

R(—, —)— =S"RL, ——
((%i’ 8x])8:1:k lzzl ”kaxl
tel que z

or; oT n

L Jk ik l m l m

Proposition 1.2.1 (Identité de Bianchi)
R(X,Y)Z+ R(Y, Z)X + R(Z, X)Y = 0.

Preuve.

R(X,Y)Z+R(Y, Z)X+R(Z, X)Y = VxVyvZ —-VyVxZ —-Vxv1Z+VyVz;X -V;VyX
—Viy, 21X +VzVxY = VxVzY = Vix gV
= Vx(VyZ—=V2Y) =V 72X +Vy (VzX — Vx2)
—Viz. x)¥ +Vz(VxY = VyX) - Vix v1Z
= X, v, 2]+ Y, [Z, X[+ (2, [X, Y]
= 0.

Proposition 1.2.2 Le tenseur R est tri linéaire 1.e:
VX, Xo, Y, Zex(M),YVa, R

1. R(aX) + Xy, Y)Z = aR(Xy, Y)Z + BR(X,, Y)Z,

2. R(Xy, aXy+ BY)Z = aR(Xy, X2)Z + fR(X4, Y)Z,
3. R(Xy, Y)(aXy+ 8Z) =aR(Xy, Y)Xe + BR(Xy, Y)Z.



1.2 Variétés Riemanniennes 8

Définition 1.2.5 Soit M une variété différentiable et V une connexion sur M. On définit
la tenseur de torsion par:
T x(M) x x(M) — x(M)
(X, Y)—=T(X,Y)
telle que

T(X,Y)=VyY - VyX — [X, Y].

Remarque 1.2.2 Le tenseur de torsion est un tenseur de type (1, 2).
Et
T(X,Y)=-T(, X).

Soit { a‘z } une base de T, M alors:
iJ1<i<n

%, 0 & ko ok ﬁ
T(é?_xi’ a_xj)—z(rz'j %) 5

k=1 al'k

SIT:0<:>V)(Y—V}/X:[X,Y}

1.2.3 Dérivée covariante d’un champ de vecteur le long d’une courbe

Définition 1.2.6 Soit (M, g) une variété Riemannienne et soit ¢ : I C R — M une courbe
réguliere de classe C*° dans M, X un champ de vecteurs.
On dit que X champ de vecteurs de classe C* le long de la courbe ¢ si seulement si X est

une courbe t — X (t) de classe C* de TM telle que X(t) € TouyM.

Définition 1.2.7 Soit (M, g) une variété Riemannienne, soit V sa connexion linéaire, la

dériwée covariante le long de la courbe c est ['unique opérateur noté % sur les champs de

vecteurs Y le long de la courbe ¢ vérifiant:

i. % est linéaire,

i 2(fy) =4y + f2y,
13i. Si Y (t) est la restriction d’un champ de vecteurs X définit sur un voisinage de c(ty) (pour

t voisinage de ty). Alors

D
—Y(ty)) =V, X
dt (U) vc

e(t)
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1.2.4 Connexion de Levi-Civita

Définition 1.2.8 On appelle connexion de Levi-Civita sur une variété Riemannienne (M,
g), Uunique connezion linéaire V vérifiant:

1. V est métrique (Vg = 0),

2.V est sans torsion (T'=0).

On dit que V est compatible avec g, si pour tous champs de vecteurs X, Y, Z :

X gy, Z)=9(VxY, Z)+g(Y, VxZ).

1.3 Gradient Riemannienne

Définition 1.3.1 Soit f : R® — R, une application de classe C* (k >1).

Le gradient de f noté V f est un champ de vecteurs sur R", définie par:

vf:iafa

=1 0z Ox;

of of of

(Gr ey’ 7 B2

Exemple 1.3.1 Soit
f: RR=SR

3 2 _ .3
(1, ma, T3) — 2] + 1175 — T

On a

3.0f 0

vio= Zzzl ox; 0x;

of o af o n af o

0$1 8331 8$2 3332 31'3 81‘3

= (327 +23) 9 + (22122) 0 (323) o
0xq 0xa 3 O

= (Bﬁ + 22, 2139, — 3$§) .

Définition 1.3.2 Soit f : (M, g) — R, une application définie sur une variété Riemannienne,

le gradient de f noté V [ est donner par:

n. . Of 0
— iy 2 7

ij=1
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Exemple 1.3.2 Soit
f (R% g) =R

3 2 3
(21, ma, T3) = o] + 125 — T4

et
ds* = (1+2%)da® + dy? + d2?
1+22 0 0 dx
= (dz, dy, dz) 0 10 dy
0 0 1 dz
alors
1+22 0 0
gi=| 0 10
0 0 1
et .
1+a2 0 0
gv = 0 10
0 01
On a
3. ..0f 0
Vf = e
3234+ 13 0 9] , O
ST ) 9wy — 322
1+ 22 0x + Ilb@@ I3ax3

1.4 Laplacien sur une variété Riemannienne

Définition 1.4.1 Dans R", le laplacien d’une fonction f : R® — R est noté Af et donner

par:
"9 (o of
A p—
n an
N ,:Zlaxf

Définition 1.4.2 Soit (M, g) une variété Riemannienne, et f : (M, g) — R une application
de classe C* (k > 2). Le laplacien de f sur M est noté Af donnera:

9 .
g — ( det(g:) <Vf>’)
19 L Of 0

- det(gi;)gi <L 2 .
\/det(gij) axz ( ¢ (gj)g aﬂfj 8IZ)

Af =
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Propriétés
Soient f1, fo € C®°(M)
LA(fi+ fo) =Afi + Afa,

2. A(fife) = foAf1 + f1Afa — 2g(grad fi, grad f),

telle que
grad f = 32 g9 oL 0

i,j=1 aZEZ al’j

Exemple 1.4.1 Le laplacien d’une fonction f : M — R en coordonnées cylindriques r, 0, z.

On a:
x =rcosb,
y =rsind,
z=z.
L’espace R® muni de la métrique euclidienne ds* = dx? + dy? + dz*.

En coordonnées cylindriques la métrique devient ds®> = dr? + r2d0* + dz?.

Dot la tenseur g associé a cette métrique est

1
Gij = 0
0

o 3o

— o O
SN—

et
1 0 0
¢ =10 % 0].
0 0 1
On a:
2 Of D
_ ij _—
Vf i;jzzlg 8(131 a.fj
of o of o of o
_ Y v 2 Y, U s3Y) ¢
N 0$18x1+g 8x28$2+g a$38$3
of 0 of o of o
_ Y/ v 20¢) O 3¢/ ¢
= 9 9o T 9000 7Y 9202
_of 1or of
Or  r200 0z
Bt

19 L Of 0

\/de—ugij)a_xi( detlis)g 8_8)

Bl 26w
r|Or ' Or 06 r2 00 0z 0z

_0*f N i(‘yf o*f

o2 r2 99 022

A(T, 0, z)f




Chapitre 2

Fonctions Harmoniques sur les
variétés Riemanniennes

2.1 Géodésique

Une géodésique est une courbe paramétrique donné par:
c: I=a, b)) CR—-M

(t, s) — c(t, s)

77 l??

la longueur de cette courbe noté par est donnée par:

I(s) :{<g—§(t, s), %(t, 3)>2dt.

Il existe toujours des courbes géodésiques dans une variété Riemannienne, tel que ces courbes

réalisent la plus petite distance entre deux points donnés pour la métrique considérée.

2.1.1 Courbe géodésique

Définition 2.1.1 Soit (M, g) une variété Riemannienne muni d’une connexion V, soit ¢ :
I =la, b] C R — M une courbe de classe C*. On dit que c est une géodésique si et seulement
; Oc __ D Oc __
si Vo =0 (ou 7% =0).
Ecrire en coordonnées locales les géodésique c(t) = (x1(t), .., x,(t)) se lisent comme les
solutions de l’équation différentielle
Az n dx; dz;
Qk + Z fj —
dt ig=1 7 dt dt

Exemple 2.1.1 les géodésique sur R™ sont des droits.

=0.
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2.2 Energie d’une courbe dans une variété Rieman-
nienne

Définition 2.2.1 Soit c¢: I = [a, b] C R — M" une courbe dans une variété Riemannienne
(M, g) de dimension n muni d’une connezion de Levi-Civita. La longueur d’arc | est définie

par:
1

l(s) :fb<%(t, s), %(t, 3)>2dt

a

de la courbe c.

L’énergie de la courbe c est donnée par:

E(s):%!<%(t, s), g—i(t, s)>dt.

2.2.1 La premiére variation de I’énergie et de la longueur d’une

courbe

Lemme 2.2.1 Soit [(s) et E(s) sont différentiables, et nous avons

, b V@ <é, C> é; VQC
l(O) — f at - o < ot > dt|S:0,

o \ (e o)F (¢, &)

E'(0) = (&b, 0), ¢(b, 0)) — (é(a, 0), ¢(a, O))—fb<%(t, s), Vé’t%(t’ s)>dt|s_0.

a

Preuve. Soit ¢ : I = [a, b] C R — M une courbe dans une variété Riemannienne muni

d’une connexion de Levi-Civita V :
cs: la, b X [—¢, ] = M

(t, s) — c(t, s)

on a

E(s) = %af <%(t, s), %(t, s)>dt,
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alors
OFE(s 159 /oc dc
&(9) = §f$<6t t s), 5 @ S)>dt
b de de
= [ <V§E (t, s), o (t, 5)> dt  (puisque V conserve la métrique)
b dc dc
= af<vaatg(t, s), E(t, s)>dt
b dc dc b/ dc 0
= {vgt<88 (t, s), 5 (t, s)>dt—af<a (t, s), Va 8t(t’ s)>dt
] oc c w—p 2 /0c dc
— <—S(t, s), 5 (t, S)> |t,a —af<—3(t, s), Vgta(t, s)>dt
d’ou

22O _ (600, 0). (b, 0)) ~ (ela. 0). é(a. 0) _{<%(t, ), Va0, S)>dt|s_0,

Et de maniére similaire,

alors

(¢ c'>% (¢, ¢ 2
O
Dans le cas ¢ est paramétré proportionnellement & une longueur d’aréte, c’est-a-dire que
dc(t, 0
1248 00— e, 0y =ete, devient

al<0) _ 1 ;e\ |t=b, s=0 b , .
Os o <C, C>% <<C7 C> t=a, s=0 {<Ca V%C> dt|s:0 .

Pour le cas ¢ est géodésique, nous avons maintenant calculé les secondes dérivées de E et [ a

s=0.
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2.2.2 La deuxiéme variation de I’énergie et de la longueur d’une
courbe

Soit ¢ : I = [a, b] C R — M une courbe dans une variété Riemannienne muni d’une connexion
de Levi-Civita V :
cs: la, b] x [—¢e, e] = M

(t, s) — c(t, s)

Lemme 2.2.2 Soit ¢: [a, b] — M géodésique. Puis

dc dc
<V;}9t£(t 0), Vaa (, 0)>dt

(R (5 5) S o) e 9
(Vo o). Gt o)

'O = (s G ) v G 9 )
_fb<R <%, %) %(t, 5), %(t, s)>dt+<v§$%( 5), %(t, s)> i:Z}Iso-

Preuve. Selon les formules de la preuve de lemme 2.2.1

E'(0) =

S L

+

02 bd dc dc
@E(s) = afa <V8ta (t, s), a5 (, 3)>dt
b dc dc
= af<v5t_s(t’ s), V%g(t, s)>dt
(7090 %0 6, %4 ) )dt (puisque ¥ est métrique et sans torsi
+sz o %%(, s), a(, s) (puisque V est métrique et sans torsion)
b dc
=/ Vao—(t s), V (t, s) )dt (Par définition de R)
a s 1 0s
b Oc Oc
+?[<Vgtvaas£(t ),a( )>dt
b a 0 Oc 0
SR (G ) et o) G o)
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Comme c est géodésique, nous avons V 25 (t 0) = 0, et concluons

0? b dc dc
aSQE(O) = af<Vaa—(t, 0), Vgg(t, 0)>dt

—f< (gt (;98) %(t, OF %(t, s)>dt!szo

(V0 0. e 9)

t=b,s=0
t=a,s=0"

De facon similaire,

82
FERL

o ( (%, s), Z(t, s))

ﬁf <Vé’1%<t 0. Vg0t 0)>dt|s_o
_ﬁj R 8615 883) gg( ) gc(t’ 5)>dt|s:0
*ﬁ <V;%<t: s), 3;’ (t s>> .

(Vs (=G ) v (G ) ) )

b g 0 Oc dc dc dc —
F(R (5 50) gt 9 Gt 9y as (v e s Gt iz o

2.3 Courbure de Ricci

Définition 2.3.1 C’est un 2-tenseur symétrique au point x, noté Ric(X,Y) =

l’endomorphisme

.M — T,M

V = RV, X)Y

Si{ei}i<cicoo €5t une base orthonormée de T, M

Ric,(X, V)= R(X, e, Y, e;) =

n
i=1 =1

g(R(X, 61‘)67;, Y)

g

trace de
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Définition 2.3.2 Soit xq un point dans M. Soit {e;}, ;... une base orthonormée de Ty, M,

soient {n'},<;<., la base duale associée, tel que

1sii=]

ni(ej):(sij:{ OS%Z%]

Nous avons

— A, n)==2(An, ) +2(Ven, Ven) —2(n, n* Nilej)R(e;, e;)n).

Ou v est le produit intérieur tel que
1o QP(M) — QP H(M),

VweQP(M), VY, .., Y, 1€T,M ona

(1 (Yo) ) (Viy s Yp1) = (Yo, Vi, oy V).
Définition 2.3.3 La formule de Bochner est donnée par:

—A (. n) = =2(An, n) +2|Val* + 2Ric (n, 1)
ot |Vn|* = (Ve,n, Ven) et écrivons n = fin',

Ric(n, n) = Ric(fiei, fie;) = fifjRiclei, e5).

Preuve. Nous calculons le terme en (1)

(n, n' Nalej)Rles, ep)ny = (fon's 0 Aalej)Rles, ¢) fin®)
= —fifi (0, 1" Nle;) Rimiin™)
= —fifu (1 Rien')
= —fufuRin;
= —fifeBRu

= —Ric(n, ).

(1)
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Proposition 2.3.1 Soit ¥ : z = f(z, y) une surface réguliere dans R3, Paramétrer par:
X: UcCR*—-R?

(2, y) = X(z, y) — (2, y, [z, y))

On a:
Ay X = 2NH.

Ou Ay, est l'opérateur de Laplace-Beltrami et H est la courbure moyenne de X2 et N le vecteur

normale unitaire de X et X le vecteur position.

Preuve. Soit ¥ une surface paramétrer par:
X: UCR* >R

(z, y) = X(z, y) = (2, y, f(z, y))
On a:

Xm - (1 707 fa:)a Xy - (Oa 1: fy)a sz - fa:ma ny - fyyu Xzy - fzya Xa: /\Xy = (_fxa _fya 1)
ot BE=X,X, =1+ f2, F=X,X, = fufy, G = X, X, = 1 + f2

et | = X, N = —-X,N, = #, m= X;,,N = —-X,N, = -X,N, = #7
VIHRZ+1 T+ 2+ /2
fyy

n = nyN = —XyNy = m
La courbure moyenne:
En+ Gl —2Fm
2(EG — F?)
(1 + fy2)f1'$ + (1 + fg) fyy - fofyfry

3
2

2(1+ f2+ f2)2

Le vecteur normale unitaire de ¥ est donner par:

X, A X,
1 Xa A X

1
= W(_ﬁm —fy 1)

N —

ds* = da® + dy? + dz*
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la métrique induite de la surface X : z = f(z, y) est

dsy, = (1—|—fx2) dx? + (1—|—f5) dy* + 2f, f dx dy

donc
g”::Hﬁ fufy
e fofy 1+ f;
et
I o AN 1 T i+
on a
As X = (Asz, Axy, Asf)
on a
2. ..0x O
_ i -~
VE:B - i}jzlgﬁaxi ailfj
R A
1+ 24208 1+ f24 f20y
alors
0 ; 0r 0
- W@ )i )
B o 1+f Y 9 faly
/1+f2+f2 Ox 1+f2+f2 Iy \ 1+ f2+ 12
_Qfx 1+f2 fmx 1+f2)fyy 2fxfyfmy
VIt 2+ 2 +f2+f2)
IV RN R A
De méme
0
sz a ijl Zﬁxzaxj

L+ f2+ f20x

1+ f2+ f20y
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alors
A _ 1 2 _fxfy _{_2 1+f3
RNV e a ATV e caa AR IV ER R
— _ny <1+fy2)fm+(1+fx2)fyy_2fmfyfxy
viEET L 2(1+ f2+ £3)}
— _2fy H
De méme

2 Of 0
Vel = 00 o,
¢ J

ij=1

_ <<1+fy>fx fof? >8+( —f 2 +<1+f$>fy)g

L+ 2402 1424200 \1+ 2402 1+f2+f2) 0y
alors
Agf = L | \VIEREAS VISR
TR RERL | Lo (a2
oy \VI+ R+ VIt R+T
_ 2 (L4 f) fax + (X + f2) fyy — 2f$fyfxy)
\/1+f§+fy2 2(1+f£+f5)5
2
S iR
Donc

AEX = (Azxu A2y7 Azf)

— _2fa: H —2fy H 2 H
N S Ve s NG R

VIFRHL VI RAT VI+ R+
= 2NH.

Théoréme 2.3.1 Soit M une variété différentiable.
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Soit
X: M—-R"
(w1, .., o) — (X, ., X™)

On dit que X est harmonique si les fonctions composantes le sort.
C’est-a-dire

Exemple 2.3.1 Soit
X: UCR*—R?

(z, y) = X(z, y) = (2, y, [(z, y))

On a Ax X =2NH, et soit

X : UcCR—-R
r(u, v) = (u, v, u* +0?)
1 1
OnaN = (—2u, —2v, 1), Ax X =2NH =2H (—2u, —2v, 1)
4u? + 4?2 + 1 4u? + 40?2 + 1

d’autre part

(1+4u?)2+ (1+40v?)2
2(1 + 4u? 4 40?)2

(1+ 4u?) + (1 + 40v?)
(14 4u? + 402)2

£ 0.

donc X n’est pas harmonique.
Proposition 2.3.2 Soit ¥ : z = f(x, y) une surface réguliére dans R3, paramétrer par:
X: UCR >R

(z, y) = (z, y, f(z, y))

Si f(z, y) = ax + by + ¢ alors X est harmonique.
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Preuve.

alors

et

on a

donc

alors

De méme

alors

On a
dsz, = (1+ a?)dz® + (1 + b*)dy® + 2ab dz dy

[ 14a* ab
Ji= =\ ab 148
ij 1 1 + b2 —ab
v\ —ab 1+a
AsX = (Asz, Asy, Asf)

2 .0 0
vzx i’jzzl 95 al[’l aiEj
1+v* 0 ab 0

1+a2+b020x 1+a2+b2dy

N R Gy Y )
. VI+a2+02 \0z \V1+a2+1?) Oy \V1+a2+1?

= 0.
2 .9y 9
= Y e
sz LJZ:1 95 aZU@ 8a;j
ab %) l1+a* 0

I+ 00z 1+ 1 0y

A _.__i__(2<_iti_)_§(__ﬂ;_>)
T rere\oy \Vitern) a\Viterr
= 0.

_ 9 0
Vel = ij=1 28%’8—%’
A+ b)a ab? 9,
B (1+a2+b2_1+a2+b2)%
+((L+&w a2b ) 0

1+a2+0 1+a>+02) 9y
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alors

0 < (1+0%)a ab? >
Asf = 1 dx \V1+a24+02 V1+a®+0?
= Arare +3< L+a)d e
Iy \Vi+a>+0? V1i+a>+1?
= 0.
Donc
AsX = (Asgz, Asy, Asf) =0
alors X est harmonique, donc la surface ¥ est minimal. Il

2.4 La premiére et la deuxiéme variation de L’aire d’une
surface

Soit une surface minimal M, bornée par une courbe ¢ et nous prenons la variation Y*(u,
v) = X(u, v) +t V(u, v) ou V(u, v) = p(u, v)U(u, v) est un champ de vecteurs normal
sur M de longueur variable p avec p(c) = 0. Pronons ici les conditions nécessaires pour la
minimisation de l'aire.

Dans ce qui suit nous utilisons la notation:

* = (Xu X Xv) ’ (Xu X VU) + (Xu X Xv) : (Vu X Xv)
sk = 2(X, x Xy) - (Vi x V) + (Xu x V) - (X X V)
+2(Xy, x V) - (Vi x X)) + (Vi x X)) - (Vi X Xy)

et

S = \J1Xu X X2 425 18245+ O (19).

Ou O (#?) désigne des termes impliquant une puissance de ¢ supérieur ou égal trois. Avec

cette note, on voit que la surface de I’aire A(t) est donnée par:
A(t) = [[S du dv.
Maintenu nous supposons que M est minimal, donc A’ (0) =0.

Lemme 2.4.1 Si M est minimal alors * = 0.
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Preuve. On a

= (XyxXy)  (XuxVy)+ (XyxX,) (VuxXy)
+(Xy - Vi) (X - X)) — (X - X)) (X, - V).
Nous présents, V,, = p, U+ p U, et V, = p, U + p U,, donc nous avons
= pX, U, car X,,-U =0

= —pl.

De méme X, -V, = —pm, X,,-V, = —pm et X, -V, = —pn. Le fait de brancher ces quantités

en * donne

x = —pEn+ pFm — pGl+ pFm
= —p(En+ Gl—2Fm)

= 0.

Puisque En + Gl — 2Fm est le numérateur de la courbure moyenne et M est minimal.

On a
, x+txx+ O (1?)

A) = 2
VIXe X X2 4 205 1825510 ()

Alors

*
—p(En+ Gl —2 Fm)

= [f X, x X du dv

B —2p(En+Gl—2 Fm) 5

= [f 2 (EG — ) VEG — F?du dv
= [[ —2pH dA (dA = VEG — F? du dv)
= 0.

Alors A'(0) est minimal.

g
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Donc, S = \/\Xu X X, + 2% % + O (3) et, en prenant

A//(t):ff**S_S;**S dud'[}

t** 4+ O (1?)
S

Notons que S = , par le lemme 2.4.1, de sorte que

Slizo = 1 Xu x Xy

et
Sl ‘t:[) = 0

Donc on a l'expression pour A" (0),

7 kk

Maintenant, récrivons ** en utilisant la notation e=U, - U,, f =U,-U,, g = U, - U,. Nous

avons

o = 2(Xy x Xp) - (Vo x Vo) + (Xu x V3) - (Xu X V)
F2(X, x V) - (Vi x X)) + (Ve x X,) - (Vi x X,)
= 20Xy Vi) (X - Vo) = (X - Vo) (X - Vi)
X X)) (Vo - Vi) = (X - Vo) (Ve - X)) +2[(Xy - Vi) (Vi - Xo)
X, - X

(

+(
( v)(% . VU)] + (Vu : Vu)(Xv . Xv) - (Vu : Xv)(Xv : Vu)
(

= 2[(—pl)(=pn) = (=pm)(=pm)| + E(p; + p*g) — p*m’
+2[(=pl)(=pn) = F(pup, + 0 )] + G(p} + p’e) — p*m®

= 4p*[Iln — m?| + p*[Eg + Ge — 2F f] + Ep> + Gp2 — 2Fp,p, .

En connectant cela, avec | X, x X,| = vV EG — F? donc A”(0) donne

" 40%[In — m? 2[Eg+ Ge — 2F Ep? + Gp? —2F
VEG — F?
En particulier, on peut d’abord supposer ¥ = G, F = 0, ] = —n (puis que H = 0),
l2 2 l2 2 y
K = _(—i—_m)) e=U, U, = ﬂ = U, - U, = g. Mettre ces expressions en A" (0)

E? E
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donne
" 1 20 12 2 2 (l2+m2) 2 2
A(0) = [[5 [40°(=F =m®) + 20° B+ E(p, + p})
1
= ffE [—2p2(l2 +m?) + Ep? + Epg] du dv

l2 2
= [[ -2Ep* ;;n + p2 + p2 du dv

= [[2Ep*K + p? + p2 du dv.

du dv



CONCLUSION

Le but de ce travail est d’aborder 1’étude des applications Harmoniques dans les variétés
Riemanniennes. qui sont les solutions de ’équation A f = 0.

Ou A est 'opérateur de Laplace-Beltrami donnée par:
1 0 _Jf 0 )
= det(gi;) g7 —— .
f \/ det(gw) axz ( <g ])g 8$j 81’1
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