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Chapitre 1

INTRODUCTION

Les origines de la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes revient

aux théorèmes classiques de Sokhotskii-Casorati (1868), Weierstrass (1876) et Picard (1879).

Dans la dernière décennie du XIX ième et les deux premières décennies des XX-ème siècles,

ces théorèmes ont subit des développements par le biais des études sur la répartition des

zéros des fonctions entières e¤ectuées principalement par l�école française (Hadamard, Borel,

Valiron et autres). La machine analytique intrinsèquement liée à des fonctions méromorphes a

été construit dans les années 20 du XX siècle par le mathématicien �nlandais Rolf Nevanlinna.

Après son travail, la théorie de la distribution des valeurs acquise, en quelque sorte, une forme

complète. Les principaux résultats classiques de la théorie des fonctions entières ont été inclus

dans la théorie de Nevanlinna d�une manière naturelle.

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes occupe l�un des lieux

centraux dans l�analyse complexe. De nombreux travaux sont consacrés à l�étude de ses liens

avec d�autres domaines des mathématiques (topologie, géométrie di¤érentielle, théorie de la

mesure, la théorie du potentiel et d�autres), l�extension de ses conclusions à de plus larges

classes de fonctions (fonctions méromorphes dans les régions planes arbitraires et les surfaces

de Riemann, les fonctions algébroïde, fonctions de plusieurs variables, courbes méromorphes),

ainsi que ses applications, principalement à la théorie analytique des équations di¤érentielles.



1.1 Plan de ce travail : 1

1.1 Plan de ce travail :

Ce mémoire se compose de quatre parties essentielles :

Dans la seconde partie, on va citer des rappels et des dé�nitions sur la théorie de R.Nevanlinna

et quelques préliminaires qu�on aura besoin par la suite.

Dans la troisième partie intitulée :"la croissance des équations di¤érentielles linéaires", nous

montrons quelques propriétés des solutions de ces équations, en améliorant les résultats de

Lian-Zhong Yang.

Dans la dernière partie, on donne quelques applications sur la croissance des fonctions entières.



Chapitre 2

NOTIONS ET LEMMES
PRÉLIMINAIRES

Dans cette partie, nous exposons les dé�nitions et les concepts fondamentaux nécessaires à

l�étude des équations di¤érentielles linéaires complexes, ainsi que certains théorèmes liés à

ces derniers, et les lemmes dont on a besoin, commençons par la théorie de Nevanlinna[9]

2.1 La théorie de Nevanlinna :

La théorie de Nevanlinna, développée par R. et F. Nevanlinna dans les années 1920, concerne

la distribution des valeurs des fonctions holomorphes et méromorphes.

La théorie de Nevanlinna est principalement lié à l�étude des fonctions méromorphes c�est-

à-dire dont les seuls points singuliers à distance �nis sont des pôles, est donc le quotient de

deux fonctions entières ou polynômes.

Le théorème fondamental de l�algèbre a¢ rme que tout polynôme à coe¢ cients complexes de

degré k admet k racines comptées avec multiplicité. Il existe de nombreuses démonstrations

plus ou moins équivalentes utilisant des outils d�analyse complexe.

Thèorème (Principe du max imun) :

Soit 
 un ouvert connexe de C: Si f une fonction holomorphe sur 
 a un maximum local

en a 2 
; elle est constante, ou bien soit f une fonction analytique non constante sur un

domaine D. Du théorème de l�image ouverte on déduit immédiatement :
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� le module de f ne possède pas de maximum local dans D (donc, si D est borné, le

maximum de jf j se trouve sur la frontière de D) ;

� si f ne s�annule pas sur D alors jf j ne possède pas non plus de minimum local dans D ;

� la partie réelle de f ne possède dans D ni maximum local, ni minimum local.

d�après le principe de maximum, nous savons que la valeur maximale atteinte par jf j sur

un disque de rayon R centrée à l�origine se trouve sur la frontière. Donc, nous obtenons la

proposition suivante au sujet de la croissance de f:

sup
jzj�R

jf (z)j = O (Rn) quand R!1:

Dé�nition : une fonction entière f est une fonction analytique sur le plan complexe tout

entier.

Théorème (Liouville) : Toute fonction entière bornée est une constante.

Dé�nition : Les fonctions transcendantes sont des fonctions qui ne sont pas algébriques.

Par exemple les fonctions exponentielles ez; sin z; cos z; ainsi que les fonctions trigonomé-

triques.

Dé�nition (M�eromorphe) : Soit 
 un ouvert de C. Une fonction méromorphe f sur 


est une fonction dé�nie et holomorphe sur un ouvert 
 n P (f) telle que :

1= P (f) � 
 est un ensemble discret, fermé dans 
,

2= tout a 2 P (f) est une singularité polaire de f .

Les éléments de P (f) sont les pôles de f . On noteM(
) l�ensemble des fonctions méromorphes

sur 
:

Remarque : Si f 2M (
) ; alors au voisinage de tout point a 2 
; f s�écrit comme quotient

de deux fonctions holomorphes.

Théorème (Th�eor�eme fondamental de l0a lg�ebre) :

Tout polynôme non constant, à coe¢ cients complexes, admet au moins une racine.

La théorie des fonctions entière permet, par le théorème de Liouville, de démontrer de manière

simple et élégante le théorème fondamental de l�algèbre.
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Théorème de Picard (voir [9] ; [10]) : Toute fonction entière non constante prend, sur le

plan complexe, toutes les valeurs sauf au plus une.

Un exemple du théorème de Picard est la fonction exponentielle ez, qui omet les valeurs 0

et 1. Lorsque r est grand, le cercle jzj = r est mappé à de nombreuses valeurs proches de

1 (quand Re z est grand) et les valeurs de nombreux proches de 0 (lorsque Re z est très

négative).

Théorème de Weierstrass : Soit (an) une suite de nombres complexes tous non nuls tels

que

lim
n!1

janj =1:

Alors, toute fonction entière qui s�annule exactement en chaque an et a un zéro d�ordre m à

l�origine est de la forme

f (z) = eg(z)zm
1Y
n=1

En

�
z

an

�
;

où g est une fonction entière et les facteurs canoniques En sont dé�nis par

Ek (z) = (1� z) ez+z
2=2+::::+zk=k:

Dé�nition : Soit f une fonction entière. Alors, l�ordre de croissance de f est donné par

�f = inf
n
� > 0 : jf (z)j � AeBjzj

�
o
;

où A; B > 0 sont des constantes.

Dé�nition 2.1.1 Pour tout nombre réel >0, on dé�nit

ln+ x = max (0; ln x) =

�
lnx si x > 1
0 si 0 < x � 1:

Les propriétés de bases du logarithme tronqué sont contenues dans le lemme suivant :

Lemme 2.1.1 On a

lnx � ln+ x;

ln+ x � ln+ y pour 0 < x � y;
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lnx = ln+ x� ln+ 1
x
;

jlnxj = ln+ x� ln+ 1
x
;

ln+
nX
i=1

xi � lnn+
nX
i=1

ln+ xi;

ln+

 
nY
i=1

xi

!
�

nX
i=1

ln+ xi;

��ln+ jx1j � ln+ jx2j�� � ����ln ����x1x2
�������� ;

��ln+ jx1j � ln+ jx2j�� � ln+ jx1 � x2j+ ln 2:
Théorème 2.1.1 (Jensen) (voir [9]) Soit f une fonction méromorphe telle que f (0) 6=

0;1; et soit a1; a2,.(resp: b1; b2; ) désigne ses zéros (resp. pôles), chacun pris en compte en

fonction de sa multiplicité. Alors

ln jf (0)j = 1

2�

2�Z
0

ln
��f �rei'��� d'+ X

jbj j<r

ln
r

jbjj
�
X
jaij<r

ln
r

jaij
: (2.1)

La nouveauté importante de la théorie de Nevanlinna consiste à introduire une nouvelle fonc-

tion T (r; f) ; appelée fonction caractéristique qui caractérise la croissance pour les fonctions

méromorphes dans un disque ou au voisinage de l�in�ni. Elle se dé�nit à partir de deux termes

m (r; f) et N (r; f) :

Dé�nition 2.1.2 (Fonction a-points)(voir [9] ; [10]) Soit f une fonction méromorphe.

Pour tout nombre complexe a, on désigne par n (t; a; f) le nombre de racines de l�équation

f (z) = a situées dans le disque jzj � t; chaque racine étant comptée avec son ordre de

multiplicité et par n (t;1; f) le nombre de pôles de la fonction f dans le disque jzj � t:
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Posons

N (r; a; f) =

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)
t

dt+ n (0; a; f) ln r; a 6=1 (2.2)

et

N (r;1; f) = N (r; f) =
Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)
t

dt+ n (0;1; f) ln r; (2.3)

N (r; f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque jzj � r:

Le terme N (r; f) est lié au nombre de fois que la fonction f atteint l�in�ni dans le cercle

de rayon r: Si n (r; a) désigne le nombre des racines comprises dans le cercle jzj = r de

l�équation f (z) = a (a pouvant valoir 1) ; chaque racine étant comptée autant de fois que

son ordre l�indique.

Remarque 2.1.1 . La fonction N (r; f) est utile car elle est liée, d�une manière naturelle,

à la formule de Jensen (2:1). La formule de Jensen peut être écrite comme

N

�
r;
1

f

�
�N (r; f) = 1

2�

2�Z
0

ln
��f �rei'��� d'� ln jc�j :

Proposition 2.1.1 Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent

à l�origine

f (z) =

1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0;m 2 Z;

Alors

ln jcmj =
1

2�

2�Z
0

ln
��f �rei'��� d'�N �r; 1

f

�
+N (r; f) :

Dé�nition 2.1.3 (Fonction de proximit�e) (voir [9] ; [10]) Pour la fonction méromorphe

f on dé�nit

m (r; a; f) = m

�
r;

1

f � a

�
=

1

2�

Z 2�

0

ln+
���� 1

f (rei')� a

���� d'; a 6=1
si f � a 2 C; et

m (r;1; f) = m (r; f) = 1

2�

Z 2�

0

ln+
��f �rei'��� d': (2.4)
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m (r; a; f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a:

Dé�nition 2.1.4 (Fonction caract�eristique) (voir [5] ; [6] ; [9] ; [10]) La fonction carac-

téristique d�une fonction méromorphe f est dé�nie par

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) : (2.5)

Example 1 Pour la fonction

f (z) = ez

on a

m (r; f) =
r

�
, N (r; f) = 0:

D�où

T (r; f) =
r

�

Example 2 Soit la fonction

f (z) = eanz
n

on a

m (r; f) =
janj rn
�

, N (r; f) = 0:

Donc

T (r; f (z)) =
janj rn
�

:

Théorème 2.1.2 (Pr emier th�eor�eme fondamental) (voir [9]) Soient f une fonction mé-

romorphe, a 2 C; et soit

f (z)� a =
1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0; m 2 z;

le développement de Laurent de la fonction f � a à l�origine. Alors

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a) ; (2.6)

où

j' (r; a)j � ln 2 + ln+ jaj :
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Remarque 2.1.2 Le premier théorème principal peut être exprimé en

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O (1) ;

pour tout a 2 C: Notez que le terme d�erreur borné O (1) dépend de a 2 C.

Théorème 2.1.3 (voir [8] ; [9]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors

m (r; a) +N (r; a) = T (r; f) + " (r; a) (2.7)

pour tout nombre complexe a 6=1; où " (r; a) = O (1) quand r !1:

Ce théorème caractérise donc l�invariance, à un terme borné près, de la somme m (r; a) +

N (r; a) : En outre, le terme m (r; a) étant en général assez petit, ce théorème donne une

limite supérieure au terme N (r; a) :

Proposition 2.1.2 Soient f; f1; f2; :::; fn des fonctions méromorphes et �; �; 
; � 2 C

telles que �� � �
 6= 0: Alors

(a) m (r; f) > 0; donc N (r; f) � T (r; f) ;

(b) m (r; f1:::fn) �
nX
i=1

m (r; fi) ;

(c) m

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) + ln
+ n;

(d) si r > 0 ou f (0) 6=1, alors N (r; f) > 0; donc m (r; f) � T (r; f) :

(e) N (r; f1:::fn) �
nX
i=1

N (r; fi) ;

(f) N

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) ;

(g) T (r; f) > 0 dés que r > 1 ou f (0) 6=1;
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(h) T (r; f1:::fn) �
nX
i=1

T (r; fi) pour r � 1;

(i) T (r; fn) = nT (r; f) ; n 2 N;

(j) T

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) + log
+ n; pour r � 1;

(k) T
�
r; �f+�


f+�

�
= T (r; f) +O (1) ;

si f 6= ��


:

(l) m (r; f) ; N (r; f) et T (r; f) sont continues,

(m) N (r; f) et T (r; f) sont croissantes.

Preuve. Les points (a) ; (b) et (c) s�obtiennent en intégrant les inégalités correspondantes

sur log+ : La continuité de m (r; f) en un rayon r s�obtient en considérant un voisinage

compact fz : r � " � jzj � r + "g qui ne contient pas de pôle de f: Alors log+ f est bornée

sur ce voisinage, donc le théorème de continuité sous le signe somme s�applique : m (r; f) est

continue dans l�intervalle ]r � "; r + "[ : On exprime ensuite N (r; f) comme une somme sur

tous les pôles de f :

N (r; f) =

Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)
t

dt+ n (0;1; f) ln r:

�
Tous les termes sont croissants, donc N (r; f) l�est aussi. Ils sont tous continus, donc N (r; f)

l�est aussi.

En�n, tous sont positifs sauf éventuellement celui zéro : il est cependant positif ou nul dès

que r > 0 ou f (0) 6= 1, et cela prouve (d) : Les points (e) et (f) s�obtiennent en majorant

les multiplicités d�un pôle a de f1:::fn ou de f1 + ::: + fn par la somme des multiplicités de

ce point pour les fonctions f1; :::; fn
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Pour obtenir les propriétés (g) ; (h) ; (j) ; (k) ; (l) sur T (r; f) ; il su¢ t de sommer les propriétés

correspondantes sur m et N: On ne peut pas obtenir le point (m) de la même façon, car bien

que N (r; f) soit croissante, m (r; f) ne l�est pas forcément.(Par exemple, si f : z ! �1
z2
; alors

m (r; f) n�est pas croissante)

Pour la propriétés (i) il est facile de voir que jfnj = jf jn � 1 ssi jf j � 1:

Il ne reste plus qu�à montrer que T (r; f) est croissante. Pour chaque � on applique le premier

théorème de Nevanlinna [9]
�
log jcf j+ T 1

f
(R) = Tf (R)

�
à la fonction z ! f (z) � exp i�

(qui a les mêmes pôles que f) ; cm coe¢ cient de

f (z)� exp (i�) :

Or on a
2�Z
0

log+
��b� ei��� d'

2�
= log+ jbj ;

pour tout b (la preuve est donnée plus bas) : En intégrant l�égalité qui précède, et en permu-

tant les intégrales du second membre par le théorème de Fubini, il vient donc :

2�Z
0

h
log jcmj+N 1

f�exp i�
(r)
i d'
2�
= Nf (r) +

24 2�Z
0

log+
��f �rei'��� d'

2�

35 = Tf (r) :
Comme log jcmj est une constante, et que N 1

f�exp i�
(r) est croissante en r, on déduit que Tf

est aussi croissante.

Prouvons en�n que
2�Z
0

log+
��b� ei��� d'

2�
= log+ jbj :

Si jbj > 1; alors la fonction z ! log (b� z) est holomorphe sur D (disque unité fermé) ; donc

sa partie réelle z ! log jb� zj est harmonique, d�où

2�Z
0

log+
��b� ei��� d'

2�
= log jb� 0j :
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Si jbj < 1; alors la fonction z ! log (bz � 1) est holomorphe sur D, donc sa partie réelle

z ! log jbz � 1j est harmonique, d�où
2�Z
0

log+
��b� ei��� d'

2�
=

2�Z
0

log+
��be�i� � 1�� d'

2�
= log jb� 0� 1j = 0:

Le cas jbj = 1 s�obtient par continuité.

Dé�nition 2.1.5 (L0ordre et l0hyper � ordre) (voir [2] ; [3]) Soit f une fonction entière.

Alors l�ordre et l�hyper-ordre de f sont dé�nis respectivement par

� (f) = lim
r!+1

log logM (r; f)

log r
;

�2 (f) = lim
r!+1

log log logM (r; f)

log r
;

où M (r; f) = maxjzj=r jf (z)j : Si f est une fonction méromorphe, alors l�ordre et l�hyper-

ordre de f sont dé�nis par

� (f) = lim
r!+1

log T (r; f)

log r
;

�2 (f) = lim
r!+1

log log T (r; f)

log r
;

où T (r; f) est la fonction caractéristique de R.Nevanlinna de la fonction f:

Théorème 2.1.4 Soit R (u) une fonction rationnelle de degré d et f (z) une fonction mé-

romorphe, alors

T (r; R (f)) = dT (r; f (z)) +O (1) : (2.8)

Théorème 2.1.5 Soit P (u) est un polynôme de degré p et f (z) une fonction méromorphe,

alors

T (r; P (f (z))) = pT (r; f (z)) +O (1) ;

m (r; P (f (z))) = pm (r; f (z)) +O (1) ;

N (r; P (f (z))) = pN (r; f (z))

Corollaire 2.1.1 Si R (z) est une fonction rationnelle de degré d; alors

T (r; R (z)) = p ln r +O (1) ; (2.9)
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car T (r; z) = ln+ r; d�après (2:8)

Example 3 Soit la fonction

f (z) = cos z

alors

T (r; cos z) =
2r

�
+O (1) ;

donc

� (f) = 1 et �2 (f) = 0

Example 4 Soit la fonction

f (z) = cosh z

alors

T (r; cosh z) =
2r

�
+O (1) ;

donc

� (f) = 1 et �2 (f) = 0:

Dans certaines parties de la théorie de Nevanlinna, ainsi que dans la théorie des équations

di¤érentielles complexes, il sera fréquent de rencontrer avec des quantités qui sont de la

croissance o (T (r; f)) quand r !1 en dehors d�un ensemble exceptionnel de mesure linéaire

�nie, f étant une fonction méromorphe. Ces quantités seront notées par S (r; f). Notez que

l�ensemble exceptionnel peut être di¤érent pour des quantités di¤érentes. En outre, la somme

�nie de nombreuses quantités de type S (r; f) est de nouveau de type S (r; f). Même plus,

c�est vrai :

Dé�nition 2.1.6 Soit la fonction S (r; f) = o (T (r; f)) à l�extérieur d�un ensemble de me-

sure linéaire �nie.

Proposition 2.1.3 Soit f une fonction méromorphe. Alors la famille
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S (f) := fg méromorphe = T (r; g) = S (r; f)g

est un champ et une algèbre.

Dé�nition 2.1.7 (Exposant de convergence des z�eros) (voir [7]) Soit f une fonction

méromorphe. Alors on dé�nit l�exposant de convergence des zéros de la fonction f par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
log r;

et par

� (f) = lim
r!+1

logN
�
r; 1
f

�
log r

;

l�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f , où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

dt+ n

�
0;
1

f

�
log r;

avec :

� n
�
t; 1
f

�
est le nombre des zéros de la fonction f situées dans le disque jzj � t:

� n
�
t; 1
f

�
désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situées dans le disue jzj � t:

Remarque 2.1.3 Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�hyper exposant de conver-

gence des zéros et l�hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f respec-

tivement par

�2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

�2 (f) = lim
r!+1

log logN
�
r; 1
f

�
log r

;
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2.2 La densité des ensembles :

Dé�nition 2.2.1 (Mesure d0un ensemble) (voir [6]) On dé�nit la mesure linéaire d�un

ensemble E � [0;1) par

m (E) =

Z +1

0

�E (t) dt;

où �E (t) est la fonction caractéristique de l�ensemble E: La mesure logarithmique d�un en-

semble F � [1;1) est dé�nie par

lm (F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
dt:

Example 5 La mesure linéaire de l�ensemble E = [a; b] � [0;1) est

m (E) =

+1Z
0

�E (t) dt =

bZ
a

dt = b� a:

La mesure logarithmique de l�ensemble F = [e4; e6] � [1;1) est

lm (F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
dt =

Z e6

e4

dt

t
= 2:

Dé�nition 2.2.2 (voir [3] ; [6]) La densité supérieur d�un sous ensemble E � [0;1) est

dé�nie par

densE = lim
r!1

sup

�Z r

0

�E (t) dt

�
=r;

et la densité inférieur de E � [0;1) est dé�nie par

densE = lim
r!1

inf

�Z r

0

�E (t) dt

�
=r:

Dé�nition 2.2.3 De même on dé�nit la densité logarithmique supérieur d�un sous ensemble

H � [1;1) par

log densH = lim
r!1

sup

�Z r

1

�H (t)

t
dt

�
= log r

et la densité logarithmique inférieur de H � [1;1) est dé�nie par

log densH = lim
r!1

inf

�Z r

1

�H (t)

t
dt

�
= log r

où � (t) est la fonction caractéristique d�un ensemble.



2.3 Le terme maximal et l�indice central : 15

2.3 Le terme maximal et l�indice central :

Dé�nition 2.3.1 (Le terme maximale) (voir [3]) Soit f (z) =
1X
n=0

anz
n une fonction en-

tière, � (r) le terme maximal de f; i.e

� (r) = max fjanj rn; n = 0; 1; 2; :::g : (2.10)

Dé�nition 2.3.2 (L0indice central) (voir [3]) L�indice central de la fonction f est dé�ni

par

�f (r) = max fm;� (r) = jamj rmg : (2.11)

Example 6 Soit le polynôme

p (z) =
nX
i=0

aiz
i; an 6= 0;

on a

� (r) = janj rn et �p (r) = n pour r assez grand.

2.4 Lemmes préliminaires

Nous avons besoins des lemmes suivants pour la preuve des théorèmes.

Lemme 2.4.1 (voir [9; p : 50� 51]) Soit f (z) =
+1X
n=0

anz
n une fonction entière, � (r) est le

terme maximal de f , i.e

� (r) = max fjanj rn; n = 0; 1; 2; :::g ; (2.10)

et soit � (r) l�indice central de f;i.e

� (r) = max fm; � (r) = jamj rmg : (2.11)

Alors nous avons

lim
r!+1

sup
log log � (r)

log r
= �2 (f) ;

où �2 (f) est l�hyper-ordre de f:
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Lemme 2.4.2 Soient F (r) et G (r) des fonctions croissantes sur (0;+1) : Si F (r) � G (r)

pour r =2 E [ [0; 1] ; où l�ensemble E � (1;+1) est de mesure logarithmique �nie, alors, pour

une constante � > 1; il existe une valeur r0 > 0 telle que F (r) � G (�r) pour r > r0:

Preuve. �

Comme E est de mesure logarithmiue �nie

+1Z
1

E(t)
t
dt = logmeasE < +1;

alors

+1Z
1

E (t)

t
dt! 0;

où log meas E est la mesure logarithmique de E; et

E (t) =

�
1 , si t 2 E;
0 , si t =2 E:

Donc, il existe r0 > 1 tel que

�rZ
r

E (t)

t
dt < log�; lorsque r > r0:

Comme

log (�r)� log (r) = log�;

on a

(r; r�)� E \ (r;+1) 6= ?;

et ainsi nous pouvons choisir

r0 2 (r; r�)� E \ (r;+1) :

Par l�hypothèse du lemme 2:2; on obtient

F (r) � F (r0) � G (r0) � G (�r) :

D�où le résultat.
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Lemme 2.4.3 Lemme de la d�eriv�ee log arithmique (voir [13; p 38] ; [5; p 36� 56]) Soit

f une fonction méromorphe non constante dans le plan complexe �ni, et k un entier positif.

Alors pour 1 � r � R < +1;

m

�
r;
f (k)

f

�
� C

�
log+ T (R; f) + log+

1

R� r + logR + 1
�
; (2.12)

où C est une constante positif ne dépendant que k et f:

Lemme 2.4.4 (voir [4]) Soit f une fonction transcendante méromorphe d�ordre �ni �: Soit

� = f(k1; j1) ; (k2; j2) ; :::; (km; jm)g un ensemble �ni de couples de nombres entiers distincts

d�entiers satisfaisant ki > ji � 0 pour i = 1; :::;m et soit " > 0 une constante donnée. Alors

il existe un ensemble E � [1;+1) de mesure logarithmique �nie, tel que pour tout z véri�ant

jzj =2 [0; 1] [ E et tout (k; j) 2 �; on a����f (k) (z)f (j) (z)

���� � jzj(k�j)(��1+") : (2.14)

Lemme 2.4.5 (voir [4]) Soit f une fonction méromorphe transcendante, et soit � > 1 une

constante donnée. Alors il existe un ensemble E � [1;+1) de mesure logarithmique �nie et

une constante C > 0, qui ne dépend que de � et k = 1; 2; :::;m tel que pour tout z véri�ant

jzj =2 [0; 1] [ E; on a ����f (k) (z)f (z)

���� � C �T (�r; f)r
(log r)� log T (�r; f)

�k
; (2.15)

pour tout k = 1; 2; :::;m:

Lemme 2.4.6 (voir Wiman� V aliron; [11] ; [6]) Soit f une fonction entière transcendante

et soit z un point tel que jf (z)j = M (r; f) : Alors pour tout jzj en dehors d�un ensemble E

de r de mesure logarithmique �nie, on a

f (k) (z)

f (z)
=

�
�f (r)

z

�k
(1 +O (1)) ; r =2 E; (2.16)

où k est un nombre entier positif.



Chapitre 3

LA CROISSANCE DES SOLUTIONS
DES ÉQUATIONS
DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES

3.1 Introduction et résultats

Dans l�étude des équations di¤érentielles complexes, la croissance d�une solution est une

propriété importante. Pour les équations di¤érentielles linéaires de la forme

f (n) + an�1 (z) f
(n�1) + ::::+ a0 (z) f = 0; (3.1)

où a0 (z) ; a1 (z) ; ::::; an�1 (z) sont des polynômes, il est bien connu que toute solution entière

de l�équation (3:1) doit être d�ordre �ni([9]) :

Pour une équation di¤érentielle linéaire du second ordre

f
00
+ A (z) f

0
+B (z) f = 0; (3.2)

où A et B 6= 0 sont des fonctions entières, les résultats suivants ont été obtenus.

Théorème A (voir [9]) Soit E un ensemble de nombres complexes satis-

faisant dens fjzj ; z 2 Eg > 0; et soit A (z) et B (z) sont des fonctions entières

telles que pour les constantes �; � > 0; on a

jA (z)j � exp
n
o (1) jzj�

o
;

et

jB (z)j � exp
n
(1 + o (1))� jzj�

o
;
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quand z �! 1 pour z 2 E: Alors, toute solution f 6= 0 de l�équation (3:2)

satisfait � (f) = +1 et �2 (f) � �:

Théorème B (voir [3]) Soit E un ensemble de nombres complexes satisfai-

sant dens fjzj ; z 2 Eg > 0; et soit A (z) et B (z) des fonctions entières avec

� (A) � � (B) = � < +1;

telles que pour une constante C > 0 et pour tout " > 0;

jA (z)j � exp
�
o (1) jzj��"

	
;

et

jB (z)j � exp
n
(1 + o (1))� jzj

��"
o
;

quand z �! 1 pour z 2 E: Alors, toute solution f 6= 0 de l�équation (3:2)

satisfait � (f) = +1 et �2 (f) = � (�) :

Théorème C (voir [14]) Soit � (z) un polynôme non constant et k un entier

positif. Alors, toute solution F de l�équation di¤érentielle

f (k) � e�(z)f = 1; (3.3)

est une fonction entière d�ordre in�ni.

Théorème D (voir [12]) Soit � (z) un polynôme non constant. Alors, toute

solution de l�équation di¤érentielle

f
0 � e�(z)f = z � 1;

est d�ordre in�ni.

Théorème 3.1.1 Soit E un ensemble de nombres complexes satisfaisant dens fjzj ; z 2 Eg >

0; et soient A0 (z) ; A1 (z),::::; An (z) des fonctions entières telles que, pour certaines constantes

� > � � 0; on a

jA0 (z)j � e�jzj
�

;

et

jAj (z)j � e�jzj
�

; j = 1; 2; :::; n;
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quand z !1 pour z 2 E: Alors, toute solution méromorphe ou entière f 6= 0 de l�équation

An (z) f
(n) + An�1 (z) f

(n�1) + :::+ A0 (z) f = 0; (3.4)

satisfait � (f) = +1 et �2 (f) � �:

Théorème 3.1.2 Soit E un ensemble de nombres complexes satisfaisant dens fjzj ; z 2 Eg >

0; et soient A0 (z) ; A1 (z),::::; An�1 (z) et An (z) = 1 des fonctions entières telles que

max f� (Aj) ; j = 1; 2; :::; n� 1g � � (A0) = � < +1;

et pour certaines constantes � > � � 0 on a, pour tout " > 0 su¢ samment petit,

jA0 (z)j � e�jzj
��"
;

et

jAj (z)j � e�jzj
��"
; j = 1; :::; n;

quand z !1 pour z 2 E: Alors, toute solution f 6= 0 de l�équation (3:4) satisfait � (f) = +1

et �2 (f) = � (A0) :

Théorème 3.1.3 Soient A0 et A1 des fonctions entières avec A1 transcendante, k un entier

positif. Supposons que

M (r; A0) = O
n
M (r; A1)

�
o
; 0 < � < +1:

Alors, toute solution F de l�équation di¤érentielle

F (k) � A1F = A0 (3.5)

satisfait �2 (F ) = � (A1) ; avec au plus une solution exceptionnelle d�ordre �ni.

Corollaire 3.1.1 Soit � (z) une fonction entière non constante et k un entier positif. Alors,

toute solution F de l�équation di¤érentielle

F (k) � e�(z)F = 1;

satisfait �2 (F ) = �
�
e�
�
, avec au plus une exception:
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Corollaire 3.1.2 Soit � (z) une fonction entière non constante et k un entier positif, et

soit p et q des polynômes non nuls. Alors toute solution F de l�équation di¤érentielle

F (k) � pe�(z)F = q;

satisfait �2 (F ) = �
�
e�
�
avec au plus une exception.

Remarque 3.1.1 un exemple montrant qu�il peut y avoir une solution exceptionnelle est

donnée par f (z) = ez; ce qui satisfait f
0 � e�zf = ez� 1: Ici, �2 (f) = 0 et � (e�z) = 1: Nous

ne savons pas qu�il existe une solution exceptionnelle dans les corollaires du théorème 3:3:

3.2 Preuve des Théorèmes

3.2.1 Preuve du Théorème 3.1.1

Supposons que f 6= 0 est une solution méromorphe de l�équation (3:4) avec � (f) = � < +1:

Alors d�après (3:4), on a

An
A0

f (n)

f
+
An�1
A0

f (n�1)

f
+ � � �+ A1

A0

f
0

f
+ 1 = 0: (3.6)

D�après le Lemme 2:4, il existe un ensemble E0 � [1;+1) avec une mesure logarithmique

�nie, tel que pour tout z satisfaisant jzj =2 [0; 1] [ E0; et pour k = 1; 2; :::; n, nous avons����f (k) (z)f (z)

���� � jzjk(��1+") ; k = 1; 2; :::; n: (3.7)

D�autre part, d�après les conditions du Théorème 3:1:1, il existe un ensemble E1 de nombres

complexes avec dens fjzj ; z 2 Eg > 0 tel que pour tout z 2 E1; on a

jA0 (z)j � e�jzj
�

; (3.8)

et

jAj (z)j � e�jzj
�

; j = 1; 2; :::; n; (3.9)

quand z !1: Alors de (3:7) ; (3:8) et (3:9) ; on a����AkA0
���� ����f (k)f

���� � e(���)jzj� jzjk(��1+") ; k = 1; 2; :::; n:
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Puisque E est de mesure logarithmique �nie, la densité de E est égal à zéro. Par conséquent,

de (3:6) ; il existe un ensemble E avec une densité supérieure positive telle que

1 �
nX
i=1

����AiA0
���� ����f (i)f

���� � ne(���)jzj� jzjn(��1+") ; z 2 E:
Comme

lim
z!1

e(���)jzj
�

jzjn(��1+") = 0;

il s�ensuit que

lim
z!1

����Ak (z)A0 (z)

���� ����f (k) (z)f (z)

���� = 0; k = 1; 2; :::; n; z 2 E:
En faisant z !1 pour z 2 E dans la relation (3:4), nous obtenons une contradiction. Donc,

ce qui prouve que toute solution méromorphe f 6= 0 de l�équation (3:4) est d�ordre in�ni.

Maintenant soit f est une solution méromorphe d�ordre in�ni de l�équation (3:4) :D0après

(3:4) on a

jA0 (z)j �
nX
i=1

jAi (z)j
����f (i)f

���� : (3.10)

Puis, par le Lemme 2:5, il existe un ensemble E2 � [1;+1) de mesure logarithmique �ni tel

que pour tout z satisfaisant jzj = r =2 [0; 1] [ E2; on a����f (k) (z)f (z)

���� � C fT (2r; f)gk+1 ; k = 1; 2; :::; n; (3.11)

où C > 0 est une constante. D�après les hypothèses du Théorème 3:1, il existe un ensemble

E3 avec dens fjzj ; z 2 E3g > 0 tel que pour tout z 2 E3; on a

jA0 (z)j � e�jzj
�

; (3.12)

et

jAj (z)j � e�jzj
�

; j = 1; 2; :::; n; (3.13)

quand z !1: Donc de (3:10), (3:11) ; (3:12) ; et (3:13) ; pour tout z satisfaisant z 2 E3; jzj =2

[0; 1] [ E2; on obtient

e�jzj
�

� ne�jzj
�

fT (2 jzj ; f)gn+1 ;
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quand z ! 1: Ainsi, il existe donc un ensemble E4 � [1;+1) avec une densité supérieure

positive tel que

e(���)jzj
�

� n fT (2r; f)gn+1 ;

quand jzj = r ! +1; r 2 E4: Par conséquent

�2 (f) = lim
r!+1

sup
log log T (r; f)

log r
� �:

D�où le résultat.

3.2.2 Preuve du Théorème 3.1.2

Supposons que f 6= 0 est une solution entière de l�équation (3:4) : En utilisant les mêmes

arguments que dans le Théorème 3:1:1, on obtient � (f) = +1:

Maintenant pour tout " > 0; par le résultat du Théorème 3:1; on a �2 (f) � � � ":

Comme " > 0 est arbitraire, on obtient �2 (f) � � (A0) = �:

En outre, d�après le Lemme 2:6, il existe un ensemble E � [0;+1) de mesure logarithmique

ml (E) �nie. On peut choisir z satisfaisant jzj = r =2 E et jf (z)j =M (r; f) tel que

f (k) (z)

f (z)
=

�
�f (r)

z

�k
(1 + o (1)) ; r =2 E:

Par les conditions du Théorème 3:1:2; pour tout " > 0 donn il existe une valeur r0 > 0 tel

que

jAj (z)j � er
�+"

; j = 0; 1; 2; :::; n� 1; r � r0:

De l�équation (3:4) ; on a�
�f (r)

z

�n
(1 + o (1)) � er

�+"

�
�f (r)

z

�n�1
j1 + o (1)j+ er�+"

�
�f (r)

z

�n�2
j1 + o (1)j+(3.14)

� � �+ er�+"
�
�f (r)

z

�
j1 + o (1)j+ er�+" ;

tel que z satisfait jzj =2 [0; 1] [ E et jf (z)j =M (r; f) :

De (3:14), on obtient

lim
r!+1

sup
log log �f (r)

log r
� � + ":

Puisque " > 0 est arbitraire, nous obtenons d�après le Lemme 2:1 et l�inégalité ci -dessus que

�2 (f) � �: De �2 (f) � �; on obtient �2 (f) = �:

Doù le résultat.
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3.2.3 Preuve du Théorème 3.1.3

Soit F une solution de l�équation (3:5). Il est bien connu que F est une fonction entière

transcendante. Par le Lemme 2:6; on a

F (k)

F
=

�
� (r)

z

�k
(1 + o (1)) ; (3.15)

où jzj = r; jF (z)j = M (r; f) ; r =2 E; E de mesure logarithmique �nie. En combinant avec

(3:5) ; on a �
� (r)

z

�k
(1 + o (1)) = A1 +

A0
F
; (3.16)

et

(� (r))k � 2rk fM (r; A1)gs ; r ! +1; r =2 E;

où s = max f1; �� 1g est une constante. Ainsi, d�après le Lemme 2:2; il existe un nombre

positif r0 tel que pour tout r � r0;

f� (r)gk � 2k+1rk fM (2r; A1)gs ;

nous obtenons

�2 (F ) � � (A1) : (3.17)

D�autre part, soient f et g deux solutions distinctes de l�équation (3:5) :

Alors

f (k) � A1f = A0;

il s�ensuit que

A1 =
(f � g)(k)

f � g : (3.18)

De (3:18) et le Lemme 2:3; on a

T (r; A1) = m (r; A1)

� C log+ T (2r; f � g) + log+ 1
r
+ log 2r + 1;

d�où

log+ T (r; A1) � log+ log+ T (2r; f � g) + log r +M;
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où M est une constante. De l�inégalité ci-dessus, on obtient

� (A1) � �2 (f � g) : (3.19)

Puisque

�2 (f � g) � max f�2 (f) ; �2 (g)g ;

nous savons à partir de (3:19) qu�il y au plus une solution F de l�équation (3:5) qui ne satisfait

pas

� (A1) � �2 (F ) :

Avec (3:17) nous complétons la preuve du Théorème 3:1:3:



Chapitre 4

APPLICATIONS :ESTIMATION DE
LA CROISSANCE DES
FONCTIONS ENTIÈRES

4.1 Introduction et résultats

Théorème 4.1.1 Soit a 6= 0 une valeur �nie et k un entier positif, et soit

S (f) =
�
f = f partage a avec f (k) CM et f est une fonction enti�ere d0ordre fini

	
;

S1 (f) =
�
f = f partage a avec f (k) CM et f est une fonction enti�ere d0ordre inf ini

	
:

où CM : en comptant les multiplicités.

Alors nous avons

i) pour chaque f 2 S (f) ; � (f) = 1:

ii) pour chaque f 2 S1 (f) ; on a �2 (f) est un entier, ou in�ni avec au plus une exception.

Nous disons que deux fonctions entières f et g ont les mêmes points �xes. Si f (z) � z et

g (z)� z ont les mêmes zéros avec les multiplicities. Nous avons le résultat suivant :

Théorème 4.1.2 Soit f une fonction entière d�ordre �ni. Si f et f 0 ont les mêmes points

�xes, et � (f) = 1: Alors f s�écrit

f (z) = Aecz +
(c� 1) z

c
+
(c� 1)
c2

;

où A 6= 0 et c 6= 0 sont des constants.
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4.2 Preuve des Théorèmes

4.2.1 Preuve du Théorème 4.1.1

Soit f 2 S (f) : Nous savons que f est une fonction entière d�ordre �ni, puisque f et f (k)

partager la valeur d�une comptage des multiplicités. Alors

f
(k) � a
f � a = e�;

où � est un polynôme. Soit F = f
a
� 1: Alors F satisfait l�équation di¤érentielle suivante

F (k) � e�F = 1: (4.1)

Si � n�est pas une constante, alors nous savons à partie de Théorème C que F est d�ordre

in�ni. Ce qui contredit que f est d�ordre �ni, si � doit être une constante. En résolvant (4:1)

nous avons � (f) = 1: Ce qui prouve (i) :

De même, pour chaque f 2 S1 (f) ; F = f
a
� 1 donc doit être une solution de l�équation

di¤érentielle

F (k) � e�F = 1;

où � est une fonction entière non constante. Par conséquent, la conclusion de (ii) résulte du

Corollaire 3:1:1 du Théorème 3:1:3:

4.2.2 Preuve du Théorème 4.1.2

Soit f une fonction entière d�ordre �ni. Puisque f et f
0
ont les mêmes points �xes, alors

f
0
(z)� z

f (z)� z = e
�; (4.2)

où � est un polynôme. Soit F = f � z: Alors F satisfait l�équation di¤érentielle suivante

F
0 � e�F = z � 1:

Si � n�est pas une constante, alors nous savons à partir du Théorème D que F est d�ordre

in�ni. Ce qui contredit f est d�ordre �ni, donc � doit être une constante. Soit e� = c (c 6= 0) :

En résolvant (4:2) ; on a

f (z) = Aecz +
(c� 1) z

c
+
(c� 1)
c2

;
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où A est une constante. Si A = 0; alors f est un point �xe z = 1�c
c
; ce qui contredit que f

0

n�a pas de point �xe. Donc, A 6= 0: Par l�expression de f; nous savons que � (f) = 1:

d�où le résultat.

Conclusion
Dans ce mémoire, on a étudié les propriétés des solutions des équations di¤érentielles linéaires

à coe¢ cients fonctions entières. La question qui se pose est-il possible de conserver les mêmes

résultats dans le cas où les coe¢ cients de l�équation sont méromorphes ?
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