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Chapitre 1

INTRODUCTION

Les origines de la théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes revient
aux théorémes classiques de Sokhotskii-Casorati (1868), Weierstrass (1876) et Picard (1879).
Dans la derniére décennie du X /7.X ieme et les deux premiéres décennies des XX-éme siecles,
ces théorémes ont subit des développements par le biais des études sur la répartition des
zéros des fonctions entiéres effectuées principalement par I’école francaise (Hadamard, Borel,
Valiron et autres). La machine analytique intrinséquement liée a des fonctions méromorphes a
été construit dans les années 20 du XX siécle par le mathématicien finlandais Rolf Nevanlinna.
Apreés son travail, la théorie de la distribution des valeurs acquise, en quelque sorte, une forme
compléte. Les principaux résultats classiques de la théorie des fonctions entiéres ont été inclus
dans la théorie de Nevanlinna d’une maniére naturelle.

La théorie de la distribution des valeurs des fonctions méromorphes occupe 'un des lieux
centraux dans ’analyse complexe. De nombreux travaux sont consacrés a I’étude de ses liens
avec d’autres domaines des mathématiques (topologie, géométrie différentielle, théorie de la
mesure, la théorie du potentiel et d’autres), extension de ses conclusions & de plus larges
classes de fonctions (fonctions méromorphes dans les régions planes arbitraires et les surfaces
de Riemann, les fonctions algébroide, fonctions de plusieurs variables, courbes méromorphes),

ainsi que ses applications, principalement & la théorie analytique des équations différentielles.



1.1 Plan de ce travail : 1

1.1 Plan de ce travail :

Ce mémoire se compose de quatre parties essentielles :

Dans la seconde partie, on va citer des rappels et des définitions sur la théorie de R.Nevanlinna
et quelques préliminaires qu’on aura besoin par la suite.

Dans la troisiéme partie intitulée :"la croissance des équations différentielles linéaires", nous
montrons quelques propriétés des solutions de ces équations, en améliorant les résultats de
Lian-Zhong Yang.

Dans la derniére partie, on donne quelques applications sur la croissance des fonctions entiéres.




Chapitre 2

NOTIONS ET LEMMES
PRELIMINAIRES

Dans cette partie, nous exposons les définitions et les concepts fondamentaux nécessaires a
I’étude des équations différentielles linéaires complexes, ainsi que certains théorémes liés a

ces derniers, et les lemmes dont on a besoin, commengons par la théorie de Nevanlinna[9]

2.1 La théorie de Nevanlinna :

La théorie de Nevanlinna, développée par R. et F. Nevanlinna dans les années 1920, concerne
la distribution des valeurs des fonctions holomorphes et méromorphes.

La théorie de Nevanlinna est principalement lié a I’étude des fonctions méromorphes c’est-
a-dire dont les seuls points singuliers a distance finis sont des poéles, est donc le quotient de

deux fonctions entiéres ou polynoémes.

Le théoréme fondamental de ’algebre affirme que tout polynéme & coefficients complexes de
degré k admet k racines comptées avec multiplicité. Il existe de nombreuses démonstrations

plus ou moins équivalentes utilisant des outils d’analyse complexe.

Theéoréme (Principe du maximun):
Soit 2 un ouvert connexe de C. Si f une fonction holomorphe sur {2 a un maximum local
en a € €, elle est constante, ou bien soit f une fonction analytique non constante sur un

domaine D. Du théoréme de I'image ouverte on déduit immédiatement :
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° le module de f ne posséde pas de maximum local dans D (donc, si D est borné, le
maximum de | f| se trouve sur la frontiére de D) ;
° si f ne s’annule pas sur D alors |f| ne posséde pas non plus de minimum local dans D ;

° la partie réelle de f ne posséde dans D ni maximum local, ni minimum local.

d’apres le principe de maximum, nous savons que la valeur maximale atteinte par |f| sur
un disque de rayon R centrée a l'origine se trouve sur la frontiére. Donc, nous obtenons la
proposition suivante au sujet de la croissance de f.

sup |f(2)] =O(R") quand R — oc.

lz|<R
Définition : une fonction entiére f est une fonction analytique sur le plan complexe tout
entier.
Théoréme (Liouville): Toute fonction entiére bornée est une constante.
Définition : Les fonctions transcendantes sont des fonctions qui ne sont pas algébriques.
Par exemple les fonctions exponentielles e*; sin z, cos z, ainsi que les fonctions trigonomé-
triques.
Définition (Méromorphe):  Soit © un ouvert de C. Une fonction méromorphe f sur 2
est une fonction définie et holomorphe sur un ouvert Q \ P (f) telle que :
1/ P(f) C Q est un ensemble discret, fermé dans €2,
2/ tout a € P(f) est une singularité polaire de f.
Les éléments de P(f) sont les poles de f. On note M (€2) I’ensemble des fonctions méromorphes
sur 2.
Remarque : Si f € M (2), alors au voisinage de tout point a € Q, f s’écrit comme quotient
de deux fonctions holomorphes.
Théoréme (Théoréme fondamental de I'algébre):

Tout polynéme non constant, & coefficients complexes, admet au moins une racine.

La théorie des fonctions entiére permet, par le théoréme de Liouville, de démontrer de maniére

simple et élégante le théoréme fondamental de ’algebre.
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Théoréme de Picard (voir[9],[10]) : Toute fonction entiére non constante prend, sur le
plan complexe, toutes les valeurs sauf au plus une.

Un exemple du théoréme de Picard est la fonction exponentielle e*, qui omet les valeurs 0
et oo. Lorsque r est grand, le cercle |z| = r est mappé & de nombreuses valeurs proches de
oo (quand Rez est grand) et les valeurs de nombreux proches de 0 (lorsque Rez est trés
négative).

Théoréme de Weierstrass : Soit (a,) une suite de nombres complexes tous non nuls tels
que

lim |a,| = occ.

n—oo
Alors, toute fonction entiére qui s’annule exactement en chaque a,, et a un zéro d’ordre m a

l’origine est de la forme
= sG] E ~
f<z> ‘ : n—=1 " <an) 7

ou g est une fonction entiére et les facteurs canoniques F,, sont définis par
Ej (2) = (1 — ) e*t /20 t28 /K

Définition : Soit f une fonction entiére. Alors, ’ordre de croissance de f est donné par

pp=inf{p>0:1f ()] < AcB |

ou A, B > 0 sont des constantes.

Définition 2.1.1 Pour tout nombre réel >0, on définit

Inz sixz>1

+ . : _
In x_maX(O,lnx)—{O si0<aw<l

Les propriétés de bases du logarithme tronqué sont contenues dans le lemme suivant :

Lemme 2.1.1 On a

Inz <In'z,

InTz <In"y pour 0 <z <,
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Inz =In"2z —1In* l,
x
+ + 1

Inz|=In"z—In" —,

n n
In* ZIZ <lIlnn+ Zanr X,
i=1 i=1

In* (ﬁ a:l> < ilrﬁ T;,
i=1 i=1

X

X2

In

9

}lmJr 21| — In* \xgH <

‘anr 21| — In* \:UQH <In"|z; — 25| + In2.

Théoréme 2.1.1 (Jensen) (voir [9])  Soit f une fonction méromorphe telle que f (0) #
0,00, et soit ay, as,.(resp. by, bs,) désigne ses zéros (resp. poles), chacun pris en compte en

fonction de sa multiplicité. Alors

2m
1 )
1n|f(())|:—/ln|f(rew)}dg0—|—ZIDL—ZIHL. (2.1)
27 0 [bj|<r |b]| lai|<r |(ZZ|

La nouveauté importante de la théorie de Nevanlinna consiste & introduire une nouvelle fonc-
tion T (r, f), appelée fonction caractéristique qui caractérise la croissance pour les fonctions

méromorphes dans un disque ou au voisinage de 'infini. Elle se définit a partir de deux termes

m(r, f) et N(r, f):

Définition 2.1.2 (Fonction a-points)(voir [9], [10])  Soit f une fonction méromorphe.
Pour tout nombre complexe a, on désigne par n (t,a, f) le nombre de racines de [’équation
f(2) = a situées dans le disque |z| < t, chaque racine étant comptée avec son ordre de

multiplicité et par n (t,00, f) le nombre de poles de la fonction f dans le disque |z| < t.
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Posons

N (r,a, f) :/Orn(t’a’f);n(o’a’f)dt+n(0,a,f)lnr, a # oo (2.2)

et
"n(t, 00, f) —n (0,00, f)
t

N (r,o0, f) =N (r,f) = /0 dt +n (0,00, f)Inr, (2.3)

N (r, f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < r.

Le terme N (r, f) est lié au nombre de fois que la fonction f atteint l'infini dans le cercle
de rayon r. Si n(r,a) désigne le nombre des racines comprises dans le cercle |z| = r de
I’équation f(z) = a (a pouvant valoir 1), chaque racine étant comptée autant de fois que

son ordre l'indique.

Remarque 2.1.1 . La fonction N (r, f) est utile car elle est liée, d’une maniére naturelle,
a la formule de Jensen (2.1). La formule de Jensen peut étre écrite comme

21

N(r,%) —N(r,f):%/ln‘f(rew)‘dgp—lnkﬂ.
0

Proposition 2.1.1 Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent
a lorigine
oo
f(z)= Zcizl, cm #£0,m €7,
i=m

Alors

27
1 , 1
In |cp| = %/ln‘f(rew)‘dgo—f\f (r,?) +N(r, f).
0
Définition 2.1.3 (Fonction de proximité) (voir [9], [10]) Pour la fonction méromorphe

f on définit

m(ra,f) — m<7“, ! )

sifZaeC, et
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m (r,a, f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.

Définition 2.1.4 (Fonction caractéristique) (voir [5], [6], [9], [10]) La fonction carac-

téristique d’une fonction méromorphe f est définie par

T, f)=m(r )+ N (). (2.5)
Example 1 Pour la fonction
Fe)=e
mf)==- . N@EpH=0
D’ou
T(rf)="
Example 2 Soit la fonction
Fz) = e
mir )= N =0
Donc i
T g () =

Théoréme 2.1.2 (Premier théoreme fondamental) (voir [9]) Soient f une fonction mé-

romorphe, a € C, et soit
f(z)—a:icizi, cm 0, m € z,
le développement de Laurent de la fonc;i_orrz f —a a Uorigine. Alors
T(r, ﬁ) =T (r,f) —In|en| + ¢ (r,a), (2.6)

ol

lo(r,a)] <In2+In" |a].
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Remarque 2.1.2 Le premier théoréme principal peut étre exprimé en

T(r,ﬁ) —T(r f)+0(1),

pour tout a € C. Notez que le terme d’erreur borné O (1) dépend de a € C.

Théoréme 2.1.3 (voir [8], [9]) Soit f une fonction méromorphe non constante. Alors
m(r,a) + N (r,a) =T (r, f) +(r,a) (2.7)

pour tout nombre compleze a # oo, o e (r,a) = O (1) quand r — oo.

Ce théoréme caractérise donc l'invariance, a un terme borné pres, de la somme m (r,a) +
N (r,a). En outre, le terme m (r,a) étant en général assez petit, ce théoréme donne une

limite supérieure au terme N (7, a) .

Proposition 2.1.2 Soient f, fi, fo,..., fn des fonctions méromorphes et o, 3, v, 6 € C
telles que ad — By # 0. Alors

(@) m(r,f)>0,donc N (r, f) <T(r, f),
() m(r, fi...fn) < Zm(r, 1),

(c) m (ﬁiﬁ) < im(r, fi) +1In" n,

(d) sir>0ou f(0)# oo, alors N (r, f) >0, donc m (r, f) < T (r, f).
(€) N frofa) <Y N 1),

(f) N(ﬁZfz‘) SZN(Tafi),

(9) T(r,f)>0désquer>1ou f(0)# oo,
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(h) T (r, fr..fn) < iT(T, fi)  pour r>1,
i=1

(i) T(r,f")y=nT(r,f), neN,

() T (ﬁZfi) < ZT(T, fi) +10g+n, pour r>1,
i=1 i=1

(k) T (rn22)=T(rf)+0(),

si f# =

(1) m(r.f), N(r,f) et T(r, f) sont continues,
(m) N (r,f) et T(r, f) sont croissantes.

Preuve. Les points (a), (b) et (¢) s’obtiennent en intégrant les inégalités correspondantes
sur log™ . La continuité de m (r, f) en un rayon 7 s’obtient en considérant un voisinage
compact {z:7—¢e < |z| <r+¢e} qui ne contient pas de pole de f. Alors logt f est bornée
sur ce voisinage, donc le théoréme de continuité sous le signe somme s’applique : m (r, f) est
continue dans l'intervalle |r — ;7 + ¢[. On exprime ensuite N (7, f) comme une somme sur
tous les poles de f :

N(T‘,f)z/Tn(t,oo,f);n(o’oo’f)dt—i—n(O,oo,f)lnr.
0

O
Tous les termes sont croissants, donc N (7, f) Pest aussi. Ils sont tous continus, donc N (r, f)
I’est aussi.
Enfin, tous sont positifs sauf éventuellement celui zéro : il est cependant positif ou nul deés
que r > 0 ou f(0) # oo, et cela prouve (d). Les points (e) et (f) s’obtiennent en majorant
les multiplicités d’un pole a de f;...f, ou de f; + ... + f, par la somme des multiplicités de

ce point pour les fonctions f1, ..., fn
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Pour obtenir les propriétés (g), (h), (j), (k), (1) sur T (r, f), il suffit de sommer les propriétés
correspondantes sur m et N. On ne peut pas obtenir le point (m) de la méme fagon, car bien
que N (r, f) soit croissante, m (r, ) ne l’est pas forcément.(Par exemple, si f : z — ;—21, alors

m (r, f) n’est pas croissante)
Pour la propriétés (i) il est facile de voir que |f"| = |f|" < 1ssi|f] < 1.

11 ne reste plus qu’a montrer que 7' (r, f) est croissante. Pour chaque 6 on applique le premier
théoréme de Nevanlinna [9] <log ler| + T% (R) =1} (R)) a la fonction z — f(z) — expif

(qui a les mémes poles que f); ¢, coefficient de

f(z) —exp (if) :

Or on a
27

o1 d
/logJr b— eze| & _ log™ |b],
2m
0

pour tout b (la preuve est donnée plus bas) . En intégrant I’égalité qui précede, et en permu-
tant les intégrales du second membre par le théoréme de Fubini, il vient donc :

2 2

d - d
/ [log || + Nm (r)] % = N;(r)+ /logJr ‘f (re’) % =Ty (r).
0 0

Comme log|c,,| est une constante, et que N__1__(r) est croissante en r, on déduit que T

est aussi croissante.
Prouvons enfin que
2w
o1 d
/logJr }b — eze| 2F_ log™ |b] .
27

0

Si |b| > 1, alors la fonction z — log (b — z) est holomorphe sur D (disque unité fermé) , donc
sa partie réelle z — log|b — z| est harmonique, d’ou

27

/1og+ b —¢”| ;l—‘p =log|b—0|.
™

0
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Si |b] < 1, alors la fonction z — log (bz — 1) est holomorphe sur D, donc sa partie réelle

z — log|bz — 1| est harmonique, d’ou

27 27
g1 d . d
/10g+|b—e’9|—¢:/log+|be19—1 —wzlog\bx0—1| = 0.
2m 2m
0 0

Le cas |b| = 1 s’obtient par continuiteé.

Définition 2.1.5 (L'ordre et l'hyper — ordre) (voir [2], [3]) Soit f une fonction entiére.
Alors l'ordre et I’hyper-ordre de f sont définis respectivement par

loglog M (r, f)

— 1
U(f) rﬂlinoo logr
log log log M
o2 (f) = Tm 0g oglog (r.f).
r—+00 ogr

ou M (r, f) = max,—, |f (2)|. Si [ est une fonction méromorphe, alors l'ordre et I’hyper-

ordre de f sont définis par

o(f)= lim —logT(r, /)

r—+400 log r

—loglogT (r, f
o2(f) :TEELOTH

ou T (r, f) est la fonction caractéristique de R.Nevanlinna de la fonction f.

Théoréme 2.1.4 Soit R (u) une fonction rationnelle de degré d et f (z) une fonction mé-

romorphe, alors

T(r,R(f))=dT (r,f(2))+0(1). (2.8)

Théoréme 2.1.5 Soit P (u) est un polynome de degré p et f (z) une fonction méromorphe,

alors
T(r,P(f(2)=pT(r,f(2)+0(1),
m (r, P (f (2))) =pm(r, f () +0(1),
N (r,P(f(2)) =pN(r,f(2))

Corollaire 2.1.1 Si R(z) est une fonction rationnelle de degré d, alors

T(r,R(z)) =plnr+0(1), (2.9)
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car T (r,2) = In" r, d’aprés (2.8)

Example 3 Soit la fonction

alors

donc

Example 4 Soit la fonction

f(z) =coshz
alors
2r
T (r,coshz) =—+ 0 (1),
T
donc

o(f)=1 et  o9(f)=0.

Dans certaines parties de la théorie de Nevanlinna, ainsi que dans la théorie des équations
différentielles complexes, il sera fréquent de rencontrer avec des quantités qui sont de la
croissance o (T (r, f)) quand r — oo en dehors d’un ensemble exceptionnel de mesure linéaire
finie, f étant une fonction méromorphe. Ces quantités seront notées par S (r, f). Notez que
I’ensemble exceptionnel peut étre différent pour des quantités différentes. En outre, la somme
finie de nombreuses quantités de type S (r, f) est de nouveau de type S (r, f). Méme plus,

c’est vrai :

Définition 2.1.6 Soit la fonction S (r, f) = o (T (r, f)) a Uextérieur d’un ensemble de me-

sure linéaire finie.

Proposition 2.1.3 Soit f une fonction méromorphe. Alors la famille
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S (f) := {g méromorphe / T (r,g) = S (r, f)}

est un champ et une algébre.

Définition 2.1.7 (Exposant de convergence des zéros) (voir [7]) Soit f une fonction

méromorphe. Alors on définit I’exposant de convergence des zéros de la fonction f par

,\(f):mw

r—+00 log r

ou

N<r l) _/rn(ta%) _n<0’?>dt+n<0,l> IOgT;
0 S
et par
N(r L
X(f):ﬂ%

l’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f, ou

oY OO 01 g

t

avec .

x N (t, %) est le nombre des zéros de la fonction f situées dans le disque |z| < t.

* T (t, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situées dans le disue |z| < t.

Remarque 2.1.3 Soit f une fonction méromorphe. On définit ’hyper exposant de conver-
gence des zéros et I’hyper exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f respec-

tivement par
log log N (r, %)

A = i

2 (f) r~1>I+noo logr
_ loglog N (r, %)
>\2 (f) = lim )

r—+o00 log T
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2.2 La densité des ensembles :

Définition 2.2.1 (Mesure d'un ensemble) (voir [6]) On définit la mesure linéaire d’un

ensemble E C [0,00) par

ot xg (t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E. La mesure logarithmique d’un en-

semble F' C [1,00) est définie par

. oo XF (t)
Im (F) —/1 Tdt.

Example 5 La mesure linéaire de I’ensemble E = [a,b] C [0,00) est

m(E)zTXE(t)dt:b/dt:b—a.

La mesure logarithmique de I’ensemble F' = [e*, e®] C [1,00) est

zm(F):/1+mXF—(”dt:/e€6@:2.

t a

Définition 2.2.2 (voir [3],[6]) La densité supérieur d’un sous ensemble E C [0,00) est
définie par
densE = lim sup (/ Xg (1) dt) /T,
0

et la densité inférieur de E C [0,00) est définie par

densFE = lim inf </ Xg (1) dt> /.
0

r—00

Définition 2.2.3 De méme on définit la densité logarithmique supérieur d’un sous ensemble
H C [1,00) par
— " xu (1)
log densH = lim sup Tdt /logr
1

T—00

et la densité logarithmique inférieur de H C [1,00) est définie par

log densH = lim inf (/ XH—(t)dt) /logr
1

r—o00 t

ot x (t) est la fonction caractéristique d’un ensemble.
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2.3 Le terme maximal et ’indice central :

Définition 2.3.1 (Le terme maximale) (voir [3]) Soit f (z) = Zanz” une fonction en-
n=0
tiere, 11 () le terme mazimal de f, i.e
w(r) = max {|a,|r™; n=0,1,2,...}. (2.10)

Définition 2.3.2 (L'indice central) (voir [3]) L’indice central de la fonction f est défini
par

ve(r) =max{m;u(r) = |an|r™}. (2.11)

Example 6 Soit le polynome

on a

p(r) =lay|r™ et wv,(r)=n pourr assez grand.

2.4 Lemmes préliminaires

Nous avons besoins des lemmes suivants pour la preuve des théorémes.

Lemme 2.4.1 (voir [9, p:50 — 51]) Soit f (z) = f a,z™ une fonction entiére, p (r) est le
terme maximal de f, i.e h
w(r) = max {|a,|r"; n=0,1,2,...}, (2.10)
et soit v (r) lindice central de f,i.e
v(r) =max{m; p(r)=|an|r"}. (2.11)
Alors nous avons
Jimsup bgllsg#m =02(f),

ot 0y (f) est Uhyper-ordre de f.
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Lemme 2.4.2 Soient F (1) et G (r) des fonctions croissantes sur (0,+00). St F'(r) < G (r)
pour r ¢ EU|0,1], ot 'ensemble E C (1,+00) est de mesure logarithmique finie, alors, pour

une constante a > 1, il existe une valeur ro > 0 telle que F (r) < G (ar) pour r > rq.

Preuve. O

+oo
Comme E est de mesure logarithmiue finie / @dt = logmeasE < +o0,
1

alors

T e

/—<)dt—>0,
t

1

ou log meas E est la mesure logarithmique de F, et

E(t):{l , sttek,

0, sit¢FE.

Donc, il existe ry > 1 tel que

ar E t
/#dt <loga; lorsque r > ry.

T
Comme

log (ar) — log (r) = log a,

on a

(r,ra) — EN(r,+00) # &,
et ainsi nous pouvons choisir
r' € (r,ra) — EN(r,+00).
Par ’hypothese du lemme 2.2, on obtient
F(r)<F@') <G <G(ar).

D’ou le résultat.



2.4 Lemmes préliminaires 17

Lemme 2.4.3 Lemme de la dérivée logarithmique (voir [13, p 38],[5, p 36 —56]) Soit
f une fonction méromorphe non constante dans le plan complexe fini, et k un entier positif.

Alors pour 1 <r < R < 400,

(k) 1
m <r, %) <C (1og+T(R, f) +log* T +log R + 1) : (2.12)
—-r
ot C' est une constante positif ne dépendant que k et f.

Lemme 2.4.4 (voir [4]) Soit f une fonction transcendante méromorphe d’ordre fini o. Soit
I'= {(k1,71), (k2,52) -, (Kmy Jm)} un ensemble fini de couples de nombres entiers distincts
d’entiers satisfaisant k; > 7, > 0 pour i =1,...,m et soit € > 0 une constante donnée. Alors
il existe un ensemble E C [1,4+00) de mesure logarithmique finie, tel que pour tout z vérifiant

|z| ¢ [0,1] U E et tout (k,j) €T, on a

) (2)
79 (2)

Lemme 2.4.5 (voir [4]) Soit f une fonction méromorphe transcendante, et soit o > 1 une

< |o|EmDem1te) (2.14)

constante donnée. Alors il existe un ensemble E C [1,400) de mesure logarithmique finie et
une constante C' > 0, qui ne dépend que de o et k = 1,2, ..., m tel que pour tout z vérifiant

|z| ¢ [0,1]UE, on a

‘ e
7G)

pour tout k =1,2,...,m.

<C {M (logr)*log T (ar, f)} : (2.15)

Lemme 2.4.6 (voir Wiman — Valiron, [11],[6]) Soit f une fonction entiére transcendante
et soit z un point tel que |f (2)| = M (r, f). Alors pour tout |z| en dehors d’un ensemble E
de v de mesure logarithmique finie, on a

M:(Vf_@

z

)k (1+0(1), ré¢E, (2.16)

ot k est un nombre entier positif.



Chapitre 3

LA CROISSANCE DES SOLUTIONS
DES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES

3.1 Introduction et résultats

Dans 'étude des équations différentielles complexes, la croissance d’une solution est une

propriété importante. Pour les équations différentielles linéaires de la forme
F™ fan 1 (2) fOY + o Hag(2) f =0, (3.1)

o ag(2), a1 (z),....,an—1 (2) sont des polynomes, il est bien connu que toute solution entiére
de l’équation (3.1) doit étre d’ordre fini([9]) .

Pour une équation différentielle linéaire du second ordre
ffHAE S +B(2) f=0, (3:2)

ou A et B # 0 sont des fonctions entiéres, les résultats suivants ont été obtenus.

Théoréme A (voir [9]) Soit £ un ensemble de nombres complexes satis-
faisant dens{|z|; z € E} > 0, et soit A(z) et B(z) sont des fonctions entiéres

telles que pour les constantes «, 8 > 0, on a

A=) < exp{o) |21}
et
B(:)| > exp{(1+o()all’},



3.1 Introduction et résultats 19

quand z — oo pour z € FE. Alors, toute solution f # 0 de I’équation (3.2)
satisfait o (f) = +oo et o2 (f) > 5.
Théoréme B (voir [3]) Soit E un ensemble de nombres complexes satisfai-

sant dens {|z|; z € E} > 0, et soit A (z) et B(z) des fonctions entiéres avec

o(A) <o (B)=0< +o0,

telles que pour une constante C' > 0 et pour tout € > 0,
[A(2)] < exp{o(1)[]""},

et
B () zexp{(1+o(M)al "},
quand z — oo pour z € F. Alors, toute solution f # 0 de I’équation (3.2)
satisfait o (f) = +oo et o2 (f) =0 (B).
Théoréme C (voir [14]) Soit ¢ (z) un polyndéme non constant et k£ un entier

positif. Alors, toute solution F' de ’équation différentielle
PR o9 f— . (3.3)

est une fonction entiére d’ordre infini.
Théoréme D (voir [12]) Soit ¢ (2) un polynéme non constant. Alors, toute

solution de I’équation différentielle

/

f—e?@f =751,
est d’ordre infini.

Théoréme 3.1.1 Soit E un ensemble de nombres complexes satisfaisant dens{|z|; z € E} >
0, et soient Ay (2) , A1 (2),...., An (2) des fonctions entiéres telles que, pour certaines constantes
a>03>0,0na

4o (2)] = e,

et
|A; (2)] <P 5 =12, .. n,
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quand z — oo pour z € E. Alors, toute solution méromorphe ou entiére f # 0 de l’équation
Ay (2) F™ + Ay (2) FOY + o+ Ag (2) =0, (3.4)
satisfait o (f) = 400 et o3 (f) > p.

Théoréme 3.1.2 Soit E un ensemble de nombres complexes satisfaisant dens{|z|; z € E} >

0, et soient Ao (2), A1(2),...., An_1 (2) et A, (2) = 1 des fonctions entiéres telles que
max{c (4;); j=1,2,..,n—1} <o (A4y) =0 < +00,

et pour certaines constantes a > 3 > 0 on a, pour tout € > 0 suffisamment petit,

|O'78

Ao ()] > e

et

o—¢€

|4; (2)] < eBlel ., j=1,..n,

quand z — oo pour z € E. Alors, toute solution f # 0 de l’équation (3.4) satisfait o (f) = 400
et 03 (f) = o (Ao).

Théoréme 3.1.3 Soient Ay et Ay des fonctions entiéres avec Ay transcendante, k un entier

positif. Supposons que
M (r, Ag) = O {M(r, Al)A} L0 <\ < +o0.
Alors, toute solution F de [’équation différentielle
F® _ A F = A (3.5)
satisfait oo (F') = 0 (A1), avec au plus une solution exceptionnelle d’ordre fini.

Corollaire 3.1.1 Soit ® (2) une fonction entiére non constante et k un entier positif. Alors,

toute solution F' de ’équation différentielle
F® @ =1,

satisfait oo (F') = o (e‘b), avec au plus une exception.
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Corollaire 3.1.2 Soit ® (z) une fonction entiére non constante et k un entier positif, et

soit p et q des polynomes non nuls. Alors toute solution F' de I’équation différentielle
) pe‘I’(Z)F —=q,
satisfait oo (F) = o (e‘b) avec au plus une exception.

Remarque 3.1.1 un exemple montrant qu’il peut y avoir une solution exceptionnelle est
donnée par f (2) = €*, ce qui satisfait f —e *f = e* —1. Ici, 05 (f) =0 et o (e7*) = 1. Nous

ne savons pas qu’il existe une solution exceptionnelle dans les corollaires du théoréme 3.3.

3.2 Preuve des Théorémes

3.2.1 Preuve du Théoréme 3.1.1

Supposons que f # 0 est une solution méromorphe de I’équation (3.4) avec o (f) = o < +00.

Alors d’apres (3.4), on a

A f) A f(n=l) A f
_”f 40 L f _|_..._|__1f_
AO f AO f AO.f

+1=0. (3.6)

D’apres le Lemme 2.4, il existe un ensemble Fy C [1,400) avec une mesure logarithmique
finie, tel que pour tout z satisfaisant |z| ¢ [0,1] U Ey, et pour k = 1,2, ..., n, nous avons

‘f ®) (2)

f(2)

D’autre part, d’aprés les conditions du Théoréme 3.1.1, il existe un ensemble F; de nombres

< |z k=12, n. (3.7)

complexes avec dens {|z|; z € E} > 0 tel que pour tout z € F;, on a
Ao (2)] > e, (3.8)
et
|A; (2)] <P 5 =1,2,...,n, (3.9)
quand z — oo. Alors de (3.7), (3.8) et (3.9), on a

Ag

. k(0—1+6) k — 1 2
1, z| , 2, ..M.

k
%' < B0zl
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Puisque E est de mesure logarithmique finie, la densité de F est égal a zéro. Par conséquent,

de (3.6), il existe un ensemble E avec une densité supérieure positive telle que

n 4 () _
1< Z Aill] < pelf=oll" | ne1te) L e F
= Aol f
Comme
lim e@=l=l" |nlo=1e) —

Z—00

il s’ensuit que

A
lim‘ e (2) =0, k=1,2,...,n; z € E.
(2)

F® (2)
Ao ‘ f(z)

Z— 00
En faisant z — oo pour z € E dans la relation (3.4), nous obtenons une contradiction. Donc,
ce qui prouve que toute solution méromorphe f # 0 de 1’équation (3.4) est d’ordre infini.
Maintenant soit f est une solution méromorphe d’ordre infini de I’équation (3.4).D’apres

(3.4) on a
. (3.10)

f(i)
f

40 <3014

Puis, par le Lemme 2.5, il existe un ensemble Ey C [1,+00) de mesure logarithmique fini tel

que pour tout z satisfaisant |z| =7 ¢ [0,1] U Ey, on a

‘f ® (2)
f(2)

ou C > 0 est une constante. D’apreés les hypotheéses du Théoréme 3.1, il existe un ensemble

<c{r@r A}, k=1,2,...n, (3.11)

Es3 avec dens{|z|; z € E3} > 0 tel que pour tout z € Ej3, on a
Ao (2)] > e, (3.12)
et
1A; (2)] <1 j=1,2,.m, (3.13)

quand z — 00. Donc de (3.10), (3.11), (3.12), et (3.13) , pour tout z satisfaisant z € Fs, |z| ¢
[0,1] U Es, on obtient
ealz” < nebl#l" {T(2]7] 7f)}n-i-l ’
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quand z — oo. Ainsi, il existe donc un ensemble E4 C [1,400) avec une densité supérieure
positive tel que

TP < (T (2, )}

quand |z| =7 — +o0, r € Fy. Par conséquent

) loglog T (r,
72 (f) = lim_sup %ﬁ” >

D’ou le résultat.

3.2.2 Preuve du Théoréme 3.1.2

Supposons que f # 0 est une solution entiére de I’équation (3.4). En utilisant les mémes
arguments que dans le Théoréme 3.1.1, on obtient o (f) = +oc.

Maintenant pour tout € > 0, par le résultat du Théoréme 3.1, on a 05 (f) > 0 — &.

Comme ¢ > 0 est arbitraire, on obtient o5 (f) > o (Ag) = 0.

En outre, d’aprés le Lemme 2.6, il existe un ensemble E C [0, +00) de mesure logarithmique

my (E) finie. On peut choisir z satisfaisant |z| =r ¢ FE et |f (z)] = M (r, f) tel que

1) (N L

Par les conditions du Théoréme 3.1.2, pour tout € > 0 donn il existe une valeur ry > 0 tel

que

o+e

‘Aj<z)yger 7j:()71727"-7n_1; TETO-

De I’équation (3.4), on a

() 0oy < e (UO) sompee (0) s oaman

z z

e (Vf (T)) [L+o()]+e™,

z

tel que z satisfait |z| ¢ [0, 1]U E et |f (2)] = M (r, f).
De (3.14), on obtient

r—+00 log r

Puisque € > 0 est arbitraire, nous obtenons d’aprés le Lemme 2.1 et I'inégalité ci -dessus que
o2 (f) < o.De oy (f) > o, on obtient oy (f) = 0.

Dou le résultat.
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3.2.3 Preuve du Théoréme 3.1.3

Soit F' une solution de I’équation (3.5). Il est bien connu que F' est une fonction entiére
transcendante. Par le Lemme 2.6, on a

$_ (V(Zr)

) (11001)). (315)

ou |zl =r |F(z)]=M(rf), r ¢ E, E de mesure logarithmique finie. En combinant avec

(3.5), on a

(”g)) (1+0(1)) :A1+%, (3.16)

et
(v (T))k <2 {M (r, A}, r — +oo, r ¢ E,

ol s = max {1, A — 1} est une constante. Ainsi, d’aprés le Lemme 2.2, il existe un nombre

positif rg tel que pour tout r > rg,
{v (r)}* < 280h (M (2r, A},

nous obtenons

79 (F) < o (Ar). (3.17)

D’autre part, soient f et g deux solutions distinctes de I’équation (3.5) .
Alors
0~ Arf = Ay,

il s’ensuit que

=9 (3.18)
De (3.18) et le Lemme 2.3, on a
T(r,A;) = m(r,As)

1
< Clog" T (2r,f —g) —|—10g+; +log2r + 1,

d’ou

log™ T (r, Ay) <log™log* T (2r, f — g) +logr + M,
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ou M est une constante. De I'inégalité ci-dessus, on obtient

o(A) <o2(f—9g). (3.19)
Puisque
o2 (f —g) < max{o2(f),02(9)},

nous savons a partir de (3.19) qu’il y au plus une solution F’ de I’équation (3.5) qui ne satisfait
pas

o(A)) < oo (F).

Avec (3.17) nous complétons la preuve du Théoreéme 3.1.3.



Chapitre 4

APPLICATIONS :ESTIMATION DE
LA CROISSANCE DES
FONCTIONS ENTIERES

4.1 Introduction et résultats

Théoréme 4.1.1 Soit a # 0 une valeur finie et k un entier positif, et soit
S(f)= {f / f partage a avec f*¥) CM et f est une fonction entiére dordre fmz} ,
Si(f)={f/ [ partage a avec f®) CM et f est une fonction entiére dordre inf ini} .

ot CM : en comptant les multiplicités.

Alors nous avons

i) pour chaque f € S(f),o(f) =1.

ii) pour chaque f € S;(f), on a o3 (f) est un entier, ou infini avec au plus une exception.

Nous disons que deux fonctions entiéres f et g ont les mémes points fixes. Si f(z) — z et

g (z) — z ont les mémes zéros avec les multiplicities. Nous avons le résultat suivant :

Théoréme 4.1.2 Soit f une fonction entiére d’ordre fini. Si f et f ont les mémes points

fizes, et o (f) = 1. Alors f s’écrit

c—1)z c—1
E )
c c

Y

f(Z) :Aecz+ (

ou A # 0 et ¢ # 0 sont des constants.
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4.2 Preuve des Théorémes

4.2.1 Preuve du Théoréme 4.1.1

Soit f € S(f). Nous savons que f est une fonction entiére d’ordre fini, puisque f et I

partager la valeur d’une comptage des multiplicités. Alors

(k)
fT—a .

=e
f—a ’

ol « est un polynoéme. Soit F = £ — 1. Alors F satisfait I’équation différentielle suivante

F® o =1. (4.1)

Si o n’est pas une constante, alors nous savons a partie de Théoréme C' que F est d’ordre
infini. Ce qui contredit que f est d’ordre fini, si o doit étre une constante. En résolvant (4.1)
nous avons o (f) = 1. Ce qui prouve (7).

De méme, pour chaque f € S;(f), F = 5 — 1 donc doit étre une solution de I’équation

différentielle

F® P =1,

ou 3 est une fonction entiére non constante. Par conséquent, la conclusion de (i7) résulte du

Corollaire 3.1.1 du Théoréme 3.1.3.

4.2.2 Preuve du Théoréme 4.1.2

Soit f une fonction entiére d’ordre fini. Puisque f et f ont les mémes points fixes, alors

!/

f (Z>_Z:€a
f(z) == ’

ol « est un polynéme. Soit F' = f — z. Alors F satisfait I’équation différentielle suivante

(4.2)

/

F —e*F =2—1.

Si a n’est pas une constante, alors nous savons a partir du Théoréme D que F est d’ordre
infini. Ce qui contredit f est d’ordre fini, donc « doit étre une constante. Soit e* = ¢ (c # 0) .

En résolvant (4.2), on a
-1 —1
P aem g D2 o)
c ¢
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ol A est une constante. Si A = 0, alors f est un point fixe z = %; ce qui contredit que f’

n’a pas de point fixe. Donc, A # 0. Par 'expression de f, nous savons que o (f) = 1.

d’ou le résultat.

Conclusion

Dans ce mémoire, on a étudié les propriétés des solutions des équations différentielles linéaires
a coefficients fonctions entiéres. La question qui se pose est-il possible de conserver les mémes

résultats dans le cas ot les coefficients de I’équation sont méromorphes ?
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