REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE

MINISTERE DE L’ENSEIGNEMENT SUPERIEUR ET DE
LA RECHERCHE SCIENTIFIQUE

UNIVERSITE ABDELHAMID IBNBADIS
— MOSTAGANEM—

Faculté des Sciences Exactes Et De I'Informatique

Département de Mathématiques et Informatique

MEMOIRE DE MASTER

En Mathématiques

Présenté par BELHAS HADJER

Intitulé

PROCESSUS STOCHASTIQUES EN TEMPS
CONTINU : MOUVEMENT BROWNIEN

Soutenu le 30/05/2016 devant le jury d’examen :

Mr. BOUAGADA D. Président
Mr. MECHDENE M. Encadreur
Mr. LATREUCH Z. Examinateur

Année Universitaire 2015 / 2016



Résumé

L’objectif de ce travail est la présentation de quelques-unes des nombreuses propriétés
du mouvement brownien (M.B.), et nous donnons une application de la théorie des mar-

tingales au M.B.

Notre travail débute par une présentation des propriétés essentielles de ’espérance
conditionnelle. En suite, on définit d’une part les processus stochastiques, d’'une maniére
générale, comme étant une généralisation de la notion de vecteurs (dimension finie) de
v.a. au cas d’une famille de variables aléatoires (v.a.) indexées dans un ensemble de temps
T, et d’autre part les martingales. Grace a la propriété de martingale qui est vérifiée par
le M.B., on présente quelques-unes des propriétés du M.B. [14, 15, 16], et nous établissons

un résultat sur le module de continuité de P. Lévy [10] et la loi du logarithme itéré [12].
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Introduction Générale

En 1827, le botaniste R. Browen, a observé une petite particule en suspension dans
un liquide et soumise & I'infini de nombreuses collisions avec des atomes, et il est donc
impossible d’observer sa trajectoire exacte. Avec I'aide d’un microscope, il est seulement
possible de confirmer que le mouvement de la particule est entiérement chaotique. Il est
nécessaire de faire des approximations de ce type de mouvement (appelé Mouvement

Brownien (M.B.)), dans le but de décrire le processus. Donc grace aux travaux de Nobert

Wiener aux Etats-Unis, Andrei Kolmogorov aux URSS sur la théorie des probabilités, et
Paul Lévy, Doob en France [7, 10, 13|, qui vont contribuer de fagon décisive pour définir

le modéle mathématique appelé processus de Wiener.

Depuis ces travaux, les chercheurs en mathématiques n’ont cessé d’étudier les pro-
priétés des processus en général et en particulier ce processus dans [3, 11, 13, 14|, et les

applications en sont nombreuses dans le domaine des finances (voir par exemple [4, 5, 6]).

L’objectif de ce travail est la présentation de quelques unes des nombreuses propriétés
du M.B.

Nous avons choisi de structurer notre manuscrit selon le plan décrit ci-dessous :
Dans le premier chapitre, on présente les propriétés essentielles de I'espérance condition-

nelle
Dans le second chapitre, on définit les processus stochastiques comme les P.A.I., P.A.IS.

et les martingales.

Finalement, dans le dernier chapitre, nous établissons la régularité des trajectoires [14, 16],
et les propriétés du M.B. (martingale, PAIS, cvg et contiuité en m.q...). A la derniére sec-
tion, nous donnons, d’une part, un résultat sur le module de continuité de P. Lévy et la

loi du logarithme itéré, d’autre part (voir dans [12]).



Chapitre 1

Espérance Conditionnelle

1.1 Introduction

Nous fixons un espace probabilisé (2, F,P) et une sous-tribu F,, C F qui représente
une information partielle sur 'espace, obtenue en observant les variables aléatoire (v.a.)
X1, Xo, ..., X,,. L’espérance conditionnelle d’'une v.a. Y par rapport a JF, représente la
meilleure estimation que 'on puisse faire de la valeur Y a I'aide de I'information contenue
dans F,.

Dans ce chapitre, on rassemble les notions de base de 'espérance conditionnelle ainsi que

leurs propriétés qui seront utiles dans les processus stochastiques.

1.2 Généralités

1.2.1 Définition d’une o-algébre (tribu)

Un ensemble I de parties d’'un ensemble non vide §2 est une tribu sur €2 si :

1. QeF
2. AecelF— A°cFF
3. ¥n, A, € F = UyenA,, € F (Union dénombrable)

Exemples

1. F={0,Q} : tribu grossiére
2. Tribu borélienne d’un espace topologique F : c¢’est la tribu B(F) engendrée par les

ouverts de F
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Remarque

Si © est fini alors | = P(2), o P(£2) 'ensemble des parties de €, est une tribu sur
Q.
1.2.2 Espace probabilisable

Soit 2 un espace fondamental, un espace probabilisable est formalisé par un couple
(Q,F) ou IF est une tribu sur 2 .

1.2.3 Probabilité

Soit (€2, ) un espace probabilisable. Une probabilité P est une application

P :F [0, 1] vérifiant les conditions suivantes :

1. Y(F,)nen une suite d’événements de IF disjoints deux a deux

P(UnenF,) = Y P(F,)

nelN
2. P(Q) = 1

1.2.4 Espace de probabilité
Le triplet (Q,IF,P) ou PP est une probabilité sur 2 est dit espace probabilisé ou espace

de probabilité.

1.2.5 Variable aléatoire

Soit (Q2,IF,P) un espace de probabilité une variable aléatoire réelle X définie sur

(Q, F, P) est une application mesurable de (2, ) vers (R, B(R))
X (Q,F) — (R,B(R)), VI € B(R), X~'(I) e F; X~ 1(I) = {w € Q/X(w) € I}

1.2.6 Probabilité conditionnelle

Soit 'espace de probabilité (Q2,F,P) et B € F; A € F deux événements tels que
P(B) > 0, alors :
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la probabilité conditionnelle de A sachant B, notée P(A\B) ou Pp(A), est donnée par :

P(ANB)

P(A\B) = —p s (1.1)

Remarque

1. Pp(A): (2, F) — [0,1] qui & chaque événement A on associe P(A\B)
Pg(A) est une probabilité car

i) Py(2) =0

Paa) = Bl

" P(A; N B)
2 P(B)

=1

n

= Z]PB(Ai)

2. La probabilité conditionnelle vérifie toutes les propriétées d’une probabilité

classique.

1.2.7 Définition d’une version réguliére

Pour F fixé :

hrp: Q — [0,1] _ o o
z = P(F\X =uz) est une version réguliére de la probabilité.
La famille (P(.\ X = 2)),eq est appelée une version réguliére de la probabilité condition-

nelle de X.
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1.3 Espérance conditionnelle par rapport a une variable
aléatoire discreéte
1.3.1 Définition

Soient X : (2,F) — (E,&) unevariable aléatoire discréteet Y : (Q2,F) — (R,Bgr)

P-intégrable. Donc 'espérance conditionnelle est définie par :

BOV\X =0) = g = /(Xx) Y (w)dP (w) (1.2)

avec x € E et Px(z)#0

Remarques

1. Soit 'application

h: QxF — [0,1]
(x,F) — h(x,F)=P(F\X =12

Six fixé :
h,: F — 0,1]

F — h(F)=P(F\X =) est une probabilité.

2. 5iY =1palors E(Ip\ X =2)=P(F\ X =2x)

3. Tl existe toute une classe d’équivalence (voir [9, 13]) f de fonctions f sur E tels que

Ve e E, Px(x) #0onait f(z) =EY \ X =2)

avec f ={g\ fRg} = {9\ f = g présque surement (P.S.)}

Théoréme 1.3.1 Soient Y une variable aléatoire réelle, Y € LY(Q,F,P) et X variable
aléatoire réelle discréte sur (2, IF,P) a valeurs dans (E,&). VB € £

/Xl<B> = /BE(Y \X = 2)dPx (1.3)

o X :(QF P)— (E &, Px)
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Démonstration

Ona X !(B)={weQ\X(w)eB}={we B\zec B}

YdP = YdP

fX*l(B) waeB(X::B)]pX(m)#O
= ZxEB{X = x}IPX(x);éO f{X:x} YdP

= [REY \ X =z)dPx(x)

1.4 Notion générale de I’espérance conditionnelle

Théoréme 1.4.1 Soit Y une variable aléatoire réelle, Y € L1(Q, T, P)
et X : (O, F,P)— (E, & Px). Il existe une classe d’équivalance unique de fonctions
Px -intégrable définies sur (I, &) notée B(Y \ X) ou EX(Y) tel que Vf € E(Y \ X)

on ait :

/ Y () dP(w) = / J(2)Px (dz) (1.4)
X-1(B) B
ot E(Y\X)=E(Y \o(X)) et o(X)={X(A):;Aec&)

1.4.1 Espérance conditionnelle par rapport & une tribu

Soit Y une variable aléatoire réelle, Y € L1(Q, IF, P) et B sous tribu de .
Toute variable aléatoire Z vérifie :

1. Z est B-mesurable
2. VBe B, fBYdIP = fBZdIP

est appelée 'espérance conditionnelle de Y sachant B.

Proposition 1.4.1 Soit la famille (P(\X = z)),cq une version réguliere de la probabilité

conditionnelle. Alors pour toute variable aléatoire Y € L1(Q, F,P) on a

/Y(w)dIP(w \X = 2) = E(Y \ X = 1), Px — p.s. (1.5)
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Démonstration

1. On suppose que Y est positive et on montre 1’égalité (1.5) pour la fonction indica-

trice EY\X=2) = (]lF\X—ﬁ) P(F\ X = x)
= [lp(w)P(dw\ X = )

2. On pose Y = Z)\i]].pi alors Vo € Ex tel que Ex = {x € Q\ Px(x)}

=1

EY\X=12) = Zn:)\iIE(]lFi\X:x)

— Z)\/ P(dw\ X = z)

= Z/\]lp P(dw\ X = 1)
= fY (w\ X =12x)

Comme Y est positive alors il existe une suite de fonctions étagées (Y,),en croissantes
telles que
Y= 1IlimY,=supY,

n—-oo nclN

alors par la propriété de Beppo-Levi (voir [9] ) on obtient :

EY\X =2) = sup,enEY \ X =2)
suppen [ Yo(w)dP(w \ X = )

fsupnemy( JdP(w\ X = )
JY(w)dP(w\ X =)

Remarque 1.4.1 Si Y est une variable aléatoire réelle P-intégrable alors l’égalité (1.5)
est vérifie comme étant une différence entre deux fonctions positives intégrables
Y=Y"T-Y".

Proposition 1.4.2 Soit X : (Q,F) — (E,&) une variable aléatoire, et Y une v.a.r.

P-intégrable. Alors Uapplication E(Y \ X) est une v.a. G valeurs réelles et on a

EEY\ X)) = E(Y) (1.6)
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Preuve 1
E(Y) = [YdP= fer Y (w)dP(w)
= [LEY\X =2)dPx(z)
= E(EY \ X))

Proposition 1.4.3 (Positivité de l'espérance conditionnelle) Si'Y : (Q,F) — (R, Bg)

une variable aléatoire positive, alors
E(Y\X =2)>0, Px —p.s.

Preuve 2 Comme f{xeB} YdP >0, VBeB

alors d’aprés le théoréeme 1.5.1 on a
/ E(Y \ X = 2)P(dz) > 0, VB € B
B

et par conséquent, E(Y \ X =xz) >0, Px — p.s.

Théoréme 1.4.2 (La convergence monotone de l’espérance conditionnelle)
Soit (Yy)new une suite croissante de variable aléatoire définies sur (2,1, P) convergeant
présque stirement vers une variable aléatoire Y P-intégrable. Alors la suite (E(Y, \ X =

x)))nen converge vers (Y \ X = x) présque stirement par rapport & Px (i.e. Px-p.s.)

Démonstration

D’aprés la proposition 1.4.3 on a Si Y > 0 alors E(Y \ X =z) >0, Px — p.s.

par monotonie de la suite (Y},),en on a
Vne N, E(Y, 1\ X =2)>EY,\ X =x) Px —p.s.

par suite

VB e B, / Y,dP — / E(Y, \ X = 2)dP(z)
{zeB} B

et

VB € B, / YdP > / Y, dIP
{zeB} z€EB



1.4 Notion générale de l’espérance conditionnelle 15

Ainsi

EY\X=2)>EY,\X =2) Px —p.s.

Comme la suite ((E(Y, \ X = z)))nen est croissante, bornée et converge Px-p.s. Alors

par le théoréme de la convergence dominée on obtient

[y YdP = lim / Y, dP

= lim /B E(Y, \ X = 2)dPy(x)

n

~ |/, uﬁ E(Y, \ X = z)dPx(x)

avec {limE(Y, \ X = x);x € B} est B-mesurable.

Alors
EY\X =2)=limE(Y,\ X =x) Px —p.s.

Proposition 1.4.4 Soit B sous tribu de F. SiY une variable aléatoire réelle B-mesurable,

T et Y deur variables aléatoires définies dans L'(Q, T, P), alors

E(T.Y) = E(T.EB(Y)) (1.7)

Démonstration

Pour montrer 1.7 ¢’est-a-dire
VAeBCF ETY)=ETEPY)

on passe par quatre étapes.

1. Dans la premiére étape on suppose que T = 14

E(TY) = E(1,Y)= [,YdP = [, EB(Y)dPg
[14EB(Y)dPg
= E(14EP(Y))



16 Espérance Conditionnelle

2. Ensuite 7= Al

=1
E(TY) = Y ME(14Y)
=1

= i)\i/]lAinIP
=1

_) Z MNE(T4,EB(Y))

= E(_MNE(LLEP(Y)))

=1

3. Si T est positive, il existe une suite de variables aléatoires (7,)nen (fonctions éta-

gées) qui converge vers 7T

E(TY) = lim | T,YdP =@ MZL?»LE(TnEB(Y))
= ]E(lz’gnTnIE]B(Y))
= E(TEB(Y))

4. Si T est quelconque, on utilise la décomposition suivante : T =TT — T~ tels que

T+ et T~ sont deux fonctions positives.

Proposition 1.4.5 Soit B sous tribu de . Si Y wune variable aléatoire définie dans
LY(Q, T, P), indépendante de B alors

E(Y\B)=E®Y) P —p.s. (1.8)
Preuve 3 Soit B € B, par indépendance on a
fB E(Y \ B)dPp = fB YdP = [15YdP = E(15Y)

E(1p)E(Y)
[5E(Y)dP

alors

VBeB, E(Y\B)=E(Y) P —p.s.



Chapitre 2

Processus stochastique et Martingales

2.1 Introduction

Les processus stochastiques généralisent la notion de vecteurs (dimension finie) de v.a.
au cas d’une famille de v.a. indexées dans un ensemble général 7' (ensemble de temps). En
probabilités, le mot martingale est un processus stochastique (X;)ier tel que E(X; \ X;)
est égale a X, pour tout ¢ > s.

Nous allons voir, dans ce chapitre, quelques éléments essentiels qui les rendent trés utiles

dans I’étude du mouvement brownien.

2.2 Processus stochastique

Définition 2.2.1 Soit (Q2,IF,P) un espace probabilisé soit aussi (E,E) un espace mesu-
rable appelé 'espace des états, el T" un ensemble des temps.
La famille (X,)ier de variables aléatoires de (2, ', P) dans (E,E) est appelée un processus

stochastique ou aléatoire.

Remarque 2.2.1 A w €, on associe l'application

T — FE
t — Xt(Cd)

(1) Si on fize w, Xi(w) appelé la trajectoire de (X;)ier associée a w.

(i) Si on fize t, Xi(w) c’est U'état du processus a l'instant t.

17
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Définition 2.2.2 On dit que (X;)ier est P-p.s. continue a droite (resp. P-p.s. continue
a gauche, P-p.s. continue) si pour P-presque tout w € Q : t — Xy(w) est continue a

droite (resp. continue & gauche, continue)

Ezxzemple 2.2.1 1. La consommation d’éléctricité journaliere dans une ville a temps
discret.

2. Le nombre de coups de téléphone qui parviennent & un central téléphonique sur des

intervalles de temps [0,t] , t > 0.

2.3 Loi1 de dimension finie

La famille des lois des variables aléatoires (Xy,, Xy,, ..., Xy,) lorsque (t1,ts, ..., t,) par-
court I’ensemble des parties finies non vides de T' s’appelle la famille des lois de dimension
finie ou famille des répartitions finies de (X;)ier.

2.3.1 Modification

Soient (X;)ier et (X;)ier deux processus stochastique basés sur le méme espace de
probabilité (2, I, P) a valeurs dans le méme espace d’états (E,E). On dit que (Xt)teT est

une modification de (X;);er si pour tout t € T, X, = X, P-p.s.

2.4 Processus stochastiques équivalents

On dira que deux processus stochastiques sont équivalents s’ils décrivent le méme

phénoméne aléatoire au sens suivant, :

(){t)tET : (QvlF7IP)'H (E,c‘:)

(X)er = (T, P)— (E,E)
Sivn > 1,Vty,...,t, € T\VBy,....,B, € £ on a
P({X, € By,...X,, € B,}) =P({X,, € By, ..., X,, € B,}) (2.1)

Exemple 2.4.1 Ona (2, F,P) = ([0,1],Bjo1},A) o0& X la mesure de lebesgue. Xy(w) =0
et Yi(w) =1 (w) avec t,w e |0,1]
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Les deux processus ainsi définis sont équivalents. En effet,

{w:Yiw) # Xa(w)} = {t}
A{w: Yi(w) # Xi(w)}) = A({t}) =0

Done, X; =Y, A-p.s.

2.5 Stationnarité faible et stricte

Soit X = (X;,t € T') un processus stochastique réel de carré intégrable.

Définition 2.5.1 On dit que X est stationnaire (au sens faible) si
1. E(Xy) est constante : E(X;) =m, te€T

2. Cov(Xiyn, Xsin) = Cov(Xy, Xs) , t,s €T (résiste au translation du temps.

Définition 2.5.2 Soit le processus X" = (X, 4, t € T). Le processus X est strictement
stationnaire St Px = Pxawy , heT.

Remarque 2.5.1 Strictement stationnaire du seconde ordre implique faiblement station-

naire. Linverse est fauz.

2.6 Processus stochastiques a accroissements indépen-
dants (P.A.I)

Soit T' = R4, (E,€) = (R,B(R)) et (X;)ier est un processus stochastique a valeurs
dans (E,E) basé sur (Q,F,P) si on a
(i) Xo=0 P-ps.

(il) Vn > 2 Vty,...,t, € Ry tels que 0 < t; < ty... < t, les variables aléatoires
Xy, Xoy — Xiyy ooy X, — X4, _, sont indépendantes alors (X;);er est un processus a

accroissements indépendants (P.A.L).
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2.7 Processus stochastiques a accroissements indépen-
dants stationnaires (P.A.L.S)

On dit qu’un processus stochastique (X;);er est & accroissement indépendants station-

naires (P.A.L.S.) si ¢’est un P.A.L et en plus vérifie la condition suivante :

(iii) Vs,t € Ry telsque 0<s<t,Vh >0
Xt+h - Xs+h = Xt s

Exemple 2.7.1 Soit T'=IN on se donne une suite de variables aléatoires (Zy)k>1 indé-

pendantes et,
Yn>18,=21+ ...+ 2,
1. On suppose que Sy =0 P-p.s.
2.Vn > 2, Vt1,..,t, e N : 0 <ty <ty <...<t, Les variables aléatoires Sy, Sy, —
Styy ey St — Sp,_, sont indépendantes. Donc la suite (S,)n>o vérifie (i) et (ii) par
suite (Sp)n>0 est un P.A.L et siles Zy, k > 1 ont méme loi, (Sy)n>0 vérifie (iii)

et par conséquent la suite est un P.A.LS.

2.8 Processus Gaussien

Définition 2.8.1 Un vecteur aléatoire (X1, ..., X,,) est dit gaussien si

pour tout (Mg, ..., \,) € R™, Z A X; est une variable gaussienne.
i=1
Définition 2.8.2 Un processus X = {X;,t € [0,1]} est gaussien, si pour tout n > 1

et pour tout (ti,...,t,) € [0,1]" , (X, ..., Xy,) est un vecteur gaussien.

Remarques 2.8.1 1. Xy,..., X, des v.a. gaussiennes # (Xi,...,X,) le vecteur soit

Jaussien.
2. 81 X etY sont deuxr v.a. gaussiennes, non-corrélées, ce n’est nullement suffisant

pour que (X,Y') soit un vecteur gaussien.

3. 81 X et Y sont deux v.a. gaussiennes indépendantes = (X,Y) soit un vecteur

gaussien.
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Exemple 2.8.1 5i X ~ N(0,1) de fonction de répartition Fx(x)
etY = X1|xj>a—X1ixj<a , a > 0 de fonction de répartition Fy(y). On montre fagilement
que Y ~ N(0,1) a laide de la fonction caracéristique. Mais le vecteur (X,Y') n'est pas

gaussien, en effet

P(X+Y =0) = P(X=0)+P(X|<a)—P(X =0,|X| <a)
—0

= 0+ P(|X[<a)
= P(]X| <a)€]0,1] Va
# 0

2.9 Semi groupe de convolution

Une famille (IPy);c)0,400 de probabilité sur (R, B(RR)) est un semi groupe de convolution

sl on a
Vs €]0, +oo[ Vt €]0, +o00] Py = Py Py

Proposition 2.9.1 (a) Si(Xi)er, estun P.A.LS. et si pour tout t €]0, 400, p1; dé-
signe la loi de Xy, alors (ji)ic)o,+oo[ €St un semi groupe de convolution. On l’appelle
le semi groupe de convolution du P.A.LS. (Xy)er, -

(b) Plus généralement, si (X,)ier, est un P.A.L et si pour tout s,t € Ry tels que

s <t, psy désigne la loi de Xy — X, alors on a Vs, t,u € Ry, tels que s <t < u,

s = st * Ut

Démonstration
(a) On a
Xs+t =X, + (Xs—l—t - Xs)

Or, X, et X ,,— X, sont des variables aléatoires indépendantes et X,.,— X, =, X;,

donc
Mstt = s * [t

(b) X, — X a pour loi pis,, (X, — Xt) et (X; — X;) sont des v.a. indépendantes de

lois respectives fi;,, et ps,. D’ot I'égalité

Hsu = Hst * Utu
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2.10 Martingales

2.10.1 Filtration

Une filtration (F3)er, sur (€, F,P) est une famille croissante de sous tribus de F tel

que : F; C Fs C F , pour tous t < s dans T

Remarque 2.10.1 1. Fir = Nyat Fss
2 }“tX — ﬂs>t (X, :r <s) : filtration engendrée par un processus (Xi)t>o,

3. Fooi= Utzo}—t s la plus petite tribu contenant toutes les JF;.

2.10.2 Processus adapté

Soit (Xi)ier, un processus, est adapté a la filtration (F;)icr, si pour toute t X, est

JFi-mesurable.

2.10.3 Temps d’arrét

On appelle temps d’arrét toute application 7' : Q — IN [ J{+o0} telle que
Vn, {T' <n}eF,<={T'=n}eF,

Remarque 2.10.2 On peut écrire {T <n} =;_{T =i}.

Proposition 2.10.1 Si T et S sont des temps d’arrét alors
1. SNT
2. SUT
3. 8+T

sont aussi des temps d’arrét.

Démonstration

1. Comme F,,, I'intersection et 'union sont des temps d’arrét car on peut écrire
(ST =(S<n)[ T <n)eF,

2. Deméme (SUT)=(S<n)J(T <n)eF,
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3. Soit F,, une filtration, donc (S + 7T < n) € F, car

(S+T<n)=(S<n—mT <m) € Fum[ | Fmn C Faom C Fu

2.10.4 Martingale, sur-Martingale et sous-Martingale

Soit (€2, F,P) un espace probabilisé et (X;, F;)ier, un processus intégrable adapté.

On dit que le processus est

1. une martingale, si pour tous 0 < s <t

E(X;\ Fs) = Xs P —p.s.
2. une sur-martingale, si pour tous 0 < s <t

E(X:\ Fs) < X, P —p.s.
3. une sous-martingale, si pour tous 0 < s <t

E(X;\ Fs) > X P —p.s.

Exemple 2.10.1 Considérons le cas discret.

Soient (X,,)n>1 une suite de v.a. indépendantes sur (S, F,P) intégrable de moyenne M.
On désigne par F, la tribu engendrée par X, X, ..., X,. Considérons S, = ZXZ» ,
i=1

n > 1.

E(S,1\ Fn) = E(Sn,+ X1 \ Fn)

E(Sn \ "Tn) + E(Xn-H \}—n)
Sn + E(Xn-i-l)

S, + M

Par conséquent,
Si M =0 = (S,)n>1 est une martingale
Si M > 0= (S,)n>1 est une sous-martingale

Si M < 0= (S,)n>1 est une sur-martingale

Remarque 2.10.3 (X,)icr, est une sur-martingale <= (—X;)icr, est une sous-martingale.
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Exemple 2.10.2 Soient (X;)icr, une suite de variables aléatoires indépendantes et (X, Fi)ier.,
martingale. Alors le processus (| Xi|, Fi)ier, est une sous-martingale. En effet, | X,| est
Iy — mesurable, et la fonction ¢(.) = |.| est une fonction convere sur R telle que | Xy| est

intégrable pour t € R. D’aprés 'inégalité de Jensen (voir [2]) on a pour tous 0 < s <t
[E(X: \ Fo)| = | X| < E( X\ F) P—ps.

d’ou le résultat.



Chapitre 3

Propriétés du processus de Wiener

3.1 Introduction

Le mouvement brownien (M.B.) ou processus de wiener joue un role fondamental dans
la construction de processus stochastiques plus généraux, il jouit de nombreuses propriétés
remarquables.

Dans ce chapitre, nous allons nous limiter a 1’étude du procédé unidimensionnel de wiener
en R, présenterons une définition du M.B., et une petite séléction de ses nombreuses
propriétés, plus particuliérement celles en rapport avec les martingales. Dans la derniére

section nous montrons une application de la loi du logarithme itéré sur les trajectoires du
M.B.

3.2 Mouvement Brownien

Définition 3.2.1 Un processus a valeurs réelles (Wy)er, est un processus de Wiener si

les conditions suivantes sont satisfait :
1. Wo=0 P- p.s.

2. (Wi)ier, est un processus stochastique (aléatoire) a accroissement indépendant :
Vn, Vt0<to<t,<..<t,

les variables Wy, , Wy, — Wy, ..., Wy, — Wy, sont indépendantes.

n—1
3. Wy, — Wy est une variable aléatoire réelle gaussienne, centrée et de variance t — s.
i.e. Wy — Wy~ N(0,t—s)

Proposition 3.2.1 Si (W))icr, est un processus de Wiener alors

25
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(i) E(W,) = 0Vt € R,
(il) Cov(Wy, W) = min(s,t) , s,t € Ry

Démonstration

(i) On montre que E(W;) =0, Vt € R,.
Fixons t € Ry, on a Wy = Wy + (W, — W) Alors

E(W,) = BE(W,) + E(W, — Wp)

d’aprés (1) et (3) de la définition du mouvement Brownien on a (i).

(ii) Soit s < ¢t

EWW;) = EWW,+W2—-W?2)
= E(W,(W; — W,) +W?2)
= E(W?) + E(W(W;, — Wy))
= E(W?)+ ( HEW, — W)
= E(W7) =

Soit maintenant t < s

EWW,) = EWW, - W2+ W?)
= EW,(W,—W,;) + W?)
= E(W?) + EW,(W, — W;))
= E(W?) +EW,)EW, — W)
= E(Wt2>_

Dot (ii).

Exemple 3.2.1 Si W est un processus de Wiener standard, on montre que
t

W(t) =W(t) —/ r YW (r)dr, t € [0,1]
0

est un processus de Wiener.

Comme W est gaussienne et centré, W l'est aussi.

II reste a montrer que E(W,W,) = min(s, t))

E(W,W,) = EW()W(t)) - Et(W(s) [y r W r)dr) — B(W(t) [ r= W (r)dr)
+ E(fos =YW (r)dr fo r= YW (r)dr)
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On suppose que t < s
E(W W) t—fo _1]E(W(3)W(r) dr — ( fo r EB(W (W (r))dr + [ r ' E(W ()W (r))dr)
Jolfo r=tu SE(W ()W (w)du + [ r~tu TEW (r)W (u))duldr

t— fo rhrdr — (fy T rdr—l—ft rtdr) +f0 L[y (ru)rudu + [ (ru) = rduldr
t—t—(t+tlog(3)) —1—f0 1 +log(s) — log(r))dr

—t —tlog($) + 1+ tlog(s) — (tlog(t) —t) =1t

I+l

De méme pour s < ¢, on obtient E(W,W;) = min(s,t)).

3.3 Le mouvement Brownien comme une martingale

Théoréme 3.3.1 Le mouvement Brownien (W) est une martingale par rapport a la fil-

tration (Ft)i>o-

Démonstration

Pour tout £ > s >0, on a

E(Wt\Fs) =

E(Wt_ws\fs)+E(Ws\Fs)
E(W, — W) + W,

= W,

»

Exemple 3.3.1 Soit (W;)er, est un mouvement Brownien, alors le processus (W7 —t);

est une martingale.

Démonstration

Soit t > s > 0,

EW2\F,) = BW?2+2W (W, —W,) + (W, — W,)?\ F)
= W2+ (t—2s)

Donc,
E(W =)\ F) = W] —s

Exemple 3.3.2 Pour tout 0 € R, exp(cW,; — UT%) est une martingale.
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Remarque 3.3.1 51 Y est une vartable gaussienne centrée réduite, on a

+00 y2 dy )\2
E(exp(\Y)) = exp(Ay) exp(——=)—— = exp(— 3.1
(exp() = [ el exp(= ) T~ exn(5) (3.1)
Démonstration
On montre si Vs < t,
2t 2
E(exp(oW; = 52) \ F) = exp(oW, — )
Soit s < t,
E(exp(eWy) \ Fs) = exp(cW,E(exp(a(W; — Wy)) \ Fs)
— exp(oTW)E(exp(oWVy_,))
= exp(cW;)E(exp(o t—s%))
ou Y=t A N(0,1)
Application de 3.1 sur la variable I\//VL;:, on obtient
Wi_s t—
exp(o TV, E(exp(o v — s—=)) = exp(oWW,) exp(o” 3
-5
Dt le résultat.
Théoréme 3.3.2 (a) Un processus de Wiener (W;) est a accroissement stationnaire

et de covariance Cov(Wy, W;) = min(s,t) , s,t € R;.

(b) Réciproquement tout processus gaussien centré de covariance min(s,t) est un pro-

cessus de Wiener.

Démonstration

(a) Soit ¢p; la fonction caractéristique de Wiy, — Wi Comme
Wi = Wi = W) +W, 5 t>0,h>0

On a par indépendance des accroissements

1 1
exp(—ééz(t + h)u?®) = ¢p.i(u) exp(—§52tu2), ueR
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Alors,

bni(u) = exp(—%52hu)

par conséquent Wy, — Wy ~ N (0, h). D’oil les accroissements sont stationnaires.

Et pour la covariance est déja démontrer dans la proposition 3.2.1.

(b) Il suffit de montrer que les accroissements sont indépendants. Or, pour ¢; < ty <

tg <14 On a
E[(Wtz - th)(Wm - Wts)] - (t2 —ty — g+ tl) =0

Donc, les accroissements sont orthogonaux et par conséquent indépendants puisque

le processus est gaussien.

3.4 Reégularité des trajectoires

Dans cette section on présente deux résultats concerne la continuité et dérivabilité en
moyenne quadratique (m.q.) ainsi que la non-variation bornée des trajectoires du mouve-

ment brownien.

Théoréme 3.4.1 W continue en moyenne quadratique mais pas dérivable en moyenne

quadratique.

Preuve 4 1. On montre pour s — t , E(W; —W,)*> — 0

On a

E(W, — W,)? = E(W?) —2E(W,W,) + E(W?2)
(t — 2min(s,t) + s)
= |[t—s—0

d’ou la continuité en m.q.

2. Pour la non-dérivabilité, il suffit de développer la quantité :

— 1
M)zz——)ooquandh—ﬂ)

E( .

Théoréme 3.4.2 Les trajectoires de W ne sont pas a variation bornée.
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Preuve 5 (W (t))icpo, - un processus de Wiener standard (o* = 1)

On pose
27’L

Vo= YW - w oy

j=1
Remarque 3.4.1 Rappelons si
Z~N(0,1), E|Z| =a>0et Var|Z| =b>0

donc puisque W ()" ~ N(0,(3)™), alors la variable Z = 22 W (3)" suit une loi N(0,1).

D’aprés la remarque 3.4.1 on a

BI(W(5)")| = 2" %a et Varl(W(5)")] =27

ce qui implique

E(Y,) =2"2 2a et Var(Y,) = 2"27"b
application de l'inégalité de Chebyshev (voir [3]) SurY, on obtient

227"
2

>n) <

P(|Y, —2%a
n

donc
ZIP(|Yn —2%a| >n) < oo
avec une probabolité 1, |Y, —2%a| < n ce qui donne

YnZQ%a—n

alors Y, — oo P-p.s.

3.5 Application au mouvement Brownien

3.5.1 Module de continuité de Lévy

Ci-dessous nous donnons un résultat sans démonstration sur le module de continuité
de Lévy qui nous aide a montré la loi du logarithme itéré.
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Théoréme 3.5.1 Presque toutes les trajectoires du mouvement brownien W wvérifient,
pour tous 0 < A < B < o0,

1
limsup(—=—=—== sup  [W,=W|)=1 (3.2)
r—0 2r log(%) s,t€[A,B],|s—t|<r

3.5.2 Loi du Logarithme Itéré (L.L.I.)

Dans ce paragraphe, nous donnons une application de la théorie des martingales au
mouvement brownien (M.B.), cette application est une version du Module de continuité

de P. Lévy sur les trajectoires du M.B.

Théoréme 3.5.2 Si W est M.B., pour tout temps d’arrét T fini on a présque strement

lim sup Wy = Wr =1
r—0 2rloglog(%)
liminf 2 =Wy
r—0

\/2rloglog($)
Pour montrer ce théoréme on a besoin de :

Propriété forte de Markov :

Si T est un temps d’arrét de la filtration F™ = (Fy+ )0, le processus Y, = Wry, — Wrp

est un mouvement brownien indépendant de la tribu Fr+.

Propriété de Doob :

Si X est une martingale, on a pour toust >0, a>0:

P(sup | X,| > a) <

s<t

(E|X]) (3:3)

ISEII
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Lemme de Borel-Cantelli :

Soit (A,)new € FX une suite d’événements indépendants.

1. Si ZIP(A) < oo alors P(limsup, 4,) =0

2. Si ZIP(A) = oo alors P(limsup, 4,) =1

Démonstration du théoréme

Par la propriété forte de Markov, il suffit de montrer le résultat pour 7' = 0, et par

symétrie on montre que

W,
Y = limsu =1P —p.s. 3.4
msup s p (3.4)

La démonstration se fait en deux étapes.

Remarque 3.5.1 On pose ¢(r) = 1/2rlog(L) et ¢(r) = y/2rloglog(), on a % —0

quand r — 0
La fonction ¢(r) n'est bien définie que pour r < 1, et est croissante sur ]0,to[ pour un

certain to >0 (o to > 1)

Etape 1:

On va d’abord montrer que Y <1 p.s.
d’aprés 'exemple 3.3.2 le processus (exp(aW; — ‘%t))t = M} est une martingale pour tout
a € R. Par suite, la propriété de Doob 3.3 implique

1
P(sup M > \) < —E(|M}]) = 3 pour tout A > 0,

1
A
donc pour tous a,b > 0,

P (sup(W; — a_t) > b) = P(sup(M;") > exp(ab)) < exp(—ab) (3.5)

<1 2 <1
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Soit alors 6,0 €]0, 1[. Posons a,, = (1 + )0~ "¢ (0") et b, = ¢(gn), de sorte que

anb, = (14 0)loglog(6™") = (14 6)(log(n) — log log(%))

appliquons 3.5 avec a,, et b,, on obtient

t
S Plsup(W, — 25 > 0,) <Y exp(—anby)
n>1 =1 2 n>1 .
< exp(—(1+6)(loglog(3)) > 55 <

n>1

D’aprés le lemme de Borel-Cantelli, pour w en dehors d’un ensemble négligeable NV il

existe ng = no(w) tel que pour tout n > ng on ait

Wi

Il IA
3
+
o
3

pour tout t < 1, si de plus ¢t < 6", alors

$(0")
2

(1+<125))

Wi <

d’aprés la croissance de 1) : ¥(0™) < ¢(t) si 0" <t < to. En d’autres termes,

log(L 1
<t <oz s 1 B gy PO (L),
log(7) 2 0
Donc,
1 1496
Y§§(1+( Z ))pourtous 6,0 €]0,1]

par conséquent,
Y <1 p.s.

Etape 2:

On montre maintenant, ¥ > 1 P — p.s.

Les événements A, = {Wyn — Wynt1r > (1 — v/0)1p(6")} sont indépendants, et on a la

variable aléatoire
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Won — Wn
T~ N(0,1)
(971 _ Qn—l—l)
Si on pose a, = M, alors
(9n79n+1)
P(4,) = —==I(a,)
n) = ——41Qn
V2T
o0 exp(—ia? exp(—ia?
ou I(ay) / exp(— dxr > ap(+2Ln) > p(2a 2 pour tout n assez grand
Posons v = % et a2 = 2v*[log(n) + loglog(5)] — oo donc,
P(4,) > 1 exp(—3a?) L1 exp(—3a?)
YT Vor o 20, T /214y /log(n)
Comme v < 1,
1 exp(—7[log(n)+loglog(5)]) 1
Pldn) 2 7% 4y 6 V/1o(n)
S~ 1 exp(—lloglog(3)]) 1
= Vor 4y nW\/log
ZIP(A ) > 1 exp(— 'Y[loglog( ) Z
n - m
n>1 no1 Ty log

pour tout ¥ < 1 on a Z

1
sl LRV log(n)

Z P(A,) = oo, appliquons le lemme de Borel-Cantelli, on obtient

n>1

diverge car c’est une série de Bertrand par suite

P(limsup A4,)) =1

n

c’est-a-dire , pour tout w en dehors d’un ensemble négligeable on a {Wyn — Wynt1 >
(1 — v6)¥(#™)} pour une infinité de valeurs de n. Par ailleurs d’aprés I'étape 1 on sait
qu'en dehors d'un ensemble négligeable on a aussi Wyni1 > (1 — v/0)(6") pour tout n
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assez grand. Donc en dehors d’un ensemble négligeable on a pour une infinité de valeurs

den

[N

)?)

- 2\/5( \/log(n +1) + log log(é)

Won > (1 — VO (0") — 20(6") = (8")(1 — V0
\/log(n) + log log(%)

par suite

Win
Y = limsuprn) >1-3V0 p-s.

comme 6 est arbitraire dans ]0, 1], on en déduit Y > 1 P — p.s.



Conclusion Générale

Dans ce mémoire, notre objectif a été d’introduire les propriétés des processus aléa-

toires plus précisement le mouvement brownien.

Nous avons montré que le M.B. est un processus a accroissements indépendants et
stationnaires (P.A.L.S.), et est une martingale par rapport a la filtration (F;);>0. On a
montré aussi que les trajectoires du M.B. sont continues en moyenne quadratique mais
pas dérivables, et ne sont pas a variation bornée.

Le M.B. donne le méme résultat comme dans le cas des sommes partielles des v.a. concer-

nant la loi du logarithme itéré grace a la notion de martingale.

Finalement, nous intéressons dans le future a généraliser les processus aux multidimen-
sionnels et on souhaite appliquer ces techniques aux équations différentielles stochastiques

et aux finances.
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