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INTRODUCTION

En analyse fonctionnelle, la classe des opérateurs positifs est un outil essentiel & I’étude
de différents problémes de la théorie des opérateurs. Cette importance a été confirmée par
plusieurs travaux de recherche.

La notion d’opérateurs positifs est définie par une relation d’ordre partiel sur I’ensemble
des opérateurs bornés, ce qui nous raméne a 1’étude du concept du majorant.

Dans cette optique beaucoup de travaux on été menés, nous citerons :

- (C. Akmann et N. Weaver[4]) il ont démontre que la borne supérieure d’une famille
{x:},cn d’opérateurs qui commutent dans l'algebre de Van Neumann qu'ils géneérent ,
n’est pas toujours un majorant minimal dans I’ensemble des opérateurs bornés B (H).

- (A. Aslanov [5]) qui a montré I'existence du majorant minimal de deux opérateurs
positifs.

Dans ce travail on s’interesse a la recherche d’un majorant minimal 7" de deux opérateurs
positifs
R et S soumis a des contraintes particulieres (0 < R, S < I)

Notre manuscrit se compose de quatre chapitres dont le contenu est comme suit :

- Le chapitre 1 est consacré aux rappels des différentes notions mathématiques dont on a
besoin : Produit scalaire ; Norme ; espace de Hilbert ; Systéme orthogonal et systéme
orthonormal ;Idéal Bilatere.

- Le chapitre 2 est réservé aux opérateurs linéaires bornées sur les espaces de Hilbert.

- Dans le chapitre 3 on donne une méthode pour montrer ’existence de la racine carrée
d’un opérateur positif.

- Dans le chapitre 4 on donne le résultat principal de notre travail qui consiste & caractériser

le majorant minimal de deux opérateurs positifs soumis aux contraintes (0 < R, S < 1) .




Chapitre 1

Chapitrel :Rappel de notions de base

1.1 Produit scalaire

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur C . Un produit scalaire sur E noté <, >

est une forme sesquilinéaire, hermitienne,definie positive :

h:ExFE — C.

(uw) — h(u,v)=(u,v)

Pour tout u,v,w e E, a, 3 €C, on a

i| Sesquilinéaire :

h(au + B, w) = ah(u, w) + Bh(v, w).

h(u, v + Bw) = a@h(u, w) + Bh(v,w).

it] Hermitienne :

h(u,v) = h(u,v)
iii] Définie positive :
h(u,u) > 0

et h(u,u) = Op<u=0g.

(1.1.1)

(1.1.2)

(1.1.3)

(1.1.4)
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1.2 Norme

Définition 1.2.1 On appelle norme sur l’espace vectoriel E noté || . ||g, toute application
de E dans R* telle que :

i|Vue E: ||ullg=0<u=0g.

it) Vvu e E,Va e C: || au||lg=| a ||| v ||& -

i) Yu,v e B ||utv ||p<||ul|lg + | v]|E-
Remarque 1.2.1 Pour tout produit scalaire sur E ,on associe la norme :
I le= vV<,>E. (1.2.1)

Définition 1.2.2 Soient E un C- espace vectoriel muni d’une norme || . ||g et (zn),cy une

suite de vecteurs dans E . la suite (x,), .y est dite de Cauchy si et seulement si :
Ve)0,3Ny € N tel que Vn,m > Ny : ||z — 2 ||E (€ . (1.2.2)

Remarque 1.2.2 Si toute suite de Cauchy (x,),.y C E converge dans E pour |||, , alors

E est dit complet et il est appelé espace de Banach.

1.3 Espace de Hilbert

Définition 1.3.1 Un espace préhilbertien est un espace vectoriel E , muni d’un produit sca-

laire.

Théoréme 1.3.1 (Cauchy Shwartz) 2]

Soit (E,<,>) un espace préhilbertien, on a alors
| (w,0) P<[ w |l v |I*,Yu,v € E . (1.3.1)
On a l’égalité si et seulment siu et v sont liés.

Définition 1.3.2 On appelle espace de Hilbert noté H tout espace préhilbertien (H,<,>)

complet pour la norme définie par le produit scalaire.

Exemple 1.3.1 Tout espace préhilbertien (E,<,>) de dimension finie est un espace de Hil-
bert.
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Corollaire 1.3.1 [2]
1) Pour tout sous espace vectoriel fermé F d’un espace de Hilbert H, on a la décomposition
en somme directe ortogonale : H = F @ F'* .

2) Soit F un sous espace vectoriel d’un espace de Hilbert H alors F = F** et on a (F dense

dans H) < (F+ = {0g}).

1.4 Systéme orthogonal et systéme orthonormal

Définition 1.4.1 Soit (e;),., une famille de vecteurs de l’espace de Hilbert H :

1) On dit que (e;),.; est orthogonal si
(ei,e;) =0,Vi,j € Ji#j. (1.4.1)
2) On dit que le systeme est orthonormal si

(eive;) = OVi,jei#]. (1.4.2)
et (e;e;) = 1.
Lemme 1.4.1 Soient H un espace de Hilbert et (), cn, (Un),en deux suites de vecteurs

telles que :

Tn — Tg et Yy, — yo. Alors :

n—-oo n—oo

1. lim (x,,y,) = < lim z,, lim yn> = (x0, Yo) -
n—-:o0 n—aoo n—>

2. lim ||z, = H lim || = [laoll -
n—oo n—oQ H

Preuve.

1. D’apres 'inégalité de Cauchy-Shwartz on a :

[{zn = 20,90 — y0)| < llzn — Tolly lyn —wolly — 0, car @ — apet yn — yo
n—00

n—=oQ0 n——-ao<o

Donc

lim (2, — 20, yn — Yo) = 0.

n—:ao0

D’ou
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lim (x, —z0,Yn —yo) = O

n—-—:aoo

< lim [(zn,yn) — (20, %0)] =0

n—-auoo

<~ lim (., y,) = (zo,yo) = < lim z,, lim yn>.

n—:uoo oo

2. Pour montrer la deuxiéme propriété du lemme il suffit d’utiliser Pégalité ||z,||3 = (Zn, Tn) 5

et le premier résultat. U

1.5 1Idéal Bilatere

Définition 1.5.1 Soit (A,+,e) un anneau et I un sous ensemble de A , I est un idéal a
gauche ( respectivement a droite ) de A si et seulement si :
- I est un sous group abelien de A pour la loi + .

- Pour tout élément a de A et x de I , on a ax ( respectivement xa) sont dans I .

Définition 1.5.2 Soit A un anneau et I un sous ensemble de A . I est un idéal Bilatére de
A si et seulment si I est a la fois idéal & gauche et a droit de A .

On utilisera de maniére générale le mot 1déal pour idéal bilatére.



Chapitre 2

Chapitre 2 :Opérateurs linéaires
bornés sur les espaces de Hilbert

Définition 2.0.3 Soit H un C—espace de Hilbert et soit T : H — H une application :

T est linéaire < Vo, 8 € C, Vo,y € H, T(ax + By) = oT(x) + BT(y). (2.0.1)

Définition 2.0.4 Soit H un C—espace de Hilbert et soit T : H — H wune application li-

néaire :

(T est continue en xg € H) < Ve)0, 300)0, Vo € H, || x—x ||z (00 =|| T(x)—T(z0) ||z (e.
(2.0.2)

Définition 2.0.5 Soient H un C—espace de Hilbert et soit T : H — H wune application

linéaire, T' continue sur H st elle est continue en tout x € H .

Proposition 2.0.1 [1]

soit T : H — H wune application linéaire et Soit H un C—espace de Hilbert , alors les
assertions suivants sont équivalents :

1) T est borné.

2) T est continue sur tout H.

3) T est continue enx = 0p.



Chapitre 2 :Opérateurs linéaires bornés sur les espaces de Hilbert 6

Définition 2.0.6 Soient H,, Hy deuxr C—espace de Hilbert. Toute application linéaire et

continue T : Hy — Hy s’appelle un Opérateur.

On considére les notations suivantes :

- on note L (Hy, Hy) 'ensemble des Opérateures définis de H; sur Ho.
L (Hy, Hs) est un espace vectoriel.

- Si Hy = H, alors L (Hy, Hy) = L (H).

- on note ker 7", le noyau de lopérateur T' € L (Hy, Hs)

kerT = {x € Hy : Tox =0p,} =T ' (0,). (2.0.3)
- Im T est 'image de Hy par T' c’est-a-dire :
ImT ={y€e Hy:y=T(x),z € H}=T(H). (2.0.4)
Définition 2.0.7 Soit A € L(X,Y) , A est dit borné si :

sup || A(x) ||y (occ. (2.0.5)

llz]lx <1

L’ensemble des opérateurs bornés de X dans Y est noté B (X,Y) ou B(X) si X =Y.
Remarque 2.0.1

sup || A(@) [ly (o0 = sup | T(x) ||y (oo (2.0.6)

ll=]lx <1

Proposition 2.0.2 [1]
Soit Ae L(X,Y), A est borné si :

)0, || A(z) ly<a| z|x,Vx € X. (2.0.7)
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2.1 Norme de L(H)

On définit les normes de £ (H) par :

| T lop=Il T" || z(zr) tel que :

I T llop=sup{l| T(z) lu Vo € H, | = |a< 1} (2.1.1)

= inf{k>0,||T(z) |u< k| z||n Ve H}

@ e,
p{ Tala "€ H {OH}}'

Théoréme 2.1.1 [2]

Soient Hy et Hy deux espace de Hilbert. Alors L (Hy, Hy) est un espace de Banach com-
plet.

2.2 Adjoint d’un opérateur

Définition 2.2.1 Soient Hy et Hy deuz espace de Hilbert et A € B (Hy, Hs) , alors il existe
un unique opérateur noté A* tel que A* € B (Hs, Hy) appelé adjoint de A , qui vérifie la

relation suitvante :

Vo € Hy, y € Hy: (Ax,y)y, = (v, A"Y)y, - (2.2.1)

Définition 2.2.2 Soit H un C—espace de Hilbert et soitT € B (H). Alors T est auto adjoint
(Hermitienne) si et seulment si :

T =T (2.2.2)

On note par A(H) 'ensemble des opérateurs auto adjoints.

Lemme 2.2.1 [2]

Soit H un C—espace de Hilbert et soit T, R,S € B(H) , alors :
1] T*T et TT*sont auto adjoints.

2] siT = R+iS auto adjoint alors R et S le sont aussi.
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2.3 Théorie spéctrale des opérateurs linéaires bornés
2.3.1 Spectre d’un operateur
Soit H un C—espace de Hilbert et soit 7' € B (H) et I € B (H) l'opérateur d’identité
Définition 2.3.1 Le spectre de T' noté o(T') est définie par :

o(T)={A € C: (T — \) n'est pas inversible} . (2.3.1)

Lemme 2.3.1 Soit H un C—espace de Hilbert et soit T € B (H) le spectre de T* noté o(T™*)
est défini par :

o(T*)={X:xea(T)}. (2.3.2)
Définition 2.3.2 Soient X, Y deux espace de Hilbert et (A,),, oy une suite d’opérateurs dans
B(X,Y), on définit
les trois types de convergence suivants :
1) Convergence en norme :

(An),en converge en norme vers l'opérateur A si et seulement si :
14, — Allpxyy — 0 et on éerit A,——=A. (2.3.3)
’ n—->:o0

2) Convergence forte :

(An),en converge fortement vers l'opérateur A si et seulement si :
|A, (z) — A(2)|y, — 0 .,Vo € X et on écrit A, — A. (2.3.4)

3) Convergence faible :

(An),en converge faiblement vers l'opérateur A si et seulement si :

(A, (z),y) — (A(z),y) ,Vo € X Yy €Y et on écrit A, — A. (2.3.5)

2.4 Opérateurs Compact

Définition 2.4.1 Soient X etY deux espaces vectoriels normés, une application linéaire T :
X — Y est compact si pour toute suite (asn)ne n bornée dans X on peut extraire une sous
suite (xn(k))k telle que (Txn(k))k converge dans Y.

l’ensemble des applications Compacts est noté k(X,Y).
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Théoréme 2.4.1 Soientt X et Y deux espaces vectoriels normés et T € k(X,Y), alors T

est borné.

Preuve.
On raisonne par I'absurde :

On suppose que T n’est pas borné c’est -a-dire :
VR, [ T(2) ly= k[l z]x Ve e X |zlx<1.
D’ou ,Vn > 1 il existe une suite (X,,), .y C Bx (0,1) telle que :
| 7() 2 = Tlan) Iy = +oo.

Comme (X,,), .y est bornée par la compacité de 7" il existe une sous suite (Xn(k)) . tele que
(Txn(k)) ., converge dans Y, mais ce ci contredit.

D’ou T est borné. O

Théoréme 2.4.2 [2]

Soient X ,Y et Z des espaces vectoriels normés :

1)SiS ek(X,Y), T ek(X,Y) eta,s €C, alors (aS+ BT) est compact et de plus k(X,Y)
est un sous espace vectoriel de L(X,Y).

2)8iSeB(X,)YY), T e B(Y,Z) et au moins l'un des deuz opérateurs est compact alors
TS € k(X, Z).

3) Soient H un espace de Hilbert et T € B (H) alors :

T est compact < T* est compact . (2.4.1)
Définition 2.4.2 Un opérateur T : X — Y est dit de rang fini si
dim (Im 7T") (4-o0. (2.4.2)

Théoréme 2.4.3 Soient X etY deux espaces vectoriels normés et T € B (X,Y).
(a) Si T est de rang fini alors il est compact.

(b) Si l'une des dimensions dim (X) ou dim (Y') est finie, alors T' est compact.
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Preuve.

(a) Comme T est de rang finie , Alors I'espace Z = Im (T') est normée de dimension finie,
En autre pour tout suite (x,),.y borné de X , la suite (T'x,), est borné dans Z par le
theoréme de Bolzano—Weierstrass (Tout suite borné dans un compact admet une sous suite
convergente) on peut extraire une sous suite (xn(k))k tele que (Ta:n(k)) , converge dans Z
.D’ou T est compact.

(b) (2)Si dim (X) <400 et r (T) < dim (X) alors dim (Im T") <400 ,donc d’aprés la propriété
(a) on arg (1) < oo donc T est compact.

(27) Si dim (V) < 400 il est claire que dim (Im7") C Y est finie par suite T" est de rang finie

donc compact. Il

Exemple 2.4.1 Soit l'opérateur T
T:L*—m n] — L?[-7, 7). (2.4.3)
f '—’ Tf

™

Tel que Tf (x) = /cos (x —y) f(y)dy.

Montrons que T' est compact
1) La linéairité de T.
On a T est linéaire car No, 3 € C , Vfy, fo € L* -7, 7]

™

T(afi + Bfs) (z) = / cos (z — y) (efy + Bf) () dy

—T
m

= /COS (x —y)afi (y)dy + cos (z —y) Bf2 (y) dy

—T
T

—T

= oT'fi(z)+ T fr(x).

D’ou T est linéaire.
2) On sait que
ImT = {Tf(x), f € L*[-m, 7],z € [-7,7]}. (2.4.5)

(2.4.4

= a/ cos (x —y) f1 (y)dy + ﬁ/ cos(x —y) fo(y)dy (par la linéairité de l'intégrale)
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Soit x € |-, 7], f € L*[—m, 7]

Tf(z) = / cos (¢ — y) f () dy (2.4.6)

-
™

= /(cos (z) cos (y) + sin (z) sin (y)) f (y) dy

—T

— cos(a) [ cos(u) £ () dy +sin(e) [sin(y) f () dy
= fcos(x)+ Asin (x), avec § = /cos (y) f (y)dy, A= /sin (y) f (y) dy.

comme Tf € L? [—m,7),alors Tf (x) = % Z (ay, cos (nx) 4 b, sin (nx)) .

n>0
D’ouImT est engendré par {sin (x),cos (x)} ,alors dimIm T = 2 <400, d’ou T est compact.

Théoréme 2.4.4 Soient X un espace vectoriel normé , Y un espace de Banach et soit
(Tx) peny une suite d’opérateurs compact (T, € k(X,Y'), Yk € N) qui converge vers un opérateur

T borné alors T est compact.

Preuve.

Soit (7%), une suite d’opérateur compact qui converge vers 1" borné, et montrons que 7" est
compact.

Soit (z,,),, une suite bornée de X on doit demontrer que (T'x), .y admet une sous suite qui
converge dans Y.

On a Ty compact,donc il existe (xn(o,r))r une sous suite de (), tel que (Tomn(o,r))r converge
dans Y, et par la compacité de 17 , il existe (xn(u))T une sous suite de (a:n(o,))T tel que
(Tlxn(l,r))T converge dans Y.

Par reccurrence on trouve pour tout j € N | il existe une suite (In(j,r))r tel que :Vk < j , la
suite (Tkxn(jﬂn))T , converge dans Y.

Posons n (r,r) = n(r) , donc Vk € N finie , la suite (Tyay(y) converge dans Y , r — 400

, donc (Tkxn(r)) est de cauchy dans Y c’est-a-dire :

Ve >0,3Ng € N tel que Vp,q > Ny : || Thnp) — T |y (%
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On montre que (Tkxn(r))r est de cauchy dans Y .
Soit € > 0 ,soient p,qg € N, p > g > N,.
On a

| Tznw) — Ton) y=I Tonp) — Tine) + TeTa@) — Thnig) + TeTagg) — TTng) v

< N Tewnw) = Trn)||y + (| Totney — Trtn ||y + | Tetnt) — Ton)|y -

On a
< Tk =Tl - 2wl
< Mo car ([[ngy|ly <M M>0et |7 =T, — 0).

3M

Dot || Txppy — Tang) |y < € c'est-a-dire (Tmn(r))T est de Cauchy. Donc (T:z:n(r))r converge
dans Y.

Par suite T" est compact. U

2.5 Opérateur de Hilbert Schmidt

Définition 2.5.1 Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie et soit {e,}, . - une base
orthonormal de H , T : H — H wun opérateur bornée, Alors T est dit opérateur de Hilbert

Schmadt si et seulement si :

> I Tew |l (00 (2.5.1)

n>1

Théoréme 2.5.1 Soient H un espace de Hilbert de dimension infinie et {en},cnv » {fn}nen

deuz bases orthonormals de H et soitT': H — H un opérateur borné, alors :

LY I Ten =D I T u l= > N Tha I

n>1 n>1 n>1

2. ( T est de Hilbert Schmidt )<=>( T*est de Hilbert Schmidt).

3. ( T est de Hilbert Schmidt )==-( T" est compact ).
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4. Pespace des opérateurs de Hilbert Schmidt est un sous espace vectoriel de £ (H).
Preuve.
(1) Soient H un espace de Hilbert de dimension infinie et {e,},cy« et {fm},,en- deux base
orthnormals de H , on sait que Vo € H :
()
|2 (5= l(z,eq) | (égalité de Perseval) .
n>1
Alors :
S et X (3 st
n>1 n>1 \m>1
- X (Slewr )
m>1 \n>1
= > Tl
m>1
Dot: Y || Ten 3= > I T fun I3 -
n>1 m>1
(b)
1 Tl X (S )
m>1 m>1 \n>1
- 3 (Stmrar)
n>1 \m>1
= > ITf I
n>1
D’ou : Z T fm ”%{: Z [ H%{ :
m>1 n>1
(2) Supposons que 7" est de Hilbert Schmidt , de (1) nous avons
Do Tenli= > T fn 3 - (2.5.2)

n>1 m>1

En posant (e,), = (fm),,
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(T est de Hilbert Schmidt) <= Z | Te, |5 <+ 00

n>1

— ZHT*% 12, < 4 o0
n>1

<= (T” est de Hilbert Schmidt).

(3) Sopposons que T est de Hilbert schmidt, Soit (e,,),cy. une base orthnormal de H , Alors

Vee H,x= Z (x,e,) e, , pour tout k € N | on définit un opérateur borné T}, sur H par :
n>1

Trr = Z (r,en) T'(en).

Il est clair que rang (7)) < k , donc (T}), est une suite d’opérateurs bornés de rang fini donc

, c’est une suite d’opérateur compact,de plus,vVo € H :

k
T=T)ally = |3 e Tled) = 3 (,e0) Tlen)
n>1 n>1 H
+oo
< Y Kwel | Tenlly
n=k+1
k 3 1
< (Z |<-’ﬂ,€n>|2> (Z ||T€n||§_]> (Cauchy Shwartz)
n=k+1 n>k+1
%
< =l < > \|T6n||§> :
n>k+1

Donc :

1
2
T~ T, < ( > HTenHH) —0.

n>k+1

C’est-a-dire que . liril Ty, =T dans L (H) , par le théoréme 2.2.2, T est compact.
(4) Soient o € k , S et T' deux opérateurs bornée de Hilbert Schmidt.
Soit {e,}, ey~ €st une base orthonormal de H :

i) (aT) est de Hilbert Schmidt ?
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Z | aTe, ||%=|of Z | Te, ||3 (+00 car T est de Hilbert Schmidt.

n>1 n>1

D’ou (aT') est de Hilbert Schmidst.
ii) (S+T') est de Hilbert Schmidt ?

Yool S+Denlms2) (Il Sea iy + Il Ten lI7)

n>1 n>1

< 400 car T et S sont de Hilbert Schmidt.
par suit I'espace des opérateurs de Hilbert Schmidt est un sous espace vectoriel de £ (H) . O

Définition 2.5.2 Soit H un espace de Hilbert de dimension infinie et soit {e,}, . une base
orthonormal de H , T : H — H un opérateur borné, alors T est dit opérateur de Schatten

st et seulement st :
> I Ten |5 (+oo . (2.5.3)
n>1

2.6 Théore spéctrale des opérateurs compact

Dans cette partie on considére H un espace de Hilbert sur C , de dimension infinie , .S un

opérateur compact.

Définition 2.6.1 [e spectre ponctuel de S est défini par :

o, (S) = {\, valeur propre de S}. (2.6.1)

Définition 2.6.2 [’ensemble resolvant de S est défini par :

p(S) = C\o(S). (2.6.2)
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2.7 Projection orthogonal

Définition 2.7.1 Soit H un espace de Hilbert, une projection orthogonale sur H est un
opérateur P € B (H) , tel que
P = P?= P~ (2.7.1)



Chapitre 3

Chapitre3 :Opérateurs positifs

Définition 3.0.2 Soient H un C—espace de Hilbert et S € B(H). S est dit positif si et

seulment si il est auto adjoint et pour tout x € H on a :
(Sx,x) > 0. (3.0.1)

Théoréme 3.0.1 [2]
Si H est un C—espace de Hilbert et S € B (H) auto adjoint, S est positif si et seulment si
o(S) C [0, +oo].

Remarque 3.0.1 Si S est un opérateur positif, alors pour tout x dans H on a :

(Az,x) € R carVx € H; (Az,z) = (x, A%x) = (x, Ax) = (Ax, x). (3.0.2)
Exemple 3.0.1

Soit H un C—espace de Hilbert et soient R, S € B (H) positifs, soit T' € B (H) et soit o € Ry
(a) L’opérateur nul et L’opérateur identité sont des operateurs positifs.

(b) T*T' est positif.

(c) R+ S et auS sont positifs.

Définition 3.0.3 Soient A et B deux opérateurs positifs sur H . On dit que A est inférieur

ou égal & B (noté A < B) et B un majorant de A si et seulement si :

(B—A)(x),z) >0Vx € H . (3.0.3)
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Remarque 3.0.2 La relation (<) est une relation d’ordre partiel sur B(H).

Définition 3.0.4 Soient T et B deux opérateurs positifs tels que T' < B.

B est dit majorant minimal de T’ si et seulement si :
VC € B(H) tel que : C>0etT<C=B<C(C. (3.0.4)
Proposition 3.0.1

Soient A , B et C trois opérateurs positifs sur H . Alors on a les proposition suivantes :
(1)A>0,B>0=A—-B<A.

(2) A< B = Allsan<ll B s -

(3) B>0= B">0VneN"

(4)Vne N :C<Id= C"<Id.

(5) C*<Id= C<Id.

(6) Si A est inversible , Alors A™! est positif.

Preuve. (1) Soit € H ,Alors :

A > 0,B>0s (Az,2) > 0et (Bz,z) >0
(Az,2) > 0 et — (Bz,z) <0

(Az,z) — (Bx,z) < (Az,z)
((A=B)(z),r) < (Az, z)
(

A— (A= B)|(2),2) 2 0

r ¢ 4 V9

A-B<A

(2) Soit x € H, on a donc :

0 < A< B<=0<(Azx,z) < (Bz,z) <|| B|lpan % || = ||?
Alors
[(Az,2)]* < [(Bz,z)]”
< 1B I % 2 |1
D'ou

sup {[(A:C, x}]z}

llz]|<1

IA

I B 15y
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En utilisant I'inégalité ci-dessous qu’on démontrera dans la preuve du lemme (2.3) (équa-

tion(2.4)) :

llz]|<1

2
| AllBm< { sup (A%@}
Et comme :

{sup (Ax,x)} < sup {[(Ax,x)f}

llzll<1 llzll<1
On déduit que :

I Al <Il B 3wy =l A lsen<|l B s

(3) Montrons par récurrence que :
B>0«<= B">0VneN*

Soit x € H.

-pourn=2o0na:

(B*z,xz) = (B[Bz],x)
= (Bzx,B*r)
= (Buz, Bx)
= | B

Y
o

- supposons que :

B>0«<= B">0VneN":2<n<N

On a alors :

<BN°+1az,m> =

BNz, B*x) B = B*

BYM7lYY) (Y=Br)e H,BY >0

v
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Finalement

B>0<«= B">0VnecN*

(4) Montrant par récurrence que :
C<Ild=C"<IdVneN"
Ce qui revient donc & montrer que :
Id-—C>0=1d—C">0Vn e N*

Soit z € H.
pour n =2, On a :
<(Id— C’2) x,:z:> = <:c — C’2x,a:>
= (z,2) — (C%x,z)

= [z |* = (C% )
> e lP = I1C 5w x =1 ([(C?,2)| < C 5w * Il = [I?)
> (1= 11C ) x I = 11”

Et d’aprés la propriété (2) on a :

C < Id=|C |pw<|Id |pm=1

= [1C3m<1
Donc on obtient :
((Id=C*)z,z) > ax ||z |? avec a = (1= || C [[Bm) >0

D’ou :
<(]d—02) x,x> >0 Vee H

- Supposons que :

C<Id=C"<IdVneN*";2<n<N
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On a donc pour tout = € H :

((Id—CM ) z,2) = (z,2)— (CVMz, z)
= [z |*=(C[C™]z,z)
= |=|?~

= =z~

(

= |z |2 = (CYox, C)
(
(

Comme :
[(CM YY) | < 1O lgan x || Y|P
< 1O N3t x 1Y 12
< Y|P VY € H
Et
| Y |P=[| Cz|]?
< Cllpan % || = |?
< = ||2 Ve e H

On a finalement :

<(]d — C’N°+1) x, m>

v

Il | =1y |

> 0 Vee H

D’ou :
C<Ild=C"<IdVneN*

(5) pour prouver cette propriété montrons que :

Id<C = Id<C?

Id<(C <= (C—-1d)>0

CNo~t[Ca], Cx) (C* =

)

MY Y) (Y =Cze€H)
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Donc d’aprés la propriété (3) :

(C—1Id) > 0= (C—1Id)*>0
— C*-20+1d>0

— (?>20-1d

Et comme Id < C , on obtient : C? > Id.

(6) soit y € H alors :

<A’1y,y> = (x,Ax) avecx € H

v

0

3.1 Racine carrée d’un opérateur positif
Proposition 3.1.1

Soit A un opérateur positif sur un espace de Hilbert H, alors il existe un unique opérateur
positif X noté /A tel que :
X2 = A (3.1.1)

Pour démontrer cette proposition on aura besoin des lemmes suivants :

Lemme 3.1.1 Soit A un opérateur positif, alors :

| Az ||*< (A%z, Az) x (Az,z) Ve e H. (3.1.2)
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Preuve. soit A un opérateur positif et A un nombre réel. On a alors :

pour tout x € H.

(Alx 4+ NA(z)], [z + NA(z)]) = <Ax + AA%(2), [z + )\A(az)]>

= (Az,z) + X (A(2), A(x)) + A (A2(), [z + AA(2)])

= (Az,z) + A (A®@), A(2)) + A (A%(x), 2) + A? (A%(2), A(z))
= (Az,z) + MA(x), Ax)) + A (A(z), Az) + N2 (A2(2), A(z))
= (Az,z)+ A {A(2), A(x)) + A (A(z), Az) + N2 (A%(x), A(z))

= N {(A[A(z)], A(@)) + 2) (A(z), A(2)) + (Az, 2)

v

0

Ce trindbme étant de signe constant doit avoir un discriminant négatif ou nul, ce qui nous

donne :
(A(z), A(z))? — (A%(z),A(z)) x (A(z),z) <0 Vo eH
donc :
(A(z), A(x))* < (A%(2),A(z)) x (A(z),z) VexeH
D’ou :

| A|*< (A%z, Az) x (Az, z) Ve e H

g

3.2 Convergence des suites d’opérateurs positifs majo-
rées par l’identité

Lemme 3.2.1 Soit (A,), .. une suite d’opérateurs positifs tels que :
0< A <Ay<.. <A, <. <Id (I)

Alors :

pour tout x € H , la suite (A, (v)),cy- est de Cauchy et on peut définir I'opérateur positif :

A H— H . (3.2.1)
z > A(z)=. lim A,(z)

n——-o0
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Tel que :
||AHB(H) <1. (3.2.2)

Preuve.
Montrons d’abord que pour tout n € N* 'opérateur A, est continu et || Al gz < 1.
i) D’une part; on a d’aprés I’équation (I) :

Pour tout = € H.

0 < (A (2),2) < (3 (2),2) € o < (Ay (),2) € o < (Id(2),5) = (&,7) = .
Donc pour tout x € H tel que ||z]| < 1on a:

Vne N :0< (A, (x),z) <1.

D’ou :

sup {(A4, (z),z),Vn e N*} < 1. (2)

]| <1

ii) D’autre part on a d’aprés le lemme (3.1.1) :

| A (2) ||*< <Afl(x),An(x)> X (Ap(x), ) Vo € H,Vn € N*. (3)
En utilisant cette inégalité et en posant y = % (pour A, # 0), on obtient :

pour tout n € N* :

| Anle) [4< (A2(2), Au(e)) x (An(z), ) VaeHia40
= (nla)2) X <A"(||jz (gn)’ A, 80 $An@l - YeeHizt0.

Donc on a :

pour tout n € N* :
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4

[ { sup || An() ||} < sup (|| Au(2) [|*)
[zl <1 el <1

< sup (Ay(2),7) x sup (Au(y),y) x sup || An(z) |

llzll<1 lyll<1 lzll<1
2
< {sup <An(1;),x>} X || A, ||2B(H) )
lzll<1
D’ou :
| An g < {81”151 <An(x),x>} Vn € N*. (4)

Des deux inégalités (2) et (4) on déduit que :

| Al < 1 Vn € N*.

Alors 'opérateur A,, est continu pour tout entier naturel non nul.

Soit 'opérateur A,,, définit par :

Apn =A, — A, Yn,m € N* tels que; n > m.

On remarque que Ay, , = (A, — A, )" = A — Ax = A, — A, = Ay, alors Ay, pest

auto-adjoint et on a :

0 < A,<A,+0< (A, (2),2) < (A, (z),1) VoeH
= 0< (A, (2),2) — (A (z),2) VaoeH
= 0< (A (2) = A (2),7) VoeH
= 0< (Apn(2),2) Ve H.

Donc l'opérateur A,, ,, est positif et d’aprés le lemme (3.1.1) on a pour tout = € H :

| Avn(@) 1< (A2, (@), Ann(@)) X (An(2), )
(Apmn(z), ) HAiw(x)H | A ()| (Cauchy -Shwartz)
(A (@), 2) | Al i 1211

(Apn(@), 2) 2] (N Amall g < 1.

IN TN

IN
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D’ou :

Ve HVn,meN*tels que n >m:

14 () = Ay (@)[I* < (An () = Ay (), 2) x ] (5)

Considérons la suite de fonctions réelles (¥, (x)), - telles que 9, (z) = (A, (x),2) V x € H.

On remarque que pour tout xz € H on a :

Vnt1 (2) = Un (2) = (Apar(2),2) — (4a (2),2)
= (Aps1(2) — Ay (2), 7)
= (A (2),2)
> 0 (Amn > 0).

Donc :

VeeH: 0 (x) =0, (x)>0 (6)

D’autre part, pour tout x € H et n € N* on a :

[Un (2)] = [{An (2),2)|
< [ An @) x [l]
< [ Aullpm) x [Els
< el (14l gy < 1. ¥nEN).
Alors :
Ve HYneN W, ()< |z (7)

Des deux inégalité (6) et (7) on déduit que la suite (v, (x)),, oy~ est croissante au sens large
et bornée par ||z||* pour tout 2 € H , donc elle est convergent,d’ou elle est de Cauchy dans

R, c’est-a-dire :
Va € H,Ve>0,¥n,m € N* avec n)m, 3Ny € N* tel queVn,m > Ny : |9, () — 0, (2)| = [(A, (z) — Ap ()
En utilisant cette inégalité et inégalité (5) on obtient :

Ve H|A, (2) = A ()" < {4y (2) = An (2),2) 2l — 0.

n—oo
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D’ou :
Ve HVe>0,Yn,m € N*avec n>m, 3Ny € N* tel quevn, m > Ny : ||A, (z) — A, (2)]] < e.

Donc la suite {A, (1)}, oy~ est de Cauchy dans H qui est complet, alors elle est convergente

et on peut définir 'opérateurs A par la simple limite comme suit :

A(z)= lim A, (z).

n—-:uoo

Nous avons alors pour tout z,y € H :

n—auoo

(A(x),y) = <hmA x),y>
= lim (A, (2),y)

n—

= lim (z,4,(y)

n—-:oo

)
= <x, lim A, >

n—=ao

= (., A@).

(A, = A4n)

Donc 'opérateur A est auto-adjoint et on remarque que pour z =y :

(A(x),z) = lim (A, (z),z) > 0.

n—--auoo

D’oul A est positif et comme nous avons pour tout r € H :

IA@)I° = (A2), A(2)
= (Jim 4, @), Jim 4, ()
(), An (2))

= lim (A, (z

= lim |4, (@)
< lim (Al x lo]?)
< el (I 4allpy < 1 € N°).

Alors :
Al gy < 1.



Chapitre 4

Chapitre 4 :Caractérisation d’un
majorant minimal

Dans ce chapitre on donne explicitement le majorant minimal de deux

opérateurs positifs sous les contraintes : R, S <T < I.

Soit H un espace de Hilbert et soit 7' € B (H) un opérateur positif compact , on indexe
ses valeurs propres sous la forme (A (T));5; ot A (T) > A (T) > ... > A\ (T) > 0.

On désigne par B, (H) (p > 1) la classe de Schatten d’ordre p .

Théoréme 4.0.1 [3]
Soient R et S deux opérateurs positifs appartenant o B, (H) (p > 1) , tels que 0 < R, S < [
, alors il existe un opérateur positif T

appartenant o B, (H) tel que
RS<T<I. (4.0.1)

Preuve.
Supposons que 1 € o (R),0On pose E=ker (I — R) et on décompose R et S par rapport a la
somme directe orthogonale H = E @ E*.

On remarque que R et S peuvent s’ecrit sous la forme

[1g 0 AL
ne[% 0 Jas-[A L] 02
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Si R,S<T<1I,T est nécessairement de la forme

I 0
T = lo X]' (4.0.3)
Donc on peut trouver 7' si et seulment si les deux conditions suivant sont vérifiées :
(1) R <X <Ip
et
Ir—A —L
) R

On voit que (2) équivant sucussivement & :

2 ((Ig — A)x |z) —2tRe(Ly | 2) + (X = B)y |y) >0 V(z,y,t) € E x B+ xR;

= [Re(Ly | o))" < (Ip— Az |2) (X -B)y|y) V(z,y) € E x B

= [(Ly | 2)]" <{((1+e) s — Az | 2) (X - B)y | y) V(z,y,e) € Ex E* xR

= 1-A20 ({040 1o - A Ly| )| <[l (X~ B)y |4) ¥(x,9.2) € Ex B
R%;

= - A0 (049 s - A7 Ly < (X -B)y|y) V(.2) € B xRy;

= Ip—A>0,X-B>0,L*[(1+e)Ig— A 'L<X —B Ve>0; (3)

= Ip—A>0et X > B+ lim L*[(1+¢)[p — A" L (%)

Cette limite & un sens car il s’agit d’une suite croissante d’opérateurs positifs dans R et est

une norme uniformement borneé , (d’aprés(3)), il est nessairement converge vers 0, posons

k= limOL* [(1+¢)Ig— A" L, utilisant le fait que I — S > 0, de la méme maniére on
e—

obtient

Igr —B>1lim L [(14+¢e)Ip— AL (4.0.4)

e—0
Pour tout € > 0 ( utiliser de la méme maniére que I —S >0 ).

Si on pose S; = B + k, on voit que 'on doit trouver X tel que

Ig>X >R, S (X € Bp (E™)) (4.0.5)

Et
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R, = Pgp.RPp. € Bp(H) (idéal Bilatére) (4.0.6)

S = [ A L } (4.0.7)

Donc

IS 15 — A ~L

0 < S||I—-S= 4.0.8
< dsir-s= | WlEmA o g (409
(x) = IS 1ps > B+ lim L*[(|IS]| + ) Ip — A7 L
Comme [(||S|| + &) Iz — A" > [(1+¢)Ig — A", On en déduit que
S| Ige > B+k=25; (4.0.9)
D’ou :
1S < [15]] (4.0.10)

On a donc ramené le probléme au cas ou |[R|| <let 0 <R, S, S <.
Sileo(S)), (S1—8), on décompose cette fois les opérateurs par rapport a la somme
directe orthgonale H = ker (I — S) @& Im (I — 95).

En utilisant le méme procédé on se rameéne au cas ou il faut trouver X € Bp (El) tel que

I>X>Ry, S avec||Ri|| < ||R]| <1 (%) et [|S1]] <1 (4.0.11)

On a donc réduit le probléeme au cas o 0 < R, S € Bp (H), |R|| <1 et ||S;] < 1.

Si n > 1,on pose

En= U [ker (\c (S) 1 = 8) +ker (\c (R) [ = R). (4.0.12)
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Décomposons R et S par rapport & la somme directe orthogonal H = E, & E- :
R, U, A
On cherche T de la forme :
I 0
T = { 0 X, } (4.0.14)
Donc
7 ’ -1
. > R 4+U (1 - Rn> U, (4.0.15)
" / -1
L > S (1—5n> v,
X, < I
Posons
" 7 ’ -1 / -1
Y, =R +8 +U* ([ . Rn> U, + V> (1 . sn> Vi, (4.0.16)
On voit donc que Y, > 0 et Y, € Bp (E*).
I-R, = P,(I-RP, (4.0.17)
= [—-R,>(1—|R|) Iz,
’ -1 ]_
— (1 - Rn> <
H 1— Rl
De méme pour S on trouve :
H ([ s’>_1 L (4.0.18)
— < —F .0.
=S
Ou
" z 1Ual* [IVall®
1Y, < HRn + \ st + + (4.0.19)
L—lrl[ 15|
Comme R = R, Ufﬁ > 0,0n trouve |(Uyy | z)|* < (R,x | z)(R,y|y), pour tout
U;: Rn - 9 n — n n Y

(z,y) € En x Ey, alors [|Un]| < VIR, [VIIR]
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De méme, on a |[V,|| < /IS, IISh]l-

D’ou :
) . ||R/ HR// ’S/ ‘S//
IYall < HRn +‘Sn EIE 1Sal]S, (4.0.20)
1—||R]| 1—[S]]
M1 (R) Appa (S
S uga (B) + A (S) + 1fl||(R||) 1i1||(5||) —
Alors :
lim ||Y,| =0. (4.0.21)

n—--—+00
Donc pour terminé la preuve du théoréme il suffit de choisir n tel que [|Y,|| < 1 et de poser

X,=Y,. U

4.1 Application

Objectif : On veut chercher le majorant minimal de deux projecteurs S et R, selon I’algorithme
donné par le theoréme précédent.
Soient S et R deux projecteurs.

On décompose R sur H=E & E+ o E =ker (I — R).

OnaR= [ I(;E 0 } car les valeurs propres de R sont 0 et 1 .
Et on décompose S selon la méme décomposition orthogonale sur H = E @ E+
Ona S = [ Z.jl* é } et utilisant le fait que S est un projecteur, c’est-a-dire S = S? = S* on
obtient :
A L A L A L
_ 2 —
S = S@{L*B}_{L*B}{L*B] (4.1.1)
PN A L] | A*+LL* AL+ LB
L* B| | L*A+BL* L*L + B?
<~
A = A+ LL (4.1.2)
= AL+ LB (4.1.3)
L* = L*A+ BL* (4.1.4)
B = L'L+ B (4.1.5)

On distingue deux cas :
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(1) : si L est réel positif c’est-a-dire le cas ot 'on peut identifier £+ a E :
Alors :
A = A*+LL* (4.1.6)
= AL+ LB (4.1.7)
L* = LA+ BL* (4.1.8)
B = L'L+B° (4.1.9)
= (4.1.10)
A(I-A) = I? (1) (4.1.11)
AL+LB = L (2)
LA+BL = L (3)
B(I-B) = 1I? (4)
On aura de (1) et (4) nous donne
L=+A(I—-A)=+/B(I—-B). (4.1.12)
Donc de (2) on trouve :
L = VAI-A)=AJ/A(I-A)++/B(I—-B)B
& (I-A)\AI—-A =+/B(-DB)B
& Ai(I—A): =(I - B): BS.
Une solution est B = (I — A).
Donc S est de la forme S = T (}4_ ) /}(f 214)
Et d’aprés le theoréme on cherche 7' le majorant minimal qui de la forme T = [ é )(2, } ,ou
X =B+ lmL*[(1+¢)(Ig — A)] 'L
e—0
On a:
X = B+lmL[(1+e)(p- AL (4.1.13)

N
N

— X=(-A)+ hmOA%(I—A)

—

[(1+e)(Is—A) " A

(I —A4)

ol
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Or :

N[
N|=

lim L7 [(1 +¢) (Ip — A7'L = slinoA% (I—A)2[(1+e)([p—A)] " A2 (I - A)

1
1 _
lim /M dE,.
e—0 (1 —+ 5) —t
0

Si on pose f. (t) = %, alors f. (0) = f. (1) = 0.
De plus f. est une suite de fonction decroissante par rapport a €.
D’aprés le theoréme de convergence dominée ( si (f,), € L', f, converge vers f pres que

par tout et Vn € N |f,| < g pres que par tout ,g € Llalors : f € £' | limf, € L' et

lim/fndx = /Iimfndx = /fdm ) on aura :
D D

D
o 1
lim / A=Y g - / lim L= g, (4.1.14)
e—0) (1+¢)—t =—0(l+¢e)—t
0 0
1
0
= Aloap
- A1[071[.

Finalement

X = (I—A)+ Alpy
= I —A(—1p2)

= I-— A.l({l}).

I 0 I 0
Et T = — .
[ 0 I—Alqy } { 0 I—1¢y }

Remarque 4.1.1 T? =T, donc on touve aussi un majorant qui est aussi un projecteur.

(2) : si L est complexe :
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A(I-A) = |LJ
AL+ LB = L
L*A+BL* = L*

B(I-B) = |LJ

De (i) on obtient

IL| = /A — A)

D’autre part on a L est complexe , donc :

L = |L|expif et L* =|L|exp (—if)

— L=+/A(I —A)expif et L*

D’une part de (i) et (iiii) on a :

A(I —A)= B (I — B), alors une solution est B = I — A.
A3 (I — A)% exp (i6)
I-A '

Et alors S est de la forme S = A

Et d’aprés le theoréme on cherche 7' le majorant minimal qui de la forme 7" = {

X =B+ 1lmL*[(1+¢)(Ig— A)] 'L

e—0
On a:

X = B+lmL'[(1+e)(p— AL

N

— X=(-A)+ hmoA%(J—A)

Or:

N|=

lim L*[(1 +¢) (Ip — AL = hmOA% (I —A)

1
1
= lim a )

e—0 (1+€)—t

0

Finalement on trouve le méme resultat de (1).

A3 (I — A)? exp (—if)

VA(I — A)exp (—if)

exp (—if) [(14+¢) (Ig — A)]_l A

exp (—if) [(1+¢)(Ig — A)] " A

t-

I
0

N[

(I —A)

N

D=

(4.1.15)

(4.1.16)

(4.1.17)

X

‘
,ou

(4.1.18)

exp (i0) .

(I —A4)

N|=

exp (i0)
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CONCLUSION

Le theoréeme principal présenté dans ce travail nous donne une methode exacte pour la
recherche d’un majorant minimal de deux opérateurs positifs soumis a des contraintes. Ce
qui nous permet d’avoir beaucoup d’applications : par exemple une estimation de la

solution de I’équation
(R+S)u(t)=9(t).

pour R, S < I.
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