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Résumé

L’objet de ce mémoire se porte essentiellement sur la croissance et 1’oscillation des solutions
des équations différentielles linéaire & coefficients fonctions entiéres.
Ce mémoire est composé de deux(2) chapitres dont le premier chapitre est consacré aux
notions, définitions, et aux énoncés et démonstrations des différents lemmes utilisés dans
ce travail. Dans le deuxiéme chapitre nous donnerons I’énoncé et les démonstrations des
différents théorémes concernant ce travail.

Une petite conclusion & la fin nous permettra de clore ce travail.
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INTRODUCTION

La théorie de Nevanlinna est un outil incontournable dans la théorie des fonctions, en
particulier dans ’étude des propriétés des solutions des équations différentielles complexes
notamment la croissance et 'oscillation des solutions. En effet depuis 1925, I’année ou R.
Nevanlinna a publié les résultats de ses travaux sur la théorie de la distribution des valeurs des
fonctions entiére, les chercheurs ne cessent de publier dans la méme thématique et plusieurs
problémes ont été étudies et résolus. Des liens étroits avec d’autres domaines sont mis en
évidence en particulier avec la théorie analytique des équations différentielles.

Ce travail se compose d’une introduction et deux chapitres.

Dans le premier chapitre on va citer quelques rappels et notions préliminaires dont on aura
besoin dans notre travail, comme la théorie de Nevanlinna, on va aussi citer quelques lemmes
et on donne leurs preuves, définitions concernant la croissance d’une fonction entiére ou
méromorphe.

Le deuxieme chapitre de ce mémoire, est basé sur les théoremes des solutions entieres des
équations différentielles linéaires d’ordre supérieur avec des coefficients fonctions entiéres. En
utilisant les estimations de la dérivée logarithmique d’une fonction entiére transcendante due
a Gundersen, on donnera quelques estimations sur 'ordre de croissance, ’hyper-ordre des
solutions entiére dans le plan complexe C, en appliquant la théorie de la distribution des

valeurs de Nevanlinna des fonctions entiéres de ’équation

F® 4 A f* D 4 Agf =0, (1.1)

ou, Ay, - - - Ay sont des fonctions entiéres d’ordre fini. On donne aussi quelques évaluations sur
I’ordre des solutions entiéres. On termine notre travail sur quelques résultats sur I’exposant

de convergence des zéros des solutions entiéres de ’équation non homogene
FO 4 A fED 4 4 Agf = F, (1.2)

ou, Ag, -+ A, F sont des fonctions entiéres d’ordre fini.




Chapitre 1

Rappels et Notions Préliminaire et
quelques lemmes

Dans ce chapitre, nous introduisons quelques définitions et notations avec les résultats fon-
damentauz qui sont utilisés dans les chapitres suivants ; notations de la théorie des fonctions
méromorphes Nevanlinna. Afin de décrire la croissance de l’ordre des fonctions entiéres ou

des fonctions méromorphes plus précisément.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Définition 1.1.1 (Fonction entiére)
Une fonction entiére est une fonction analytique dans tout le plan complexe, et développable
en série de Taylor de rayon de convergence infini, et on écrit
f(z) = Z anz".
n=0

Exemple 1.1.1

1. Soit la fonction f(z) =sinz , comme f(z) est bien définie sur tout le plan complexe

et indéfiniment dérivable sur C, donc elle est entiére, et on écrit

+oo 2n+1

sinz = Z(—l)"m

n=0
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2. Les deux fonctions cosh z et sinh z sont des fonctions entiéres, et on a

+oo 52041
sinh z = _—
'7
“—~ (2n+1)!
et
+00o ZZ'rL
hz = )
cosh z Z (2n)!
n=0

Définition 1.1.2 (Fonction méromorphe)
Soit f une fonction définie sur un ouvert Q C C. On dit que f est méromorphe s’il existe

une séquence de point {z,}>>, dans C tel que {z,} n'a pas de point limités dans S, et

1. f analytique dans Q\{zo, z1, ---}

2. f posséde des poles au point zp, 21, ---

Définition 1.1.3 Pour tout réel x > 0, on définit

Inx, x>1

In" 7 = max (Inz, 0) = {07 Dco<l

Proposition 1.1.1

1. Inz <In" z.

2. In"x<IntySi(0<z<y).

3. Inz=InTz—In" L

4. |Inz|=In"z+ "1
5. InT([]x) <X In" a;.
i=1 i=1

6. YolnTz; <Ilnn+ > In" 2.
i=1 i=1

n

Définition 1.1.4 (Fonction caractéristique de R. Nevanlinna)

Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe a, on désigne par n (t,a, f) le
nombre de racines de ’équation f (z) = a situées dans le disque |z| < t. Chaque racine étant

comptée avec son ordre de multiplicité et par n (t,00, f) le nombre de péles de la fonction f

dans le disque |z| < t. On définit

N(r,a,f)—/o n<t’a’f);n(07a’f)dt+n(0,a,f)logr, a # 0o
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et
Tn(t,oo,f)—n((),oo,f)
t

N(T,oo,f):N(r,f):/o dt +n (0,00, f)logr,

N (r, f) est appelée la fonction de comptage de la fonction f dans le disque |z| < r. On définit

1 r
m(r,a,f):%/olog+| df, a # oo

1
f(re®) —al
et

m,00,f) =mr, ) = 5 [ log" |1 ()] ab.

m (r, f) est appelée fonction de proximité de la fonction f au point a.

Remarque 1.1.1 m(r,a, f) décrit le taux moyen de convergence de f(z) vers a quand
|z| — o0.

N(r,a, f) décrit la densité moyenne de la distribution des a-points de f(z).

Définition 1.1.5 On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonction f

par

T(r,f)=m(r, f)+N(r,[).

Cette fonction joue un roéle trés important dans la théorie de la distribution des valeurs des

fonctions méromorphes.

Exemple 1.1.2 Pour la fonction f (z) =¢e*, on an(t,f) =0 et N (r, f) = 0.

De plus
1 o + i0 1 o + | ,rcosO+irsinf
m(r, f) = — log" | f (re”)|df = — log" |e | do
2T 0 27 0
1 [ -
=5 . rcos Bdf = %2 [sinf]} = %
D’ou
r
T = —.
) ==
Proposition 1.1.2 Soit f, fi, fo, -+, fu des fonctions méromorphes et a, b, ¢, d des

constantes complexes telles que ad — cb # 0. Alors

1T, r:[ f) < éT(r, £o).

k=1
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1.2 La croissance des valeurs d’une fonction entiére ou
méromorphe

1.2.1 L’ordre et I’hyper-ordre d’une fonction

Définition 1.2.1 On appelle l’ordre de f la borne inférieure de ces nombres
ordf = inf{o; ordf < o}.

Si de tels nombres n’existent pas, alors f est d’ordre infini.

Définition 1.2.2 Soit f une fonction entiére. Alors l'ordre et U’hyper-ordre de [ sont définis

respectivement par
= loglog M (r, f)

=1
o (/) 7’—1>5-noo log r
— logloglog M (r, f
72 (f) = T <EREREMNT)

o
M (r, f) = max {|f (2)[, || =r}.
Si f est une fonction méromorphe, alors l'ordre et l’hyper-ordre de f sont définis par

o logT (1, f)
o) = tm =

oo (f) = Tm loglogT(r,f)‘

r——+o0 log r

Remarque 1.2.1 On a
0<o(f) <+o0.

Exemple 1.2.1
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1. Soit f(z) =sinz. Nous avons o(sinz) = 1.

En effet,
%) 22n+1 | |2n+1 0o T2n+1
M (r,sin z) = max 1) m = sinh r.
( )= \z|:r’ n;o( ) (2n+1)! | |2|=r nzo (2n+1)! nz_:o (2n 4 1)!

Pour 2y =ir, on a

ei(ir) _ efi(ir)

|f(20)| = |sinir| = | 57 | = sinhr.
Donc
M (r,sin z) = sinhr.
Et o
o(sinz) = E—ln lngr%) = 1.

2. Soit p(z) = az" + - -- est un polynome de degré n > 1 et f(z) = e?(*).
Alors

D’ou

Et particulierement, on a

o(e”* ) = 2.
Remarque 1.2.2 Si f est d’ordre fini alors Uhyper ordre de cette fonction est nul.

Définition 1.2.3 (La mesure linéaire et la mesure logarithmique).

La mesure linéaire d’un ensemble E C [0,4+00), est définie par

E) = foE(t)dt

ot xg(t) est la fonction caractéristique de l’ensemble E. Et la mesure logarithmique d’un

ensemble F' C [1,00), est définie par

_ joXF(t)

ot X p(t) est la fonction caractéristique de l’ensemble F.
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Exemple 1.2.2

1. La mesure linéaire de ’ensemble F = [2,6] C [0, o] est
0o 6
m(E) = [xp(t)dt = [dt = 4.
0 2

2. La mesure logarithmique de I'ensemble E = [1,¢?] C [1, 00| est

o0 dt  €dt
Im(E) = fXF(t)7 = f; =2.
1 1

1.2.2 L’exposant de convergence des zéros

Définition 1.2.4 Soit f une fonction méromorphe. On définit l’exposant et I’hyper exposant
de convergence des zéros de la fonction f respectivement par
___logN (7", %)
A(f)= lim ————=~

r—+00 log r

__loglog N (r, %)

A =l
2(f) = i ——
ot
1 1
. rn () =n(0,3) .
N(r,—) :/ ! d dt—l—n(r,—) log r,

f 0 t f

tel que n (t, %) désigne le nombre de zéros de la fonction f situés dans le disque |z| < 7.

Définition 1.2.5 On définit ’exposant et I’hyper exposant de convergence des zéros distincts
de la fonction f respectivement par

_ _ logN (7", %)

A(f)= lim ————=~

r—+00 log r

_ _ loglogN (r, %)
>\2 (f) - TETOO lOgT

N(r,%) :/Uﬁ<t§) ;ﬁ<0>%>dt+ﬁ<r7%) log .

tel que W (t, %) désigne le nombre de zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

Y

ol

|z| <.
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Exemple 1.2.3

1. Comme les fonctions e* et exp(e®) n’admettent pas des zéros, alors
Ae?) =0 = \e?),

et
Alexp(e?)) = 0 = Mexp(e?)).

2. L’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction f(z) = e* — 1, est égal a 1.

Définition 1.2.6 (La densité inférieure et la densité supérieure)

La densité inférieure et la densité supérieure d’un sous ensemble E C [0,400) sont définies

respectivement par

f Xp(t)dt
ENJo
densE = lim inf >——— = lim inf u,
r—00 r r—o00 r
f Xp(t)dt
— E
densE = lim sup 2——— = lim sup M
r—00 T r—00 T
Exemple 1.2.4 La densité inférieure et la densité supérieure de l’ensemble E = [1,2] C

0, +00[ sont
denslE = densE = 0.

Définition 1.2.7 (L’indice centrel)
Soit f(r) = nzgoanrn une fonction entiére. Pour toutr > 0 la série nz;() |anlr™ st convergente.
D’ou HETOO’%’T” =0 et le terme mazimal u(r, f) = {max|a,|r", n € N} est bien défini.

On définit l'indice central par
o(r, f) = max{m : |anl™ = u(r, )},

Exemple 1.2.5 Soit p(z) = a,2" + -+ + ag, a, # 0. Alors, u(r,p) = max{|a;|r’ : j =0, 1,

-, n} = lay|r™, v assez grand. Et par conséquent

v(r,p) = max{m : |a,|r™ = |a,|r"} = n.
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Définition 1.2.8 (Définition de la série lacunnaire)

On appelle série entiére toute série de fonctions sur C de la forme Y a,z", ot (a,)n>o est
n>0

une suite numérique de nombres complexes. Le qualicatif "entiére” trouve

son origine dans le fait que les exposants intervenant dans les fonctions monomiales a,z",

n > 0, sont des entiéres. Une telle série de fonctions peut fort bien

présenter des lacunes (on parle alors de série lacunaire) lorsque certains coefficients a,, sont

nuls.

2
s . n L, . .\ . .
Exemple 1.2.6 La série § Zn—, est une série entiére, il suffit de convenir que dans ce cas
n>0

0 si n n’est pas un carré parfait
ay, = .
" % sin=p? peN

Définition 1.2.9 (Fonction entiére transcendante)

Une fonction entiére transcendante est une fonction entiére qui n’est pas polynome.

Définition 1.2.10 (Fonction meromorphe transcendante)

Une fonction méromorphe transcendante est une fonction entiére qui n’est pas rationnelle.

1.3 Des lemmes et les preuves

Lemme 1.3.1 (/2]) Soient f(z) une fonction méromorphe transcendante et o > 1 une
constante donnée. Pour tout € > 0 donné, il existe un ensemble E; C [1,00), de mesure loga-
rithmique finie et une constante B > 0 qui ne dépend pas de « et (i,7) (i, € {0,--- , k}avec i < j),

telle que pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ [0,1] U Ey, nous avons
190, _ p Tarf)
fO) — r

Lemme 1.3.2 Soit f une fonction méromorphe transcendante avec o(f) = o < oo, soit

(log® r)log T'(aur, f))7 . (1.3.1)

H = {(k1,j1), (k2,J2), -+, (kg, Jq)} un ensemble fini de paires distinctes de nombres

entiers vérifiant k; > j; > 0, (i = 1,2,---q), et soit € > 0 une constante donné. Alors il
existe un ensemble Fy C [0,27) de mesure linéaire nulle, tel que si

W € [0,2m)\ E, alors il existe une constante Ry = Ry(¢) > 1 telle que pour tout z vérifiant

arg z =1 et |z| > Ry et pour tout (k,j) € H on ait

(k) .
L < e, 132)
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Lemme 1.3.3 ([9]) Soit f(z) une fonction entiére d’ordre o(f) = o < oo. Alors pour tout
e > 0 donné, il existe un ensemble Ey C [0,27) de mesure linéaire nulle, telle que si 1) €
0,27m)\ E2, alors il existe une constante Ry = Ro(1)) > 1 telle que pour tout z vérifiant

argz =1 et |z| =1 > Ry, nous avons
exp{—r7"} <|f(2)] < exp{r7*}. (1.3.3)

Preuve. D’aprés le lemme 1.3.2, pour tout € > 0, il existe un ensemble E; C [0,27) de
mesure linéaire nulle, tel que si ¢ € [0,27)\ £y, alors il existe une

constante R; = R1(¢)) > 1 telle que pour tout z vérifiant argz = ¢ et |z| = r > Ry, on ait

|J;((ZZ)) | < |2lo 2 (1.3.4)
En utilisant
i nf /(teiw) i i
log f(re') :éf (e edt + log f(R1e™), (1.3.5)
on a
|log f(re™)| <77 + ¢, (1.3.6)

ol ¢(> 0) est une constante. Donc il existe une constante Ry(1)) > Rs, telle que pour

r > Rs(v) on ait de (1.3.6)

[log | f(re™)|| < [log f(r'™)] < r7**. (1.3.6)

D’ou
_ 7,cr+2s < 10g |f(7,€i1/;)| < ro+2e (138)
i.e (1.3.3) est vérifiée 0

Lemme 1.3.4 (/9]) Soit f(z) = > cx, 2™ une fonction entiére d’ordre fini. Si la suite des
n=1

exposants {\,} satisfait (2.1.1), alors pour tout € (0 < e < 1) donné, on a
log L(r, f) > (1 —e)log M (r, f), (1.3.9)
a Uextérieur d’un ensemble Fs de la densité logarithmique 0, ot

M(r, ) = sup [f(2)|, L(r, f) = inf |f(2)]

jol=r J2l=r



1.3 Des lemmes et les preuves 11

Lemme 1.3.5 Soit f(z) une fonction entiére d’ordre 0 < o(f) = 0 < oco. Alors pour tout
b < o, il existe un ensemble E, avec une densité logarithmique supérieure positive tel que

pour tous |z| =r € E4, nous avons
log M(r, f) > 77, (1.3.10)

ou

M(r, f) = sup [f(2)].

|z|=r

Preuve. Par la définition d’ordre, il existe une suite {r,} tendant a oo telle que pour toute
€ > 0 donné, nous avons

log M(r,, f) > 15",

Depuis < o, nous pouvons choisir € (suffisamment faible) et o a satisfaire 1 < o < UT_‘E

Ensuite, pour tous r € [r,,r%] (n>1),ona

o—¢

log M(r,f) >logM(r,, f)>r0>ra= > P,

Réglage By = U2 [y, 7%, nous avons

_ —Im(EsN |1 ——Im(EsN (1, r? l s T -1
logdensE, > lim m(Ea N1, 7]) > lim m(Ea N1, 3]) > lim m[rn, 7)) _2 > 0.
r—00 log r r—00 log r& n— log r& Q@
Ainsi, le lemme 1.3.5 est prouvé. O

Lemme 1.3.6 Soit f(z) = Y. cx, 2™ une fonction enti¢re d’ordre (0 < o(f) = 0 < 00). Si
n=1
la suite d’exposants {\,} satisfait (2.1.1), alors pour tout 5 < o(f), il existe un ensemble Ej

avec densité logarithmique supérieure positive tel que pour tout |z| = r € Es, nous avons
log L(r, f) > 7, (1.3.11)

ol

L(r, ) = inf [f(2)].

|2|=r

Preuve. Par le lemme 1.3.4, pour tout (¢ > 0) donné, il existe un ensemble E3 avec

log densE3 = 1 tel que pour tout r € E3, on a (1.3.9). Par le lemme 1.3.5, il existe
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un ensemble F, avec logdensFE, > 0 tel que pour tout r € Ej, nous avons
log M(r, f) >r°~¢ (1.3.12)

Alors pour tout § < o, nous pouvons choisir ¢ pour satisfaire 0 < e < min{o(f) — 3, 1}.

Par (1.3.9) et (1.3.12), nous avons que pour tout r € FsN Ey,
log L(r, f) > (1 —&)log M(r, f) > (1 —)r° ¢ > 7.

Notons que ’ensemble E5 = (E3 N E4) a une densité logarithmique supérieure positive. En

fait, nous avons
log dens(Fs N Ey) + log dens(Fs U Ey) > log densEs + log densE}.
Par conséquent, nous avons
log dens(Es) > log densFs + log dens(Ey) — 1 > 0.
Ainsi, le lemme 1.3.6 est prouvé. U

Lemme 1.3.7 ([12]) Soit f(z) une fonction entiére transcendante. Alors, il existe un en-

semble Eg C [1,4+00), de mesure logarithmique finie telle que pour tout z satisfaisant

|z| =r ¢ Eg et |f(2)| = M(r, f), nous avons

f(2) s
’f(s)(z)‘ <2r®, seN. (1.3.13)
Preuve. De la théorie Wiman - Valiron (voir | 10, 11, 13, 16 ] ), nous avons
f2) _ w(r)

ORAE

oulz| =r ¢ [0,1]UE, E C (1,00) est d'une mesure logarithmique finie de telle sorte que

|f(2)] = M(r, f) et v(r) désigne I'index central de f(z). Comme f

)*(1+0(1)). (1.3.14)

est transcendantale, v(r) — oo(r — o0). Par conséquent, lorsque z satisfait

|z| =r ¢ [0,1] UE et |f(2)| = M(r, f), de ( 1. 3.14) , nous obtenons ( 1. 3.13). O

Lemme 1.3.8 (/3,11]) Soit f(z) une fonction entiére transcendante et soit z un point avec
|z| = r ou |f(2)| = M(r, f). Alors pour tout |z| = r a Uextérieur d’un ensemble de E; de r

de mesure logarithmique finie, nous avons

f;zg) - (Ufy))i(l +o(1), ieN, r¢ Er, (1.3.15)

ot v(r) est lindice central de f(z).
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Lemme 1.3.9 Soit v(r) 'indice central de f. Alors
(i)
Tt
log p(r) = log|ag| + f#dt, ag # 0.
0

(ii) Pour r < R,

M(r, f) < u(r) {V(R) + le r} .

Lemme 1.3.10 (/15]) Soit f(z) une fonction entiére d’ordre infini satisfaisant oo(f) = o.

Alors
—1
T 0go Ut (1)
r—oo logr

Y

o vy(r) est lindice central de f(z).

(1.3.16)

o0
Preuve. Posons f(z) = > a,z". On peut supposer, sans perte de généralité, que |a,| # 0.
n=0

Par (i) du lemme 1.3.9, le terme maximal p(r) de f vérifie

2m t
log 1u(2r) = log |ag| + f#dt > log |ag| + v(r) log 2.
0

Par I'inégalité de cauchy, on obtient
n(2r) < M(2r, f).
Cela et (1.3.17) engendrent
v(r)log2 <log M(2r, f) + ¢

ou ¢(c > 0) est une constante. On en déduit

mlog log v(r) < mlog loglog M(r, f)
T—00 log r r—00 10g T

Par ailleurs, par (ii) du lemme 1.3.9, on a
M(r, f) < p(r){v(2r) + 2} = |aye O {v(2r) + 2.

D’ou

log M (r, f) < wv(r)logr + logv(2r) + ¢,

=03(f) =o.

(1.3.17)

(1.3.18)

(1.3.19)

(1.3.20)

(1.3.21)
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Lemme 1.3.11 ([1]) Soit f(z) une fonction entiére d’ordre infini. Désignons
M(r, f) = max{|f(2)| : |z| = r}, alors pour tout nombre suffisamment grand A > 0, et tout
reFE C(1,00)

M(r, f) > crexp{cor’},

ot mE = oo et c1, co sont des constantes positives.

Lemme 1.3.12 Supposons, Ay, --- , Ax_1 et F' # 0 sont toutes des fonctions entiéres d’ordre
fini vérifiant max{o(4;), o(F), j=0,1, --- , k—1} <o, k > 2. Alors chaque solution de f

d’ordre infini de I’équation
fO 4 Ay f* D 4o 4 A f = F,

satisfait oo(f) < o.
Preuve. Nous réécrivons 1I’équation
k)  F k-1 ()
N W,

o r = 7f

Etant donné que ¢ := max{o(4;), o(F),j=0,1, ..., K —1}, en vertu de [2], pour un nombre
positif € (0 <e < o(F)+1) et r ¢ [0,1] U Ey, nous avons

A5 (2)] < eap{re™}, |F(2)| < eap{ro*}, j=0,1, ., K~ 1.

D’aprés le lemme 1.3.5, il existe un ensemble Ey C (1,+00) satisfaisant m;Fy < oo, en

prenant z satisfaisant

f(j)(z) B Uf(?”) i o
o = (L A0) G =01, k).

Depuis o(f) = oo, du lemme 1.3.8, il existe |z| = r € H;\([0,1] U £} U E») satisfaisant

|f(z)| = M(r, f), pour A > 20(F') + 1, nous avons

(“f? )E(1+0(1)) < Cllexp{r"(FHE — o)+ emp{r"“}(:z::;(vfz(‘r) Y (1+0(1)) +1).

AAillSi7 nous avons
lO ].O VrlT

<o+te.
r—oo, rEHI\([0,1JUEIUE,)  10gT

Par la définition de 'hyper-ordre, nous pouvons obtenir os(f) < o.

Par conséquent, nous complétons la preuve de ce lemme. Il
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Lemme 1.3.13 Soit A;(z) (j =0, ---, k—1), F(z) des fonctions entiéres satisfaisant
max{o(4;),j =0, ---, k=1, 0(F(2)} <o <oo. Si f(z) est une solution de (1.1), alors
oa(f) <o

Preuve. Par les Lemmes 1.3.8, 1.3.10 et les mémes arguments que dans la preuve du

Lemme 1.3.18, nous pouvons facilement obtenir le Lemme 1.3.14. U



Chapitre 2

Des théorémes et les preuves

2.1 Reésultats principaux

Dans ce chapitre on va citer les théorémes principaux de ce mémoire et donner leurs démons-

trations.

Théoréme 2.1.1 (/8]) Soit Ag,--- Ax_1, F' des fonctions entiéres. Supposons qu’il existe un
Ay(0 < d < k—1) de telle sorte que

max{o(4,),j # d,o(F)} < o(A;) <

DO | —

Alors chaque solution de (1.2) est soit un polynéme ou une fonction entiére d’ordre infini.
Par la définition de hyper l'ordre, nous pouvons facilement obtenir o(f) = oo, si oo(f) > 0
et la croissance des solutions de (1.2) d’ordre infini peuvent étre estimés avec plus de pré-
cision. FEnsuite, le probléme ci-dessus devient que sous quelles conditions peut-on obtenir
le résultat oo(f) = 0(Ag) pour chaque solution transcendante de (1.2) si il existe un coef-
ficient A4(2)(1 <d <k —1) satisfaisant max{(A,),j #d,o(F)} < o(Aqg). En 2000, Chen
et Yang ont donné une estimation plus précise de hyper lordre des solutions de (1,2) et ont

obtenu les résultats suivants.

Théoréme 2.1.2 ([14]) Soit A;(z)(j =0,1,---,k—1), F(2) des fonctions entiéres. Suppo-
sons qu’il existe un certain indice d € {0, --- , k—1} tel que la fonction entiére transcendante

Ay(z) satisfait

N | —

max{o(F), o(4,)(j # d)} < o(As) <
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Alors chaque solution transcendante de (1.2) satisfait oo(f) = 0(Aa). En outre, si F'(z) # 0,
alors o(f) = Xa(f) = 0a(f) = 0(Ag). D’aprés le Théoréme 2.1.2, nous avons oa(f) = o(Aqg)
pour chaque solution transcendante de (1.2), si max{c(A;),j # d,o(F)} < o(A4) < 3. Afin

1

de supprimer la condition 0(Ag) < 5, nous introduisons la série lacunaire dans ce qui suil.

o
Théoréme 2.1.3 Soit Ay(z) = > e, 2™ une série lacunaire d’ordre fini, ot la séquence
n=1
des exposants {Ng, A1, -+, Ay} est une suite croissante d’entiers positifs satisfaisant la
condition Fabry
An

— — 00, N — 0. (2.1.1)
n

En 2009, Tu et Liu ont prouvé le résultat suivant.

Théoréme 2.1.4 ([5]) Soit Ag,---Agy--- Ar—1(k > 2,1 < d <k —1) des fonctions entiéres
satisfaisant max{c(A;), j # d} < o(Ay). Supposons que Aa(z) = > ¢\, 2™ est une fonction
n=1

d’ordre régulier de telle sorte que la séquence des exposants {\,} vérifie (2.1.1), puis si

F(z) =0, alors chaque solution transcendante f(z) de (1.1) satisfait os(f) = o(Aq).

Preuve. supposons que f(z) est une solution transcendante de (1.2). Pour (1.2), nous avons

fk: ‘ ‘f fdl
d) f

Pour le lemme 1.3.1, il existe un ensemble E; C [1,00) avec mesure logarithmique finie et un

f (d+1)

IAd\<\ | ol Aanll =g |(HAa-a | ==+ | Ao]). (2.1.2)

constant B > 0, tel que fc(z))(z)| < B(T(2r, f))*,0 <i < j < k. Est valable pour tous
|z| = r ¢ Ej et pour r assez grand. Depuis maz{c(A;),j # d,o(F)} < o(Aa), nous choi-
sissons a,  satisfait maxz{c(4;),j # d,0(F)} < a; < f; < 0(Ay). Par le lemme 1.3.3, il
existe un ensemble Fy C [1,00) de mesure logarithmique finie tel que pour tout z satisfaisant

|z| = r ¢ Ey et pour r assez grande, nous avons

A5(2)] < eap{r®}, j £ d. (2.1.3)

Depuis A, 'évolution réguliére, pour le lemme 1.3.4 il existe un ensemble E3 C [1,00) de

mesure logarithmique infinie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r € Ej3, nous avons

|Ag(z)| > min|Aq(2)| > (M(r, Ad))% > exp{%rﬁ}. (2.1.4)
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Pour le lemme 1.3.12, il existe un ensemble E; C [0,00) de mesure logarithmique finie tel

que pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ E, et |f(2)| = M(r, f), nous avons

(z)
FO)

Ainsi & partir de (2.1.2) - (2.1.5), pour tout z satisfaisant a |z| =r € E3\(E; U Ey U Ey)

| | < 2rd, (2.1.5)

et |f(z)| = M(r, f), nous avons

1
exp{irﬁ} < kBrM exp{r®} o (T'(2r, f))*". (2.1.6)
Depuis (3 est arbitrairement proche de o(Ay), par (2.1.6), nous avons

mlog log T'(r, f)

> o(A,).
r—00 log r > o d)

D’autre part, par le lemme 1.3.13, nous avons os(f) < 0(A,). Par conséquent,

o2(f) = o(Aa). O

Théoréme 2.1.5 ([5]) Soit F #0, Ay, -+ Ag, -+, Ap—1(k > 2,1 < d < k—1) des fonctions
entieres satisfaisant max{c(A;),j # d} < o(Aq). Supposons que Aa(z) = > cr, 2™ est une
n=1

fonction d’ordre réguliér de telle sorte que la séquence des exposants {\,} vérifie (2.1.1),

alors chaque solution transcendante f(z) de (1.2) satisfait Ay(f) = Mo(f) = 02(f) = o (Ag).

Preuve. supposons que f(z) est une solution transcendente de (1.2). Pour (1.2), nous avons

(k) flatD) f fla=1 F
| Aq| < W' ot ’Ad—HHW| + |W|(’Ad—1\| 7 |+ .+ [Ao| + 7)- (2.1.7)
Pour tout z satisfaisant |f(z)| = M(r, f) et pour suffisament grand r, nous avons
f(z)] > 1.
On a
F(z)
< |F(2)]. 2.1.8
|f(z) | < |F(2)] (2.1.8)

Dans (2.1.7)-(2.1.8), et de méme arguments que dans le théoréme 2.1.3 et le lemme 1.3.12,
on peut avoir oq(f) = 0(As). En outre, si F' # 0, de méme reasonant que dans le théoréme
2.1.3, on obtient A\y(f) = Xao(f) = o2(f) est valable pour tous solution transcendante f de

(2.1.1). Ainsi, est compléte le preuve du théoréme 2.1.4. O
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Théoréme 2.1.6 Soit A;j(z)(j =0,1,---, k—1), F(z) des fonctions entiéres satisfaisant
max{o(A;),j # d,0(F)} < 0(Ag) < oo(1 <d <k —1). Supposons que Ag(z) = > ¢\, 2" est
n=1

une série lacunaire de telle sorte que la séquence des exposants {\, }vérifie (2.1.1). Alors

1. Chagque solution de transcendante f(z) de (1.2) satisfait oa(f) = o(Aq).

2. Si F(z) #0, alors chaque solution transcendante f(z) de (1.2) vérifie
A2(f) = Xa(f) = o2(f) = o(Aa).

3. Si f(z) est une solution polynémiale de (1.2), alors f(z) doit étre un polynome de degré
inférieur a d.

4. Sid =1, alors pour chaque solution non constante f(z) de (1.2) satisfait oo(f) = o(Aq).

Preuve. 1. Supposons que f(z) est la solution transcendante de (1.2). Par (1.2), nous avons

@ pary g ) F
| Ad| < W' ot |AdHHW‘ + |W|(|Ad—1HT‘ + o [ Ao| + |7|)- (2.1.9)

Par le lemme 1.3.1, il existe un ensemble E; C [1,00), de mesure logarithmique finie et une

f(dfl

constante B > 0 tel que

G (2
LS < BIen ) 0<i<i<k 2.1.10)

Est valable pour tous |z| = r ¢ E; et pour r assez grand. Depuis
maz{o(A;),j # d,o(F)} < o(Aqg),nous choisissons oy, §; satisfait mazx{o(4;),j #d,0(F)} <aq <, <
Par le lemme 1.3.3, il existe un ensemble FEy C [1,00) de mesure logarithmique finie telle que

pour tout z satisfaisant |z| = r ¢ Es et pour r assez grande, nous avons

|A;(2)] < exp{r*}. (2.1.11)

Depuis Aq(z) = Y cn, 2™ et {\,} satisfait (2.1.1), par le lemme 1.3.6, il existe un ensemble
n=0
E5 C [1,00) de mesure logarithmique infinie, telle que pour tout z satisfaisant

|z| = r € Es, nous avons

|Aq(2)] > |i|r1:fT|Ad(z)| > exp{r’}. (2.1.12)
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Par lemmes 1.3.3 et 1.3.7, il existe deux ensembles Fjg, Fy C [1,00) de mesure logarithmique
finie tel que pour tout z satisfaisant |z| =r ¢ (FEg U E2) et |f(2)| = M(r, f), on a
F(z)

_f(z) rd, | —=2 z exp{r"!
gl <2 G < 1FE) < expfr™). (2113

Ainsi & partir de (2.1.9) - (2.1.13), pour tout z satisfaisant a |z| =r € E5\(E; U Ey U Ep)

et |f(z)|= M(r, f), nous avons

exp{r®} < (k+ 1)rlexp{r®t} o (T(2r, f))**. (2.1.14)
Depuis 3, est arbitrairement proche de o(Ay), par (2.1.14), nous avons

lim
r—00 logr

T oslog () o oy

D’autre part, par le lemme 1.3.12, nous avons o3(f) < 0(Ay). Par conséquent,

oa2(f) = o(Aa).
2. Supposons que si f(z) est une solution transcendante de (1.2), par (1.), nous avons
03(f) = o(Ad). Ensuite, nous montrons que \a(f) = A\o(f) = oa(f) si F # 0. De (1.2), nous

avons
1 1 &) (k=1)
— = _(f_ + Ak—lf
[ Ff f

Par (2.1.15), il est facile de voir que si f(z) a un zéro a zy d’ordre m > k, alors F' doit avoir

+ ... Ap. (2.1.15)

un zéro a zy d’ordre m — k. Ainsi nous obtenons

N(r, %) < kN(r, %) + N(r, %). (2.1.16)
En outre par (2.1.15), nous avons
1 k f(j) k—1 1
m(r, =) < Y. m(r,—)+ > m(r,4;) + m(r, =). (2.1.17)
y A f j=0 F

Par (2.1.16), (2.1.17) et le lemme de dérivée logarithmique, on obtient que

T(r, f) < kN(r, %) + M (log(rT'(r, )+ T(r, F) + ]§T(’F, A),r¢ E, (2.1.18)

ou E C (0,+00) est un ensemble de mesure linéaire finie, M > 0 est une constante, pas
nécessairement le méme a chaque apparition. Pour suffisamment grand r ¢ E et pour toute
€ > 0 donnée, nous avons

M(log(rT'(r, f))) < 5T(r, f), (2.1.19)

1
2
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k—1
T(r,F)+ 3. T(r, A;) < (k4 1)ro7Aa+e, (2.1.20)

J=0

Par (2.1.19) et (2.1.20), nous avons
— 1
T(r, f) < 2kN(r, ?) + 2(k + 1)roAate, (2.1.21)

par conséquent, oo f) < Ao(f) par (2.1.21). Par conséquent, o5(f) = Xao(f) = Xao(f) -
3. On suppose que f(z) est un polyndome de solution (1.2) avec un degré non inférieur a d.

Par (1.2), nous avons
[Adf D < 1P+ -+ Ay STV @)+ 4 [Aof (2)] + [F(2)]. (2.1.22)

Par la preuve de (1.), nous avons qu’il existe un ensemble E5 avec mesure logarithmique

infinie tel que pour tout z satisfaisant |z| = r € Es5, nous avons
|AgfD(2)| > M exp{rP1}. (2.1.23)

D’autre part, étant donné que max{o(4,),j # d,o(F)} < ay , le lemme 1.3.3 et (2.1.22),

pour suffisamment grand |z| = r ¢ Es, nous avons
[Aaf D) < P+ A Y @)+ [Aof (2) [+ F(2)] < rMexp{r™}. (2.1.24)

Depuis le ay < 3, (2.1.23) est une contradiction avec (2.1.24), ainsi, le degré de f(z) doit
étre inférieure a d.

4.Sid =1 et f(z) est une solution polynomiale de (1.2), par (3.), on n’obtient que f(z) doit
étre une constante. De plus, pour (1.), on obtient que chaque f de (1.2)

satisfait oo(f) = o(Aqg). O



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a étudié quelques résultats dus a J. Tu et J. Liu [5] concernant la
croissance et l'oscillation des solutions des équations différentielles linéaires a coefficients

fonctions entiéres de la forme
FO 4 A i () fEY - Ag(2)f =0,

et
FO 4 A (2)fE D 4o Ag(2)f = F(2),

o0
ayant un coefficient dominant Ay = >_ ¢\, 2*" une fonction entiére d’ordre régulier tel que la

n=0
suite des exposants {\,} vérifie la condition d’écart de Fabry

An
— — 00 (n — 0).
n

Une question naturelle : Est-il possible d’obtenir des résultats similaires lorsque les coefficients

sont des fonctions entiéres d’ordre p—itératif ?
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