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INTRODUCTION

L’apparition de la théorie de R. Nevanlinna, en 1925, qui représente la théorie moderne et
compléte de la distribution des valeurs d’une fonction méromorphe dans le plan complexe
et qui est considéré comme 1'un des rares événements mathématiques du vingtieme siécle, a
donné des outils trés efficaces pour 1’étude de la croissance et 'oscillation des solutions des
équations différentielles linéaires et non linéaires dans le plan complexe. Pour une introduction
de cette théorie voir [9, 12].

Ce travail se compose d’une intoduction et deux chapitres. Dans le premier chapitre on
présente les notations standards et les résultats principaux de la théorie de Nevanlinna, voir
par exemple [7,9, 14, 16] .

Dans, le deuxiéme chapitre, on va étudier la croissance des solutions méromorphes des équa-
tions aux différences linéaires homogenes et non homogénes de la forme

A, ) flz+n)+ ...+ A () fz+1)+A(2) f(2)=0

et
An(2) f(z+n)+ .+ AL (2) f(+ 1) + Ay (2) f (2) = F (2)

ou A;(z),j=0,1,...,n, F(z) sont des fonctions entiéres.



Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de R.
Nevanlinna

Dans ce chapitre, on va citer quelques définitions de base de la théorie de Nevanlinna sur
les fonctions méromorphes, et présenter quelques propriétés sur la croissance des fonctions
méromorphes.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

1.1.1 La formule de Jensen.

Théoréme 1.1.1 [9, 12| Soit f une fonction méromorphe telle que f(0) # 0,00 et soit
ai,a, ... (resp. by bs,...) ses zéros (resp. ses poles), chacun étant compté avec son ordre de
multiplicité. Alors

1n|f(0)|:/0 In|f (re’)| de + Z lnm— Z n
[bjl< b Jaj|< r

Preuve : On démontre le théoreme dans le cas ou f n’admet ni zéros ni poles sur le cercle
|z| = r. Considérons la fonction

9= =1 I ~ ( e Tl U Z_b
laj|< 7 a;) |b\<7~

On a g # 0,00 dans le disque |z| < 7 et In|g(z)| est une fonction harmonique. D’aprés la
formule de la moyenne, on a

In|g (0)| = %/0 7rln}g (re’?)| dep. (1.1.1)

D’autre part,

g (O)] =1/ (0 IH—/H

|a]|<r @ |b\<r|]‘
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d’ou . .
il () =mnlf )+ 3 o~ 3T (112)
aj| 1b;1
laj|< T [bjl< 7

Pour z = e, on a

r? —a;z r?—are | |e¥ (re” —a;) 1

r(z—aj) | (ret — a;) N rel — a; N
et o B ' ’ B

r? —biz B r? — bire'? (e (Te_“" — bj) 9

r(z — b)) | (retr — b;) N re'? —b; -

D’ou |g (re®?)| = | f (re?)|. De (1.1.1) et (1.1.2) , on obtient la formule de Jensen.
Définition 1.1.1 [12] Pour tout réel x > 0, on définit

Inz, si x>1

+ .. _
In a:—max(lnx,O)—{ 0. si 0<uz<l.

Lemme 1.1.1 [5,12] On a les inégalitées suivantes

Inz <lIlntz.
Intx<InTy (si0<ax<y).

1
Inz=In"z—In" =.
T

1
Inz|=In"z+In" —.
T

In* <ﬁ :L‘Z> < ilrﬁ ;.
i=1 i=1

In* (Z a:z> < Z In" z; + lnn.
i=1 i=1
Preuve. Montrons (¢) — (f).
(c¢) On a
- - 1
In"z—In" - = max{lnz,0} —max{Iln—,0
x

= max{lnz, 0} —max{—Inz,0}
= max{Inz,0} + min{Inz, 0}

= Inz.
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(d) On a

1 1
In"z+In" = = max{lnz,0} + max {ln—,O}
T T

= max{lnz, 0} + max{—Inz, 0}
= max{lnz,0} — min{lnz, 0}

= |lnzx|.

(e) Si ],z <1, alors 'inégalité est triviale. Supposons que [[\_, z; > 1. Alors

(i) -
i=1 =1
= i In ZT;
i=1

< Zanr x;, d’aprés (a).

(f) On a d’aprés (b) et (e)

+ ) + )
In (le) < In (nlrgla;%xz)

=1

1<i<n

< lInn+In" (max xz)

< Inn+ X:InJr T;.
i=1

1.1.2 Fonction a-points

Définition 1.1.2 [9, 12] Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre compleze a,
on désigne par n (t,a, f) le nombre de racines de Uéquation f (z) = a situées dans le disque
|z| <t et par n(t,00, f) le nombre de péles de la fonction [ dans le disque |z| < t. Chaque
racine ou pole étant compté un nombre de fois égal a son ordre de multiplicité. Posons

N(r,a,f):N(r,ﬁ):/Orn(t’a’f);n(o’a’f)dtjtn((),a,f)lnr , f £aeC
et

N (r,o0,f) =N (r,f) = dt +mn (0,00, f)Inr.

/Tn(t,oo,f)—n((),oo,f)
o t

N (r,a, f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque |z| < 7.
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1.1.3 Fonction de proximité

Définition 1.1.3 [9, 12] Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre
compleze. Alors, on définit la fonction de proximité de la fonction [ par

mir,a =mi\lr ! ! 2wn+; a
ran=m(nr ) =g [ W e S#eeC

f—a) 2n e —a)|

et
1

27
m(r,00, f) =m(r, f) = %/0 In* | f (re’?)| dep.

1.1.4 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Définition 1.1.4 [9, 12] On définit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonc-
tion f par

T(r,f)=m(r, f)+N(r,[).

Cette fonction joue un role trés important dans la théorie de la distribution des valeurs des
fonctions méromorphes.

Lemme 1.1.2 [9, 12] Soient f, fi, fa, ..., fn des fonctions méromorphes et a, b, ¢, d des constantes
complezes telles que ad — cb # 0, alors

a)
m (r,Zfz> < Zm(r, fi) +Inn.

b)

m <T7Hfj> S m(?‘, f])
c)

N <7n7 fz) S N(?“, fz)
d) _ _
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9)
T(r, f*)y=nT(r,f), n €N~

)
af +b\ —_d
T(ﬁm)—T(ﬁf)‘FO(l)af?é :

c

Preuve. Montrons (e) — (h)

(e) On a
m (r,Zﬁ) < Zm(r,fi) +1Inn

et ) . ) .

N (r,ZfZ> < N (r, f;)
donc

T (nZﬁ») = m (nZﬁ) +N (nZﬁ-)
< iT(T, fi) +1nn.

f) On a

m (r,Hfj> <2 mf)
et . .

N (hHﬁ) <> N f),

i=1 i=1

donc

T(T,ﬁf;) = m<7°> - fj) +N<T7ﬁfl)
i=1 j=1 i=1

S Zm<7a7fj)+ZN(r7fz)
< ZT(r,fi).

g) On a |f"] = |f|" < 1 équivant & |f| < 1. Si |f| < 1, alors m(r, f*) = 0 et N (r, [") =
nN (r, f). Donc

T(r, ") = N(r, ") =n(N(r,f) + m(r, f)) =0T (r, f).
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Si |f] > 1, alors

h) Si ¢ =0, alors

Si ¢ # 0, alors on écrit

af—f—b_a(f—i—%)—i—b—%d a be—ad 1

— =4 = )
cf +d c(f+9) c 2z f+4
D’ou
af +b a bc—ad 1
7(r, %) = 7%
(T;cf_'_d) T’C_‘_ 02 f_,_%)
bc —ad 1
= 7(r =1 d) 0(1)
c f—|—z
T —1 + 0O (1)
== ’[”’
f+e

= T(r,f)+0(1).

Exemple 1.1.1 Soit f (z) = thz = Zzi—ﬁ, on a
622 -1 .
T(T’,m) = T(T,e )+O(1)
2r
= Z10().

™

Exemple 1.1.2 [5] Soit la fonction f(z) = <, on calcule la fonction caractéristique de
Nevanlinna. On a z = 0 est un pdle simple. Alors

N(r, f) = /Orn(t’ooj);n(o’oo’f)dt—i—n((),oo,f)lnr

"1-1
= / —dt+Inr=Inr,
0 t
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1 27
m(r, f) = o ln*‘f re'? !dgp
0
1 27 erei‘f’
= — In* — 1\ d
2T " ey 14

1 3 T COS
= — In (6 ) dy
2 J_ r

= —/ rcosgpdgo——/ Inr dp

[MERNTE

= —sm |g_ln_r
oo ¥ lo 2
o Inr
oo 2
D’ou
T(r,f) = m(r,f)+N(rf)
T lnr+1
= —— — 4+ 1nr
T 2
o Inr
oo 2

Exemple 1.1.3 [5] Soit P (2) = Y 7_;a;2 un polynome non constant de degré n > 1 tels

que a; (j =0,1,...,n) sont des nombres complezes avec a,, # 0, et soit f (2) = eF'®). Calculons

T (r, eP(z)) .
Posons a,, = |a,| € et z = re’?. Alors
P(2) = ap2" 4 - + ag = |a,| "™ 4+ O (r" 1),
Re P (2) = |an| 7" cos (¢ + ngp) + O (") .
On a f est une fonction entiére, alors n (¢, f) =0 et N (r, f) = 0. Calculons m (r, f). On a

1

2w 20t

] 1 n n—

5 / hlJr |f (7“6“’0)| ng [ / In <+e|an|r cos(¢+mp)+0(r 1)) ng
T Jo 2m Jo

2n7r+¢ 2nm
P= ¢>+mp 1 / \an\r cos P+O( 1)) dw L/ 111+ <e|an|r" cosd}—i—O(rn—l)) dw
¢ 0

2nm

n—1 2(j+1)7r 2w
1 / \ | cos +0 (= )> 1 / + n o

an|r™ cos dl/) _ n In 6|¢ln|7’ cos p+0(1) d¢
27177']20 2j 0 ( )

m(r,f):

jus

. |an|rn

= 7/ cosdy + O (") =

Jan] " +0 (r ).

™

(VB
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D’ou

T(r,f)=m(r f) = |an|r”+0(rn_1) NMT”(T—>+OO).

™ ™

Proposition 1.1.1 [12] Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent

de f autour de l’origine

f(2) :Zcizi, cm #0, me€Z.

Alors

2T
ln\cm\:%/() ln|f(rei9)‘d9+N(r,f)—N(r,%).

1.2 Premier théoréme fondamental de Nevanlinna

Théoréme 1.2.1 [9, 12| Soit f une fonction méromorphe non constante et a € C. Soit le
développement de Laurent de la fonction f (z) — a autour du point d’origine

f(z)—a:Zcizi, cm #0, m eZ.
Alors )
T f) =T (r 520 ) =T ()~ Tnleal + 0 (r0).
ol

lo(r,a)| <In"|a| +1n2,

Preuve. 1) Montrons le théoréme pour a = 0. D’aprés Proposition 1.1.1, on a

27
1n|cm|:%/0 1n|f(7~ei0)‘d9+N(T,f)—N(r,%),

d’apreés les propriétés de (ln+), on obtient

1 2 . 1 2m 1 1
1n|cm| - % ] 1H+}f(7“€ze)|d0—%/o ln+md9+N<T,f)—N<r7?>
- TrL(T,f)—m(r,% +N(T,f)—N<T,%)
= T(T,f)—T(T,%).
Donc
T(T’%):T(raf)_ln|cm|a

avec o (r,0) = 0.



1.2 Premier théoréme fondamental de Nevanlinna

2) Montrons le théoréme pour a # 0. Posons h = f — a, alors

(i) - o)
(1)

N(r,h) = N(r,f—a)=N(r/f),

1\ 1
(T’% _m(T’f—a)’

In*|h| = In"T|f —a|<In"|f]+1In" |a| +In2.
Int|f] = In"|f—a+a|=In"|h+a4]
< In"|h]+1In" |a| + In2.

de plus

En intégrant les deux membres de 0 a 27, on trouve

m(r,h) < m(r,f)+1In" |a| +In2.
m(r,f) < m(r,h)+In" |a| +1In2.
Posons
()O(Tua) :m(r,h) —m(’f’,f).
Alors

lo(r,a)| <In"|a| +1n2.

(1) ()

D’apres le 1*cas, on a

= T(r,h) —In|cy|
= m(r,h) + N (r,h) — In|cp,|
= m(r,f)+e(r,a)+ N(r, f) —In|cy,|
= T(r,f) —Infcn| + ¢ (ra).
Ainsi
T ) =T (n ) =T f) = nlen] + ¢ (r0),
ou

lo (r,a)] <In"|a| +1n2

Remarque Le premier théoréme fondamental peut étre exprimé comme suit :

T( ! ):T(r,f)JrO(l), P — 400

T,—f_a

pour tout a € C.
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1.3 La croissance et la distribution des valeurs d’une
fonction entiére ou méromorphe

1.3.1 L’ordre et le type de croissance d’une fonction méromorphe

Définition 1.3.1 [12] Soit f une fonction méromorphe, on définit l’ordre de f par

o(f)= limsupw.

00 lnr

Remarque 1.3.1 Si f une fonction entiére, on remplace T (r, f) par In M (r, ), ou

M (r, f) = max/|f (2)|

|z|=r

alors lordre de f est définit par

o (f) = hmsupw

o0 Inr

d’apres la définition de la limite supérieure , pour tout € > 0 il existe rqg > 0 tel que pour tout
r > 19, ON it
M(r, f) < e

Remarque 1.3.2 L’ordre inférieur i1 (f) de f est définit de méme mais avec la limite infé-
rieure au liew de la limite supérieure

p(f) =lim inf—lnT (r, f)

00 n/r'
ce qui implique que Ve > 0, 4 7y > 0, tel que Vr > rg, on ait
T (r, f) > r*H=,

Exemple 1.3.1 Soit f (z) =¢*. On a

r
T = —
) ="
d’o
() = limsupi® — 1, jo(f) = liminf o — 1
Oe_iﬂn.l_%llopnr—’ﬂ T e Inr
Exemple 1.3.2 Soit f (z) = e*, on a
2
-
T(Taf>__7
T
d’o ,
> In =
a(ez):hmsup ~ =2 u(f)=2
oo INT
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Exemple 1.3.3 Soit P(z) = Z?:o a;z? un polyndme non constant de degré n > 1, tel que
a; (j=0,1,...,n) sont des nombres complezes avec a,, # 0, et soit f (z) = e’?). On a

TG, )~ e
d’ou lan |r"
o (") = limsup—r— = n = deg (P (2)), u (") =n.

Définition 1.3.2 Soit f une fonction méromorphe d’ordre o (0 < o < o0), on définit le type

de f par
7(f) = lim sup—T (r. /)

r—00 r

ce qui implique que Ve > 0, 4 rog > 0, tel que Yr > rg, on ait
T(r, f) <(r+¢e)r.

Remarque 1.3.3 Le type inférieur 7 (f) de [ est définit de méme mais avec la limite infé-
rieure au liew de la limite supérieure

T(f) = liminf—T (r f)

T—00 TU

Exemple 1.3.4 Pour la fonction f (z) = €%, on a

T r
T(f) = limsup# = limsup;—1 =

Définition 1.3.3 [17] Une fonction méromorphe f (2) est dite de croissance réguliére si

o(f)=n(f)-
Exemple 1.3.5 On a f (z) = €* est de croissance réguliére car
o(e®)=p(e®)=1.
Proposition 1.3.1 [7,13] Soit f et g deux fonctions méromorphes. Alors
1.
o(f+yg) < max{o(f),o(9)}
o(fg) < max{o(f),o(g9)}

2. 810 (g9) <o(f), alors
o(f+g9)=0(fg)=0a(f).

Lemme 1.3.1 [15] Soient f et g des fonctions méromorphes dans le plan compleze telles
que 0 <o (f),o(g9) <ooet0<T7(f),7(g9) < oo. Alors nous avons :

(1) Sio(f) <o(g), alors on a
T(f+g) =7(f9)=7(f).
(17) Sio (f) =0(g) et 7(f) # 7 (g), alors on obtient
o(f+g)=0(fg)=0(f)=0(f).
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1.3.2 La mesure linéaire et la mesure logarithmique.

Définition 1.3.4 [18] On définit la mesure linéaire d’un ensemble E C [0,00) par

w(E) - | e

ol xp (1) est la fonction indicatrice de 1’ensemble E.
La densité supérieure d'un ensemble E C (0, +00) est définie par

. E
densFE = lim supw.

TH—00

La mesure logarithmique d’un ensemble F' C [1, +00) est définie par

oo Xr (t)
Im (F) = /1 xelt)

La densité logarithmique supérieure d’un ensemble F' C [1,+00) est définie par

— Im(E N1
log dens (F) = lim supu.
r—00 logr
1) La mesure linéaire de I’ensemble E = [2,3] U [4,5 00) est
+oo
m(E):/ ) dt = dt+/dt—2
0
2) La mesure logarithmique de I'ensemble F' = [1, ] [1,400) est
t “dt
lm(F):/ Xe )y [7d
1 t 1t

3) La densité supérieure de I’ensemble F = [1,400) est

dens H = limsupw = 1.

00

4) La densité logarithmique supérieure de ensemble F' = [e, +00) est

1
log dens (F') = lim suplm (e, +00) N [1,7])

=1.
00 log r

Lemme 1.3.2 [1,4] Soit H un ensemble de nombres reéls positifs et xy (t) la fonction ca-
ractéristique de l’ensemble H. Alors, pour tout H C [1,400) nous avons :

i) Silm (H) = +oo alors m (H) = +o0.

ii) Si densH >0 alors m (H) = +o0.

iii) Si logdensH > 0 alors Im (H) = +oo0.

Preuve :

i) Puisque nous avons XHT(t) < xp (t) pour tout H C [1,+00) alors

m(H)>1Im(H).

Nous pouvons facilement prouver les résultats i) et iii) par Papplication de la définition de
la limite et les propriétés Im (H N[1,r]) < Im(H)et m(HN[0,r]) < m(H)
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1.3.3 Exposant de convergence d’une fonction méromorphe

Définition 1.3.5 [13] Soit f une fonction méromorphe. On définit ’exposant de convergence
des zéros de la fonction [ par

log N (7’, %)
A = 1 _ 7
(£) rooo P log r
on
1 1
o))
N <r, —) :/ ! d +n <O,—> log r,

f 0 t f

telle que n (O, %) désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque |z| < t.
D’une maniére analogue, on définit [’exposant de convergence des zéros distincts de la fonction
f par
_ log N (7’, %)
A = lim sup ———*
(£) r—+00 p log r

N(ﬁ%):/orﬁ(t,%);ﬁ(o?%) +ﬁ<07%>10gr,

telle que n (O, %) désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque
|z| <t.

ou

Exemple 1.3.6 Comme la fonction f(z) = e* n’a pas de zéros, alors

A(e*) = X (e*) = 0.

1.3.4 Produit canonique

Théoréme 1.3.1 [12] Soit (ay), yune suite de nombres complexes non nuls et d’exposant de
convergence fini A et soit k un nombre entier non-négatif> \ —1. Alors le produit canonique

= z

ot
EO (Z) =1—-2z
En(2):=(1—-2)exp <z+§+...—|—%), m €N
définit une fonction entiére ayant des zéros exactement aux points a,, chaque zéro étant
compté avec son ordre de multiplicité.

Théoréme 1.3.2 [11] L’ordre d’un produit canonique est égal o l’exposant de convergence
des zéros.
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Exemple 1.3.7 La fonction gamma est définie par

['(2)= . ﬁ (1+%>_16i,

n=1

ou

donc



Chapitre 2

Sur la croissance des solutions
méromorphes des équations aux
différences

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la croissance des solutions méromorphes des équations aux diffé-
rences linéaires homogeénes ou non homogenes de la forme

Ay (2)fz+n)+. o+ A () fz+1)+A(2) f(2)=0 (2.1)

et
A, (2) fz4+n)+ ..+ A () f(z+1)+ A (2) f(2) = F(2), (2.2)

o A;(z),j=0,1,....,n, F () sont des fonctions entiéres.

Dans [6], Chiang et Feng ont considéré la croissance des solutions méromorphes des équations
aux différences (2.1) et ils ont obtenu le théoréme suivant.

Théoréme 2.A (voir [6], Théoréeme 9.2) Soient Ag(z), A1 (2),..., An (2) des fonctions en-
tieres telles qu’il existe un nombre entier [ (0 <1 < n) vérifiant

zax {o(4;)} <o (4). (2.1.1)
A

Si f (z) # 0 est une solution méromorphe de ’équation (2.1), alors o (f) > o (4;) + 1.

Lorsque les coefficients dans (2.1) sont des polynomes, ils ont obtenu le résultat suivant
Théoréme 2.B (voir [6], Théoréeme 9.2) Soient Py (2), P1 (2), ..., P, (2) des polynomes tels
qu’il existe un entier [ (0 <[ < n) vérifiant

[Qax {deg(F;)} < deg(F}).
i
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Si f(z) # 0 est une solution méromorphe de I’équation
P.2)fz+n)+...+P(2)f(z+1)+ Py (2) f(2) =0, (2.3)

alors o (f) > 1.

Dans le Théoreme 2.A, les coefficients de (2.1) vérifient la condition maxo<;j4<, {0 (4,)} <
o (A;). Si la condition est remplacée par maxo<;<n {0 (4;)} = 0 (A4;), quels seront les ré-
sultats 7 A ce sujet, Laine et Yang [13] ont obtenu le théoréme suivant .

Théoréme 2.C (voir [13], Théoréeme 5.2) Soient Ay (2), 41 (%), ..., An (2), des fonctions
entiéres d’ordre fini, telles qu'il existe un coefficient d’ordre maximal o = maxo<;2<n {0 (4;)}
et ayant un type supérieur au type des autres coefficients. Alors, toute solution méromorphe
f(z) Z0de (2.1) vérifie, o (f) > 0 + 1.

Remarque 2.1.1 Dans [13] Laine et Yang ont posé la question : Est-il possible que toutes les
solutions méromorphes f (z) de (2.1) vérifient o (f) > 1+ maxo<j<, {0 (A;)}, si l’équation
(2.1) n’a pas de coefficient dominant ?

Mais 'exemple suivant montre que f (z) peut satisfaire o (f) > 1 + maxo<j<, {0 (4;)} 8’
n’y a pas de coefficient dominant.
Exemple Soit f(z) = e* + z est une solution de I’équation

(e—=1)z—=1]f(z+2)—[(¢®=1)z=2] f(z+ 1)+ [(?—2) 2+ (¢* — 2¢)] f(2) =0

cette équation n’a pas de coefficient dominant et tous les coefficients ont 'ordre 0, mais
o (f) = 1 satifisfait la conclution du Théoréeme 2.C.

Dans ce qui suit, on continue a considérer les estimations de ’ordre de croissance des
solutions méromorphes des équations aux différences linéaires d’ordre supérieur. Dans un
premier temps, nous considérons l'ordre inférieur des solutions méromorphes des équations
aux différences linéaires homogenes.

Théoréme 2.1.1 [21] Soient Ay (2), A1 (2), ..., An (2), des fonctions entiéres telles qu’il existe
un nombre entier | (0 <1 < n) verifiant

max{o (A4;),j=0,..,n, j#n} < pu(4) < oo, (2.1.2)
et
max {7_ (AJ) -0 (AJ> =H (Al) 7j = 07 ey T ] 7é TL} < I(Al) ) (213)
. log M (r, A;) log M (r, A;)

7 (4;) = liminf

im inf——"r et  7(A;)=limsup

TH—00

7"‘7(‘4]')

désignent le type inferieur de A, (z) et le type de A; (z) respectivement. Si f (2) # 0 est une
solution méromorphe de (2.1), alors u (f) > p(A;) + 1.
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Lorsque les coefficients de (2.1) sont des polyndmes nous obtenons un résultat similaire
au Théoreme 2.1.1, qui est aussi un raffinement du Théoréme 2. B.

Théoréme 2.1.2 [21] Soient Py (2) , P (2) ,..., P, (2), des polynomes tels qu’il existe un
entier | (0 <1 < n) vérifiant

max {deg (P,), j = 0, ...n, j 1} < deg(P), (2.1.4)

et

S ol < Jal, (2.1.5)
jed
ou J = {je€{0,...,n}\{l}:deg(P;) =deg(F,)}, et a;, j = 0,....,n, sont les coefficients
principaur de P (z), j = 0, ...,n, respectivement. Si f (z) # 0 est une solution méromorphe
de (2.3), alors u(f) > 1.

Les deux exemples suivants illustrent I’exactitude des Théorémes 2.1.1 et 2.1.2

Exemple 2.1.1 La fonction f(z) = e vérifie les équations aux différences
e (242 Fe B (2 4+1)—2f(2) =0

et

e (2 4+2) - f(2) =0,
ou les coefficients satisfont aux hypothéses (2.1.2) et (2.1.3) . Nous avons ju (f) =2 = pu (As)+
1, ce qui montre que le Théoéme 2.1.1 est vrai.

Exemple 2.1.2 La fonction f, (z) = e*'°82 vérifie I’équation auz différence
(z+1)f(z+2)—2f(2+1) —42f (2) =0,
et la fonction fo(2) = e* + 1 satisfait [’équation
(z+2)f(z+2)—(e+1) (2 +1) f(z+1)—e (2> +1) f(z) =0.

Il est clair que les hypothéses (2.1.4) et (2.1.5) sont satisfaites. Nous avons ju (f1) = u(f2) =1,
ce qui montre que le Théoréeme 2.1.2 est vra.

Les théorémes suivants étudient I’ordre des solutions méromorphes de (2.1) dans le cas
ol il y a plus d’un coefficient ayant un ordre maximal.

Théoréme 2.1.3 [21] Soit H un ensemble complexe satisfaisantlogdens{r =|z|: z € H} >
0,et soit A;(2),j = 0,1,...,n.des fonctions entiéres telles que max{o (A;), j=0,...,n} <
ay.5'il existe une constante positive ag (ay < ay) et un entier ! (0 <1 <n) tels que pour tout
e donné (0 <e < ay — ), on ait

|A; ()] > exp{r™ =}, z€H, (2.1.6)
A;(2) < exp{r®}, ce H, j=0,..n j#£I, 2.1.7)

alors toute solution méromorphe f (z) # 0 de (2.1) satisfait o (f) > o1 +1=0(A4;) + 1.
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Théoréme 2.1.4 [21] Soient Ay (2),A1(2), ..., A, (2), des fonctions entiéres. S’il existe un
nombre entier | (0 <1 <n) tel que maxo<j<y, {a( O} <o(4) et

.—Zj;ﬁlm( , Aj)

lim <1

r—oo  m(r, A) ’
alors toute solution méromorphe f (z) # 0 de (2.1) satisfait o (f) > o (A;) +1

(2.1.8)

L’exemple suivant illustre I’exactitude des Théoréemes 2.1.3 et 2.1.4.
Exemple 2.1.3 La fonction f(z) = e 732 vérifie I’équation
e f(z4+2)+ef(z+1) —2e2f (2) =

ou Ay (2) =%, Ay (2) = €%, Ay (2) = —2€%72 vérifient 0 (Ay) = 0 (A1) = o (Ag) = 1.
(i)l=2,H=A{z:argz=n}, HH={r=|z|:2z€ H} = {r, r > 0}, donc
densH; = lim m (Hy N[0, 7)) = ; =1>0.

r—00 T

De plus, A;(z), i =0,1,2, vérifie les hypothéses (2.1.6) et (2.1.7), nous avons o (f) = 2 =
o (Asz) + 1.

(17) 1 = 0, il est clair que A; (z), i = 0,1,2, vérifient U’hypothése (2.1.8). Par conséquent,
nous avons aussi o (f) = 2 = o (Ap) + 1.

Deuxiémement, nous considérons la croissance des solutions entiéres des équations aux
différences linéaires non homogénes

Ay (2)fz+n)+ ..+ A ) fFz+1)+A(2) f(z)=F(2).

Notez que les résultats ci-dessus peuveut ne pas étre applicables a ’équation homogéne auquel
(2.1) est 'équation homogene correspondante (voir I'Exemple 2.1.4 ). Mais nous pouvons
obtenir des résultats similaires avec quelques conditions supplémentaires.

Théoréme 2.1.5 [21] Soient Ay (2), A1 (2), ..., An (2), (F (2) # 0) des fonctions entiéres telles
qu’il existe un nombre entier I (0 <1 <mn) tel que

b= max{o(A;) j=0,..n, j£1,0(F)} <o)<, (2.1.9)

[\]

alors toute solution entiére non triviale f de (2.2) satisfait o (f) > o (A;) + 1.

Théoréme 2.1.6 [21] Soient Ay (2),A1(2), ..., A, (2), F (2) des fonctions entiéres telles qu’il
existe un nombre entier [ (0 <1 <n) tel que

b=max{o(4;) ,j=0,..n, j#1.,0(F)} <o(4) < 0. (2.1.10)
Supposons aussi que A = Y 7 Cr, 2 22 satisfait que la suite des exposants {\,} wverifie la
condition de Fabry gap
An
—— — o0, (2.1.11)
n

alors toute solution entiére non triviale f de (2.2) satisfait o (f) > o (A;) +1
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Théoréme 2.1.7 [21] Soient Py (z) , Py (2) ,..., Py (2), des polynomes tels qu’il existe un
entier | (0 <1 < n) vérifiant (2.1.4) et (2.1.5). Sz (2) est une solution entiére transcendante
de [’équation

P.2)f(z+n)+ ...+ P(2)f(z+ 1)+ Fo(2) f(2) = F(2), (2.1.12)
alors nous avons p (f) > 1.
Exemple 2.1.4 La fonction f (z) = e* vérifie [’équation

Flz42)—ef(z41)+f(z) =€
et
fG+2)—ef(z+1)+e?f(2) =
Bien qu’il n’y ait qu’un seul coefficient dominant tel que les hypothéses des Théorémes 2.1.1,

2.1.3 — 2.1.4 soient vérifiées, nous ne pouvons pas obtenir des résultats similaires dans le cas
de l’équation non homogéne.

Exemple 2.1.5 La fonction f (z) = ﬁ + 1 satisfait I’équation
2(z+1) fz+2)—2f (2 +1) =2

ot les coefficients polynomiauz satisfont l'hypothése (2.1.4). Par conséquent, nous avons
w(f)=0o(f) =1, ce qui montre que Théoréme 2.2.7 est vrai.

Exemple 2.1.6 La fonction f(z) = z vérifie l’équation
f(z42) =+ D) fle+ D) +22f(2) =2 + 1,

ot les coefficients polynomiauz satisfont I’hypothése (2.1.4), cet exemple montre que l’équation
(2.1.12) peut avoir des solutions non transcendantes.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 (voir [6].) Soient f(z) une fonction méromorphe, n (# 0), ny14 (1, 7# 12)
sont des mombres complezes, et soit v > 1, et ¢ > 0 des constantes réelles données. Alors il
existe un sous ensemble Ey C (1,4+00) de mesure logarithmique finie,

(a) et une constante A dépendant uniquement de vy et n telle que pour tout |z| = r ¢
(Ey U [0,1]), nous avons

fetn| oy (T0nd) , nm)

817 ;

(b) et si en plus f (z) posséde une ordre finie o, alors pour tout |z| =r ¢ (Ey U[0,1]), nous
avons

log” rlog™ n (’}/7’)) ; (2.2.1)

exp {—r? '} < ‘—f ) <exp {ro "}
ot f
o— 1+a Z+ 771 o—1+¢
exp {—r T n,) <exp{r }. (2.2.2)
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Lemme 2.2.2 Soit f (2) une fonction méromorphe avec p (f) < oo. Pour tout € > 0 donné,
il existe un sous ensemble Fy C (1,+00) ayant une mesure logarithmique infinie telle que

pour tout r € Fy , on a
T (r, f) < riD+e, (2.2.3)

Preuve. Par la définition de I'ordre inférieur, il existe une suite {r,} tendand vers oo satis-
faisant (1 + %) T < Tpiy €t
log T (r
n—oo  logr,

=p(f)

Alors pour tout (¢ > 0) donné, il existe un n; telle que pour n > n4, on a

N

T (rn, f) < 72,

Soit By = U2 - [(n +1) Tn, rn] alors pour tout r € Es, nous avons

L (H+5
T(r.f) < T (ra f) < r20F < (”* 17“) < phne
n

et ImBEy =3 7 f%rn = o, log (1+ 1) =00 . Ainsi le Lemme 2.2.2 est prouvé
Lemme 2.2.3 [21]Soit f(z) une fonction méromorphe avec p(f) < oo, 1,1y étant des
nombres complexes distincts, et soit € (> 0) une constante réelle donnée. Alors il existe un
sous ensemble E3 C (1,+00) de mesure logarithique infinie tel que pour tout |z| = r € Ej,
nous avons

1+e ‘ fz+ 771

p(f)—14e
Z > 77 < exp {7’ } .

exp {—7““

Lemme 2.2.4 (voir [6].) Soient ny,m, deux nombres complezes tels que 1, # 1, et soit
f (2) une fonction méromorphe d’ordre fini. Soit o Uordre de f (z). Alors pour tout € > 0,

nous avons Fetm)
£ _ o—1+¢
m(r’f(zﬂ%)) 0.

Lemme 2.2.5 (voir [2].) Soit f (z) une fonction entiére d’ordre o (f) = o < 3 et désignant
par A(r) = inf|, =, log |f (2)[, B(r) = supy,_, log|f (2)]. Sio <a <1, alors

logdens{r : A(r) > (cosma) B(r)} > 1— g.
Lemme 2.2.6 (voir [3].) Soit f(z) une fonctz’on entiére avec pu(f) = p < 3 et p < o =

o(f). Sip<d<min{o, i} etd <a <3, alors
logdens {r: A(r) > (cosTa) B(r) >1°} > C(0,6,q),

ot C (0,6, a) est une constante positive qui dépend uniquement de o, 9, c.
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Lemme 2.2.7 [21]Soit f (z) une fonction entiére d’ordre 0 < o (f) = o < oo. Alors pour
tout B < o, il existe un ensemble E, avec une densité logarithmique supérieure positive tel
que pour tout |z| = r € Ey,nous avons

log M (r, f) > 17,
ou M (r, f) = max,— | [ (2)] .

Preuve. Par la définition de l'ordre, il existe une suite {r,} tendant vers co telle que pour
tout (¢ > 0) donné, nous avons
log M (r, f) > ry—*.

Soit 3 < ¢. Alors nous pouvons choisir ¢ (suffisamment petit) et « satisfaisant 1 < a < %

Ensuite, pour tout r € [r,, 73] (n > 1), on a

ag—¢&

log M (1, f) >log M (1, f) > 10 >r"a >7rP,
Posons Ey = U, [rp, 78] . Alors nous avons

. m(EN[1 Im (EyN[1,7° Im ([, 7° 1
ogdensy > T B0 L) o rtm (Ba0 (L)) o gy Imrs]) _a=1
n—00 log r n—00 log r& n—00 log r& e}

Ainsi le Lemme 2.2.7 est prouvé.

Lemme 2.2.8 (voir [10].) Soit f (2) = >_°% , ¢y, 2™ une fonction entiére d’ordre 0 < o (f) =

n=1

o < oo. Si la suite des exposants {\,} vérifie la condition de Fabry gap (2.1.11), alors pour
tout 5 < o (f), il existe un ensemble Eg avec une densité logarithmique supérieure positive
telle que pour tout |z| = r € FEg, nous avons

log L (r, f) > r?,

ot L (r, f) = min.— [ f (2)].

2.3 Preuves des Théorémes 2.1.1-2.1.7

2.3.1 Preuve du Théoréme 2.1.1.

On suppose que f (z) est une solution méromophe de (2.1) satisfaisant

p(f) <p(A)+1<oo. (2.3.1)
Dans la relation (2.1.2) et (2.1.3) notons

o =max {0 (A;) 10 (A) < p(A), j=0,.m, j#£1}
et

T=max {7 (A;):0(4;) =pn(4), j=0,...n, j#I}.
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Alors pour tout € (> 0) donné et r suffisamment grand, on a

|A; (2)] < exp {77} (2.3.2)
sio(Aj) <p(A), et

|A; (2)] < exp {(7‘ +¢) T“(A‘)} (2.3.3)
si 0 (A;j) = p(A4;). De plus, par le Lemme 2.2.3, il existe un sous ensemble E3 C (1,+00)
ayant une mesure logarithmique infinie telle que pour tout z satisfaisant |z| = € Ej3, on a

f 2+
(z+1)

Alors on choisit ¢ (> 0) suffisamment petit tel que

' <exp {r"DHEY i =0,.n, jAL (2.3.4)

max{o, p(f)—1}+2e < pu(4) et 7+2e <1 (A). (2.3.5)

Maintenant, on divise I’équation (2.1) par f (z + [) pour obtenir

B f(z+n) flz+1+1)
—A(z) = A, (2)m+ A (Z)W
flz+1-1) /()
En substituant (2.3.2) — (2.3.4) dans (2.3.6), on obtient
) < 1@ @l L)
flz+1-1) f(z)
f(z+7)
< | 145 (2)]
OS;Sn fz+1)
< exp {r#(f)*lﬂf} Z
0<j#l<n

M(r;A)) < exp {r“(f)_1+€} (K1 exp {TU+€} + Kyexp (T +¢) T“(Al)) . r € E; Ky, Ky eR"

par conséquent, nous avons par (2.3.5)

loc M (r. A
7 (A;) < lim inplos M (r, Ay

700 r#(Al)

<Tt4+e<1(4)—c¢,

c’est une contradiction. Par conséquent, nous avons pu (f) > p(A4;) + 1.
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2.3.2 Preuve du Théoréme 2.1.2.

Supposons que f (z) est une solution de (2.3) vérifiant 1 (f) < 1. On divise I’équation (2.3)
par f (z + 1) pour obtenir

D) =P @) HE R (0 P S p (o L )
(2.3.7)

Puisque 1 (f) < 1, on peut choisir € (> 0) suffisamment petite tel que u (f) +e < 1. Puis par
le Lemme 2.2.3, il existe un sous ensemble F3 C (1,+00) ayant une mesure logarithmique
infinie tel que pout tout z satisfaisant |z| = r € E3, on a

Iz A=l = oxp {o = 0 | = n, j
‘ z+l‘ exp {r* 1 —exp{o(1)} =1+0(1), j=0,..,n, j#L (2.3.8)

En substituant (2.3.8) dans (2.3.7), on obtient

() < \\f”” oot 1P (]| HEEE)
iy /)
f Z+J ‘
< )
0§;<n z—i—l
< 1o Y 1B
0<j#l<n

C’est une contradiction avec les hypothéses (2.1.4) et (2.1.5), alors u (f) > 1.

2.3.3 Preuve du Théoréme 2.1.3.

Si o (f) = oo, le résultat est trivial. On suppose que o (f) < a; +1 = o (4;) + 1. Notons
Hy ={r=|z|: z € H}. Puisque logdensH; > 0, alors H; est un ensemble de r de mesure
logarithmique infinie. Par les hypotheses 0 (4;) < a; et (2.1.5) , il est facile d’obtenir o (4;) =
a;. De plus, d’apres le Lemme 2.2.1(b), il existe un sous ensemble E; C (1,+00) de mesure
logarithmique finie tel que pour tout e (> 0) donné et pour tout z satisfaisant |z| = r ¢
([0,1) U Ey), nous avons

f fz+3)
eE)
En substituant (2.3. 9) (2.1.6) —

<exp{r'WHEL i =0,.n, jAL (2.3.9)

(2.1.7) dans (2.3.6) , nous avons

exp {r® =} < |4 (2)] S nexp{r*2}exp {r"V M} |z =r € H\([0,1]UE).
(2.3.10)



2.3 Preuves des Théorémes 2.1.1-2.1.7 26

On choisit 0 < & < min (041—02, %W) , et on divise I’équation (2.3.11) par exp {r®*—<}

pour obtenir

1 S n exp {?"OQ —+ ro'(f)flJFE _ ?,.04175}

Par le passage a la limite, on a
1<0

.C’est une contradicion, alors o (f) > a; +1=0(4;) + 1.

2.3.4 Preuve du Théoréme 2.1.4.

Si o (f) = oo, le résultat est trivial. On suppose que o (f) < oo. D’apres le Lemme 2.2.4,
pour r suffisamment grand et tout € (> 0) donné,

. CE AN po(f)-1+e
( ’—f(z+l)) O ( . (2.3.11)

En substituant (2.3.11) dans (2.3.6) , nous avons

m(r,A) < m(r,A,) +m (T, %) +...+m(r,Ag) +m (r, %)2.3.12)
fz+7)
< mr,—= |+ m (r, Aj)
OS;SN ( / (Z + l) ) OS;Sn
< 0T 4 YT m(r4)). (2.3.13)
0<j#l<n

Par I’hypotheése (2.1.8) on a

Z m(r,A;)) < Bm(r,A), p<1

0<j#Al<n

donc

m(r,A;) <O (r"(f)*l%) + B m(r,A).

Par le passage a la limite supérieure, on a

o(A)<o(f)—1+e
Puisque € (> 0) est arbitraire, alors o (f) > o (4;) + 1.
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2.3.5 Preuve du Théoréme 2.1.5.

00, alors le résultat est trivial. On suppose que o (f) < o (A4;) + 1.0n divise

Si o (f) = oo,
Iéquation (2.2) par f (z + 1) pour obtenir

0 = A IE gL
/() F(z) f(2)
_ EtCERt)

flz+1-1)
+ A () A (2
AAIEEY) ey T T0 7
Par le Lemme 2.2.1(b), on a (2.3.9) est vérifice pour tout ¢ > 0 donné et pour tout z
satisfaisant |z| = r ¢ ([0,1] U E}), ou E; C (1,+00) poséde une mesure logarithmique finie.
Par ’hypothese (2.1.9), pour r = |z| suffisamment grand
|A; (2)] < exp {Tb+€} ., J=0,...,n, j#£I, (2.3.15)

et
|F(2)] < exp {Tb+€} )

Puisque M (r, f) > 1, alors pour r = |z| suffisamment grand, nous avons
F
£ (2) < |F (2)] <exp {r*}. (2.3.16)

M (r, f)
Par le Lemme 2.2.5 (si p(4;) = 0 (4;)) ou le Lemme 2.2.6 (si 1 (A;) < 0 (4);)), il existe un
(1,+00) ayant une mesure logarithmique infinie tel que pour tout z

sous ensemble E, C

satisfaisant |z| = r € E7, nous avons

|A; (2)] > exp {T’U(Al)_ }. (2.3.17)

En substituant (2.3.9), (2.3.15) — (2.3.17) dans (2.3.14), pour tout z satisfaisant |z| = r €
| =

EA((0,1] U By et |f (5)) = M (r, ). on a
exp {r7@ =) <A (2)] < (n+ 1) exp {r"*} exp {r7D 1Y (2.3.18)
Maintenant, on choisit 0 < € < mm{ b old)= ”( )H} , on divise I’équation (2.3.17) par
exp {r }
» (n+ 1)exp {7’} exp {T”(f)_Hs}
- exp {ro(A)—<}

Par le passage a la limite, on a
1<0.

C’est une contradiction, alors o (f) > o (4;)



28

2.3 Preuves des Théorémes 2.1.1-2.1.7

2.3.6 Preuve du Théoréme 2.1.6.

00, alors le résultat est trivial. On suppose que o (f) < o (A4;) + 1.0n divise

Si o (f) = oo,
Iéquation (2.2) par f (z + 1) pour obtenir

A(z) = An(z)%—i—...—i—fll“(z)%
EN IO I

f(z+1-1)

Par le Lemme 2.2.1(b), on a (2.3.9) est vérifiée pour tout € > 0 donné et pour tout z
satisfaisant |z| = r ¢ ([0,1] U E;), ou E; C (1,400) posséde une mesure logarithmique finie.

Par ’hypothese (2.1.9), pour r = |z| suffisamment grand
(2.3.20)

|Aj ()] <exp{r"™}, j=0,.,n, j#L

et
|F (2)] < exp {Tb+€} )

D’aprés le Lemme 2.2.8, il existe un sous ensemble Fg de densité logarithmique supérieure

)
positive tel que pour tout r = |z| € Eg, nous avons
L(r.f)>e"

pour r = |z| suffisamment grand, nous avons

FEl O ey

L(r, f) = exp{rf} =
(2.3.17) dans (2.3.14) , pour tout z satisfaisant |z| = r €

Puisque L (r, f) > €””
(2.3.21)

En substituant (2.3.9), (2.3.15) —
EA([0,1]U Ev) et [f (2)| = M (r, f), on a
exp {7402} <[4y (2)] < (n+ ) exp (<} exp {70145} (2322)
on divise 'équation (2.3.17) par

<
Maintenant, on choisit 0 < € < mln{ Al) —b (A= U( )H} ,

exp {r }
(n+ 1) exp {’I“b+€} exp {r”(f)*l%}

1<
- exp {rc(A)—<}

Par le passage a la limite, on a
1<0.

C’est une contradiction, alors o (f) > o (A4;)



2.3.7 Preuve du Théoréme 2.1.7.

Supposons que f (z) est une solution entiére transcendante de (2.1.12) vérifiant p (f) < 1.
En divisant I’équation (2.1) par f (z + 1) on obtenir

“RE) = AEFET e e @ A e
P i OB A R G| (2323)

fl+l) f) f+1)

Puisque p (f) < 1, on a (2.2.8) pour tout € donné (0 < e <1 — u(f)) et pour tout z satisfai-
sant |z| = r € Ej3, o B3 C (1,4+00) poséde une mesure logarithmique infinie. Puisque f (z)
est transcendante, alors pour r = |z| suffisamment grand

F)
MO f (1). (2.3.24)

En substituant (2.2.8) et (2.3.24) dans (2.3.23) on obtient pour tout z satisfaisant |z| = r €
Es, r—ooet |f ()| =M(r, f),

AEl < P e EED i [P | LD
f) P 1)
+"'“3‘”'2)]‘“( N FR TG
FeD] IFE] 1)
= 2B " ‘+|f()||f(z+l)|
< Qo) Y I,
0<j#I<n

C’est une contradiction avec les hypotheses (2.1.4) et (2.1.5), alors p(f) > 1.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a étudié quelques résultats dus & Xiu-Min Zheng et Jin Tu [21] concer-
nant la croissance et l'oscillation des solutions méromophes des équations aux différences
linéaires homogenes et non homgenes a coeflicients fonctions entiéres de la forme

A, ) flz+n)+ ...+ A () f(z+1)+ A (2) f(2) =0

et

Ay () F 4+t A (2) F (24 1)+ Ay (2) £ (2) = F(2)

Une question naturelle : Est-il possible d’obtenir des résultats similaires lorsque les coeffi-
cients A; (z) (j =0, ...,k — 1) sont des fonctions méromorphes ?
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