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INTRODUCTION

L�apparition de la théorie de R. Nevanlinna, en 1925, qui représente la théorie moderne et
complète de la distribution des valeurs d�une fonction méromorphe dans le plan complexe
et qui est considéré comme l�un des rares événements mathématiques du vingtième siècle, a
donné des outils trés e¢ caces pour l�étude de la croissance et l�oscillation des solutions des
équations di¤érentielles linéaires et non linéaires dans le plan complexe. Pour une introduction
de cette théorie voir [9; 12].
Ce travail se compose d�une intoduction et deux chapitres. Dans le premier chapitre on
présente les notations standards et les résultats principaux de la théorie de Nevanlinna, voir
par exemple [7; 9; 14; 16] :
Dans, le deuxième chapitre, on va étudier la croissance des solutions méromorphes des équa-
tions aux di¤érences linéaires homogènes et non homogènes de la forme

An (z) f (z + n) + ::::+ A1 (z) f (z + 1) + A0 (z) f (z) = 0

et
An (z) f (z + n) + ::::+ A1 (z) f (z + 1) + A0 (z) f (z) = F (z)

où Aj (z) ; j = 0; 1; :::; n; F (z) sont des fonctions entières.



Chapitre 1

Quelques éléments de la théorie de R.
Nevanlinna

Dans ce chapitre, on va citer quelques dé�nitions de base de la théorie de Nevanlinna sur
les fonctions méromorphes, et présenter quelques propriétés sur la croissance des fonctions
méromorphes.

1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

1.1.1 La formule de Jensen.

Théorème 1.1.1 [9; 12] Soit f une fonction méromorphe telle que f (0) 6= 0;1 et soit
a1; a; ::: (resp. b1;b2; :::) ses zéros (resp. ses pôles), chacun étant compté avec son ordre de
multiplicité. Alors

ln jf (0)j =
Z 2�

0

ln
��f �rei'��� d'+ X

jbj j< r

ln
r

jbjj
�
X
jaj j< r

ln
r

jajj
;

Preuve : On démontre le théorème dans le cas où f n�admet ni zéros ni pôles sur le cercle
jzj = r: Considérons la fonction

g (z) = f (z)
Y
jaj j< r

r2 � ajz

r (z � aj)
=
Y
jbj j< r

r2 � bjz

r (z � bj)
:

On a g 6= 0;1 dans le disque jzj � r et ln jg (z)j est une fonction harmonique. D�aprés la
formule de la moyenne, on a

ln jg (0)j = 1

2�

Z 2�

0

ln
��g �rei'��� d': (1:1:1)

D�autre part,
jg (0)j = jf (0)j

Y
jaj j< r

r

jajj
=
Y
jbj j< r

r

jbjj
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d�où
ln jg (0)j = ln jf (0)j+

X
jaj j< r

r

jajj
�
X
jbj j< r

r

jbjj
; (1:1:2)

Pour z = rei'; on a���� r2 � ajz

r (z � aj)

���� = ���� r2 � ajre
i'

r (rei' � aj)

���� = ����ei' (re�i' � aj)

rei' � aj

���� = 1
et ���� r2 � bjz

r (z � bj)

���� = ���� r2 � bjre
i'

r (rei' � bj)

���� =
�����ei'

�
re�i' � bj

�
rei' � bj

����� = 1:
D�où jg (rei')j = jf (rei')j : De (1:1:1) et (1:1:2) ; on obtient la formule de Jensen.

Dé�nition 1.1.1 [12] Pour tout réel x > 0; on dé�nit

ln+ x = max (lnx; 0) =

�
lnx; si x > 1
0; si 0 < x � 1:

Lemme 1.1.1 [5; 12] On a les inégalitées suivantes

a)
lnx � ln+ x:

b)
ln+ x � ln+ y (si 0 < x � y) :

c)

lnx = ln+ x� ln+ 1
x
:

d)

jlnxj = ln+ x+ ln+ 1
x
:

e)

ln+

 
nY
i=1

xi

!
�

nX
i=1

ln+ xi:

f)

ln+

 
nX
i=1

xi

!
�

nX
i=1

ln+ xi + lnn:

Preuve. Montrons (c)� (f) :
(c) On a

ln+ x� ln+ 1
x
= max flnx; 0g �max

�
ln
1

x
; 0

�
= max flnx; 0g �max f� lnx; 0g
= max flnx; 0g+min flnx; 0g
= lnx:
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(d) On a

ln+ x+ ln+
1

x
= max flnx; 0g+max

�
ln
1

x
; 0

�
= max flnx; 0g+max f� lnx; 0g
= max flnx; 0g �min flnx; 0g
= jlnxj :

(e) Si
Qn

i=1 xi � 1; alors l�inégalité est triviale. Supposons que
Qn

i=1 xi > 1: Alors

ln+

 
nY
i=1

xi

!
= ln

 
nY
i=1

xi

!

=
nX
i=1

lnxi

�
nX
i=1

ln+ xi; d�aprés (a) :

(f) On a d�aprés (b) et (e)

ln+

 
nX
i=1

xi

!
� ln+

�
n max
1�i�n

xi

�
� lnn+ ln+

�
max
1�i�n

xi

�
� lnn+

nX
i=1

ln+ xi:

1.1.2 Fonction a-points

Dé�nition 1.1.2 [9; 12] Soit f une fonction méromorphe. Pour tout nombre complexe a,
on désigne par n (t; a; f) le nombre de racines de l�équation f (z) = a situées dans le disque
jzj � t et par n (t;1; f) le nombre de pôles de la fonction f dans le disque jzj � t: Chaque
racine ou pôle étant compté un nombre de fois égal à son ordre de multiplicité. Posons

N (r; a; f) = N

�
r;

1

f � a

�
=

Z r

0

n (t; a; f)� n (0; a; f)

t
dt+ n (0; a; f) ln r ; f 6� a 2 C

et

N (r;1; f) = N (r; f) =

Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+ n (0;1; f) ln r:

N (r; a; f) est appelée fonction a-points de la fonction f dans le disque jzj � r:
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1.1.3 Fonction de proximité

Dé�nition 1.1.3 [9; 12] Soit f une fonction méromorphe non constante et a un nombre
complexe. Alors, on dé�nit la fonction de proximité de la fonction f par

m (r; a; f) = m

�
r;

1

f � a

�
=
1

2�

Z 2�

0

ln+
1

jf (rei' � a)jd'; f 6� a 2 C

et

m (r;1; f) = m (r; f) =
1

2�

Z 2�

0

ln+
��f �rei'��� d':

1.1.4 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna

Dé�nition 1.1.4 [9; 12] On dé�nit la fonction caractéristique de R. Nevanlinna de la fonc-
tion f par

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f) :

Cette fonction joue un rôle très important dans la théorie de la distribution des valeurs des
fonctions méromorphes.

Lemme 1.1.2 [9; 12] Soient f; f1; f2; :::; fn des fonctions méromorphes et a; b; c; d des constantes
complexes telles que ad� cb 6= 0; alors

a)

m

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) + lnn:

b)

m

 
r;

nY
j=1

fj

!
�

nX
j=1

m (r; fj) :

c)

N

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) :

d)

N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) :

e)

T

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) + lnn; n � 1:

f)

T

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

T (r; fi) ; n � 1:
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g)
T (r; fn) = nT (r; f) ; n 2 N�:

h)

T

�
r;
af + b

cf + d

�
= T (r; f) +O (1) ; f 6� �d

c
:

Preuve. Montrons (e)� (h)
(e) On a

m

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

m (r; fi) + lnn

et

N

 
r;

nX
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi)

donc

T

 
r;

nX
i=1

fi

!
= m

 
r;

nX
i=1

fi

!
+N

 
r;

nX
i=1

fi

!

�
nX
i=1

T (r; fi) + lnn:

f) On a

m

 
r;

nY
j=1

fj

!
�

nX
j=1

m (r; fj)

et

N

 
r;

nY
i=1

fi

!
�

nX
i=1

N (r; fi) ;

donc

T

 
r;

nY
i=1

fi

!
= m

 
r;

nY
j=1

fj

!
+N

 
r;

nY
i=1

fi

!

�
nX
j=1

m (r; fj) +

nX
i=1

N (r; fi)

�
nX
j=1

T (r; fi) :

g) On a jfnj = jf jn � 1 équivant à jf j � 1: Si jf j � 1; alors m (r; fn) = 0 et N (r; fn) =
nN (r; f) : Donc

T (r; fn) = N (r; fn) = n (N (r; f) +m (r; f)) = nT (r; f) :



1.1 Fonction caractéristique de R. Nevanlinna 8

Si jf j > 1; alors

T (r; fn) = m (r; fn) +N (r; fn)

= nm (r; f) + nN (r; f)

= nT (r; f)

h) Si c = 0; alors

T

�
r;
af + b

d

�
= T

�
r;
a

d
f +

b

d

�
= T

�
r;
a

d
f
�
+O (1)

= T (r; f) +O (1)

Si c 6= 0; alors on écrit

af + b

cf + d
=
a
�
f + d

c

�
+ b� ad

c

c
�
f + d

c

� =
a

c
+
bc� ad

c2
1

f + d
c

:

D�où

T

�
r;
af + b

cf + d

�
= T

 
r;
a

c
+
bc� ad

c2
1

f + d
c

!

= T

 
r;
bc� ad

c2
1

f + d
c

!
+O (1)

= T

 
r;

1

f + d
c

!
+O (1)

= T (r; f) +O (1) :

Exemple 1.1.1 Soit f (z) = thz = e2z�1
e2z+1

; on a

T

�
r;
e2z � 1
e2z + 1

�
= T

�
r; e2z

�
+O (1)

=
2r

�
+O (1) :

Exemple 1.1.2 [5] Soit la fonction f (z) = ez

z
, on calcule la fonction caractéristique de

Nevanlinna. On a z = 0 est un pôle simple. Alors

N (r; f) =

Z r

0

n (t;1; f)� n (0;1; f)

t
dt+ n (0;1; f) ln r

=

Z r

0

1� 1
t

dt+ ln r = ln r;
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m (r; f) =
1

2�

Z 2�

0

ln+
��f �rei'��� d'

=
1

2�

Z 2�

0

ln+

�����ere
i'

rei'

����� d'
=

1

2�

Z �
2

��
2

ln

�
er cos'

r

�
d'

=
1

2�

Z �
2

��
2

r cos' d'� 1

2�

Z �
2

��
2

ln r d'

=
r

�
sin' j

�
2
0 �

ln r

2

=
r

�
� ln r

2

D�où

T (r; f) = m (r; f) +N (r; f)

=
r

�
� ln r

2
+ ln r

=
r

�
+
ln r

2
:

Exemple 1.1.3 [5] Soit P (z) =
Pn

j=0 ajz
j un polynôme non constant de degré n � 1 tels

que aj (j = 0; 1; :::; n) sont des nombres complexes avec an 6= 0; et soit f (z) = eP (z): Calculons
T
�
r; eP (z)

�
:

Posons an = janj ei� et z = rei': Alors

P (z) = anz
n + � � �+ a0 = janj rnei(n'+�) +O

�
rn�1

�
;

ReP (z) = janj rn cos (�+ n') +O
�
rn�1

�
:

On a f est une fonction entière, alors n (t; f) = 0 et N (r; f) � 0: Calculons m (r; f) : On a

m (r; f) =
1

2�

Z 2�

0

ln+
��f �rei'��� d' = 1

2�

Z 2�

0

ln
�
+ejanjr

n cos(�+n')+O(rn�1)
�
d'

 =�+n'
=

1

2�

Z 2n�+�

�

ln+
�
ejanjr

n cos +O(1)
�
d =

1

2n�

Z 2n�

0

ln+
�
ejanjr

n cos +O(rn�1)
�
d 

=
1

2n�

n�1X
j=0

Z 2(j+1)�

2j�

ln+
�
ejanjr

n cos +O(rn�1)
�
d =

1

2n�
n

Z 2�

0

ln+
�
ejanjr

n cos +O(1)
�
d 

=
janj rn
2�

�
2Z
��
2

cos d +O
�
rn�1

�
=
janj rn
�

+O
�
rn�1

�
:
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D�où

T (r; f) = m (r; f) =
janj rn
�

+O
�
rn�1

�
� janj

�
rn (r ! +1) :

Proposition 1.1.1 [12] Soit f une fonction méromorphe avec le développement de Laurent
de f autour de l�origine

f (z) =

1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0; m 2 Z:

Alors

ln jcmj =
1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei���� d� +N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
:

1.2 Premier théorème fondamental de Nevanlinna

Théorème 1.2.1 [9; 12] Soit f une fonction méromorphe non constante et a 2 C: Soit le
développement de Laurent de la fonction f (z)� a autour du point d�origine

f (z)� a =
1X
i=m

ciz
i; cm 6= 0; m 2 Z:

Alors

T (r; a; f) = T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a) ;

où
j' (r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:

Preuve.1) Montrons le théorème pour a = 0: D�aprés Proposition 1.1.1; on a

ln jcmj =
1

2�

Z 2�

0

ln
��f �rei���� d� +N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
;

d�après les propriétés de
�
ln+
�
, on obtient

ln jcmj =
1

2�

Z 2�

0

ln+
��f �rei���� d� � 1

2�

Z 2�

0

ln+
1

jf (rei�)jd� +N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
= m (r; f)�m

�
r;
1

f

�
+N (r; f)�N

�
r;
1

f

�
= T (r; f)� T

�
r;
1

f

�
:

Donc

T

�
r;
1

f

�
= T (r; f)� ln jcmj ;

avec ' (r; 0) = 0:
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2) Montrons le théorème pour a 6= 0: Posons h = f � a; alors

N

�
r;
1

h

�
= N

�
r;

1

f � a

�
;

N (r; h) = N (r; f � a) = N (r; f) ;

m

�
r;
1

h

�
= m

�
r;

1

f � a

�
;

de plus

ln+ jhj = ln+ jf � aj � ln+ jf j+ ln+ jaj+ ln 2:
ln+ jf j = ln+ jf � a+ aj = ln+ jh+ aj

� ln+ jhj+ ln+ jaj+ ln 2:

En intégrant les deux membres de 0 à 2�, on trouve

m (r; h) � m (r; f) + ln+ jaj+ ln 2:
m (r; f) � m (r; h) + ln+ jaj+ ln 2:

Posons
' (r; a) = m (r; h)�m (r; f) :

Alors
j' (r; a)j � ln+ jaj+ ln 2:

D�après le 1ercas, on a

T

�
r;
1

h

�
= m

�
r;
1

h

�
+N

�
r;
1

h

�
= T (r; h)� ln jcmj
= m (r; h) +N (r; h)� ln jcmj
= m (r; f) + ' (r; a) +N (r; f)� ln jcmj
= T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a) :

Ainsi

T (r; a; f) = T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f)� ln jcmj+ ' (r; a) ;

où
j' (r; a)j � ln+ jaj+ ln 2

Remarque Le premier théorème fondamental peut être exprimé comme suit :

T

�
r;

1

f � a

�
= T (r; f) +O (1) ; r ! +1

pour tout a 2 C:
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1.3 La croissance et la distribution des valeurs d�une
fonction entière ou méromorphe

1.3.1 L�ordre et le type de croissance d�une fonction méromorphe

Dé�nition 1.3.1 [12] Soit f une fonction méromorphe, on dé�nit l�ordre de f par

� (f) = lim sup
r 7�!1

lnT (r; f)

ln r
:

Remarque 1.3.1 Si f une fonction entière, on remplace T (r; f) par lnM (r; f) ; où

M (r; f) = max
jzj=r

jf (z)j

alors l�ordre de f est dé�nit par

� (f) = lim sup
r 7�!1

ln lnM (r; f)

ln r

d�après la dé�nition de la limite supérieure , pour tout " > 0 il existe r0 > 0 tel que pour tout
r > r0; on ait

M (r; f) � er
�+"

:

Remarque 1.3.2 L�ordre inférieur � (f) de f est dé�nit de même mais avec la limite infé-
rieure au lieu de la limite supérieure

� (f) = lim inf
r 7�!1

lnT (r; f)

ln r

ce qui implique que 8" > 0; 9 r0 > 0; tel que 8r > r0; on ait

T (r; f) � r�(f)�":

Exemple 1.3.1 Soit f (z) = ez: On a

T (r; f) =
r

�

d�où

� (ez) = lim sup
r 7�!1

ln r
�

ln r
= 1; � (f) = lim inf

r 7�!1

ln r
�

ln r
= 1:

Exemple 1.3.2 Soit f (z) = ez
2
; on a

T (r; f) =
r2

�
;

d�où

�
�
ez

2
�
= lim sup

r 7�!1

ln r2

�

ln r
= 2; � (f) = 2:
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Exemple 1.3.3 Soit P (z) =
Pn

j=0 ajz
j un polynôme non constant de degré n � 1, tel que

aj (j = 0; 1; :::; n) sont des nombres complexes avec an 6= 0; et soit f (z) = eP (z): On a

T (r; f) � janj rn
�

; r ! +1

d�où

�
�
eP (z)

�
= lim sup

r 7�!1

ln janjr
n

�

ln r
= n = deg (P (z)) ; �

�
eP (z)

�
= n:

Dé�nition 1.3.2 Soit f une fonction méromorphe d�ordre � (0 < � <1) ; on dé�nit le type
de f par

� (f) = lim sup
r 7�!1

T (r; f)

r�

ce qui implique que 8" > 0; 9 r0 > 0; tel que 8r > r0; on ait

T (r; f) � (� + ") r�:

Remarque 1.3.3 Le type inférieur � (f) de f est dé�nit de même mais avec la limite infé-
rieure au lieu de la limite supérieure

� (f) = lim inf
r 7�!1

T (r; f)

r�
:

Exemple 1.3.4 Pour la fonction f (z) = ez; on a

� (f) = lim sup
r 7�!1

T (r; f)

r�
= lim sup

r 7�!1

r
�

r1
=
1

�
:

Dé�nition 1.3.3 [17]Une fonction méromorphe f (z) est dite de croissance régulière si

� (f) = � (f) :

Exemple 1.3.5 On a f (z) = ez est de croissance régulière car

� (ez) = � (ez) = 1:

Proposition 1.3.1 [7; 13] Soit f et g deux fonctions méromorphes. Alors

1:

� (f + g) � max f� (f) ; � (g)g
� (fg) � max f� (f) ; � (g)g

2: Si � (g) < � (f), alors
� (f + g) = � (fg) = � (f) :

Lemme 1.3.1 [15] Soient f et g des fonctions méromorphes dans le plan complexe telles
que 0 < � (f) ; � (g) <1 et 0 < � (f) ; � (g) <1: Alors nous avons :

(i) Si � (f) < � (g) ; alors on a

� (f + g) = � (fg) = � (f) :

(ii) Si � (f) = � (g) et � (f) 6= � (g) ; alors on obtient

� (f + g) = � (fg) = � (f) = � (f) :
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1.3.2 La mesure linéaire et la mesure logarithmique.

Dé�nition 1.3.4 [18] On dé�nit la mesure linéaire d�un ensemble E � [0;1) par

m (E) =

Z +1

0

�E (t) dt;

où �E (t) est la fonction indicatrice de l�ensemble E.
La densité supérieure d�un ensemble E � (0;+1) est dé�nie par

densE = lim sup
r 7�!1

m (E \ [0; r])
r

:

La mesure logarithmique d�un ensemble F � [1;+1) est dé�nie par

lm (F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
:

La densité logarithmique supérieure d�un ensemble F � [1;+1) est dé�nie par

log dens (F ) = lim sup
r 7�!1

lm (E \ [1; r])
log r

:

1) La mesure linéaire de l�ensemble E = [2; 3] [ [4; 5] � [0;+1) est

m (E) =

Z +1

0

�E (t) dt =

Z 3

2

dt+

Z 5

4

dt = 2:

2) La mesure logarithmique de l�ensemble F = [1; e] � [1;+1) est

lm (F ) =

Z +1

1

�F (t)

t
dt =

Z e

1

dt

t
= 1:

3) La densité supérieure de l�ensemble E = [1;+1) est

dens H = lim sup
r 7�!1

m (E \ [0; r])
r

= 1:

4) La densité logarithmique supérieure de l�ensemble F = [e;+1) est

log dens (F ) = lim sup
r 7�!1

lm ([e;+1) \ [1; r])
log r

= 1:

Lemme 1.3.2 [1; 4] Soit H un ensemble de nombres reéls positifs et �H (t) la fonction ca-
ractéristique de l�ensemble H: Alors, pour tout H � [1;+1) nous avons :

i) Si lm (H) = +1 alors m (H) = +1:
ii) Si densH > 0 alors m (H) = +1:
iii) Si log densH > 0 alors lm (H) = +1:
Preuve :
i) Puisque nous avons �H(t)

t
� �H (t) pour tout H � [1;+1) alors

m (H) � lm (H) :

Nous pouvons facilement prouver les résultats ii) et iii) par l�application de la dé�nition de
la limite et les propriétés lm (H \ [1; r]) � lm (H) et m (H \ [0; r]) � m (H) .
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1.3.3 Exposant de convergence d�une fonction méromorphe

Dé�nition 1.3.5 [13] Soit f une fonction méromorphe. On dé�nit l�exposant de convergence
des zéros de la fonction f par

� (f) = lim
r!+1

sup
logN

�
r; 1

f

�
log r

;

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

+ n

�
0;
1

f

�
log r;

telle que n
�
0; 1

f

�
désigne le nombre des zéros de la fonction f situés dans le disque jzj � t:

D�une manière analogue, on dé�nit l�exposant de convergence des zéros distincts de la fonction
f par

� (f) = lim
r!+1

sup
logN

�
r; 1

f

�
log r

où

N

�
r;
1

f

�
=

Z r

0

n
�
t; 1
f

�
� n

�
0; 1

f

�
t

+ n

�
0;
1

f

�
log r;

telle que n
�
0; 1

f

�
désigne le nombre des zéros distincts de la fonction f situés dans le disque

jzj � t .

Exemple 1.3.6 Comme la fonction f(z) = ez n�a pas de zéros, alors

� (ez) = � (ez) = 0:

1.3.4 Produit canonique

Théorème 1.3.1 [12] Soit (an)n2Nune suite de nombres complexes non nuls et d�exposant de
convergence �ni � et soit k un nombre entier non-négatif> � �1: Alors le produit canonique

1Y
n=1

Ek

�
z

an

�
;

où (
E0 (z) := 1� z

Em (z) := (1� z) exp
�
z + z2

2
+ :::+ zm

m

�
; m 2 N

dé�nit une fonction entière ayant des zéros exactement aux points an; chaque zéro étant
compté avec son ordre de multiplicité.

Théorème 1.3.2 [11] L�ordre d�un produit canonique est égal à l�exposant de convergence
des zéros.
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Exemple 1.3.7 La fonction gamma est dé�nie par

� (z) =
e�
z

z

1Y
n=1

�
1 +

z

n

��1
e
z
n ;

où


 := lim
r!1

�
1 +

1

2
+ :::+

1

n
� log n

�
;

donc
� (� (z)) = � (� (z)) = 1:



Chapitre 2

Sur la croissance des solutions
méromorphes des équations aux
di¤érences

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on étudie la croissance des solutions méromorphes des équations aux di¤é-
rences linéaires homogènes ou non homogènes de la forme

An (z) f (z + n) + ::::+ A1 (z) f (z + 1) + A0 (z) f (z) = 0 (2:1)

et
An (z) f (z + n) + ::::+ A1 (z) f (z + 1) + A0 (z) f (z) = F (z) ; (2:2)

où Aj (z) ; j = 0; 1; :::; n; F (z) sont des fonctions entières.

Dans [6] ; Chiang et Feng ont considéré la croissance des solutions méromorphes des équations
aux di¤érences (2:1) et ils ont obtenu le théorème suivant.

Théorème 2.A (voir [6] ; Théorème 9.2) Soient A0 (z) ; A1 (z) ; :::; An (z) des fonctions en-
tières telles qu�il existe un nombre entier l (0 � l � n) véri�ant

max
0�j�n
j 6=l

f� (Aj)g < � (Al) : (2:1:1)

Si f (z) 6� 0 est une solution méromorphe de l�équation (2:1), alors � (f) � � (Al) + 1:

Lorsque les coe¢ cients dans (2:1) sont des polynômes, ils ont obtenu le résultat suivant

Théorème 2.B (voir [6] ; Théorème 9.2) Soient P0 (z) ; P1 (z) ; :::; Pn (z) des polynômes tels
qu�il existe un entier l (0 � l � n) véri�ant

max
0�j�n
j 6=l

fdeg (Pj)g < deg (Pl) :
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Si f (z) 6� 0 est une solution méromorphe de l�équation

Pn (z) f (z + n) + :::+ P1 (z) f (z + 1) + P0 (z) f (z) = 0; (2:3)

alors � (f) � 1:

Dans le Théorème 2.A, les coe¢ cients de (2:1) véri�ent la condition max0�j 6=l�n f� (Aj)g <
� (Al) : Si la condition est remplacée par max0�j 6=l�n f� (Aj)g = � (Al) ; quels seront les ré-
sultats ? A ce sujet, Laine et Yang [13] ont obtenu le théorème suivant .

Théorème 2.C (voir [13] , Théorème 5.2) Soient A0 (z) ; A1 (z) ; :::; An (z) ; des fonctions
entières d�ordre �ni, telles qu�il existe un coe¢ cient d�ordre maximal � = max0�j 6=l�n f� (Aj)g
et ayant un type supérieur au type des autres coe¢ cients. Alors, toute solution méromorphe
f (z) 6� 0 de (2:1) véri�e, � (f) � � + 1:

Remarque 2.1.1 Dans [13] Laine et Yang ont posé la question : Est-il possible que toutes les
solutions méromorphes f (z) de (2:1) véri�ent � (f) � 1 + max0�j�n f� (Aj)g ; si l�équation
(2:1) n�a pas de coe¢ cient dominant ?

Mais l�exemple suivant montre que f (z) peut satisfaire � (f) � 1 + max0�j�n f� (Aj)g s�il
n�y a pas de coe¢ cient dominant.
Exemple Soit f (z) = ez + z est une solution de l�équation

[(e� 1) z � 1] f (z + 2)�
��
e2 � 1

�
z � 2

�
f (z + 1) +

��
e2 � 2

�
z +

�
e2 � 2e

��
f (z) = 0

cette équation n�a pas de coe¢ cient dominant et tous les coe¢ cients ont l�ordre 0, mais
� (f) = 1 sati�sfait la conclution du Théorème 2.C.

Dans ce qui suit, on continue à considérer les estimations de l�ordre de croissance des
solutions méromorphes des équations aux di¤érences linéaires d�ordre supérieur. Dans un
premier temps, nous considérons l�ordre inférieur des solutions méromorphes des équations
aux di¤érences linéaires homogènes.

Théorème 2.1.1 [21] Soient A0 (z) ; A1 (z) ; :::; An (z) ; des fonctions entières telles qu�il existe
un nombre entier l (0 � l � n) veri�ant

max f� (Aj) ; j = 0; :::; n; j 6= ng � � (Al) <1; (2:1:2)

et
max f� (Aj) : � (Aj) = � (Al) ; j = 0; :::; n; j 6= ng � � (Al) ; (2:1:3)

où

� (Al) = lim inf
r 7�!1

logM (r; Al)

r�(Al)
et � (Aj) = lim sup

r 7�!1

logM (r; Aj)

r�(Aj)

désignent le type inferieur de Al (z) et le type de Aj (z) respectivement. Si f (z) 6� 0 est une
solution méromorphe de (2:1) ; alors � (f) � � (Al) + 1:
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Lorsque les coe¢ cients de (2:1) sont des polynômes nous obtenons un résultat similaire
au Théorème 2.1.1; qui est aussi un ra¢ nement du Théorème 2. B.

Théorème 2.1.2 [21] Soient P0 (z) ; P1 (z) ; :::; Pn (z) ; des polynômes tels qu�il existe un
entier l (0 � l � n) véri�ant

max fdeg (Pj) ; j = 0; :::; n; j 6= l g � deg (Pl) ; (2:1:4)

et X
j2J

jajj < jalj ; (2:1:5)

où J = fj 2 f0; :::; ng n flg : deg (Pj) = deg (Pl)g ; et aj; j = 0; :::; n; sont les coe¢ cients
principaux de Pj (z) ; j = 0; :::; n; respectivement. Si f (z) 6� 0 est une solution méromorphe
de (2:3) ; alors � (f) � 1:

Les deux exemples suivants illustrent l�exactitude des Théorèmes 2.1.1 et 2.1.2

Exemple 2.1.1 La fonction f (z) = ez
2
véri�e les équations aux di¤érences

e�4z�4f (z + 2) + e�2z�1f (z + 1)� 2f (z) = 0

et
e�4z�4f (z + 2)� f (z) = 0;

où les coe¢ cients satisfont aux hypothèses (2:1:2) et (2:1:3) : Nous avons � (f) = 2 = � (A2)+
1; ce qui montre que le Théoème 2.1.1 est vrai.

Exemple 2.1.2 La fonction f1 (z) = ez log 2 véri�e l�équation aux di¤érence

(z + 1) f (z + 2)� 2f (z + 1)� 4zf (z) = 0;

et la fonction f2 (z) = ez + 1 satisfait l�équation

(z + 2) f (z + 2)� (e+ 1)
�
z2 + 1

�
f (z + 1)� e

�
z2 + 1

�
f (z) = 0:

Il est clair que les hypothèses (2:1:4) et (2:1:5) sont satisfaites. Nous avons � (f1) = � (f2) = 1;
ce qui montre que le Théorème 2.1.2 est vrai.

Les théorèmes suivants étudient l�ordre des solutions méromorphes de (2:1) dans le cas
où il y a plus d�un coe¢ cient ayant un ordre maximal.

Théorème 2.1.3 [21] SoitH un ensemble complexe satisfaisant log dens fr = jzj : z 2 Hg >
0;et soit Aj (z) ; j = 0; 1; :::; n;des fonctions entières telles que max f� (Aj) ; j = 0; :::; ng �
�1:S�il existe une constante positive �2 (�2 < �1) et un entier l (0 � l � n) tels que pour tout
" donné (0 < " < �1 � �2) ; on ait

jAl (z)j � exp
�
r�1�"

	
; z 2 H; (2:1:6)

jAj (z)j � exp fr�2g ; z 2 H; j = 0; :::; n; j 6= l ; (2:1:7)

alors toute solution méromorphe f (z) 6� 0 de (2:1) satisfait � (f) � �1 + 1 = � (Al) + 1:



2.1 Introduction 20

Théorème 2.1.4 [21] Soient A0 (z) ; A1 (z) ; :::; An (z) ; des fonctions entières. S�il existe un
nombre entier l (0 � l � n) tel que max0�j�n f� (Aj)g � � (Al) et

lim
r!1

P
j 6=lm (r; Aj)

m (r; Al)
< 1; (2:1:8)

alors toute solution méromorphe f (z) 6� 0 de (2:1) satisfait � (f) � � (Al) + 1

L�exemple suivant illustre l�exactitude des Théorèmes 2.1.3 et 2.1.4.

Exemple 2.1.3 La fonction f (z) = ez
2�3z véri�e l�équation

e�zf (z + 2) + ezf (z + 1)� 2e3z�2f (z) = 0;

où A2 (z) = e�z; A1 (z) = ez; A0 (z) = �2e3z�2 véri�ent � (A2) = � (A1) = � (A0) = 1:
(i) l = 2; H = fz : arg z = �g ; H1 = fr = jzj : z 2 Hg = fr; r > 0g ; donc

densH1 = lim
r!1

m (H1 \ [0; r])
r

=
r

r
= 1 > 0:

De plus, Ai (z) ; i = 0; 1; 2; véri�e les hypothèses (2:1:6) et (2:1:7) ; nous avons � (f) = 2 =
� (A2) + 1:
(ii) l = 0; il est clair que Ai (z) ; i = 0; 1; 2; véri�ent l�hypothèse (2:1:8) : Par conséquent,
nous avons aussi � (f) = 2 = � (A0) + 1:

Deuxièmement, nous considérons la croissance des solutions entières des équations aux
di¤érences linéaires non homogènes

An (z) f (z + n) + ::::+ A1 (z) f (z + 1) + A0 (z) f (z) = F (z) :

Notez que les résultats ci-dessus peuveut ne pas être applicables à l�équation homogène auquel
(2:1) est l�équation homogène correspondante (voir l�Exemple 2.1.4 ) : Mais nous pouvons
obtenir des résultats similaires avec quelques conditions supplémentaires.

Théorème 2.1.5 [21] Soient A0 (z) ; A1 (z) ; :::; An (z) ; (F (z) 6= 0) des fonctions entières telles
qu�il existe un nombre entier l (0 � l � n) tel que

b = max f� (Aj) ,j = 0; :::; n; j 6= l ; � (F )g < � (Al) <
1

2
; (2:1:9)

alors toute solution entière non triviale f de (2:2) satisfait � (f) � � (Al) + 1:

Théorème 2.1.6 [21] Soient A0 (z) ; A1 (z) ; :::; An (z) ; F (z) des fonctions entières telles qu�il
existe un nombre entier l (0 � l � n) tel que

b = max f� (Aj) ,j = 0; :::; n; j 6= l ; � (F )g < � (Al) <1: (2:1:10)

Supposons aussi que Al =
P1

n=1 c�nz
�n satisfait que la suite des exposants f�ng veri�e la

condition de Fabry gap
�n
n
!1; (2:1:11)

alors toute solution entière non triviale f de (2:2) satisfait � (f) � � (Al) + 1:
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Théorème 2.1.7 [21] Soient P0 (z) ; P1 (z) ; :::; Pn (z) ; des polynômes tels qu�il existe un
entier l (0 � l � n) véri�ant (2:1:4) et (2:1:5) : Si f (z) est une solution entière transcendante
de l�équation

Pn (z) f (z + n) + ::::+ P1 (z) f (z + 1) + P0 (z) f (z) = F (z) ; (2:1:12)

alors nous avons � (f) � 1:

Exemple 2.1.4 La fonction f (z) = ez véri�e l�équation

f (z + 2)� ef (z + 1) + f (z) = ez;

et
f (z + 2)� ef (z + 1) + e�zf (z) = 1:

Bien qu�il n�y ait qu�un seul coe¢ cient dominant tel que les hypothèses des Théorèmes 2:1:1,
2:1:3� 2:1:4 soient véri�ées, nous ne pouvons pas obtenir des résultats similaires dans le cas
de l�équation non homogène.

Exemple 2.1.5 La fonction f (z) = 1
�(z)

+ 1 satisfait l�équation

z (z + 1) f (z + 2)� zf (z + 1) = z2;

où les coe¢ cients polynômiaux satisfont l�hypothèse (2:1:4). Par conséquent, nous avons
� (f) = � (f) = 1; ce qui montre que Théorème 2:2:7 est vrai.

Exemple 2.1.6 La fonction f (z) = z véri�e l�équation

zf (z + 2)� (z + 1) f (z + 1) + z2f (z) = z3 + 1;

où les coe¢ cients polynomiaux satisfont l�hypothèse (2:1:4), cet exemple montre que l�équation
(2:1:12) peut avoir des solutions non transcendantes.

2.2 Lemmes préliminaires

Lemme 2.2.1 (voir [6] :) Soient f (z) une fonction méromorphe, � (6= 0) ; �1;�2 (�1 6= �2)
sont des nombres complexes, et soit 
 > 1; et " > 0 des constantes réelles données. Alors il
existe un sous ensemble E1 � (1;+1) de mesure logarithmique �nie,
(a) et une constante A dépendant uniquement de 
 et � telle que pour tout jzj = r =2
(E1 [ [0; 1]) ; nous avons����log ����f (z + �)

f (z)

�������� � A

�
T (
r; f)

r
+
n (
r)

r
log
 r log+ n (
r)

�
; (2:2:1)

(b) et si en plus f (z) possède une ordre �nie �; alors pour tout jzj = r =2 (E1 [ [0; 1]) ; nous
avons

exp
�
�r��1+"

	
�
����f (z + �)

f (z)

���� � exp�r��1+"	
où

exp
�
�r��1+"

	
�
����f (z + �1)

f (z + �2)

���� � exp�r��1+"	 : (2:2:2)
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Lemme 2.2.2 Soit f (z) une fonction méromorphe avec � (f) <1: Pour tout " > 0 donné,
il existe un sous ensemble E2 � (1;+1) ayant une mesure logarithmique in�nie telle que
pour tout r 2 E2 , on a

T (r; f) < r�(f)+": (2:2:3)

Preuve. Par la dé�nition de l�ordre inférieur, il existe une suite frng tendand vers 1 satis-
faisant

�
1 + 1

n

�
rn < rn+1 et

lim
n!1

log T (rn; f)

log rn
= � (f) :

Alors pour tout (" > 0) donné, il existe un n1 telle que pour n � n1, on a

T (rn; f) � r
�(f)+ "

2
n :

Soit E2 = [1n=n1
��

n
n+1

�
rn; rn

�
; alors pour tout r 2 E2; nous avons

T (r; f) � T (rn; f) � r
�(f)+ "

2
n �

�
n+ 1

n
r

��(f)+ "
2

< r�(f)+";

et lmE2 =
P1

n=n1

R rn
n

n�1 rn
=
P1

n=n1
log
�
1 + 1

n

�
=1 . Ainsi le Lemme 2.2.2 est prouvé

Lemme 2.2.3 [21]Soit f (z) une fonction méromorphe avec � (f) < 1; �1; �2 étant des
nombres complexes distincts, et soit " (> 0) une constante réelle donnée. Alors il existe un
sous ensemble E3 � (1;+1) de mesure logarithique in�nie tel que pour tout jzj = r 2 E3;
nous avons

exp
�
�r�(f)�1+"

	
�
����f (z + �1)

f (z + �2)

���� � exp�r�(f)�1+"	 :
Lemme 2.2.4 (voir [6] :) Soient �1; �2 deux nombres complexes tels que �1 6= �2, et soit
f (z) une fonction méromorphe d�ordre �ni. Soit � l�ordre de f (z) : Alors pour tout " > 0;
nous avons

m

�
r;
f (z + �1)

f (z + �2)

�
= O

�
r��1+"

�
:

Lemme 2.2.5 (voir [2] :) Soit f (z) une fonction entière d�ordre � (f) = � < 1
2
et désignant

par A (r) = inf jzj=r log jf (z)j ; B (r) = supjzj=r log jf (z)j : Si � < � < 1; alors

log dens fr : A (r) > (cos��)B (r)g � 1� �

�
:

Lemme 2.2.6 (voir [3] :) Soit f (z) une fonction entière avec � (f) = � < 1
2
et � < � =

� (f) : Si � � � < min
�
�; 1

2

	
et � < � < 1

2
; alors

log dens
�
r : A (r) > (cos��)B (r) > r�

	
> C (�; �; �) ;

où C (�; �; �) est une constante positive qui dépend uniquement de �; �; �:



2.3 Preuves des Théorèmes 2.1.1-2.1.7 23

Lemme 2.2.7 [21]Soit f (z) une fonction entière d�ordre 0 < � (f) = � < 1: Alors pour
tout � < �; il existe un ensemble E4 avec une densité logarithmique supérieure positive tel
que pour tout jzj = r 2 E4;nous avons

logM (r; f) > r�;

où M (r; f) = maxjzj=r jf (z)j :

Preuve. Par la dé�nition de l�ordre, il existe une suite frng tendant vers 1 telle que pour
tout (" > 0) donné, nous avons

logM (r; f) > r��"n :

Soit � < �: Alors nous pouvons choisir " (su¢ samment petit) et � satisfaisant 1 < � < ��"
�
:

Ensuite, pour tout r 2 [rn; r�n ] (n � 1) ; on a

logM (r; f) � logM (rn; f) > r��"n � r
��"
� > r�:

Posons E4 = [1n=1 [rn; r�n ] : Alors nous avons

log densE4 � lim
n!1

lm (E4 \ [1; r])
log r

� lim
n!1

lm (E4 \ [1; r�n ])
log r�n

� lim
n!1

lm ([rn; r
�
n ])

log r�n
=
�� 1
�

> 0:

Ainsi le Lemme 2.2.7 est prouvé.

Lemme 2.2.8 (voir [10] :) Soit f (z) =
P1

n=1 c�nz
�n une fonction entière d�ordre 0 < � (f) =

� <1: Si la suite des exposants f�ng véri�e la condition de Fabry gap (2:1:11) ; alors pour
tout � < � (f) ; il existe un ensemble E6 avec une densité logarithmique supérieure positive
telle que pour tout jzj = r 2 E6, nous avons

logL (r; f) > r�;

où L (r; f) = minjzj=r jf (z)j :

2.3 Preuves des Théorèmes 2.1.1-2.1.7

2.3.1 Preuve du Théorème 2.1.1.

On suppose que f (z) est une solution méromophe de (2:1) satisfaisant

� (f) < � (Al) + 1 <1: (2:3:1)

Dans la relation (2:1:2) et (2:1:3) notons

� = max f� (Aj) : � (Aj) � � (Al) ; j = 0; :::; n; j 6= lg
et

� = max f� (Aj) : � (Aj) = � (Al) ; j = 0; :::; n; j 6= lg :
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Alors pour tout " (> 0) donné et r su¢ samment grand, on a

jAj (z)j � exp
�
r�+"

	
(2:3:2)

si � (Aj) < � (Al) ; et

jAj (z)j � exp
�
(� + ") r�(Al)

	
(2:3:3)

si � (Aj) = � (Al) : De plus, par le Lemme 2.2.3; il existe un sous ensemble E3 � (1;+1)
ayant une mesure logarithmique in�nie telle que pour tout z satisfaisant jzj = r 2 E3; on a����f (z + j)

f (z + l)

���� � exp�r�(f)�1+"	 ; j = 0; :::; n; j 6= l: (2:3:4)

Alors on choisit " (> 0) su¢ samment petit tel que

max f�; � (f)� 1g+ 2" < � (Al) et � + 2" < � (Al) : (2:3:5)

Maintenant, on divise l�équation (2:1) par f (z + l) pour obtenir

� Al (z) = An (z)
f (z + n)

f (z + l)
+ :::+ Al+1 (z)

f (z + l + 1)

f (z + l)

+Al�1 (z)
f (z + l � 1)
f (z + l)

+ :::+ A0 (z)
f (z)

f (z + l)
(2.3.6)

En substituant (2:3:2)� (2:3:4) dans (2:3:6) ; on obtient

jAl (z)j � jAn (z)j
����f (z + n)

f (z + l)

����+ :::+ jAl+1 (z)j
����f (z + l + 1)

f (z + l)

����
+ jAl�1 (z)j

����f (z + l � 1)
f (z + l)

����+ :::+ jA0 (z)j
���� f (z)

f (z + l)

����
�

X
0�j 6=l�n

����f (z + j)

f (z + l)

���� jAj (z)j
� exp

�
r�(f)�1+"

	 X
0�j 6=l�n

jAj (z)j

M (r; Al) � exp
�
r�(f)�1+"

	 �
K1 exp

�
r�+"

	
+K2 exp (� + ") r�(Al)

�
; r 2 E3; K1; K2 2 R+

par conséquent, nous avons par (2:3:5)

� (Al) � lim inf
r 7�!1

logM (r; Al)

r�(Al)
� � + " < � (Al)� ";

c�est une contradiction. Par conséquent, nous avons � (f) � � (Al) + 1:
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2.3.2 Preuve du Théorème 2.1.2.

Supposons que f (z) est une solution de (2:3) véri�ant � (f) < 1: On divise l�équation (2:3)
par f (z + l) pour obtenir

�Pl (z) = Pn (z)
f (z + n)

f (z + l)
+:::+Pl+1 (z)

f (z + l + 1)

f (z + l)
+Pl�1 (z)

f (z + l � 1)
f (z + l)

+:::+P0 (z)
f (z)

f (z + l)
:

(2.3.7)
Puisque � (f) < 1; on peut choisir " (> 0) su¢ samment petite tel que � (f)+ " < 1: Puis par
le Lemme 2.2.3, il existe un sous ensemble E3 � (1;+1) ayant une mesure logarithmique
in�nie tel que pout tout z satisfaisant jzj = r 2 E3; on a����f (z + j)

f (z + l)

���� � exp�r�(f)�1+"	 = exp fo (1)g = 1 + o (1) ; j = 0; :::; n; j 6= l: (2.3.8)

En substituant (2:3:8) dans (2:3:7) ; on obtient

jPl (z)j � jPn (z)j
����f (z + n)

f (z + l)

����+ :::+ jPl+1 (z)j
����f (z + l + 1)

f (z + l)

����
+ jPl�1 (z)j

����f (z + l � 1)
f (z + l)

����+ :::+ jP0 (z)j
���� f (z)

f (z + l)

����
�

X
0�j 6=l�n

jPj (z)j
����f (z + j)

f (z + l)

����
� 1 + o (1)

X
0�j 6=l�n

jPj (z)j

C�est une contradiction avec les hypothèses (2:1:4) et (2:1:5) ; alors � (f) � 1:

2.3.3 Preuve du Théorème 2.1.3.

Si � (f) = 1; le résultat est trivial. On suppose que � (f) < �1 + 1 = � (Al) + 1: Notons
H1 = fr = jzj : z 2 Hg : Puisque log densH1 > 0; alors H1 est un ensemble de r de mesure
logarithmique in�nie. Par les hypothèses � (Al) � �1 et (2:1:5) ; il est facile d�obtenir � (Al) =
�1: De plus, d�après le Lemme 2.2.1(b) ; il existe un sous ensemble E1 � (1;+1) de mesure
logarithmique �nie tel que pour tout " (> 0) donné et pour tout z satisfaisant jzj = r =2
([0; 1] [ E1) ; nous avons����f (z + j)

f (z + l)

���� � exp�r�(f)�1+"	 ; j = 0; :::; n; j 6= l: (2.3.9)

En substituant (2:3:9) et (2:1:6)� (2:1:7) dans (2:3:6) ; nous avons

exp
�
r�1�"

	
� jAl (z)j � n exp fr�2g exp

�
r�(f)�1+"

	
; jzj = r 2 H1n ([0; 1] [ E1) :

(2.3.10)
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On choisit 0 < " < min
�
�1��2;

�1��(f)+1
2

�
; et on divise l�équation (2:3:11) par exp fr�1�"g

pour obtenir

1 � n exp
�
r�2 + r�(f)�1+" � r�1�"

	
Par le passage à la limite, on a

1 � 0
.C�est une contradicion, alors � (f) � �1 + 1 = � (Al) + 1:

2.3.4 Preuve du Théorème 2.1.4.

Si � (f) = 1; le résultat est trivial. On suppose que � (f) < 1: D�après le Lemme 2.2.4,
pour r su¢ samment grand et tout " (> 0) donné,

m

�
r;
f (z + j)

f (z + l)

�
= O

�
r�(f)�1+"

�
: (2.3.11)

En substituant (2:3:11) dans (2:3:6) ; nous avons

m (r; Al) � m (r; An) +m

�
r;
f (z + n)

f (z + l)

�
+ :::+m (r; A0) +m

�
r;

f (z)

f (z + l)

�
(2.3.12)

�
X

0�j 6=l�n

m

�
r;
f (z + j)

f (z + l)

�
+

X
0�j 6=l�n

m (r; Aj)

� O
�
r�(f)�1+"

�
+

X
0�j 6=l�n

m (r; Aj) : (2.3.13)

Par l�hypothèse (2:1:8) on aX
0�j 6=l�n

m (r; Aj) � � m (r; Al) ; � < 1

donc

m (r; Al) � O
�
r�(f)�1+"

�
+ � m (r; Al) :

Par le passage à la limite supérieure, on a

� (Al) � � (f)� 1 + ":
Puisque " (> 0) est arbitraire, alors � (f) � � (Al) + 1:
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2.3.5 Preuve du Théorème 2.1.5.

Si � (f) = 1; alors le résultat est trivial. On suppose que � (f) < � (Al) + 1:On divise
l�équation (2:2) par f (z + l) pour obtenir

� Al (z) = An (z)
f (z + n)

f (z + l)
+ :::+ Al+1 (z)

f (z + l + 1)

f (z + l)

+Al�1 (z)
f (z + l � 1)
f (z + l)

+ :::+ A0 (z)
f (z)

f (z + l)
� F (z)

f (z)

f (z)

f (z + l)
:(2.3.14)

Par le Lemme 2.2.1(b) ; on a (2:3:9) est véri�ée pour tout " > 0 donné et pour tout z
satisfaisant jzj = r =2 ([0; 1] [ E1) ; où E1 � (1;+1) posède une mesure logarithmique �nie.
Par l�hypothèse (2:1:9) ; pour r = jzj su¢ samment grand

jAj (z)j � exp
�
rb+"

	
; j = 0; :::; n; j 6= l; (2.3.15)

et

jF (z)j � exp
�
rb+"

	
:

Puisque M (r; f) > 1; alors pour r = jzj su¢ samment grand, nous avons

jF (z)j
M (r; f)

� jF (z)j � exp
�
rb+"

	
: (2.3.16)

Par le Lemme 2.2.5 (si � (Al) = � (Al)) ou le Lemme 2.2.6 (si � (Al) < � (Al)) ; il existe un
sous ensemble E7 � (1;+1) ayant une mesure logarithmique in�nie tel que pour tout z
satisfaisant jzj = r 2 E7; nous avons

jAl (z)j � exp
�
r�(Al)�"

	
: (2.3.17)

En substituant (2:3:9) ; (2:3:15) � (2:3:17) dans (2:3:14) ; pour tout z satisfaisant jzj = r 2
E7n ([0; 1] [ E1) et jf (z)j =M (r; f) ; on a

exp
�
r�(Al)�"

	
� jAl (z)j � (n+ 1) exp

�
rb+"

	
exp

�
r�(f)�1+"

	
: (2.3.18)

Maintenant, on choisit 0 < " < min
n
�(Al)�b

2
; �(Al)��(f)+1

2

o
; on divise l�équation (2:3:17) par

exp
�
r�(Al)�"

	
1 �

(n+ 1) exp
�
rb+"

	
exp

�
r�(f)�1+"

	
exp fr�(Al)�"g :

Par le passage à la limite, on a

1 � 0:
C�est une contradiction, alors � (f) � � (Al) + 1:
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2.3.6 Preuve du Théorème 2.1.6.

Si � (f) = 1; alors le résultat est trivial. On suppose que � (f) < � (Al) + 1:On divise
l�équation (2:2) par f (z + l) pour obtenir

Al (z) = An (z)
f (z + n)

f (z + l)
+ :::+ Al+1 (z)

f (z + l + 1)

f (z + l)

+Al�1 (z)
f (z + l � 1)
f (z + l)

+ :::+ A0 (z)
f (z)

f (z + l)
� F (z)

f (z)

f (z)

f (z + l)
: (2.3.19)

Par le Lemme 2:2:1 (b) ; on a (2:3:9) est véri�ée pour tout " > 0 donné et pour tout z
satisfaisant jzj = r =2 ([0; 1] [ E1) ; où E1 � (1;+1) possède une mesure logarithmique �nie.
Par l�hypothèse (2:1:9) ; pour r = jzj su¢ samment grand

jAj (z)j � exp
�
rb+"

	
; j = 0; :::; n; j 6= l; (2.3.20)

et

jF (z)j � exp
�
rb+"

	
:

D�aprés le Lemme 2.2.8, il existe un sous ensemble E6 de densité logarithmique supérieure
positive tel que pour tout r = jzj 2 E6; nous avons

L (r; f) > er
�

:

Puisque L (r; f) > er
�
pour r = jzj su¢ samment grand, nous avons

jF (z)j
L (r; f)

� jF (z)j
exp fr�g � exp

�
rb+"

	
: (2.3.21)

En substituant (2:3:9) ; (2:3:15) � (2:3:17) dans (2:3:14) ; pour tout z satisfaisant jzj = r 2
E7n ([0; 1] [ E1) et jf (z)j =M (r; f) ; on a

exp
�
r�(Al)�"

	
� jAl (z)j � (n+ 1) exp

�
rb+"

	
exp

�
r�(f)�1+"

	
: (2.3.22)

Maintenant, on choisit 0 < " < min
n
�(Al)�b

2
; �(Al)��(f)+1

2

o
; on divise l�équation (2:3:17) par

exp
�
r�(Al)�"

	
1 �

(n+ 1) exp
�
rb+"

	
exp

�
r�(f)�1+"

	
exp fr�(Al)�"g :

Par le passage à la limite, on a

1 � 0:
C�est une contradiction, alors � (f) � � (Al) + 1:



2.3.7 Preuve du Théorème 2.1.7.

Supposons que f (z) est une solution entière transcendante de (2:1:12) véri�ant � (f) < 1:
En divisant l�équation (2:1) par f (z + l) on obtenir

� Pl (z) = Pn (z)
f (z + n)

f (z + l)
+ :::+ Pl+1 (z)

f (z + l + 1)

f (z + l)
+ Pl�1 (z)

f (z + l � 1)
f (z + l)

+:::+ P0 (z)
f (z)

f (z + l)
� F (z)

f (z)

f (z)

f (z + l)
: (2.3.23)

Puisque � (f) < 1, on a (2:2:8) pour tout " donné (0 < " < 1� � (f)) et pour tout z satisfai-
sant jzj = r 2 E3; où E3 � (1;+1) posède une mesure logarithmique in�nie. Puisque f (z)
est transcendante, alors pour r = jzj su¢ samment grand

jF (z)j
M (r; f)

= o (1) : (2.3.24)

En substituant (2:2:8) et (2:3:24) dans (2:3:23) on obtient pour tout z satisfaisant jzj = r 2
E3; r !1 et jf (z)j =M (r; f) ;

jPl (z)j � jPn (z)j
����f (z + n)

f (z + l)

����+ :::+ jPl+1 (z)j
����f (z + l + 1)

f (z + l)

����+ jPl�1 (z)j ����f (z + l � 1)
f (z + l)

����
+:::+ P0 (z)

f (z)

f (z + l)
� F (z)

f (z)

f (z)

f (z + l)

�
X

0�j 6=l�n

jPj (z)j
����f (z + j)

f (z + l)

����+ jF (z)jjf (z)j
jf (z)j

jf (z + l)j

� (1 + o (1))
X

0�j 6=l�n

jPj (z)j :

C�est une contradiction avec les hypothèses (2:1:4) et (2:1:5) ; alors � (f) � 1:
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CONCLUSION

Dans ce mémoire, on a étudié quelques résultats dus à Xiu-Min Zheng et Jin Tu [21] concer-
nant la croissance et l�oscillation des solutions méromophes des équations aux di¤érences
linéaires homogènes et non homgènes à coe¢ cients fonctions entières de la forme

An (z) f (z + n) + ::::+ A1 (z) f (z + 1) + A0 (z) f (z) = 0

et

An (z) f (z + n) + ::::+ A1 (z) f (z + 1) + A0 (z) f (z) = F (z)

Une question naturelle : Est-il possible d�obtenir des résultats similaires lorsque les coe¢ -
cients Aj (z) (j = 0; :::; k � 1) sont des fonctions méromorphes ?
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