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RESUME

Le but de ce mémoire est 1’ application de quelques outils de I’ analyse harmonique réelle
a 1’ étude des équations de Navier-Stokes n—dimensionnelles dans 1’ espace R"” tout entier

(n>3):
Ou = Au— (u.V)u—Vp
V=0 (0.0.1)
(t,x) € (0,T) x R™.

ou les inconnues sont le vecteur vitesse u(t,z) : RT x R" — R" et la pression p(t,z) :
R* x R™ — R. V est I” opérateur différentiel (0,,, ..., d,,) noté vectoriellement, V.u est la
divergence du champ u, A est 1" opérateur de Laplace (V.V) tandis que (u.V) est I opérateur
de dérivation partielle u10,, + ...1,, 0y, .

Le point de départ de I’ étude est la notion méme de solution. Dés qu’ on sort du cadre
classique, ou toutes les dérivations sont a considérer au sens fort, il y a plus d’ une facon
de définir une solution faible et les mots "faible" et "mild" utilisés dans la littérature en
sont une preuve. De plus, il est usuel d’ associer & un probléme de Cauchy différentiel une
formulation intégrale et de transposer le probléme initial sur celle-ci. Le systéme de Navier-
Stokes devient alors (aprés avoir appliqué formellement 1’ opérateur P de projection sur le

champs des vecteurs a divergence nulle) :

¢
u(t) = e®uy — / AP (u. V) u(r)dr.
0

La encore, I’ équivalence entre les deux approches n’ est pas toujours évidente (pour plus de
détails voir [9]).

Rappelons que les équations de Navier-Stokes sur (0,7") x R™ décrivant I’ évolution de la
vitesse d’ un fluide newtonien incompressible, homogeéne et visqueux u(t, z), sont données en
I’ absence de force extérieure au systeme ({0.0.1]).

Le systéme de Navier-Stokes est donc un systéme d’ équations aux dérivées partielles non
linéaires d’ évolution, portant sur la vitesse et la pression du fluide. La présence de —Vp dans

le membre de droite de (0.0.1]) assure que la divergence de u reste nulle au cours du temps.
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En prenant la divergence de la premiére équation dans (0.0.1)), on s’ apercoit sans peine que

la pression est reliée au champ de vitesses par 1’ équation de Poisson
—Ap =div [(u.V)u]. (0.0.2)

Cette équation de Poisson peut étre résolue par exemple de la maniére suivante : 1’ incom-

pressibilité du systéme nous donne que
(u.V)u = Z 9; (wu),
J
Donc (0.0.2)) s’ écrit sous la forme

—Ap = Z 0;0k (ujuk)
j.k
ou encore
p=(=A)") 0,0 (wWu).
j.k
Nous pouvons donc définir le projecteur de Leray
P=1Id—VA™'V.
et considérer le systeme équivalent suivant

Oru = Au—P[(u.V)u].

On remarque que ce nouveau systéme ne porte plus que sur le champ de vitesses (de divergence
nulle).

Le projecteur de Leray P est orthogonal dans L? et comme u est de divergence nulle, on a
(u, P{(w.V)u]) = (u, (u.V)u).
Par intégration par parties on peut écrire

(u, (u.V)u)y = Z (v, u* O
jke{l,...n}?
1
= 3 > /ukak]u\Qd:c
ke{l,...,n} Rn

1
= -3 / (div w) [u|* dz = 0.

R’Il
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Le terme non linéaire du systéme de Navier-Stokes est donc antisymmétrique dans L2, in-
dépendament de la dimension de I’ espace. La connaissance du champ de vitesses u permet
finalement d’ obtenir la pression par 1’ équation de Poisson ({0.0.2]).

Le premier chapitre est consacré a I’ étude des solutions milds, ¢’ est a dire des solutions
faibles qui sont de plus continues en temps et & valeurs dans un espace de Banach E de

distributions (u(t,x) € C' ([0,T], E)). Deux questions naturelles se posent :

1. Sion considére une donnée initiale uy € F, existe-t-il une solution u(t, z) dans C' ([0, 7], E) ?

2. En cas d’ existence, cette solution est-elle unique ?

Il y a une différence remarquable dans la fagon d’ aborder ces deux questions. Ceci est du
a la présence de la non-linéarité. En effet, méme en remplacant (u.V)wu par V (u® u) (
grace a la condition de divergence nulle), il n’ est pas toujours possible de faire un produit
de distributions. Lorsqu’ on se demande s’ il existe une fonction u(t,z) € C ([0,7], F) qui
vérifie les équations de Navier-Stokes, on a le droit de rechercher une solution plus réguliére,
de fagon a pouvoir donner un sens au terme (u ® u) méme si a priori le produit n’ est pas
défini sur E. Par contre, lorsqu’ on se pose la question de I’ unicité dans C ([0, 7], F), on est
obligé de se restreindre aux espaces E ot le produit est bien défini. La condition discriminante
sera

E — L?

loc*

Le résultat éssentiel de ce chapitre est I’ unicité des solutions milds de Navier-Stokes dans I’
espace C ([0,7T), L™ (R™)").

Le chapitre 2 est consacré a la généralisation du résultat d’ unicité des solutions faibles au
sens de Leray pour les équations de Navier-Stokes au cas des espaces de multiplicateurs
C?(D,T)VY1@¥0”>.

Les résultats obtenus dans ce mémoire ont fait 1’ objet de deux publications.

1. On the regularity of weak solutions to the Navier-Stokes equations, Advances and Ap-

plications in Fluid Mechanics, 1 : 2 (2007), 147-180.

2. Remark on uniqueness of weak solutions to the Navier-Stokes equations, Analysis (In-

ternational mathematical journal of analysis and its applications), & paraitre.
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Chapitre 1

Unicité dans L" (R") pour les
équations de Navier-Stokes

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on se propose de donner une nouvelle preuve du théoréme d’ unicité des
solutions "mild" de I’ équation de Navier-Stokes [I1] dans 1’ espace C ([0,T'), L™ (R™)").

Les équations de Navier-Stokes dans le cas d’ un fluide visqueux, incompressible et homogéne
remplissant tout 1’ espace (en 1" absence de forces extérieures et en prenant les constantes de

densité et de viscosité égales a 1) sont données par le systéme :

(1.1.1)

Ou = Au— (u.V)u — Vp
Vau=0

o u(t,x) : RT x R™ — R™ est le vecteur vitesse de I’ élément de fluide a 1’ instant ¢ et a la
position z, p(t,z) : RT x R™ — R est la pression (inconnue) dont le role est de maintenir la
divergence de u égale a 0 (cette condition de divergence nulle exprime I’ incompressibilité du
fluide).

Lorsqu’ on étudie les solutions faibles de (|1.1.1)) (les dérivations sont alors prises au sens des

distributions), on remplace le terme (u.V)u par V. (u @ u) = (V.u)u + (u.V) u.

Définition 1.1.1 Soit T' €]0,4o00] fizé. Une solution faible sur |0,T[ de 1’ équation de

Navier-Stokes est un champ de vecteurs u(t,z) € (L7,

Vau=0 (1.1.2)
il existe p € D' (]0, T[xR™) telle que Oyu = Au — (u.V)u — Vp. o

(0, T[xR™))" qui vérifie dans D' (]0, T[xR™) :
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Le théoréeme que nous allons démontrer est le suivant.

Théoréme 1.1.1 (Unicité L™ (R")) Soit T > 0 fizé. Si u et v sont deux solutions de I’

équation de Navier-Stokes sur (0,T) x R™ telles que
u(t), v(t) € C(0,T); L* (RY)") et u(0,.) = v(0,.) =0,

alors u = v.
Les solutions "mild" dans LP pour les équations de Navier-Stokes sont les solutions faibles
w sur (0,T) qui vérifient de plus

u(t) € C([0,7); L” (R")") .
En dimension n = 3, T. Kato [2I] a démontré I’ existence de telles solutions pour p > 3 et leur
unicité pour p > 3. L’ idée essentielle de T. Kato est d” exprimer la solutions de I’ équation de
Navier-Stokes sous forme intégrale [21]. La premiere étape dans ce sens consiste a ¢liminer la
pression p en projetant I’ équation considérée sur les champs de vecteurs a divergence nulle.
Cette technique (trés utilisées) remonte au travaux pionniers de J. Leray [29] sur les solutions
faibles u(t,z) € L™ (]O, T[, L* (R3)3>.
En prenant la divergence de (1.1.1)), on obtient 1’ équation

Ap+V.(V.(u®u)) =0
ce qui permet d’ éliminer p en introduisant I’ opérateur
Pf=f—-VA N V.f)=(Id+RIR) f

ou

1
R=——uV
V=A

est le vecteur des transformations de Riesz
R:<R1,...,Rd), R]f:Z—f

On obtient alors le systeme :

Ou = Au — PV. (u ® u)
{ V=0 (1.1.3)
dont la solution est donnée par
u(t) = ePug — fot eU=TAPY. (u @ u) (7)dr
{ YV u—0 . (1.1.4)
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1.2 La théorie classique des équations de Navier-Stokes
(1934 — 1984)

La théorie des équations de Navier-Stokes dans R? repose essentiellement sur deux papiers :
I’ article phare de Leray de 1934 [29] sur I’ existence des solutions faibles en tout temps pour
une donnée initiale L? et de I’ article de Kato de 1984 [21] sur 1’ existence de solutions milds
globales pour une donnée initiale L? de norme suffisament petite. Le probléme de 1’ unicité
des solutions faibles de Leray est toujours ouvert ; celui des solutions milds L? a récemment

connu de nombreux travaux.

Remarque 1.2.1 L’ énergie associée a I’ équation de Navier-Stokes est donnée par

t
1
Bt ) = g e + | 1T e .
0

Cette derniére relation est utulisée des solutions faibles. Pour les solutions mild, il existe
une autre approche [§], [21]. En fait, nous pouvons éléminer la pression p en projetant les
équations de Navier-Stokes sur les champs de vecteurs a divergence nulle.

On a la proposition suivante.
Proposition 1.2.1 (formulation intégrale des équations de Navier-Stokes) Soitu(t,z) €
C ([0, +00); L™ (R™)"). Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

(A) u(t,x) est solution faible des équations de Navier-Stokes ;
(B) V.u=0 et dyu=Au—PV. (u® u)

(C) il existe ug € S' (R™), V.ug =0 et
t
u(t) = ey — / IAPY. (u @ u) (1)dr.
0

La preuve de la proposition repose éssentiellement sur la décomposition de Littlewood-
Paley (voir [10]).
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1.3 Unicité des solutions "mild" dans I’ espace L" (R")

Nous nous intéressons dans cette section a I’ unicité des solutions "mild" dans F = C ([0, T); L™ (R™)").
Rappelons que I’ existence de solutions "mild" a été établie & 1’ aide d’ un théoréme de point

fixe dans le sous espace
F, = {u € F i Viue (L= ([0,T) x R"))", limv/iu = 0} .

L’ unicité dans F, est donc immédiate et le probléme est de s’ affranchir de la contrainte
Vitu € (L ([0,T) x R™))".
Soit 7' > 0 fixé. On considére le probléme d’ unicité pour les solutions u(t, z) € C ([0, T); L™ (R™)")

du systeme de Navier-Stokes incompressible sous forme intégrale :

u(t) = e®ug + B(u,u)(t) pour t € [0,T),
(1.3.1)

u(0,.) = uo,
ot ug € L™ (R")" avec V.ug = 0, A est le Laplacian dans R" et B est la forme bilinéaire

symétrique définie par :
t
B(u,v)(t) = —/ eIAPY . (u @ v) (7)dr,
0

P est le projecteur de Leray.
Récemment, Furioli, Lemarié-Rieusset et Terraneo ont montré I’ unicité pour des données

initiales arbitraires [9].

Théoréme 1.3.1 ([9], [10]) Siu etv sont des solutions "mild" de sur C ([0, T); L™ (R™)"™)

avec n > 3, alors u=wv sur [0,T).

Si la forme bilinéaire B est continue sur C ([0, 7); L™ (R™)"), la démonstration de ce théoréme
devient immédiate. Mais ce n’ est pas le cas (voir [I1]). L’ idée dans [9] est d’ estimer u — v
dans L ((0,7); Z) ou Z est un espace "proche" de L™ (R")". Ils ont pris pour Z un espace
de Besov et ont utilisé 1’ analyse microlocale. Une simplification de cette preuve donnée par
Meyer [33] utilise comme espace Z I’ espace de Lorentz L™ qui a 1" avantage de contenir
L™. La forme bilinéaire B est bicontinue sur C ([0, 7); L™* (R™)"), la continuité en 0 étant &
interpréter au sens de la topologie faible—x de L™ (R™)". D’ autres résultats d’ unicité sont

aussi & mentionner : Lions-Masmoudi [30].
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Théoréme 1.3.2 ([30], [31]) Siu etv sont deux solutions faibles des équations de Navier-

Stokes et ont la méme valeur initiale dans C ([0,T); L™ (R™)") avec n > 3, alors u = v.

Théoréme 1.3.3 ([30], [31]) Siu et v sont deux solutions faibles des équations de Navier-

Stokes et ont la méme valeur initiale dans L™ ([0,T); L™ (R™)") avec n > 4, alors u = v.

L’ idée de la démonstration proposée dans ce chapitre est de travailler directement sur I’ espace
C ([0, T); L™ (R™)") et repose essentiellement sur deux idées. La premiere est d’ utiliser les
estimations de régularité maximale L? bien connue pour le Laplacian —A. La seconde repose
sur la décomposition du champs de vecteur u € C ([0,7); L™ (R™)") en une partie u; €
C([0,T); L™ (R™)") de norme ||| (o 7y, pn(rnyny < € €t un terme borné uy € L ([0,7) x R™)
dont la norme L est suffisament grande et d’ estimer B(.,.) pour chaque terme différement
en utilisant la régularité maximal. La combinaison de ces deux idées, a en outre permis de
donner une démonstration courte et simple de I’ unicité dans 1’ espace C ([0, +00); L™ (R™)")

(voir [11]).

1.4 Lemmes fondamentaux

Les inégalités classiques sur les espaces de Lebesgue LP (R™) que nous utiliserons sont les

suivantes :

1. Inégalité de Holder : pour 1 <p < oo et 1 < g < oo avec %4—% <1,o0na

1 1
r < - = -
1Fgller < 1o gl avee =2

2. InégalitédeYoung:pourlgpgooetlgqgooavec%Jr%Zl,ona

1 1 1
17 gl <UFlliollglle avee == "o =1

Pour démontrer le résultat principal de ce chapitre, il nous faut comprendre I’ action du

A sur les espaces de Lebesgue. Cela nous permet en particulier d’

noyau de la chaleur ¢
obtenir les estimations L? — L? pour le noyau de la chaleur. L’ opérateur e'® est un opérateur

de convolution avec un noyau t~2G <%) ou G € L' N L. On en déduit le lemme suivant.
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Lemme 1.4.1 (Estimations L? — L9) Soient deuz réels p et q tels que 1 < p < q < 0.

Alors il existe une constante C' tel que pour tout t > 0 et tout champ de vecteur f € LP (R"),

on a
C
e 700 < ey 10
et
C
tA
HVe fHLq < m 1fll 2o -

Soit T' > 0 fixé, on utilise la notation

q

T
— q
p,q, T /HgHLp(Rd)ddt ) 1§p§007 ].SQSOO
0

g

qui désigne la norme dans 1" espace L4 ((0,T); L (R™)") avec des modifications si ¢ = oo.
Lemme 1.4.2 Soient 1 < p,q <00, 0<T < o0o. Si g L1((0,T); L? (R™)"), la fonction &
u(t) = e®ug + /t e"IAPg(T)dr,

0
appartienne a L1 ((0,T); LP (R™)") et résout le probléme de Cauchy suivant

ou—Au = Pg presque pour tout t € (0,T), (1.4.1)

u(0,.) = 0.
De plus, cette solution u vérifie

|Aull,, 7 < Clgll (1.4.2)

p,q,T p,q, T

avec C = C(p,n,q) > 0 indépendente de g et T

Pour la preuve, nous renvoyons le lecteur a Giga-Sohr [17], théoréme 2.7, (voir aussi Sohr [39]).
Giga et Sohr ont montré le lemme ci-dessus dans [I7], en supposant que 2 est un domaine
extérieur (¢’ est-a~dire, un domaine ol son complémentaire dans R™ est un ensemble compact

non vide). Si 2 = R", le lemme se démontre de fagon analogue.
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Lemme 1.4.3 ([11]) Soit 1 < p,q < 00, 0 < T < oo et soit u une solution de (1.4.1).
Alors pour tout g € L1 ((O, T); LP (R”)n2> il existe une solution unique v = (—A)_% u dans
L7((0,T); L7 (R")") de

O —Av =P (—A)_% V.g, presque pour tout t € (0,T), wv(0)=0. (1.4.3)
De plus, u vérifie les estimations suivantes :

IVull, g0 < Cllgll

pvq’T - pvq’T ’

et
(1<p<d) (1.4.4)

||u||%,q,T S C ||g||p,q,T

avec C'= C(p,n,q) > 0 indépendente de g et T.

N |=

Preuve. En appliquant I’ opérateur (—A) 2 a1’ équation (1.4.1), on obtient

O — Av = ]P’(—A)_% V.g.

Ainsi le théoréme de régularité maximale de Giga et Sohr (Lemme(1.4.2)) garantit I’ existence
d’ une solution unique v € L2((0,7); L (R™)") de (1.4.3) pour tout T > 0. De plus, le
théoréme de Calderén-Zygmund sur les intégrales singulieres [I1] et ([1.4.2)) entrainent

1

IVullygr = [V (=2)70

T
p7q7 p7q7T

= [[Av]]

p,q,T

< Cllgll

g, T

ou C' est indépendente de T'. I’ inégalité de Sobolev entraine que

A1 2n < Con IVl -

On a alors pour tout ¢ € [0,7T)

T
Sl g i < € [19uL, dr
0

< C [ llg(MLs dr,

o\ﬂ o\’ﬂ

ce qui achéve la démonstration. O
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Lemme 1.4.4 (Inégalité de Gronwall (version intégrale)) Soit g(t) € C ([0,T]) posi-

tive et vérifiant
t

g(t)§A+B/g(s)ds, AeR, B>0.
0

Alors
g(t) < Ae P te(0.T).

En particulier, si A =0, alors

g(t) =0.

Remarque 1.4.1 Le lemme de Gronwall s’ interpréte en disant qu ’a partir d’ une inégalité
intégrale portant sur g, on trouve une inégalité sur g. Ce lemme sert souvent dans la théorie
des équations différentielles, notamment pour obtenir des majorations de solutions.

Preuve. On pose
t

h(t) = /g(s)ds e CL([0,T]).
On a donc

d

y [h(t)] = g(t) < A+ Bh(t) = 4 [n(t)e "] = e P [g(t) — Bh(t)] < Ae” "'

dt

Ceci implique

t
WPt < A / B ds + h(0)
0

1—e Bt
< AT (car h(0) =0)

et revenant a I’ équation sur ¢(¢) on en déduit (car B > 0) :

g(t) < A+ Bh(t)
1— e—Bt
< A+B [AT} el
< AeP
ce qui achéve la démonstration du lemme. Il

On aura aussi besoin du lemme classique suivant.
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Lemme 1.4.5 Si g est une fonction continue et positive sur [a,b], alors

b
/g(t)dtzo = g=0 sur [a,b].

a

1.5 Démonstration du théoréme d’ unicité

Tous les outils sont maintenant en place pour démontrer I’ unicité des solutions du systéme
de Navier-Stokes. Rappelons que 1’ idée principale est de décomposer u et v en une somme
de termes aux quels s’ appliquent les lemmes précédents.

Preuve. Nous suivons la preuve de Lions-Masmoudi [31]. A cet effet, nous avons besoin du

fait suivant : pour u € C'([0,T); L™ (R™)") et € > 0, il existe une décomposition
U = U1 + Usg
sachant que pour tout 7" > 0,

(t,2)€(0,T) xR"

On peut simplement choisir

| u(z,t) pourr |u(t,z)| < K,
us(z,t) = { 0 pourr |u(t,z)| > K,

ou K est suffisamment grand. De méme, pour v € C ([0,7); L™ (R™)")
V= V1 + Vs

de sorte que pour tout 7" > 0,

o1l eo,ryzn@mym < € sup |ua(t, x)| < K(e). (1.5.2)
(t,2)€(0,T) xR"

Si u et v sont deux solutions dans C ([0, T); L™ (R™)") de I équation de Navier-Stokes avec la

méme donnée initiale, alors la différence w = u — v est une solution de I’ équation intégrale
t
w(t) = — / eEAPY (w @ u+ v @ w) (1)dr.
0

Posons

t
wi(t) = — / TAPY. (w @ uy + v @ w) (T)ds,
0
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et
t
wo(t) = — / eIAPY. (w ® ug + vy @ w) (1)d7.
0

Utilisant le fait que 1’ operateur de convolution e*~"2PV. a un noyau intégrable dont la

1

norme est O ((t — 7')_2>, on obtient par 1’ utilisation des estimations ((1.5.1)), (1.5.2) et I’

inégalité de Holder & plusieurs reprises par rapport a la variable ¢,

(o)l

< o = lwontnow) @, d

< o [ 2 1wl (sl + o)l
< ek [ =7l dr

< cK<e></t<t—T w) (/ Ju(r ||Lndf)
< cxt ([ ot HLm) ,

ol c désigne une constante indépendente de w et .

En prenant la racine quatriéme de cette inégalité puis en intégrant sur (0,7"), on obtient

/OT\IU&( Ninds < T (K / (/ lw(s)]|®, ds) dr. (15.3)

Maintenant, nous utilisons les estimations (|1.5.1)), (1.5.2)), (1.4.4) du lemme avec p = g

[ o

ndT
T
[ Mwow +uew) ()l dr
0

et on obtient :

IA

IA

T
c/ (Hul(T)Hin + ||vl(7')\|4m) |w(7)|[3. dr (inégalité de Holder)
0
T 4
< c(lnllogosmcan + Illegumano) [ o)l dr

T
< el
0
la deuxiéme inégalité est obtenue en appliquant 1’ inégalité fondamentale

(a+b)* <2 (@*+b*) désque a,b>0 et a>1.
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Donc, si on prend € assez petit, alors d’ aprés (1.5.3)) et I'inégalité ci-dessus, on a

[ weitar<er gt [ ([ weids)ar osr<r

En appliquant le lemme de Gronwall, on obtient finalement le résultat recherché. Il

Remarque 1.5.1 On peut étendre ce résultat au cas des espaces de multiplicateurs singu-
liers. En fait, la preuve du théoréme [1.1.1] s’ adapte immédiatement au cas des espaces de

multiplicateurs singuliers. Plus précisement, on a :

Théoréme 1.5.1 Soit 0 < T < oo. Supposons que u et v sont deux solutions de dans
I’ espace C <[0, T); X, (R")") Alors u=v sur [0,T).



Chapitre 2

Unicité des solutions faibles pour les
équations de Navier-Stokes

2.1 Introduction

Considérons les équations de Navier-Stokes sur (0,7) x R? avec 0 < T < co et n > 3 :

Ou+ (u.V)u—Au+Vp = 0, (x,t) € R" x (0,00),
Vau = 0, (x,t) € R" x (0, 00), (2.1.1)
u(z,0) = wup(z), x € R".

Dans leurs célebres papiers, Leray [29] et Hopf [I8] ont construit une solution faible u de
pour une donnée initiale uy € L2. La solution est dite faible au sens de Leray-Hopf.
Dans le cas général le probléme d ’unicité des solutions faibles de Leray-Hopf est encore
ouvert. De plus, on ne sait pas si en dimension supérieure ou égale a trois, 1’ inégalité d’
énergie .
) +2 [ IVal3sds < ol

est a elle seule suffisante pour affirmer 1’ unicité de telles solutions. Foias [6] et Serrin [37]
ont établi I’ unicité des solutions faibles, en dimension n, sous la condition supplémentaire :

2
ue L*((0,00); L) avec — + D1 et q>n. (2.1.2)
a g

Le théoreme de Serrin [37] établit I’ unicité des solutions de Leray. L’ estimation [2.6.2)) est

invariante par rapport au changement d’ échelle de 1’ équation. En dimension supérieure
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ou egale a 3, on ne sait construire que des solutions locales (en temps) ou globales mais a
donnée initiale petite (voir [6], [32] ou [36]). Masuda [32] a obtenu un résultat d’ unicité dans
la classe L ((0,7); L™ (R™)) qui correspond au cas critique ¢ = n. Enfin, Kozono et Sohr
[25] ont aussi montré que 1’ unicité reste valable dans la classe L ((0,7); L™).

Le but de ce chapitre est de donner un critére d’unicité des solutions faibles dans la classe
L? <(O,T ); X 1(R”)"> contenant les classes précédentes. Le résultat ainsi obtenu sera une

généralisation des résultats de Serrin, Kozono et Sohr.

2.2 Les espaces de BMO et de Hardy H!(R")

Pour un exposé complet sur I'espace BMO et ses propriétés, nous renvoyons au livre de E.
Stein [41]. Nous rappelons quand méme quelques notions nécessaires pour la suite du travail.
L’espace BMO (Bounded Mean Oscillation) est le dual de I’espace de Hardy H' et est défini

de la facon suivante :

Définition 2.2.1 Une fonction g € L. (R") appartient & BMO s’il existe A > 0 tel que :

loc

ot B = B(x, R) est une boule de R" et

1
=m0

On observe immédiatement que les fonctions constantes appartiennent & BMO. De plus, si on
pose ||g|| gp;0 = inf A, alors pour toute constante C' € R, on a ||C|| 5,,0 = 0. Ce qui permet de
considérer BM O non pas comme un espace de fonctions, mais comme un espace de fonctions
modulo les fonctions constantes. Il est évident que L> C BMO et |9l 530 < 29| 1, mais
les deux espaces ne coincident pas car la fonction g(x) = log |x| appartient & BM O mais pas
a L™>.

Rappelons aussi la définition et certaines propriétés principales de I’ espace de Hardy H?(R™)
introduite par E. Stein et G. Weiss [42]. Le lecteur trouvera un exposé exhaustif sur ce sujet

dans [7].
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Définition 2.2.2 ([7]) Soit 0 < p < oo, et soit ¢ € S(R™) vérifiant [ pdx = 1. Une
R7l
distribution tempérée f € HP(R™) si

) = sup (g, ) (0] € PR, 22.1)
ot p,(x) =t~ (t71z).

Fefferman et Stein [7] ont montré que cet espace ne dépend pas du choix de ¢. On sait déja

que si f € HP(R™), alors (2.2.1)) est vraie pour tout ¢ € S(R") vérifiant [ ¢dx = 1. La
R”

semi-norme de HP(R") est définie, aux constantes pres, par

e P VLG

Il est bien connu d’ apres ([7], [41]) que si 1 < p < oo, alors H? est un espace de Banach :
HP(R") = LP(R") pour 1<p< oo,
H(R") C LYR"),
et que HP(R™), 0 < p < 1, sont des espaces semi-Banach pour la semi-norme H.HHP(RW,).
Le fait crucial pour notre but est la continuité de la transformation de Riesz R; sur tout I’
espace HP. Rappelons que 1’ espace de Hardy H!(R") est

HYR") ={feL'(R"): f*e L'(R)}.

On peut caractériser H'(R") par le fait que f € L'(R™) et que R;f € L'(R™),1 < j <n.On

vérifie alors immédiatement que H'(R™) est un espace de Banach normé par

d
1l gy = Nl pr ey + Z 1R f 1l 11 gy -
j=1

D’ autre part, toute fonction f € H!(R") est obligatoirement d’ intégrale nulle, ¢’ est-a-dire :

/f(m)dm = 0. (2.2.2)

En effet, I’ hypothese f € H'(R") implique les transformées de Fourier

= [t e BIO = ZFO. (= 1),



2.2 Les espaces de BMO et de Hardy H'(R") 16

sont continues sur R”. D’ autre part, la condition R;f € L*(R") implique la continuité en 0

~

des transformées de Fourier % A(f ). Ceci ne peut se faire que si f(0) = 0 et la relation (2.2.2

est démontré.

Remarque 2.2.1 On a dit que toute fonction f € HY(R™) est obligatoirement d’ intégrale
nulle. Contrairement & ce qui se passe pour les espaces LP, 1 < p < oo, la condition d’
appartenir & H' ne peut s’ écrire sous la forme d’ une inégalité simple portant sur le module
de f. En d’ autres termes, appartenir o H' ne concerne pas seulement la taille de la fonction
mais traduit un équilibre entre les grandes valeurs positives ou négatives de la fonction. L’
exemple suivant justifie cette remarque. En dimension 1, la fonction
1
~ wlog? Jx]

quand |z| < et égale a 0 pour |z| > 3 appartient ¢ H*(R) tandis que |f(x)| n’ appartient
pas HY(R) pour la raison évidente que 1’ intégrale de |f(x)| n’ est pas nulle et aussi pour une
raison plus profonde il n’ existe aucune fonction ¢ € D(R) telle que |f| + ¢ appartienne a
HY(R) ; alors que I’ on peut visiblement pour un choiz correcte de ¢ satisfaire a la condition
d’ intégrale nulle. En revanche a notre propos, on vérifie facilement que toute fonction ¢

appartenant & la classe S(R?) de Schwartz et d’ intégrale nulle appartient ¢ H'(R").
On a le résultat fondamental suivant.

Théoréme 2.2.1 (Fefferman) L’ espace dual de H'(R™) est BMO(R™). Plus précisement,
L est une forme linéaire continue sur H'(R™) si et seulement si elle peut étre représentée

sous la forme

L(f) = /fg

pour une certaine fonction g dans BMO. De plus, pour toute fonction g € BMO et toute
fonction f € HY(R?) on a

/ fadz| < () | Fllve 9] oo - (2.2.3)
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Soit v > 1. On définit la fonction maximale de f dépendant de ~ par

~

t>0

1 Y
M, f(x) = sup zol (/ | @) dy

Nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 2.2.1 Si~v < p < oo, alors

M, : LP (R") — LP(R") est borné.
Pour la prewve voir [40].

Dans [4], Coifman, Lions, Meyer and Semmes ont montré que les espaces de Hardy sont utilisés
pour analyser la régularité des diverses quantités non-linéaires par la théorie de compacité
par compensation due a L. Murat [35] et F. Tartar [43]. Ces espaces jouent un role tres
important dans ’étude de la régularité des solutions des équations aux dérivées partielles. En
particulier, ils ont montré que pour des exposants p, ¢ tels que 1 < p < oo, % + % =1 et des
vecteurs u € LP(R™)", v € LIY(R™)™ tels que V.u = 0, curl v = 0 au sens des distributions, le

produit scalaire u.v € H!(R"). Plus précisément, il existe une constante C' telle que

[l ey < Clluell o [10]] o -

Le but de cette section est de montrer un résultat similaire concernant le lemme du div-curl
sans hypotheses sur la cancellation, a savoir que la divergence et la rotation ne sont pas
nécessairement nulle, et qui implique div (uv) € H!(R").

La formule décrite par le théoréme ci-dessous est due esentiellement a S. Gala [15].

Théoréme 2.2.2 On suppose 1 < p < o0, % —|—$ = 1. On suppose qu’ un champ de vecteurs
u = (ug,usg,...,u,), u; € LP(R"), 1 < j < n, et un champ de vecteurs v = (vy, vz, ..., V),

vj € L1(R™), 1 < j <n. Alors, il existe une constante C(n) telle que
ldiv ()| sy < C) (ull o [0 o + vl 0] )- (2.2.4)

Lemme 2.2.2 On suppose 1 <p < oo, 1 <qg<d et%zé—i—% < %%—1. Siu e LP(R™)" est
un champ de vecteurs tel que V.u =0 et Vv € L1 (R") alors, u.Vv € H" (R") et

HUV’UH Hr (R™) S C HuHLP HvU”Lq .
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2.3 L’ espace H’ (R") : structure hilbertienne et dualité

Nous présentons ici une version des espaces de Sobolev sur R™. Pour une version trés élaborée

voir par exemple le livre de Triebel [46].

Définition 2.3.1 (espaces de Sobolev) Soit s € R. On dit qu’une distribution u dans R™

appartient a Uespace H® (R™) si u est tempérée, si u est une fonction localement sommable,

et si on a
/ (14 <?) 2 (o)[2de < +oo (2.3.1)
Lemme 2.3.1 Les espaces H® sont hilbertisables : munis du produit scalaire
< U,V >g= / (1+ |g|2)S u(s)v(s)ds (2.3.2)
ou de tout autre produit scalaire donnant une norme équivalente a la norme
luly. = [+ 1) al (2.3.3)
Hs . 3.

Ce sont des espaces de Hilbert.
On va définir maintenant la version homogeéne des espaces de Sobolev.

Définition 2.3.2 On définit [’espace de Sobolev homogéne i (R™) comme étant la fermeture

de S (R™) muni de la norme

[l = / <] @ (<) ds < +o0
Nous avons le résultat important de densité suivant :

Lemme 2.3.2 L’injection S — H?® est continue, D est dense dans H®; L’injection de H*®

dans S’ est continue.
De méme, on a les injections continues

S(RY) Cc H (R*) C S'(R").
Finalement, on a le théoréme d’injection (de Sobolev) suivant :

S 1 1
H cLf pour()§3<E et — = =
2 qg 2

S|w

et que cette injection est continue.
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2.4 Les espaces X,

Nous allons présenter maintenant des espaces de multiplicateurs singuliers sur les espaces de
Sobolev, introduits récemment par P. G. Lemarié-Rieusset dans ces travaux [27] généralisant

le théoréme d’unicité de J. Serrin [36]. Nous commengons par donner la définition suivante.

Définition 2.4.1 Pour tout r > 0, on définit

X, MH — 1) = {fel}.: VgeH fgel?},
YM(H - 1?) = {feld: voeH fger?).

loc

1l s’agit des espaces de Banach normés par :

Ifllx, = sup [Ifgll..

lgll gr <1

Ifllg, = sup |[fgll.

lgll ,r<1

On a Vg € R”

If (2 +2o)llx, = I fllx, »

1f (@ 4+ xo)ll i = IF1lx,

1
||f(/\x0)||xr < NG ||f||X7 , 0<ALT,

1
1fQaolly, = 7 Ifllg,, A>0.

Etant donné que 'opérateur de multiplication par une fonction réelle est auto-adjoint, il
s’ensuit que :
||f||xr = Sup HngH*r )
lgll2<1

Ifllx, = sup |Ifgll,—

llgllp2<1
On peut établir quelques inclusions fonctionnelles. Commencons par les espaces de Lebesgue

qui provient tout simplement des injections de Sobolev et des inégalités de Holder.

3

LTCX,,0<r<—,0<t<r,

)

IN

L%CXT,0§T<—.

[\]
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2.5 Espaces de Lorentz

Nous allons rappeler dans ce paragraphe la définition des espaces de Lorentz, ainsi que
quelques propriétés. Le lecteur intéressé pourra trouver un développement exhaustif et ap-
pronfondi sur le sujet dans ([1], [42], [19]).

Les espaaces de Lorentz constituent une généralisation des espaces de Lebesgue. Leur intérét
réside (entre autres) dans le fait qu’ils permettent de préciser beaucoup d’estimation établies
dans les espaces de Lebesgue.

Soit f une fonction de R™ & valeurs réels dans R, mesurable par rapport & la mesure de
Lebesgue |.|, finie presque partout. Nous rappelons la définition de la fonction de distribution

Af(s) et la fonction réarrangement décroissant f* de f.

Définition 2.5.1 (fonction de distribution) La fonction réangeant \¢(s) de f est définie

pour tout s > 0 par
Ap(s) = |{z e R*: |f(z)| > s}

Définition 2.5.2 (fonction réarrangement décroissant) La fonction réarrangement dé-

croissant f*(t) de f est définie par
fr(t) =1inf {s > 0: A\f(s) < t}

Il est facile de voir que f* est décroissante. Par ailleurs, on parle de réarrangement car la
fonction de distribution de f coincide avec celle de f*, & savoir A;(s) = As«(s). En effet, grace

aux définitions de f* et de A¢, on a

fr(Ap(s)) <'s

et donc Ap«(s) < Ag(s) car f* est décroissante. De plus, si I'inégalité était stricte As«(s) <

Af(s), on obtiendrait I’absurde
Ap(s) >t > Ape(s) =sup{t > 0: A\s(s) >t} > 1.

Cela nous permet alors de réecrire la norme d’une fonction dans 'espace de Lebesgue L? (R™, dx)
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comme la norme dans L? ([0, +o0], dt) de la fonction f* associée; plus précisement,

£ ()] 0o
/\f(x)\pd:v—/ / ptp1dtdx—//%,\f(t)ptp1dtda:
Rn Rd 0 0 Rn

= /ptp_l)\f<t)dt = /ptp_l)\f*(t)dt

— 7 (t%f*(t)y) % (2.5.1)

Venons & la définition de I’espace de Lorentz.

Définition 2.5.3 (espaces de Lorentz) Soient p,q deuz réels tels que p € ]0,+00| et q €

10, 4+00]. Les espaces de Lorentz LP? sont définis de la fagon suivante :
LP(R™) = {f mesurable : || f||},a < +00}

ou

©o 1 q
(%f[tpf*(t)} %) pour 0 <p< +oo , 0<q<+oo
0

17100 = 1
SUP,~ g [ﬁf*(t)} pour 0 <p<+o00 , q=+00

La fonction f — || f||7,.. n’est pas une norme car on n’a pas

(f+9)" @) <f (1) +g°(1)

il suffit par exemple de considérer f(x) =1 — z et g(x) = x sur R mais seulement

(f+9)" () < () +4°(5)

Elle est cependant une quasi-norme car elle vérfie les propriétés suivantes
(1) 1fI7pa =0 €t ||f]l7pe =0 si et seulement si f =0;

(1) [Af@)ea = Al fll70. pour tout A € R;

(i) [1f +glzes < C U Izoa + Nlgllzns), € =15

et donc LP? est un espace vectoriel réel quasi-normé. La quasi-norme permet de définir les
ouverts d’une fagon naturelle et une topologie qui est compatible avec la structure d’espace

vectoriel. Les espaces de Lorentz LP? sont métrisables, complets et pour ¢ < +oo séparables.
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L’égalité (2.5.1)) montre que LPP = LP et on verra plus loin que LP® C LP% lorsque 0 < ¢ <

g2 < +o0o. Par ailleurs, ’espace LP*° coincide avec I’epace de Marcinkiewicz LP* défini par
LP* = {f mesurable : || f||;,. < oo},

ou
1
1fllpoe = supt H{z e R" : [f(z)| > t}|P.

En effet, Vt > 0 on a

tr f5(t) = trinf {s > 0: Ap(s) < t}
p
St;inf{s>0:(”f||+*)§t}

S
= [1fll o s

et donc LP* C LP*°. Inversement, Vs > (

B =

s(A(9))7 = 5 (A= (5))
SsHt>0:”fH#>s}

tr
< [ f e -

P

Pour 1 < p < +o00,1 < q < +4ooet p=g=1, les espaces LP? sont de plus des espaces de
Banach.

Un raffinement des inclusions ci-dessus est valable pour les espaces de Lorentz :

n ° n
L?’ch,.,0<r<§

ou on a utilisé les inclusions de Sobolev et les inégalités de Holder étendues.

2.6 Les espaces de Morrey-Campanato

On introduit maintenant une classe d’espaces permettant de faire apparaitre dans notre
cadre des propriétés qui comprendra ’adhérence des fonctions de la classe de Schwartz dans

les espaces de Morrey-Companato. Nous rappelons d’abord les définitions ([44], [20])
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Définition 2.6.1 Pour tous p, q tels que 1 < p < q < +0o0, on définit ’espace de Morrey-

Campanato M, , de la fagon suivante :

R”™ O0<R<L1

My {feLloc: £, = sup sup B | () 13@,3)(@/)!!%@} (26.1)

On définit également I’espace de Morrey-Campanato homogene /\./lp,q de la fagon suivante :
Définition 2.6.2

M {f el HfHM,, = sup HR”/qf (Ry) HLP < —i—oo} (2.6.2)

pour tout p , q tels que 1 < p < q < 400 ou

1/p
HfHM = sup sup (R”/q"/p/ lf ()" dy) (2.6.3)
B(z,R)

P4 zeR™ R>0

On vérifie facilement les propriétés suivantes :

IUTA$WAQJ——A,_,HfHNb L0< A<

1
110l = lifll, 2 A>0

On a les inclusions suivantes : Pour p, p/,q t.q. 1 < p < p/, p < ¢ < +o0 et pour toute fonction
f telle que f € ./\./lm NL>:

[y WM WW

p,qp p.q

Pour p,q,p’, ¢ tels que %—k}% <1, %%—é <1, feM,, g€ My, Alors

\ 1 1 1
fg€ Mppavee —+ — = —,
p p p

2

1
+= =
¢ q

|

Pour tout p tel que 1 <p<n,ona

VA > 0. A O, = 1Ly



2.7 Enoncé du théoréme fondamental.

24

Nous soulignons les inclusions suivantes : si p’ < p, on a

Mpyq - Mp’yqv
Mp,q - Mp,q?
Mp,q - Mp’,tp

Sig, < qi,ona

Mp,f]l - MIMIZ’

LT =Mgq CMpq p<q
On commengons par établir la caractérisation suivante :

Proposition 2.6.1 Pour 0 <r <3, ona

Xr C MZ,%;
Xr - MZ,%'

D’autre part, on a

Proposition 2.6.2 On a
n

Moo CX,, 1< 5

n
r

De plus, pour 2 < p < % et 0 <7 < §, on a les inclusions suivantes (voir [2], [12]) :

L7 (R") C L™ (R") C M,» (R") C X, (R") C Mg (R").

2.7 Enoncé du théoréme fondamental.
Soit tout d” abord

Cow (R") ={p € g7 (R")" : div ¢ = 0} C (C5° (R"))" .
L2 (R") est la fermeture de Cg, (R") dans L? (R”). En d’ autres termes,

L2 (R") = Cgo, (R = {w e L2(R")" : div u =0},
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e, u € L (R") <= 3 (¢p)en C C5% (R") telle que @), — u dans L? (R™)" pour k — oo,
i.e., telle que

|u — @k“p(Rn)n — 0 quand k — oc;

H] est la fermeture de Cg%, dans H™ (R™)", i,e., u € H} (R") <= 3 (¢4)1en C Co% (R”) telle

que ), — u dans H" (R")" pour k — o0, i.e., telle que
|u — SOk”Hr(Rn)n — 0 quand k — oo.

Clairement L2 et H' sont des sous-espaces fermés de (respectivement) L? (R™)" et H" (R™)".
Ce sont des espaces de Hilbert séparables.
Maintenant, on rappelle la définition des solutions faibles au sens de Leray-Hopf. Un exposé

complet peut étre trouvé dans les articles de [23], [25]).

Définition 2.7.1 (Solutions faibles) Soient ug € L% et T > 0. Une fonction mesuarble u

est dite une solution faible de (2.1.1) sur (0,T) si u vérifie les propriétés suivantes :
1
1 ue L>((0,7);L2)NL? <(0,T) ; HU) pour tout T > 0 ;
(2) u(t) est continue en temps au sens de la topologie faible de L? avec
(u(t), 6) = {0, 8) quand t — 0"
pour tout ¢ € L2 ;
(3) pour tout 0 < s <t <T, u vérifie I’ égalité

/ {= (1, 0:0) + (u.Vu,¢) + (Vu, Vo) } dr = — (u(t), ¢(1)) + (u(s), ¢(s)) ,  (2.7.1)

pour tout ¢ € H'((s,t); HY). Ici {.,.) désigne le produit scalaire et ||.|| . désigne la

norme dans L? (R™)".
Remarque 2.7.1 Pour u et ¢ comme au dessus, I’ intégrale

T
/uVu
0

est bien défini puisque on a d’ aprés I’ inégalité de Sobolev

lull , < C [Vl
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sachant que

T T
[wvuoyar < [l z, 1902 6], dr
0 0

IA

T
cmwwm/ww;w
o<t<T J

L’ existence des solutions faibles a été établi par J. Leray dans [29] pour une donnée initiale

dans L2 (R"). Le résultat est le suivant

Théoréme 2.7.1 (Leray - Hopf) Soient T > 0 et ug € L> (R"). II existe une solution
faible v sur (0,T") de I’ équation qui vérifie

t
u®l: +2 [ IVa(s)lads < Juoll3e. 0 <<, (2.7.2)
0

et
|u(t) — uoll; — 0 as t — +0.

Posons
T
e W AT
0

Le résultat classique sur 1’ unicité des solutions faibles dans la classe L® ((0,7"); L") a été

donné par Foias, Serrin et Masuda [0], [37], [32].

Théoréme 2.7.2 (Foias-Serrin-Masuda) Soit ug € L? (R"). Supposons que u et v sont
deux solutions faibles de I’ équation sur (0,T). Supposons que u vérifie

2
we LP((0,T); L) pour -+ "1 awee d< v < oo0. (2.7.3)
sy

Supposons de plus que v vérifie I’ inégalité d’ énergie pour 0 < t < T. Alors on a
u=wv sur[0,T).

Pour mieux comprendre le cadre dans lequel s’ inscrit le théoreme et dans lequel nous

allons travailler, deux remarques sont nécessaires. Tout d’ abord,
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1. Dans le théoréme [2.7.2, v n’ a pas besoin d’ appartenir a la classe (2.7.3]). D’une part,
chaque solution faible u avec (2.7.3)) doit satisfaire I’ égalité d’ énergie

t
lu(®)]72 + 2/ IVu(s) 7z ds = |luollz2, 0<t<T. (2.7.4)
0

Il nous semble étre une question intéressante si chaque solution faible satisfait I'inégalité

d’énergie (2.7.2)).

2. La classe ([2.7.3)) est importante du point de vue d’ invariance d’ échelle pour les équa-
tions de Navier-Stokes. Il est clair que si u(z,t) est une solution de (2.1.1)), alors pour
tout A > 0, uy(z,t) défini par

un(z,t) = du(Az, \2t), et pa(z,t) = Nu(Az, \°t).

est aussi une solution de (2.1.1)). L invariance d’ échelle implique

Ls((0,00);17)  bour tout A>0

—(24n
laall ooz = (G5 Tl oo mepson ) = llul

si et seulement si

Nous traiterons apres le cas critique avec s = 0o et v = d dans (2.7.3)).

Théoréme 2.7.3 (Masuda [32], Kozono-Sohr [25]) Soit ug € L2 (R™). Supposons que
u et v sont deux solutions faibles de sur (0,T). Supposons de plus que

we L= ((0,7); L") (2.7.5)

et que v vérifie I’ inequalité d’ énergie pour tout 0 < t < T. Alors on a u = v sur
[0,T).

Remarque 2.7.2 Masuda [32] a montré que siu € L> ((0,T); L") est continue a droite sur
[0,T) pour la norme de L", alors u = v sur [0,T). Later on, Kozono-Sohr [25] ont montré
que toute solution faible dans L* ((0,T);L") de sur (0,T) devient nécessairement

continue a droite pour la norme de L".
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Le méme résultat reste vrai pour 7 = +o00, en remplacant I’ hypothese
u€ L*((0,T); L™)
par une hypothese faible
u € L*((0,T); BMO (R™)").
L’ hypothese u € L? ((0,T) ; L*) remplacé par u € L* ((0,T); BMO (R™)") a été récemment

établie dans le méme contexte par Kozono et Taniuchi [23]. Plus précisement, on a

Théoréme 2.7.4 (Kozono-Taniuchi ) Soit uy € L2 (R™). Supposons que u et v sont deux

solutions faibles de sur (0,T). Supposons de plus que
u € L?((0,T); BMO (R™)") (2.7.6)

et que v vérifie I’ inequalité d’ énergie pour tout 0 < t < T. Alors on a u = v sur
0,77].

Remarque 2.7.3 D’ aprés le théoréme toute solution faible dans L? ((0,T); L>) est
unique. Pour un tour d’ horizon des résultats connus, on peut par exemple consulter les traités

[36], [27]] ainsi que par exemple, les articles [37] et les références internes.
Notre résultat principal de I’ unicité des solutions faibles est le suivant :

Théoréme 2.7.5 Soit uy € L*(R™)" avec V.ug = 0. Supposons qu’ il existe une solution
u pour les équations de Navier-Stokes sur (0,T) x R™ (pour certain T € (0,400] avec une

donnée initiale ug telle que
2 n 2 I n
we L= ((0.7); L2 (RY)") N 22 ((0,1): H, (R")") .
et
Vu € L? <(O,T) ;XI(R”)”> .
Alors u est I” unique solution au sens de Leray-Hopf solution associée avec ug sur [0,T).

Un résultat analogue reste valable quand on remplace 1’ hypothése Vu € L? ((O, T); X, (R”)”)
par v € L*((0,T); BMO (R")"). Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du

théoréeme qui établit une condition suffisante en termes des espaces de Lorentz.
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Corollaire 2.7.1 Soit ug € L? (R")" avec V.ug = 0. Supposons qu’ il existe une solution
u pour les équations de Navier-Stokes sur (0,T) x R™ (pour certain T € (0,400] avec une

donnée initiale a telle que
2 n 2 L n
we L% ((0,7); L2 (R")") N L2 ((0,7); H, (R")"),
et
Vu e L*((0,T); L™ (R")"),
Alors u est I” unique solution au sens de Leray-Hopf associée a ug sur [0,T).
Un résultat analogue reste valable quand on remplace I” hypothése Vu € L2 ((0,T) ; L™ (R™)™)
par u € L* ((0,T); L™ (R™)").
Les lemmes suivants jouent des roles fondamentaux dans I’ estimation du terme nonlinéaire.
Lemme 2.7.1 Supposons que [ € HY(R"), g(z) = (¢g:(x));_, avec V.g =0 et g € L*(R™)".

De plus, on suppose que Vh € Xl(R”). Alors il existe une constante C(n) > 0 indépendente
de f,qg et h telle que

[ $9:9hds| < €Ul ey 19 (2.1.7)

/Vf.ghd:): <C ||Vf||L2(]R") ||9||L2(Rn)n ||Vh||X1(Rn) : (2.7.8)

n

Le méme résultat reste valable si on remplace I” hypothése Vi € X (R™) par h € H(R") N
BMO(R™). En effet, on sait déja que

h(z) =log|z| € BMO

et

1
IVh|* < —

o
D’ aprés I’ inégalité de Hardy sur R (d > 3), on a

/Mdl‘ < C(d)/\Vf|2d:c, Vf e HY(RY).
Rd |37‘ Rd

Cette remarque suggére que le lemme sera aussi vrai si on remplace la norme de Vh dans

X (R%) par la norme de h dans BMO. En effet, on a le résultat suivant.
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Lemme 2.7.2 Soit f € H'(R"), g = (gi(z))}_, avec V.g =0 et g € L*(R")" et une fonction
h € HY(R") N BMO(R™). Alors il existe une constante C(n) > 0 indépendente de f,g et h
telle que

{9V < CIV Fll 2@y 191 L2y 12 Brro@ny - (2.7.9)
Dans ce qui suit, un role important sera joué par le lemme suivant.

Lemme 2.7.3 (Inégalité de Poincaré ) Supposons @ est un cube unité de R"™ de coté p
et [ est de classe C* sur Q avec Vf € L*(Q). Alors il existe une constante c indépendente

de f telle que
/Q = moflPdy < c i /Q V()2 dy, (2.7.10)

ot mqgf = ﬁ fQ f(y)dy est la moyenne de f sur Q.
Proposition 2.7.1 Si f € H'(R") et Vf € X1(R"), alors

f € BMO(R).

2.8 Preuve du théoréme d’ unicité généralisé [2.7.5|

Nous venons de décrire sommairement les idées et les méthodes qui seront systématique-
ment utilisées dans ce chapitre. Donc, nous sommes maintenant en mesure de prouver notre
principal résultat.

Preuve. Soit v une autre solution faible de associée a la condition initiale uy sur

(0,7") (avec une pression p) telle que
2 n 2 e n
ve L*((0.7); L2 (RY") N L2 ((0,7); 1, (R")")
et
Vo € L2 ((o, T) ;Xl(]R”)”> .
Ensuite, on considere la différence w L —w qui vérifie I’ équation

ow—Aw+Vp, = —[w.Vv+uVu]|,
divw = 0, (2.8.1)

w(z,0) = 0.
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Si on prend le produit scalaire (.,.) de L? avec w, il vient

1d
S dt w32 + || Vw3 = — (w.Vv,w).

En fait, puisque
(u.Vw,w) = —(V.u, ]w|2> — (u.Vw,w) =0,

et
(Vpw,w) = — (py, div w) = 0,

on obtient ainsi de I’ égalité au-dessus

t

t
Hw(t)HigjLQ/HVwHig dr = —2/(w.Vv,w> dr (2.8.2)
0

0
t

= 2/(w.Vw,v) dr

0

pour tout 0 <t < T. En vertu du lemma avec
g=w, Vf=Vw and h=v
découle directement
[w.Fw,0)] < C V0] ey 0] gy (01 oy -

Il s’ ensuit grace a 1’ inégalité de Young <ab < % + %, a,b> 0) que

t

t t

1 2 C 2 2
/(w.Vw,'U> dr < §/||vaL2(R”) dr + §/Hw”L2<R”)” IVUlle, gy 47
0 0 0

De ([2.8.2)) il suit

t t
2 2 2 2
@+ [ IVuliadr <0 [l V0%, . dr
0 0

pour tout ¢ > 0. Comme Vv € L? ((0, T) ;Xl(R”)”> et puisque w(0) = 0, il découle aisément

du lemme de Gronwall que

t
0@ < @) exp | € [ 190l gy dr
0
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Alors pour tout 0 <t < T, nous avons
2
[w(@)]z. =0,

ce qui achéve I’ unicité des solutions faibles.

La preuve du théoréme quand
u € L?((0,T); BMO (R™)")
est trés similaire. On applique le lemme avec
g=w, Vf=Vw et h=v,
découle directement

|<wVw, U>| S C ||Vw||L2(R")

|w||L2(R")" UHBMO(R")‘

Utilisant encore une fois I’ inégalité de Young, nous avons

t

t t
1 2 C 2 2
[ ) dr <5 [ IVl i+ 5 [ Tl oo
0 0 0

Il vient, a I’ aide de (2.8.2)) que
t t
Jw@ e+ [ 19wltzdr <€ [l ol 3mon dr
0 0

pour tout 0 < t < 7. Comme v € L? ((O,T) : BMO (Rd)d) et puisque w(0) = 0, le lemme
de Gronwall entraine

lw ()72 =0,

pour tout 0 <t < T, ce qui donne I’ unicité désirée. O
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