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jectif de ce travall

L'objet de ce travail est de répondre a la question "quelles conditions une
fonction
¢ € L' (R)NL*(R) (1)

engendre-t-elle une analyse multi-résolution?"
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Analyse multi-résolution

Une analyse multi-résolution est une suite de sous-espaces fermés (V;)

jez
de L? (R) qui vérifie les propriétés suivante:

Q@ V,C Vi1, NV;={0}et UV estdensedans L?(R),
JjEZ JEZ
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Analyse multi-résolution

Une analyse multi-résolution est une suite de sous-espaces fermés (V;)

jez
de L? (R) qui vérifie les propriétés suivante:

Q@ V,C Vi, NV,={0}et UV, estdensedans L?(R),
jez jez

Q@ 1 (x) € Vsietseulementsi f (2x) € Vj41,
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Analyse multi-résolution

Une analyse multi-résolution est une suite de sous-espaces fermés (V;)

jez
de L? (R) qui vérifie les propriétés suivante:

Q@ V,C Vi, NV,={0}et UV, estdensedans L?(R),
jez jez

Q@ f(x) € Vsietseulementsi f(2x) € Vi1,

© V) a une base de Riesz de la forme ¢ (x — k), k € Z, avec ¢ a
valeurs réelles. Le plus souvent on impose a ¢ d'étre a décroissance
rapide a l'infini.
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Analyse multi-résolution

Une analyse multi-résolution est une suite de sous-espaces fermés (VJ')jeZ
de L2 (R) qui vérifie les propriétés suivante:

Q@ V,C Vi, NV,={0}et UV, estdensedans L?(R),
jez jez

Q@ f(x) € Vsietseulementsi f(2x) € Vi1,

@ Vo a une base de Riesz de la forme ¢ (x — k), k € Z, avec ¢ a
valeurs réelles. Le plus souvent on impose a ¢ d'étre a décroissance
rapide a l'infini.

@ Pour tout k € N, xk¢ € L2 (R).
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Analyese multi-résolution
La fonction ¢ est appelée fonction d'échelle d'une A.M.R. \

Les espaces V; se déduisent par dilatation de I'espace

\/j:Vect{q)j’k:x»—>2%q)(2fx—k) /keZ}.

H.S. Zohra (Institute) Une condition suffisante sur une fct engendra



Analyese multi-résolution

Une base d'ondelettes est une base orthonormée de L? (R) de la forme
(q)jvk> . J k€ Z ou

¢ () =289 (Px — k),

avec ¢ une fonction de carré intégrable a valeurs réelles.
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Analyese multi-résolution

@ La transformation en ondelettes orthogonales est alors définie par

fr—(fp4). J kEZ,
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Analyese multi-résolution

@ La transformation en ondelettes orthogonales est alors définie par
fr—(f.p4). J kEZ,

@ avec la formule de reconstruction

F=Y Y (fo) o

JEZkeZ
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Analyese multi-résolution

@ La transformation en ondelettes orthogonales est alors définie par
fr—(f.p4). J kEZ,

@ avec la formule de reconstruction

f=2 ) <f' ‘Pj,k> ).k

JEZkeZ

@ et |la formule de Plancherel

1712w = XX [(Foop)|

JEZKeZ
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Analyese multi-résolution

@ La réponse de la question précédente est fournie par le théoréme
suivant, essentiellement di a S. Mallat ( théoreme 7.2, p. 266), mais

on emploiera une méthode différente de celle du S. Mallat. Donc,
nous proposons ici une condition suffisante portant sur une fonction ¢

vérifiant (1) pour qu’elle engendre une A.M.R.

H.S. Zohra (Institute) Une condition suffisante sur une fct engendra



Theorem

Soit ¢ € L1 (R) N L% (R) a valeurs réelles. Une condition suffisante pour
que I'on ait ¢ engendre une A.M.R., est que la transformée de Fourier de ¢

P (w) = /(p (x) exp (—ixw) dx
R

Vérifie

#(0) #0.
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Analyese multi-résolution

Pour toute fonction f € L? (R),

f, — f dans [*(R) quand j — oo,

ou f; est la projection orthogonale de f sur V;.
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Analyese multi-résolution

La projection orthogonale Py,f = f; de f € L2 (R) sur V; se calcule par la
formule

Puf = ) <fv‘l’k,j> Prj

keZ

avec

ou
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Analyese multi-résolution

Preuve du théoréme

Supposons que ¢ engendre une A.M.R orthonormée, telle que

Comme U V; est dense dans L? (R) et Py f est la projection orthogonale
JEZ /

de f sur V}, on a par la relation (1.1):
lim [|f — Py ||,z =0, pourtout f € L*(R).

j—00

En particulier, cette équation est vraie pour f définie par:

?(w) = X[-m.7] (w) :
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Analyese multi-résolution

Preuve du théoréme

Alors:

2
HfHL2(]R) =1

Par conséquent, il existe une entier ng € Z tel que la fonction:

fn = Z (£ 00 k) Pk pour tout n > ny
kez ' '

vérifie
I = fall 2 )

r\.)\l—l
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Analyese multi-résolution

Preuve du théoréme

Puisque f est la somme de deux vecteurs orthogonaux f, € V; et
(f —f,) LV}, on sait par le théoreme de Pythagore que

2 2 2
If— fn||L2(]R) = ||f||L2(1R) - ||fn||L2(1R) :
Par conséquent,
2 2 2
Ifallzry = Iy = If = falliow)

1-2>

v
N —
N~
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Analyese multi-résolution

Preuve du théoréme

En utilisant I'orthogonalité de (¢, , ) on obtient

keZ'’

Notons que:

(f, (Pn,k> = <?, @n,k>

est le coefficient de Fourier a I'ordre k de la fonction: 2%)([,27%’27"”@
définie sur [—7t, 7t] car [-27"7,27"t] C [—m, 7T] pour n >0

H.S. Zohra (Institute)
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Analyese multi-résolution

Preuve de théoréme

D’aprés la formule de Parseval pour les séries de Fourier, on en déduit que
pour tout n > max (0, ng)

1 n _2
5 < kEZZKfY (Pn,k>‘2 = “257([—27"”’27"”}6\0 [2(R)
27" )
_ / 2 [p(w)| dw, n>1
,27"71'

Comme ¢ est intégrable et { est continue, il en résulte par le théoreme de
la convergence dominée de Lebesgue que

#(0)]° > 0.
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Analyese multi-résolution

Corollary

Soit ¢ € L' (R) N L% (R) une fonction d'échelle qui engendre une A.M.R.
et supposons de plus que § (w) est continue en 0. Alors,

/go(x)dx =1.
R
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Analyese multi-résolution

Preuve du corollaire

Soit Py, la projection orthogonale sur V; et soit g une fonction non nulle
de L? (R) sachant que supp (&) C [—1,1].
En utilisant I'orthonormalité du systéme

{q)j'k}j.kez - {2%4) (2jx B k) }keZ '

on déduit que

1 2
1

1Pyl = 72 / 7 (27w) exp (12 kw) dw
keZ -1

H.S. Zohra (Institute)
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Analyese multi-résolution

Preuve du corollaire

L'intégrale apparaissant entre la valeur absolue:

1

/ g (W) P (27w) exp (27 kw) dw
T1

au membre de droite, considérée comme le (—k) ™™ coefficient de
Fourier de la fonction v2718 (w) § (27 w) sur I'interval [—1,1]. Alors,

1
1 o
||PVJHi2(]R) = 7/ & (w)\2 ‘(p (2 Ja))’2 dw. (2)
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Analyese multi-résolution

Preuve du corollaire

En passant a la limite dans la relation (2), on obtient I'égalité:

im 1Py 1 ) = gl ) (3)

D'autre part, en utilisent la continuité de ¢ en 0 et la formule de
Plancherel, on trouve

lim /yg (27w)[" dw = |lg|* 1 (O (4)

j—+00 27T
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Analyese multi-résolution

Preuve du corollaire

Finalement, on obtient

et donc
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0.0.1 Rappel
Base de Riesz

Une famille de vecteurs {z,, n € N} est une base de Riesz d’un espace de Hilbert si et
seulement si est

1. Linéairement Independent,
2. 3y, eRavec a < 3

() () o)

On dit une fonction f € C* (R) est a décroissance rapide si pour tout entiers positifs « et 3

[NIES
N[
NG

Décroissance rapide

lim |t fP) ()] = 0.

[t]—+o00

Base orthonormeées

Une systéme orthonormé {¢,, } est dites base orthonormée s’il est complet.

On sait qu’il y a une analogie formelle entre transformation de Fourier et transformation en
ondelettes. Aussi est-il légitime de se demander s’il est possible de trouver une fonction ¢
que nous appellerons ondelette discréte telle que :

Vi k €Z, ;) (x)= Q%go (272 —k), VzeR

et pour tout f € L? (R),

VieR, fr)=3 / £ () 0y (1)t | 0 (2).

J,kEZ

La réponse est affirmative.

Nous rappelons dans ce mémoire les propriétés des analyses multi-résolutions dont nous
aurons besoin par la suite. La notion d’analyse multi-résolution a été introduite en 1986 par
S. Mallat [2] et la plupart des propriétés que nous utiliserons sont démontrées dans le livre
d’Y. Meyer [3] et la thése d’A. Cohen [I].

Définition 0.1 :

Une analyse multi-résolution est une suite de sous-espaces fermés (V;),_, de L% (R) qui vérifie
les propriétés suivantes :

(1.1) V; CVjuq, NV;={0}et UV, est dense dans L? (R),
j€z jez

(1.2) f(z) €V, siet seulement si f (2z) € V4,



(1.3) V4 a une base de Riesz de la forme ¢ (x — k), k € Z, avec ¢ a valeurs réelles. Le plus
souvent on impose a ¢ d’étre & décroissance rapide a l'infini.

(1.4) Pour tout k € N, z*Fp € L*(R).
Remarque 0.1 :

i) La fonction ¢ est appelée fonction d’échelle d'une A.M.R.

ii) Les espaces V; se déduisent par dilatation de I’espace Vj
V; = Vect {gpjk L 2%90 (2 —k) [k € Z} :

iii) Une base d’ondelettes est une base orthonormée de L? (R) de la forme (p; ),
J,keZ ou _
Pik (z) = 2%90 (2j$ - k) )
avec ¢ une fonction de carré intégrable a valeurs réelles.
La transformation en ondelettes orthogonales est alors définie par

f'_><fa90j,k>a ja kGZ,

avec la formule de reconstruction :

f = ZZ <f7 (Pj,k> (pj,lm

JEL keZ

et la formule de Plancherel :

1 e = DD s esu]

JeZ ke

La question qui se pose a quelles conditions une fonction
¢ € L'(R)N L*(R) (0.1)

engendre-t-elle une analyse multi-résolution ? La réponse est fournie par le théoréme suivant,
essentiellement da a S. Mallat ( Théoréme 7.2, p. 266), mais on emploiera une méthode
différente de celle du S. Mallat. Donc, nous proposons ici une condition suffisante portant
sur une fonction ¢ vérifiant pour qu’elle engendre une analyse multi-résolution.

Théoréme 0.1 :

Soit ¢ € L' (R)NL? (R) a valeurs réelles. Une condition suffisante pour que ’on ait ¢ engendre
une A.M.R., est que la transformée de Fourier de ¢

b (w) = / o (z) exp (—izw) d
vérifie
5(0) #0.

La démonstration de ce résultat repose sur le lemme suivant :



Lemme 0.1 :
Pour toute fonction f € L? (R),
fi — f dans L*(R) quand j — o0,
ou fj est la projection orthogonale de f sur V.
Remarque 0.2 :

La projection orthogonale Py f = f; de f € L*(R) sur V; se calcule par la formule :

Pyf = Z <f7 S%j> Pk,j

kEZ

= ch (f) P,

keZ

avec

Ci(f) = / £ () op, (8)dt

= 4;‘@)22’“@ (t;j) dt

= (f*p) <2kj) )

ou N
(@) =27 ¢ (27"2).
Preuve. (Lemme 0.1) O

Fixons f € L? (R) et choisissons un nombre € > 0.

Comme 'Uzvj est dense dans L? (R), on peut trouver un nombre n € N et une fonction ¢ €
VIS
V,, tels que
1 = gll oy <.

Puisque ¢ est automatiquement dans V;, pour tout £ > n, alors
fx = Py, f € Vj, converge vers f

sachant que
1f = fell o) < I = 9llp2@®) <€ pour tout k> n.

D’ou le lemme est démontré.



0.1 Preuve du théoréme : 4

0.1 Preuve du théoréme :

Supposons que ¢ engendre une A.M.R orthonormeée, telle que

Comme .UZV} est dense dans L? (R) et Py, [ est la projection orthogonale de f sur V;, on a
j€
par la relation (1.1) :

lim ||f — PijHLQ(R) =0, pour tout f € L*(R).

Jj—
En particulier, cette équation est vraie pour f définie par :

(@) = Xfemm (@) -

Alors la norme de f peut s’écrire :

1 2

9 1y,
10 = 57 1]
1 R 2
= o f(x)| dz
R
1 2
= %/|X[—ﬂ',ﬂ'] (JI)| dx
R
1 ™
m
= 1.

Par conséquent, il existe une entier ng € Z tel que la fonction :

fn - Z <f7 90n,k> P ks pour tout n > ng
keZ
vérifie

N | —

2
1 = fallz2@) <

Puisque f est la somme de deux vecteurs orthogonaux f,, € V; et (f — f,) L V}, on sait par
le théoréme de Pythagore que

2 2 2
1f = fn||L2(R) = ||f||L2(R) - ||fn||L2(R)‘
Par conséquent,
2 2 2

anHL?(R) = Hf||L2(R) —|If = anL2(R)

1.1

> 1—=2>-.

- 27 2



0.1 Preuve du théoréme : 5

En utilisant I'orthogonalité de (<Pn,k;) pez » ON obtient

ST i)’ = Mfallie

kEZ
2

Z <f> Qpn,k> Spn,k

kEZ L2(R)
1
> —.
- 2
Notons que :
Ly
<f7 ¢n7k> - % <f7¢n,k:>
L [, =
— o [f WP w)du
R
1
- % @n,k <U}) dw
- N
= —/2 2 exp (—12 ”wk;) o (2 ”w) dw
2
27"
1 n _
= — 22 exp (—iwk) ¢ (w) dw
2m
-2 "7
1 [ _
= o 22 X[g-ng 2-nx] (w) @ (w) dw

est le coefficient de Fourier & 'ordre k de la fonction : 22 X[_THRTW]E définie sur [—, 7]
car [—27"m,27"x| C [—m, ] pour n > 0.

D’apreés la formule de Parseval pour les séries de Fourier, on en déduit que pour tout n >
max (0, 1)

IN

oK eni

keZ
2§X[—2*"7r,2*”7r} 12 L2(R)

27"

-

—2—nr

N | —

=112

Wr dw.

Comme ¢ est intégrable et @ est continue, il en résulte par le théoréme de la convergence



0.1 Preuve du théoréme : 6

dominée de Lebesgue que

27 "1
« 2 . 1 nl~ 2
POF = tm - [ 2p)fde
_2771,71-
. 1 n i~ faen |2
= ni@rw% 2 <p(2 w)| dw
> 1 > 0,
— Arm

et donc nécessairement le théoréme est démontré.
Une conséquence remarquable du théoréme 0.1 est le résultat suivant :

Corollaire 0.1 :

Soit ¢ € L' (R) N L? (R) une fonction d’échelle qui engendre une A.M.R. et supposons de
plus que ¢ (w) est continue en 0. Alors,

/gp(m)dm = 1.

R

Preuve. U
Soit Py, la projection orthogonale sur V; et soit g une fonction non nulle de L? (R) sachant
que

supp (9) C [-1,1].
En utilisant 'orthonormalité du systéme

{(pjk}JkeZ {22¢(2jx_k)}

kez’
on déduit que

2 2
1Pl em = D19 @m0
kEZ
1 .
= 4_’/T2 <gv@j,k>‘2
k€EZ
2
1 AN
=) LB IO
keZ R
2
= # /g (W) @ (277w) exp (127 kw) dw
keZ R
1 2
1
= 43 /g 2 Jw exp (22 Jkiw)d
kEZ 1




0.1 Preuve du théoréme : 7

L’intégrale apparaissant entre la valeur absolue :

1

/g (W) @ (277w) exp (27 kw) dw

—eéme

au membre de droite, considérée comme le (—k) coefficient de Fourier de la fonction

V27§ (w) @ (277w) sur linterval [—1,1]. Alors,

H&ﬂ;mzlw/w )21 (277e) [ de 02)

1 . . .
= L et
“1

En passant a la limite dans la relation (0.2]), on obtient 1’égalité :

lim | P 9|2 = 191720 (0.3)

Jj—r+too

car (UV;),, sont dense dans L? (R).
D’autre part, en utilisant la continuité de ¢ en 0, on a

j—s+o0 27T

lim _/|g )2 16 (27%) P do = 5 1311 0

et par la formule de Plancherel, on a

lim —/rg )12 (277) | des = lgl1* 2 O (0.4

Jj—+o0 2

Finalement, on obtient de (0.3 et ( -,

@ (0)) =1

et donc
[ (0)] =1,

ce qui conclut la preuve du corollaire.
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