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L�objectif de ce travail

L�objet de ce travail est de répondre à la question "quelles conditions une
fonction

ϕ 2 L1 (R) \ L2 (R) (1)

engendre-t-elle une analyse multi-résolution?"
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Analyse multi-résolution

De�nitions
Une analyse multi-résolution est une suite de sous-espaces fermés (Vj )j2Z

de L2 (R) qui véri�e les propriétés suivante:

1 Vj � Vj+1, \
j2Z
Vj = f0g et [

j2Z
Vj est dense dans L2 (R) ,

2 f (x) 2 Vj si et seulement si f (2x) 2 Vj+1,
3 V0 a une base de Riesz de la forme ϕ (x � k) , k 2 Z, avec ϕ à
valeurs réelles. Le plus souvent on impose à ϕ d�être à décroissance
rapide à l�in�ni.

4 Pour tout k 2 N, xk ϕ 2 L2 (R) .
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Analyese multi-résolution

Remark
La fonction ϕ est appelée fonction d�échelle d�une A.M.R.

Remark
Les espaces Vj se déduisent par dilatation de l�espace V0

Vj = Vect
n

ϕj ,k : x 7�! 2
j
2 ϕ
�
2jx � k

�
/k 2 Z

o
.
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Analyese multi-résolution

Remark
Une base d�ondelettes est une base orthonormée de L2 (R) de la forme�

ϕj ,k

�
, j , k 2 Z où

ϕj ,k (x) = 2
j
2 ϕ
�
2jx � k

�
,

avec ϕ une fonction de carré intégrable à valeurs réelles.
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Analyese multi-résolution

La transformation en ondelettes orthogonales est alors dé�nie par

f 7�!
D
f , ϕj ,k

E
, j , k 2 Z,

avec la formule de reconstruction

f = ∑
j2Z

∑
k2Z

D
f , ϕj ,k

E
ϕj ,k ,

et la formule de Plancherel

kf k2L2(R) = ∑
j2Z

∑
k2Z

���Df , ϕj ,k

E���2 .
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Analyese multi-résolution

La réponse de la question précédente est fournie par le théorème
suivant, essentiellement dû à S. Mallat ( théorème 7.2, p. 266), mais

on emploiera une méthode di¤érente de celle du S. Mallat. Donc,

nous proposons ici une condition su¢ sante portant sur une fonction ϕ

véri�ant (1) pour qu�elle engendre une A.M.R.
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Theorem
Soit ϕ 2 L1 (R) \ L2 (R) à valeurs réelles. Une condition su¢ sante pour
que l�on ait ϕ engendre une A.M.R., est que la transformée de Fourier de ϕ

ϕ̂ (ω) =
Z
R

ϕ (x) exp (�ixω) dx

véri�e
ϕ̂ (0) 6= 0.
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Analyese multi-résolution

Lemma
Pour toute fonction f 2 L2 (R) ,

fj �! f dans L2 (R) quand j �! +∞,

où fj est la projection orthogonale de f sur Vj .
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Analyese multi-résolution

Remark
La projection orthogonale PVj f = fj de f 2 L2 (R) sur Vj se calcule par la
formule

PVj f = ∑
k2Z

D
f , ϕk ,j

E
ϕk ,j

= ∑
k2Z

Ck (f ) ϕk ,j

avec

Ck (f ) =
Z
R

f (t) ϕk ,j (t) dt

= (f � ϕ̃k )
�
2k j
�

où
ϕ̃k (x) = 2

�k
2 ϕ

�
2�kx

�
.
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Analyese multi-résolution
Preuve du théorème

Supposons que ϕ engendre une A.M.R orthonormée, telle que

..... � V�1 � V0 � V1 � ........

Comme [
j2Z
Vj est dense dans L2 (R) et PVj f est la projection orthogonale

de f sur Vj , on a par la relation (1.1):

lim
j�!∞



f � PVj f 

L2(R) = 0, pour tout f 2 L2 (R) .

En particulier, cette équation est vraie pour f dé�nie par:

f̂ (ω) = χ[�π,π] (ω) .
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Analyese multi-résolution
Preuve du théorème

Alors:

kf k2L2(R) = 1.
Par conséquent, il existe une entier n0 2 Z tel que la fonction:

fn = ∑
k2Z



f , ϕn,k

�
ϕn,k pour tout n � n0

véri�e
kf � fnk2L2(R) �

1
2
.

H. S. Zohra (Institute) Une condition su¢ sante sur une fct engendrant une A.M.R 20/06/2013 12 / 21



Analyese multi-résolution
Preuve du théorème

Puisque f est la somme de deux vecteurs orthogonaux fn 2 Vj et
(f � fn) ? Vj , on sait par le théorème de Pythagore que

kf � fnk2L2(R) = kf k
2
L2(R) � kfnk

2
L2(R) .

Par conséquent,

kfnk2L2(R) = kf k2L2(R) � kf � fnk
2
L2(R)

� 1� 1
2
� 1
2
.
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Analyese multi-résolution
Preuve du théorème

En utilisant l�orthogonalité de
�

ϕn,k
�
k2Z

, on obtient

∑
k2Z

��
f , ϕn,k
���2 � 1

2
.

Notons que:

f , ϕn,k

�
=

1
2π



f̂ , ϕ̂n,k

�
=

1
2π

πZ
�π

2
n
2 χ[�2�nπ,2�nπ] (w) ϕ̂ (w) dw

est le coe¢ cient de Fourier à l�ordre k de la fonction: 2
n
2 χ[�2�nπ,2�nπ] ϕ̂

dé�nie sur [�π,π] car [�2�nπ, 2�nπ] � [�π,π] pour n � 0
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Analyese multi-résolution
Preuve de théorème

D�après la formule de Parseval pour les séries de Fourier, on en déduit que
pour tout n � max (0, n0)

1
2
� ∑

k2Z

��
f , ϕn,k
���2 = 


2 n2 χ[�2�nπ,2�nπ] ϕ̂




2
L2(R)

=

2�nπZ
�2�nπ

2n
���ϕ̂ (w)���2 dw , n � 1.

Comme ϕ est intégrable et ϕ̂ est continue, il en résulte par le théorème de
la convergence dominée de Lebesgue que

jϕ̂ (0)j2 > 0.
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Analyese multi-résolution

Corollary

Soit ϕ 2 L1 (R) \ L2 (R) une fonction d�échelle qui engendre une A.M.R.
et supposons de plus que ϕ̂ (ω) est continue en 0. Alors,������

Z
R

ϕ (x) dx

������ = 1.
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Analyese multi-résolution
Preuve du corollaire

Soit PVj la projection orthogonale sur Vj et soit g une fonction non nulle
de L2 (R) sachant que supp (ĝ) � [�1, 1] .
En utilisant l�orthonormalité du systèmen

ϕj ,k

o
j ,k2Z

=
n
2
j
2 ϕ
�
2jx � k

�o
k2Z

,

on déduit que



PVj

2L2(R) = 1
4π2 ∑
k2Z

������
1Z
�1

ĝ (ω) ϕ̂
�
2�jω

�
exp

�
i2�jkω

�
dω

������
2

.
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Analyese multi-résolution
Preuve du corollaire

L�intégrale apparaissant entre la valeur absolue:

1Z
�1

ĝ (ω) ϕ̂
�
2�jω

�
exp

�
i2�jkω

�
dω

au membre de droite, considérée comme le (�k)�éme coe¢ cient de
Fourier de la fonction

p
2πĝ (ω) ϕ̂

�
2�jω

�
sur l�interval [�1, 1]. Alors,



PVj

2L2(R) = 1
2π

1Z
�1

jĝ (ω)j2
��ϕ̂ �2�jω���2 dω. (2)
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Analyese multi-résolution
Preuve du corollaire

En passant à la limite dans la relation (2) , on obtient l�égalité:

lim
j�!+∞



PVj

2L2(R) = kgk2L2(R) (3)

D�autre part, en utilisent la continuité de ϕ̂ en 0 et la formule de
Plancherel, on trouve

lim
j�!+∞

1
2π

1Z
�1

jĝ (ω)j2
��ϕ̂ �2�jω���2 dω = kgk2 jϕ̂ (0)j2 . (4)
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Analyese multi-résolution
Preuve du corollaire

Finalement, on obtient
jϕ̂ (0)j2 = 1

et donc
jϕ̂ (0)j = 1,
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0.0.1 Rappel

Base de Riesz

Une famille de vecteurs fxn; n 2 Ng est une base de Riesz d�un espace de Hilbert si et
seulement si est

1. Linéairement Independent,

2. 9
; � 2 R avec � � �




 X
n2N

an

! 1
2

�
 X
n2N

anxn

! 1
2

� �
 X
n2N

an

! 1
2

:

Décroissance rapide

On dit une fonction f 2 C1 (R) est à décroissance rapide si pour tout entiers positifs � et �

lim
jtj�!+1

��t�f (�) (t)�� = 0:
Base orthonormées

Une système orthonormé f'ng est dites base orthonormée s�il est complet.
On sait qu�il y a une analogie formelle entre transformation de Fourier et transformation en
ondelettes. Aussi est-il légitime de se demander s�il est possible de trouver une fonction '
que nous appellerons ondelette discrète telle que :

8j; k 2 Z; 'j;k (x) = 2
j
2'
�
2jx� k

�
; 8x 2 R

et pour tout f 2 L2 (R) ;

8x 2 R; f (x) =
X
j;k2Z

0@Z
R

f (t)'j;k (t) dt

1A'j;k (x) :
La réponse est a¢ rmative.
Nous rappelons dans ce mémoire les propriétés des analyses multi-résolutions dont nous
aurons besoin par la suite. La notion d�analyse multi-résolution a été introduite en 1986 par
S. Mallat [2] et la plupart des propriétés que nous utiliserons sont démontrées dans le livre
d�Y. Meyer [3] et la thèse d�A. Cohen [1].

Dé�nition 0.1 :

Une analyse multi-résolution est une suite de sous-espaces fermés (Vj)j2Z de L
2 (R) qui véri�e

les propriétés suivantes :

(1.1) Vj � Vj+1; \
j2Z
Vj = f0g et [

j2Z
Vj est dense dans L2 (R) ;

(1.2) f (x) 2 Vj si et seulement si f (2x) 2 Vj+1;



2

(1.3) V0 a une base de Riesz de la forme ' (x� k) ; k 2 Z; avec ' à valeurs réelles. Le plus
souvent on impose à ' d�être à décroissance rapide à l�in�ni.

(1.4) Pour tout k 2 N; xk' 2 L2 (R) :

Remarque 0.1 :

i) La fonction ' est appelée fonction d�échelle d�une A.M.R.
ii) Les espaces Vj se déduisent par dilatation de l�espace V0

Vj = Vect
n
'j;k : x 7�! 2

j
2'
�
2jx� k

�
=k 2 Z

o
:

iii) Une base d�ondelettes est une base orthonormée de L2 (R) de la forme
�
'j;k
�
;

j; k 2 Z où
'j;k (x) = 2

j
2'
�
2jx� k

�
;

avec ' une fonction de carré intégrable à valeurs réelles.
La transformation en ondelettes orthogonales est alors dé�nie par

f 7�!


f; 'j;k

�
; j; k 2 Z;

avec la formule de reconstruction :

f =
X
j2Z

X
k2Z



f; 'j;k

�
'j;k;

et la formule de Plancherel :

kfk2L2(R) =
X
j2Z

X
k2Z

��
f; 'j;k���2 :
La question qui se pose à quelles conditions une fonction

' 2 L1 (R) \ L2 (R) (0.1)

engendre-t-elle une analyse multi-résolution ? La réponse est fournie par le théorème suivant,
essentiellement dû à S. Mallat ( Théorème 7.2, p. 266), mais on emploiera une méthode
di¤érente de celle du S. Mallat. Donc, nous proposons ici une condition su¢ sante portant
sur une fonction ' véri�ant (0:1) pour qu�elle engendre une analyse multi-résolution.

Théorème 0.1 :

Soit ' 2 L1 (R)\L2 (R) à valeurs réelles. Une condition su¢ sante pour que l�on ait ' engendre
une A.M.R., est que la transformée de Fourier de '

'̂ (!) =

Z
R

' (x) exp (�ix!) dx

véri�e
'̂ (0) 6= 0:

La démonstration de ce résultat repose sur le lemme suivant :
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Lemme 0.1 :

Pour toute fonction f 2 L2 (R) ;

fj �! f dans L2 (R) quand j �! +1;

où fj est la projection orthogonale de f sur Vj.

Remarque 0.2 :

La projection orthogonale PVjf = fj de f 2 L2 (R) sur Vj se calcule par la formule :

PVjf =
X
k2Z



f; 'k;j

�
'k;j

=
X
k2Z

Ck (f)'k;j;

avec

Ck (f) =

Z
R

f (t)'k;j (t) dt

=

Z
R

f (t) 2
�k
2 '

�
t� j
2k

�
dt

= (f � ~'k)
�
2kj
�
;

où
~'k (x) = 2

�k
2 '
�
2�kx

�
:

Preuve. (Lemme 0.1) �
Fixons f 2 L2 (R) et choisissons un nombre � > 0:
Comme [

j2Z
Vj est dense dans L2 (R) ; on peut trouver un nombre n 2 N et une fonction g 2

Vn tels que
kf � gkL2(R) < �:

Puisque g est automatiquement dans Vk pour tout k � n; alors

fk = PVkf 2 Vk converge vers f

sachant que
kf � fkkL2(R) � kf � gkL2(R) < �; pour tout k � n:

D�où le lemme est démontré.



0.1 Preuve du théorème : 4

0.1 Preuve du théorème :

Supposons que ' engendre une A.M.R orthonormée, telle que

::::: � V�1 � V0 � V1 � :::::::.

Comme [
j2Z
Vj est dense dans L2 (R) et PVjf est la projection orthogonale de f sur Vj; on a

par la relation (1:1) :

lim
j�!1



f � PVjf

L2(R) = 0; pour tout f 2 L2 (R) :

En particulier, cette équation est vraie pour f dé�nie par :

f̂ (!) = �[��;�] (!) :

Alors la norme de f peut s�écrire :

kfk2L2(R) =
1

2�




f̂


2
L2(R)

=
1

2�

Z
R

���f̂ (x)���2 dx
=

1

2�

Z
R

���[��;�] (x)��2 dx
=

1

2�

�Z
��

dx

= 1:

Par conséquent; il existe une entier n0 2 Z tel que la fonction :

fn =
X
k2Z



f; 'n;k

�
'n;k; pour tout n � n0

véri�e
kf � fnk2L2(R) �

1

2
:

Puisque f est la somme de deux vecteurs orthogonaux fn 2 Vj et (f � fn) ? Vj, on sait par
le théorème de Pythagore que

kf � fnk2L2(R) = kfk
2
L2(R) � kfnk

2
L2(R) :

Par conséquent,

kfnk2L2(R) = kfk2L2(R) � kf � fnk
2
L2(R)

� 1� 1
2
� 1

2
:



0.1 Preuve du théorème : 5

En utilisant l�orthogonalité de
�
'n;k

�
k2Z ; on obtientX

k2Z

��
f; 'n;k���2 = kfnk2L2(R)

=






X
k2Z



f; 'n;k

�
'n;k







2

L2(R)

� 1

2
:

Notons que : 

f; 'n;k

�
=

1

2�

D
f̂ ; '̂n;k

E
=

1

2�

Z
R

f̂ (w) '̂n;k (w) dw

=
1

2�

�Z
��

'̂n;k (w) dw

=
1

2�

�Z
��

2
�n
2 exp

�
�i2�nwk

�
'̂
�
2�nw

�
dw

=
1

2�

2�n�Z
�2�n�

2
n
2 exp (�iwk) '̂ (w) dw

=
1

2�

�Z
��

2
n
2�[�2�n�;2�n�] (w) '̂ (w) dw

est le coe¢ cient de Fourier à l�ordre k de la fonction : 2
n
2�[�2�n�;2�n�]'̂ dé�nie sur [��; �]

car [�2�n�; 2�n�] � [��; �] pour n � 0:
D�après la formule de Parseval pour les séries de Fourier, on en déduit que pour tout n �
max (0; n0)

1

2
�

X
k2Z

��
f; 'n;k���2
=



2n2�[�2�n�;2�n�]'̂

2L2(R)
=

2�n�Z
�2�n�

2n
���'̂ (!)���2 d!:

Comme ' est intégrable et '̂ est continue, il en résulte par le théorème de la convergence
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dominée de Lebesgue que

j'̂ (0)j2 = lim
n�!+1

1

2�

2�n�Z
�2�n�

2n j'̂ (!)j2 d!

= lim
n�!+1

1

2�

�Z
��

2n
��'̂ �2�n!���2 d!

� 1

4�
> 0;

et donc nécessairement le théorème est démontré.
Une conséquence remarquable du théorème 0:1 est le résultat suivant :

Corollaire 0.1 :

Soit ' 2 L1 (R) \ L2 (R) une fonction d�échelle qui engendre une A.M.R. et supposons de
plus que '̂ (!) est continue en 0: Alors,������

Z
R

' (x) dx

������ = 1:
Preuve. �
Soit PVj la projection orthogonale sur Vj et soit g une fonction non nulle de L

2 (R) sachant
que

supp (ĝ) � [�1; 1] :
En utilisant l�orthonormalité du système�

'j;k
	
j;k2Z =

n
2
j
2'
�
2jx� k

�o
k2Z

;

on déduit que 

PVjg

2L2(R) =
X
k2Z

��
g; 'j;k���2
=

1

4�2

X
k2Z

��
ĝ; '̂j;k���2
=

1

4�2

X
k2Z

������
Z
R

ĝ (!) '̂j;k (!) d!

������
2

=
1

4�2

X
k2Z

������
Z
R

ĝ (!) '̂
�
2�j!

�
exp

�
i2�jk!

�
d!

������
2

=
1

4�2

X
k2Z

������
1Z
�1

ĝ (!) '̂
�
2�j!

�
exp

�
i2�jk!

�
d!

������
2

:
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L�intégrale apparaissant entre la valeur absolue :

1Z
�1

ĝ (!) '̂
�
2�j!

�
exp

�
i2�jk!

�
d!

au membre de droite, considérée comme le (�k)��eme coe¢ cient de Fourier de la fonctionp
2�ĝ (!) '̂ (2�j!) sur l�interval [�1; 1]. Alors,



PVjg

2L2(R) =
2�

4�2

1Z
�1

jĝ (!)j2
��'̂ �2�j!���2 d! (0.2)

=
1

2�

1Z
�1

jĝ (!)j2
��'̂ �2�j!���2 d!:

En passant à la limite dans la relation (0:2) ; on obtient l�égalité :

lim
j�!+1



PVjg

2L2(R) = kgk2L2(R) (0.3)

car ([Vj)j2Z sont dense dans L2 (R) :
D�autre part, en utilisant la continuité de '̂ en 0; on a

lim
j�!+1

1

2�

1Z
�1

jĝ (!)j2
��'̂ �2�j!���2 d! = 1

2�
kĝk2 j'̂ (0)j2

et par la formule de Plancherel, on a

lim
j�!+1

1

2�

1Z
�1

jĝ (!)j2
��'̂ �2�j!���2 d! = kgk2 j'̂ (0)j2 : (0.4)

Finalement, on obtient de (0:3) et (0:4) ;

j'̂ (0)j2 = 1

et donc
j'̂ (0)j = 1;

ce qui conclut la preuve du corollaire.
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