UNIVERSITE ABDELHAMID IBN BADIS-MOSTAGANEM
FACULTE DES SCIENCES EXACTES ET INFORMATIQUE
DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

Mémoire de fin d’étude
Pour "obtention du diplome de master
Spécialité : :Analyse Fonctionnelle
Théme :
surfaces minimale dans ’espace Hyperbolique

Présenté par :

FEDDAG AICHA

Soutenu le .

Les membres de jury

Président Mme AZI1Z HAMANI U. MOSTAGANEM.
Examinateur Mr FETTOUCH U. MOSTAGANEM.
Encadreur Mr L.BELARBI U. MOSTAGANEM.

Année Universitaire 2017-2018



Dédicace




Remerciements

Tout d’abord, Louange A Allah, le Tout Puissant de m’avoir donné le courage et la volonté

d’avoir réaliser ce travail

Je tiens exprimer ma profonde reconnaissance & Monsieur BELARBI LAKEHAL. Son
encadrement a été exceptionnel. Je le remercie chaleureusement pour son écoute,
sa patience pour ses conseils toujours avisés et ses remarques pertinentes, ainsi qu’a l'intérét
qu’il a porté a toutes mes questions.
J ‘exprime également toute ma profonde gratitude & Madame AZIZ HAMANI KARIMA A
qui me

fait I’honneur de bien vouloire présider le jury de ce mémoire.

J e tiens a exprimer ma vive reconnaissance a Monsieur FETTOUCH HOUARI pour sa
disponibilité
et ses remarques pertinentes qui ont permis d’améliorer le manuscrit.
J’adresse également mes remerciements a tous les enseignants qui nous ont donné les bases
de la science.

Jadresse également remerciements envers mes amis et mes collégues pour leur soutien

Mes remerciements sont adressés également & tous les enseignants de département de

mathématiques

En fin, je remercie tous ceux et celles qui m’ont aidé de loin ou de prés pour ’élaboration

de ce travail et tout la famille de département de mathématiques.



Table des matiéres

[ Résuméd
L__Introduction
L__Introduction
(1.1 Variété topologique @| . . . . . . . . . .. L
M2 Carte. . . . . . .
M3 Aflad . . . .
(L4 Variété Diftérentielle o . . . . . . . . oo
(1.0  Champ de vecteurs :| . . . . . . . . . . . .
1.6 Espace tangent :| . . . . . .. ...
(1.7 Varétés Riemanniennes . . . . . . . . . . . . . ...
(1.7.1 Meétrique Riemannienne 3. . . . . . . . ... .. ... ... ... .. ..
[L72 Taconnéxion linéaire:l . . . . . . . . . . .. ..
[L7.3 Taconnexionde Levi-Civita ] . . . .. ... ... ... ... ... ...
[1.7.4  Symboles de Christoftel d’une variété Riemannienne ;| . . . . . . . . ..
[1.7.5  Géodésiques :| . . . . . . . ..
[1.7.6  Geodésique et Complétion | . . . . . ... .. ... ... ... .....
.8 Courbure . . . . . . . . e e e
[1.8.1 Tenseur de courbure :f. . . . . . . . . . . . ...
82 Tatorsion:l . .. ... ... ...
Ill;il;i Lil g:gzlllt!!llg: !1§: I;i(:g:i ;l ---------------------------
1.84 Lacourburescalaire | . . . . . ... .. ... ... .. .. ...
IllEsl:i ]Jii s:!zlll tzll[g: !lg: g;ii!l:i:i ;l ---------------------------
(1.8.6 La courbure moyenne :| . . . . . . . ... .. oo
2P y I —~ ? fond tales
2.1 La Premiére forme fondamentale sl . . . .. ... ... ... ... ... ...,
[2.1.1 Expression dans une base localef . . . . . .. ... ... ... ...



TABLE DES MATIERES 2
221  Normale unitaire ol . . . . . . . . . ... ... 14

[2.2.2  Expression dans une base locale | . . . . .. ... .. ... 0000 15

[3 Surfaces minimales translation dans ’espace hyperbolique| 17
3.1 Typell . . . o o 18
3.2 Typell] . . . . 0 20
[3.3 Classiffication des surtaces minimales de translation de type I':f. . . . . . . .. 22
[3.4  Classiffication des surtaces minimales de translation de type II{| . . . . . . .. 25
[__Conclusion| 28
Bibliographie| 30




RESUME

Ce travail est consacré a I’étude et la classiffication des surfaces minimales de translation sur
I’espace hyperbolique H?.

Il y a deux type de surfaces de translation le premier type I sont des surfaces de translation
paramétrisée par X (z,y) = (z,y, f () + g(y)) , et le deuxiéme type sont des surfaces de
translation paramétrisée par X (z,2) = (x, f () + g(2),2) .

Alors d’aprés Lopez il n'y a pas des surfaces minimales de translation de type I dans
I'espace hyperbolique H?, et les seules surfaces minimales de translation de type I/ dans
I’espace hyperbolique H? sont les surfaces totalement géodésiques.




INTRODUCTION

En géométrie différentielle, une surface est dite minimale quand elle minimise son aire tout
en respectant certaines conditions a

son bord, et sa courbure moyenne elle est nulle partous, et pour classifié ces surfaces il faut
résoudre une équation aux dérivées

partielles .

Dans ce mémoire nous avons étudier la classification des surfaces minimales de translation
dans ’espace hyperbolique H?, dans deux types de surfaces, le premier type sont des surfaces
de translation paramétrisé par X (z,y) = (z,y, f () +¢(y)) , et le deuxiéme type sont
des surfaces de translation paramétrisé par X (z,2) = (z, f (z) + g (2), 2) , cette étude elle
est faite par Professeur Rafel Lopez de 'université de Granada, Espagne, dans sont papier
”Minimal translation surfaces in hyperbolic space, Beitr Algebra Geom, Volume 52, Issue 1,
pp 105-112; April (2011)” .

L’espace H?® muni de la métrique

o dr® +dy? +dz2?
— 3

ds

Ce mémoire est réparti en trois chapitres, dans le premier chapitre nous rappelons certain
nombre de définitions d’une variétés

topologique, carte, atlas,application différentiable entre deux variétés, homéomorphisme, dif-
féomorphisme.

Nous rappelons aussi la définition d’un vecteur tangant et I’espace tangant et champs de
vecteur.Nous introduisons la notion

d’une métrique Riemannienne et la connexion linéaire, la connexion de Levi-Civita,géodésiques
et géodésique et Complétion, la

courbure de Ricci et la courbure de Gauss , la courbure moyenne.

Dans le deuxiéme chapitre nous rappellons la définition de premiére et deuxiéme forme fon-
damentales et on a donné des

exemples, et utilité de ces deux formes.

Le dernier chapitre, nous procéderons a 1’étude des surfaces minimales de translation dans
I'espace Hyberbolique H? dans les

deux types, nous avons refait et détallé les calcules de R.Lopez, et le fruit de ce travaille est
les deux théorémes suivantes :

théorémel : Il n’y a pas des surfaces minimales de translation de type I dans l'espace
hyperbolique H?3.

Et théoréeme2 : Les seules surfaces minimales de translation de type I dans I’espace hyper-
bolique H? sont les surfaces totalement géodésiques et les plans.



Chapitre 1

Préliminaire

Dans ce chapitre on donne quelques rappels et définitions des outils mathématiques de géo-
meétrie différentielle , et géométrie Riemannienne comme la notion de variété, espace tangent,
métrique Riemannienne, variété Riemannienne, connexion de Levi-Civita, et la notions de
courbures.

1.1 Variété topologique :

Définition 1.1.1 : Une variété topologique M de dimension n est un espace topo-
logique non vide, séparé (au sens de Haussdorff) et a chaque point p € M,il existe
un ouvert U de M contenant p et un homéomorphe un ouvert de R .

¢:U — W CR"
Ou W est un ouvert de R™
Définition 1.1.2 : On dit que Q est un espace topologique séparé si et seulement

st ¥ (x,y) € Q? v, et v, voisinage de x ety (respectivement) tels que v,Nv, = ©.

1.2 Carte

Définition 1.2.1 : Soit M une wvariété topologique, et U ¢ M. On dit que le
couple (U, ) est une carte si et seulement si :

(1)U ouvert de M.
(2) ¢ (M) est un ouvert de R"
(3)p : U — ¢ (U) est une appliquation homéomorphisme.

Définition 1.2.2 : Un homéomorphisme est une application bijective, continue dont l’inverse
est continue .Ou bien une application bijective de classe et son inverse de classe C'™°.
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1.3 Atlas

Définition 1.3.1 : Un atlas de classe C* (1 < k < +00) sur une variété topologique M est

une famille des cartes {(U;, ;) };c; telle que :

(1) YU =M.
i=1
(2) les cartes (U;, ;)sont compatibles deux a deux

Définition 1.3.2 : (Deux cartes compatible)

Soit M une variété topologique et soient (U, ¢) et (V,1) deux cartes de M.
On dit que les deux cartes sont compatibles si et seulement si :
(HUNV =0o.
ou bien
(2) woptipUNV)—UNV — ¢ (UNV) est un diffcomorphisme.

Définition 1.3.3 : f : E — F application. On dit que f est difféomorphisme si et seule-
ment si : [ est continue, bijective et de classeC™ ; et son inverse f~1de classe C*°.

Exemple 1.3.1 : Soit S* = {(z,y) € R? /2? + y? = 1} C R? le cercle unité de R

on considére les parties Viet Vatelle que V3 = ST — {(0,1)} et Vo = ST — {(0,-1)}
et les applications .

v,V — R Uy : V, — R.

(z,y ) — 5 - et (z,y)r—

J_—y .
ona:
* Viet Vi sont des ouverts de R car Ci = {(0,—1)} et Cgi = {(0,1)} sont des fermés
de St.
[ sont des ouverts de R .
ont des applications continue et surjective

(V) = sl e (1h) =

_1
Uy 0V — Uy (V) et Uy 2—>\I’ (
~+injective =bjecctif sont continue.

AE

Uyt i Wy (Vy) — Ty U0 () — W

2X 1-Xx2 2X X221
X ( 1+X271+X2> - oet X 9 < 1+X271+X2> :

donc Uy : Vi — Wy (V]) et Wy : Vo — Wy (13) elles sont homéomorphisme .
alors (Va, Wy) et (V1, Uy) elles sont des cartes de S*
ona:

« ViU Ve =5 Vin Vo= I\{(0,-1)} =2\ {(0,1)} #0 .

cnrn =] oolo k]
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s oW, W (ViNn Vo) — VinVa +— U (1in ).

-1 1 2X  1-Xx2 2X X21—
]1—a’0[u]07 1—a[ <1+X2’1+X2> Wy <1+X2>1+X2>'

Uy 0 Uyt = +de classe C .

« Upo U0 (VIN Vo) — VinVa +— Ty (ViN Vh).

-1 1 2X —14X2 2X 1-X2
]1—a’0[u]0’ 1—a[ <1+X2’ 1+ X2 ) \Ijl(l-&-Xz’l-&-X?) :

\Il2 O \IJII(X> = %

I’application de changement de carte est bijective d’ot les deux cartes sont compatible ,alors
A={(V1,9,),(V,,¥,)} est un Atlas de S*.

1.4 Variété Différentielle :

Définition 1.4.1 : Soit M une variété topologique et A un atlas sur M ,on dit que le couple
(M, A) est une variété différentielle.

1.5 Champ de vecteurs :
Définition 1.5.1 : Un champ de vecteur sur M est toutes application

X:M—-TM
de classe C*°, qui a tout point x € M associe un vecteur tangent V, € T, M ’ensemble
des champs de vecteur surM est notéx (M) = {Y/Yest une champ de vecteur sur M} .

Définition 1.5.2 : On définit la somme de deux champs de vecteurs comme étant le champ
de vecteur

X +Y)(m)=X(m)+Y (m).
*Et la multiplication par une fonction f : M — R comme

(f - X) (m) = f (m) X (m).

Remarque 1.5.1 : Le produit de deux champs de vecteurs X et'Y n’est pas un champ de
vecteur.

Exemple 1.5.1 : Dans R?; si X = (%et Y = a% alors XY = afgy'

1.6 Espace tangent :
Soit M une variété différentiable de classe C°.

Définition 1.6.1 (Vecteur tangent) : On appelle vecteur tangent & v en m si y :
|—e,e[ C R — M une courbe sur M tel quey (0) = m et la fonction +' (0) : D C F (m) — R
définit par

d(f o)

Y(0) () = 2=,
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ou F(m) ={f:v, — R" f e C®} lalgebre des fonction différentiables sur le voisinage v,,
d’un point m.

Définition 1.6.2 : Sur les courbes différentiables v : |—e,e] C R — M ,on définit une
relation d’équivalence

Y1~ Y= 71 (0)(f) =~5(0)(f) pour tout fde D C F (m)
Cette relation signifie qu’on considére deux courbes 7y,et v, comme équivalent es si elles sont
le méme vecteur tangent en 0 dans R”, sur n’importe quelle carte locale.

Définition 1.6.3 : L’espace tangent en x a M, que l’on note T, M, est I’ensemble des classes
d’équivalences dans l’ensemble des courbes pour cette relationt.

1.7 Variétés Riemanniennes

1.7.1 Meétrique Riemannienne :
Soit M une variété différentiel et m € M [T, M espace tangent de M en m.

Définition 1.7.1 : Une métrique Riemannienne dans T,,M est un produit scalaire (forme bilinéaire )symé
définie positive.On noté g ou g, tele que :

g:TyM x T, M — C* (M)
(X,)Y) — g(X,)Y)

C> (M) : L'ensemble des application définie sur M et & valeur dans R de classeC*.

Notation 1 :

; _ 0 _ i)

*Si X et Y sont deux champs de vecteurs sur M tel que X = ZXia_xiet Y = Z Xj%j
? J
alors on a : g(X)Y)=> g XiYj.
1,J
* Etant donnée une variété Riemannienne (M, g) on définit
a)La longer d’un vecteur X € T, M est définit par
lzll, = Vg (X, X)

b)L’angle entre les deux champs de vecteurs X et Y est donnée comme

cosf3 = % X,Y non nulls.
Exemple 1.7.1 :
M=R3

go :la métrique euclidienne définie sur R3.
go = dz? + dzi + da3.

1 00 dl’l

:(dl‘l,dﬂfg,dl’g) 010 dIQ

0 01 dxs
911 g12 G13 100
g=¢go= (921 922 93] =(0 1 0O
g31 932 gs33 001
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Définition 1.7.2 : Soit M une variété différentielle et m € M, g est la métrique définie
sur Ty, M Nm € M,on dit que (M, g) Variété Riemannienne.

Définition 1.7.3 : On appelle variété Riemannienne toute variété munie d’une métrique
Riemannienne.

Exemple 1.7.2 :

(R3, g) est une variété riemannienne.

1.7.2 La connéxion linéaire :
Soit (M, g) une variété Riemannienne ety (M) :I’ensemble des champs de vecteurs sur M.
Définition 1.7.4 : Soit M une variété différentiable est un application V tele que

Vix (M) xx (M) — x (M)
(X, V) — VyY,

on dit que Vest un connexion si elle vérifie les conditions suivantes :
1) Vest R-bilinéaire.

2) pour tout f € C* (M,R), on
Vf_)(Y = fVXY et Vx (fY) = vaY + X (f)Y

Expression en coordonnés locales :

X=Y X2, Y =Y V2.
i=1 !

Y; G,

( J Jk

o I'y, appelle Symboles de Christoffel .

i 9 _ i 0
i-e) V%amk =, ijami.
J =1
R P 0
I :la i-éme composante de 'V o B

ij

1.7.3 La connéxion de Levi-Civita :

Définition 1.7.5 : Il existe une seule application V tels que :

Vix (M) x x (M) — x (M)
(X ,Y) — VxY .
vérifiant :
i) VxY — Vy X = [X,Y].
i) Xg(Y,2)=9g(VxY,Z)+g(Y,VxZ) tels que X,Y et Z € x (M).
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1.7.4 Symboles de Christoffel d’une variété Riemannienne :

La formule de Kosul :

29<VXK Z) = Xg(YVa Z) +Y9(X§Z) - Zg(X;Y) +g([X7 Y]’Z)+g([X7 Z]7Y> _g<[Y7 Z]:ﬁg
tel que : X|Y, Z € x(M) .

On utilisant la formule (x) pour : X = %, Y = (% 7 = 8%1 ,
on obtient :
0 9 Oga | Ogu  Ogji
29 | V _ — jt.  YY;j
g ( % axi’ axl) 8:13]- + 8:5'@ al’l

-~

Aga | Ogi _ 9g;i
29 (Z Fﬂ@xk (9.7:;) Jz; + ox;  Oxy
0 - dgil agjl _ 3gj¢

ZZFﬂg (8$k 8:(:1) Oz N Or;  Ox ()

1 a2 [ Oga | Ogj  0gji
A Fk — il Jt J
( ) = 7 2 Z g {8% + 6@1 aﬂfl

=1

Ou (g%) est la matrice inverse de (9ij)

Remarque 1.7.1 :Pour tout (i, j, k) on a Fk = F?z, ar

2.9) _ 9,2 9,2

SL’i’ X i Tj zj Ty
v 9 N~ 9
;F” oxy, ;Fﬂ@xk
0
= ; (I —I5) oy

1.7.5 Géodésiques :

Les géodésiques sont des courbes particuliéres dans un espace Riemannien qui
réalisent le minimum de distance entre deux points.

Définition 1.7.6 : Soit (M, g) une variété Riemannienne muni d’une connexion de Levi-

Civita V,
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soit C': I C R — M une courbe de classe C* , alors on dis que la courbe C' est une géodésique
si et seulement si elle vérifiant V. = 0, ou C’ est le vecteur dérivée de la courbe C.

Ecrire en coordonnées locales C (t) = (z, (t), ..., z, (t)) ,les geodésique C (t) se lisent comme
les solutions de I’équation différentielle suivante :

d?z;, - dx; dz;
k222 — .
) DY

,j=1

1.7.6 Geodésique et Complétion :
Définition 1.7.7 : (M, g) est geodésiquement complété si seulement si tou geodésique
C': |a,b] — M peut étre prolongée en geodésique definie sur R entier.

Exemple 1.7.3 :Le demi plan H? = {z € C/Im (z) > 0}

muni de la métrique canonique de R’ (i-e) :ds® = da® + dy?
n’est pat complété mais la métrique ds? = y% (dx? + dy?) il devient complété.

1.8 Courbure :

1.8.1 Tenseur de courbure :

Définition 1.8.1 : On définie sur (M, g) la fonction K biquadratique de courbure comme
suit :
K(u,v) = R(u,v,u,v)
= (R(u,v)v,u))
= g(R(u,v)v,u)
pour tout (u,v) € x(M) x x (M)
*Si u et v est une base orthonormée d’un plan P ,on définit alors sa courbure sectionnelle

par :
K(P) = K(u,v).

*Si u et v n’est pas orthonormée,alors :

g(R(u,v)v,u)

Kluiv) = glo, ) — g v)

1.8.2 La torsion :

T(X,Y)=VyY — Vy X — [X,Y].
Si V est la connexion du Levi-Civita, Alors 7' = 0 ( free torsion) .
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1.8.3 La courbure de Ricci :

Définition 1.8.2 : C’est un 2 - tenseur symetrique en point m, on note Ric(X,Y") : la trace
de ’endomorphisme

.M — T, M
V. — R(V,X)Y

Si {e;} est une base orthonormée de T, M alors :

Ric,(X,Y) = > R(X,e;,Y,e;)

i=1

= Zg (X,e)e;,Y)

= Z <R(X, 61')61', Y) .

=1

1.8.4 La courbure scalaire :

Définition 1.8.3 : C’est une fonction M — R noté k tel que k(m) est la trace de l’endomor-

phisme symetrique associee a Ric,, :

k(m) = ZRe,e],ez,e]
= Zk ei,ej
Y]

= 2Trace.
1.8.5 La courbure de Gauss :
In—m?2
K= EG—F?

Si K =0, on dit que la surface est plate

1.8.6 La courbure moyenne :

H = IG+En—2Fm
2(EG—F?)
Si H =0, on dit que la surface est minimale.



Chapitre 2

Premiére et deuxiéme formes
fondamentales

Dans ce chapitre,Nous rappelons les notions de premiére et deuxiéme formes fondamentales
dans une variété Riemannienne .

2.1 La Premiére forme fondamentale :

Considérons une surface paramétrée par la fonction X = z(u,v) et (M3, g)une variété Rie-
mannienne.elle est régulier d’une surface de classe C™ (m > 1) .tele que

X:UCR— ( M3 g
(U 7U> — (I1’$27$3)

On note dr?la métrique Riemannienne telle que dz? = g(dw, dz,).dz* + 2g(dz, dz,).dz? +
g(dx, dx,).dz?

Définition 2.1.1 : La premiére forme fondamentale en un point m d’une surface X est
dans une premiére approche, une écriture formelle de la métrique riemannienne dans varété
riemannienne (g (.)) restriction au plan tangte T,,X .

On note la premiére forme fondamentale par : I.

2.1.1 Expression dans une base locale

Considérons X une surface riemannienne (M, g) paramétrée par la fonction z(u,v). En un
point donné, les vecteurs tangents sont notés z,, et x,, ; le plan tangent est généré par cette base
locale (zy, z,), et tout vecteur tangent en ce point peut donc s’écrire comme une combinaison
linéaire de ces deux vecteurs.

Alors la métrique riemannienne s’écrit :
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I (axy + bxy, cx, + dx,) = (ac) g (Ty, Ty) + (ad + be) g (2, 2,) + (bd) g (T4, x0)
Les valeurs

E =g (@, v0),F = g (x4, 3.),G = g (0, T0)

sont appelées les coéfficients de la premiére forme fondamentale.

On peut écrire ceci sous la forme d’un tenseur :

g = (91 92 E F
Y 921 Go2 F G)°
L’utilité de la premiére forme fondamentale : On utilisé la premiére fondamentale

pour calculer des aires et des longueurs de courbes tracées surlU,peut aussi calculer les angles
entre des vecteurs tangents. C’est 'outil qui sert a étudier la géométrie de U.

2.2 La deuxiéme forme fondamentale :

La deuxiéme forme fondamentale, notée /1, est une forme quadratique sur ’espace tangent
de ’hypersurface d’une variété riemannienne.

Soit une surface X paramétrée par x(u,v). En un point P donné, le plan tangent (lorsqu’il
est défini) est généré par les vecteurs tangents z,, et x,, et le vecteur normal est défini comme
étant le vecteur unitaire N colinéaire &  x, A x,. Dans le repére (P, z,, z,, N), si la surface
est localement lisse.

2.2.1 Normale unitaire :

Définition 2.2.1 : Soit une surface définie par un par des fonctions .y, z de classe C*. Le
point de paramétre (u,v) est dit régulier lorsque les vecteurs dérivés partiels en ce point sont
indépendants. On peut alors former leur produit vectoriel qui constitue un vecteur normal &
la surface (non nécessairement unitaire).Lien avec le gradient

note N qui donné par: N = H(;u&wu)
u vllg

Définition 2.2.2 :

On considére une hypersurface orientée d’une variété riemannienne.
Soit N le champ de normales associé a cette hypersurface.
En notant V,w la dérivée covariante de la variété ambiante, on pose :
1T (v,w) = —g(V,N,w) = g(N, V,w)
Le signe de la seconde forme fondamentale dépend du choix de la direction de n (laco-
orientationdel’hypersurface).
On peut généraliser le concept de seconde forme fondamentale aux espaces de codimension
arbitraire. Dans ce cas, c’est une forme quadratique sur ’espace tangent, & valeurs dans le
fibré normal :
IT(v,w) =g (Vow)" .
avec (Vfuw)L la projection orthogonale de la dérivée covariante V,w sur le fibré normle.
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2.2.2 Expression dans une base locale :

Considérons X une surface riemannienne (M, g) paramétrée par la fonction x(u,v). En un
point donné, les vecteurs tangents sont notés z,, et x, ; le plan tangent est généré par cette base
locale (x,, z,), et tout vecteur tangent en ce point peut donc s’écrire comme une combinaison

linéaire de ces deux vecteurs.
Alors la métrique riemannienne s’écrit :
IT = lda® + 2mdzdy + ndy?
Les valeurs
=g (vﬂ?ul”UJ N)v m=g (vxuwa)a n=g (VZ‘Um’lﬂ N)
sont appelées les coéfficients de la deuxiéme forme fondamentale.

Exemple 2.2.1 : Soit

X:UCR? — SL(2,R)
(z,y) — (z,y, f (z,y))

SL(2, R) une variété Riemannienne muni d’une métrique :

dr\? dy 2 dx 2
JsSL(2,R) = 2 + % + %—l—dz

Et de base orthonormé :

0 0 0 0
La connexion de Levi-Civita :
4(1—
VElEl = %EQ VElEQ = —6yE1 + (4y - 1)
VE2E1 = —E1 + <4y — 2) Eg . VE‘2E2 = 2E1 + 2E3
VB, = —2E . Vi, By = —E,

L’espace tangent :

€1 T (7 7fx) 8x+fx8z+2y6z 2y 1+ 2y+f:c 3-
62:Xy:(0?17fm):C%—i_fy%:%EQ"_ny&

et on a

1 1 3 1
Ve €1 = (—3 ——fo— =5 — —Qfx) Es + fauEs.
Y Y Y Y
—9 /' f'd

Ve1€2 = ——F - Ey — 2E3 = Ve2€1.

F+9? " (F+9® " (f+g)
—24' E2+9”(f+g)—g’2+1E
(f +9)° (f +9)°

1

VE1E3 - _§E2
VE2E3 = _El- .
VE3E3 = 0.
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donc le vecteur normale unitaire donnée par

N Xx/\Xy y( +fx> El E2+ E3 _<%+fx> El ny2—|— E3
B HXHG/\X ” B 1 2 2 1
T s (rd) (£t 3) + 53+

Les coéfficients de la premiére forme fondamentale :
2
G=yg(Xy, X)) =y (ﬁEz + fyls, ﬁE2 + nys) = ﬁ + 17

F=g(X X)) =g (5B + (5 + ) B B+ fuls) = 1y (fo+ )
Les coéfficients de la forme fondamentale :

1)\? 1
R - 2 —_—
w—(fx—l—Zy) +fy+2y

[ = Ve >N: <L_ll‘_i_LI>E va ( Al E, — 3 Ey — 2
g( 161 ) g( y3 y.f y2 y2f 2 +f 39 (fz ) +f2+2y 1 (fz+271y)2+fy2+% + (fm+2y)
= 115 ( —ifx—%—y%fw) @f}
+fx
n=g(Vees, N) = g ( LBy + 5B — [, By + 5By + f,Bs — & [, By, o () +f2)+ : L)@+
- T T oy y T2y z Ty p
=4 (—fr+ 5@) (12~ %) el + 1 (37 f) |

- fz) i

= g (V. e9 N) = (_L_LI>E_LE v1p (—+E— y
m g( 162 ) 9( e ny 1 y3fy 2+ o2 35 (fz 7/) AT 1 (fz+i)2+f5+ﬁ 2 (fz+

- % fy4y4+ 3.f:c 4y2fx2+$fx+@fy ﬁ(y_l)]



Chapitre 3

Surfaces minimales translation dans
I’espace hyperbolique

Dans ce chapitre on étudier les surfaces minimales de translation dans I’espace hyperbolique,
d’apres les résultats de Rafael Lopez [8] .
L’espace hyperbolique définie par :

H? = {(x,y,z) €R3/z>0}

da?+dy?+dz?

Z . la base orthonormé {E;, Fy, F3}on peut facilement

muni d’'une métrique ds? =

vérfier que satisfait g(E;, E;) = 0,5, ici désigne les symboles de kronecker :0;; = { (1) :i z ; j
dans H? est donné par :
E1 = Z%, E2 = ZE%, E3 = Z%.
Les symboles Cristoffel Ffj et La connexion Levi-Civita V sont explicitement
donné par :
0 0 —1 0 0 0 10 0
ry;{o o0 o0 rzfo o -1 r;1o L o
1 1 1
-~ 0 0 0 — 0 00 —:
Et de la connexion de Levi-Civita :
Ve B = Es. Vi LEy=0 Vi B = —FE;.
VEQEl = 0 . VE2E2 = E3. VE2E3 = —EQ. .
VESEl = O . VE3E2 = O VE3E3 = O

Nous avons les crochets de Lie :
|Ey, By = [Ey, Es] = [Es, By = [Ey, Es) = [Es, Eq] [Es, By =0
[Ela E?)] = E17 [E27 E3] = E27 [E?n E3] = E3

La tenseur de courbure :
R(Eh EQ) E2 - _El, R (EQ, El) El = —E'17
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Définition 3.0.3 : Une surface Y dans l’espace hyperbolique H? (le demi-espace de Poin-
caré) est une surface de translation s’il est donné par une immersion X : U C R? — Ri,écr@'t

comime

X(z,y) = (2,9, f(x) +9W)) (typel)
X(z,z) = (2,f(x)+9(2),2) (typell)

ou f et g sont des fonctions lisses dans R.

3.1 Typel
Soit une surface ) note type I paramétrée par :
Yo X (wy) = (@9, f (@) + () (type T)

Les vecteurs tangents X, = %—f et X, = %—); sont décrits par :

€y = §y+g,%:§E2+%’E3.
la connexion de la surface )
%El = %Eg. c%El = 0.
% 2 = 0 C%Eg = éEg
% 3 = _éEl- d—DyEg = _%EQ.

la base de 1’espace hyperbolique donnée par :

-2 5 N f”(f+g)—f/2+1E3

Velel 1
(f +9)° (f +9)°

Veleg = %El — f 2E2 — f g 2E3 = V@el,
(f+9) (f+9) (f+9)
—94' 1" %11

V..c g E_+g(f+w g +E3

(f+9? " (f +9)°

Les coéfficients de la premiére forme fondamentale donnée par :

1+fl2 G_ 1+g/2

(f +9)° (f +9)%

f'q

(f+9)°

(1)
(2)
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Prenez le vecteur normal unitaire N & > . A savoir que N est le long d’un champ vectoriel
de > qui satisfait :

Xo N Xy = (éEl + f;/E3> A <%E2 + %,Eg) tele que

EiNE, = E;s.
E2 A\ Eg == El-
EsNE, = Fj.
donc P ) .
g
Xa: A Xy == —gEl - ;EQ + ;Eg

et HXJJ/\XyH = z%\/fa"‘ga"i‘ 1
N XXy 7 B o 1 )
(| Xz AXy ]| \/f’2+g'2+1’ \/f’2+g'2+1’ \/f’2+g/2+1
Les coéfficients de la deuxiéme forme fondamentale de cet vecteur normal
unitaire est donnée par :

g+ 17+

VIE+ g2+ 1(f +g)°

9" (f+9)+9°+1

RV R
g
m =

VIZ+ g2 +1(f+9)°

On Calculons la courbure intrinseque de Gauss (K;,;) telque : K, = gg—j”; + K (e1,e5)
Le crochet [eq, €] = e1e9 — eze1 = 0.
Le courbure sectionnelle K telque :

K(u,v) = R(u,v,u,v) = (R(u,v)v,u)) = g(R(u,v)v,u)

pour calculer la courbure sectionnelle il faut calculer premierement la tenseur R

telque :

R(X, Y)W =VxVyW = VyVxW = Vix )W :

R(el,eg) €y = veIV@@Q — V62V6162 - V[el7e2]€2 :
9 + _ /2+1+ [ !
_ g U+9) -y : 'y e . fQE3
z(f +9) 2(f+9)

K (e1,e2) = g(R(e1,e2)ea,e1).
(”f+g 9Q+1+del f f )
(f +9)° (f+g?
" (f+g)— 9&+1+f’+ /7
(f+9)° (f+9)

g
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Apreés cela calculer : h
1+ 2+ g2

(f+9)
s f// //(f+g) +g/2f//(f+g)+f//(f+g)+f/2g//(f_|_g)+f/2+g//(f+g)+g/2+1

EG - F? =

In—m* = 7
(f+9) AL+ [?+49?)
donc
oo LU P )+ [ (f+9) — 9% (fg) + [+ g 2002 + 27 + g
int (1 +f/2 +g/2>

On calculons La courbure moyenne telque :H = %%

1+ 12 /I_|_ 1+ 12 " 2

(1+9°) 0"+ 1+ )" o

=(f+ - .
) et ViTEEe

Proposition 3.1.1 :la courbure intrinséque de Gauss et la courbure moyenne pour les sur-
faces de translation dans l’espace hyperbolique de type I sont données par :

9" (f+9)°+ %" (F+9)+ 1" (f+9)— 92" (f+9)+ "+ g +2f%% + 22 + ¢°

Kin =
t (1+ f’2 + 9’2)
Et (1 +g/2) f/l + (1 +f/2) gll 2
- (f + g) 3 + > R
(1_|_fl2+g/2)2 /1+f/ _|_g
3.2 Typell
Soit une surface ) paramétrée par :
Y X (wy) = (=, f(fv)+g(2)72) (type I1)
Les vecteurs tangents X, = 8X et X, sont décrits par
0 0 f
= X, =— '— = —E E
el o7 + f ay 1+ 2.
0 0 ! 1
e = Xy=g—+—=9p,+-E,

oy 0z =z z

la connexion de la surface ) |

D 1 D

— = -F —F, =0

de ! P dz *

D ! D !
—E2 = LEg —E2 = g—Eg
dx z dz
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et la base de I’espace hyperbolique donnée par :

—Zf” (1 +f/2)

Velel = 22 E1 -+ TE?)
—1 / I

V61€2 = ?El - %Ez - fg E3 = vegel.
2q" — 24 2

v62€2 J 22 J E2 + J 22 E3

les coéfficients de la premiére forme fondamentale sont données par :

1 2 1 2 [
z z z
le vecteur normale unite de ) :
! 1 g
X, NXy = §E1 — ;Ez + ;Eg
et | X, A Xy = %2\/ fP+g?+1
N _ Xx/\Xy _ f’ . 1 g’
[ XeAXyll \/f’2+g’2+1’ \/f’2+g’2+1’ \/f’2+g’2+1
Les coéfficients de la deuxiéme forme fondamentale :
o —Zf” N g'(f'2+1)
224 ¢%+1 22 +¢2+1 )
9' (g% - 1) (9”2 —29)
n = — )
22 /f/2_|_g/2+1 22 /f/2+g/2+1
2
m = 91 .
Z2 /f/2_'_g/2+1
Alors
o 1 (1 +g/2) f”"‘ (1 + f/2) g// N g/
2 (1+f/2+g/2)% \/1—|—f’2—|—g/2‘
On Calculons la courbure intrinseque de type I :
1 12 2
EG— F? = L;Lg
z
Le crochet [eq, e5] telque [eg, e5] = ejea — ege; = 0.
Le courbure sectionnelle K telque :
R (61, 62) €y = v61V62€2 — VE2V6162 - V[EPQ]@Q :
/2_1 2//2_1 2/3/_ 12 1!
_ 9 SRy fg3 o 9°f ;fggEg
z z z
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Q(R (61762) 62761)
EG — F?

12 _ 112 13 1, £12 11 1 /
g<—9231E1—2f‘Z3 1E2+2gfz§f ggEg,%E1+f;E3)
EG — F?

_ _g/2+1+f/_2f/29/2 Z4
23 1+f/2+g/2

) —zg'3f” + g/4 + g//f//ZQ + Zf//g//S . g//g/zf/2 _ gllglz + g/2f/2 + g/2

K (e1,e9) =

In — =

n m Z4 (1 + f12 +g/2)
donc
o —Zg'3f”—|-g'4—|-g”f”22 —l—zf”g"3 _gl/glzfl2 _g//g/2+gl2f/2 +g/2 _ 2912 +Z+Zf/ _ 22]”29,2

int (14 /2 + g?)
La courbure moyenne :
o 1 (1 +g/2) f// + (1 + f/2) g// N g/
2 (1+f/2+g/2)% /1 +f/2_|_g/2‘

Proposition 3.2.1 (2) :la courbure intrinséque de Gauss et la courbure moyenne pour les
surfaces de translation dans l’espace hyperbolique de type I1 sont données par :

_Zg/Sf//+g/4_|_g//f//22 +Zf”g”3 _g//g/zflz _g//giz+g/2f/2 +g/2 _ 2912 —f—Z—i—Zfl _ 22]0/29/2

Kint =

(1+f2+97)
Et
1 1+ 2 /l+ 1+ 2\ I /
P AU A e U L I g _ @)
2 (14 f2 4 g?)2 1+ f2 + g2

3.3 Classiffication des surfaces minimales de transla-
tion de type I :

Théoréme 3.3.1 : Il n’y a pas des surfaces minimales de translation de type I dans [’espace
hyperbolique H3 .

Preuve. : u
Si la surface est minimale, c’est-a-dire H = 0 sur Y, nous avons & partir de (2) :

A+ f+ A+ 9" 2

=0
(1+f/2+g/2)% /1+f'2+g’2

(f +9) (3)
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Nous écrivons I’ équation (3) sous forme suivant notée (4) :

(1+f’2+g'2)% A+ 21 g2

3
20417497

(f+g) [(1+gl2) f”‘|’ (1+f/2) g//} _

f// g// - 1 + f/2 _|_ 912
(f+w{ﬂ+f%+ﬂﬂ@%}_ 0 /20497 @

On derivée deux fois ’équation (4) par raport x et y :

5 [ wiml| = (el  mvem) o (i) ©

ﬁ |:_2 1+f'2+g'2 } B _2 <2f/f// (1 +f/2) _ 2f//f/(1 +g'2+f’2))
O | "+ (1+g%)] (1447 (1+ f2)?

_ 4 ( f//f/g/Q )
(1+92) \(1+ f2)

S O 0 T O 0 o 2

82 |:_2 ( Qf/f//g& _):| B 4 <2f/g/fwgn (1 + 912) _ 29//9,3f,,f,)
(

0x 0y 1+ f2)(1+g¢?) (1 —I—f’2)2 (1 +g’2)2
_ ( 8fd g >
(14 £2)° (1 + g?)°
(9N (" N 8f'g'f7g"
fQLw%)@+gQHJ@)” (O+WWLWWJ ®)

On divisons 1" équation (5) sur f/g/ :

(Y o () e LS
f'g \(1+g7) f'g \(1+ f7?) 9" (L+ ) (1 + ¢?)°

(a signifie

1 g// / 1 f// / B 8/f//g//
?QHw%)@+?<O+WJ(m_ﬂ+ﬂfﬂ+ﬂf o

Comme le membre de gauche de cette équation est la somme d’une fonction de x et d’une
fonction de y, une nouvelle différenciation dans (6) par rapport a x et y implique que la
gauche
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le coté disparait pour tout x, y. En prenant cela en compte, ces deux différenciations sur
les rendements de droite

0= (_4f/f//2 + (1 +f/2> f///) (_4g/g//2 + (1 +g/2) g///)

Nous supposons que —4f/f"% + (1+ f) f” = 0.0n ecrivons cette équation sous forme

suivante
f B 4 f/ f//

D)
On intégri cette équation différentielle ordinaire (a) et donnée :
In(f")=2In(1+ f*) +c<exp(n(f”)) =exp(2In (1 + f?) +¢)

"

(a)

e [ =a(1+ 7). (*)

pour certains constante a. En remplagant (x) dans (6), nous avons

7

1 g// / 1 o 9 ’ g
(i) + 7 (e ) =se "
Laissez-nous distinguer plusieurs cas.
1 .Soit a = 0.Nous faisons le changement suivante : f(z) = mz+n, m,n € Ret ¢" = b(1+g/*)
pour certains constante b.
tel que :

fr(z) =met f”(z) = 0.En rempalce dans (4) donnée :

(ma +n) (M> +9<M> :_2< 1+m?+ g )

(1+g7?) (1+g?) (1+m?)(1+g?)

implique

b((mz+n)+g(y)=-2 ((1 i—;ﬂg; (;_—f,g@))

a) Si b # 0, alors m = 0 et nous concluons quea

bt a ) =2 (10

b(n+g(y) =—2

Cela implique que ¢ est une fonction constante, et donc ¢” =0 et b = 0.
contradiction.

b)Si b =0, alors g(y) = py + ¢, p,q € R. tel que :g) (y) =0, f"(z) =0, f'(x) =m, g (y) = p.
En remplace dans I’équation (4) donnée :
1+ m? + p?
(1+p?) (1 +m?)

0=—

ce qui est une contradiction.
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2.0n suppose que a # 0 et 2af" = —b= " = _b
En remplace dans (7) donnée :

1 gll / gn
() —ga—I
g ((1+9’2)) (1+g?)°

En particulier f (z) = 2% + ma +n, m,n € R.
Alors ¢” = p(1 + g/*) pour une constante p € R.. De (4) on a p(n + g(y)) = —2,
qui conclut que g est une fonction constante et p # 0 : contradiction

avec le fait que ¢” = p(1 + gr?).

3.4 Classiffication des surfaces minimales de transla-
tion de type II :

Théoréme 3.4.1 :Les seules surfaces minimales de translation de type I1 dans l’espace hy-
perbolique H? sont les surfaces totalement géodésiques et les plans.

Preuve. U
Si la surface est minimale, c’est-a-dire H = 0 sur ), nous avons a partir de (1) :

LA+¢") "+ A+ )" g _
2 (14t VIt 2ty

Nous écrivons I’ équation (3) sous forme suivant notée (4) :

1 (1 +g/2) f”+ (1 ‘|‘f/2) g// B g/
2 (1+f’2+g'2)% /T+ f2 + g~
3
29" (1+ [ +9°)°
/1+f/2+g/2
. f// / 1 +f/2 +g/2 (4)
(1 +f/2 1+g/2 1+ f/2) (1 _|_g/2)‘

On derivée I'équation (4) par raport = notée (5)

(5)
g |:< f// )} |: , 1+f/2+g/2
or [\"1+ 77 " (14 f2) (1+g7%)

Z( f// )’__4( f/f// g/3 . (5)

1+ f7 1+ f2)* 1+ g?

2 |:(1+g/2) f/l_"_ (1_"_f/2) glli| —

donc I'équation (5) donnée :

f// / B f/f//
(7)o )

o g/3
On pose a = gD
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Si a = 0,Alors g (y) = p (g est une fonction constante ), f(x) = mx +n, n,m € R.
Donc la surface peut paramétrer comme

X (v,y) = (r,mz+n+pz), (r,2)eU

Cette surface est un plan euclidien vertical, et la surface est un plan totalement géodésique.
Ceci fait partie de la déclaration de Théoreme (2) .

A partir de maintenant, nous supposons que a # 0 en (6) et nous arriverons a une contradic-
tion. Dans

en particulier,g/ # 0 et

g —azg® —az =0 (7)
On intégrer 1'équation (6) peut I'obtention
f// 1
rf’Z = 2arf@ + b, b € R
En écrit :
9,3 3 12
az = (14 ¢7?) & g% =az+azg (**)

On derivée I'équation ()

(**) = 39//9/2 =q |:1 4 2Zg/g// T g/2:|
& ¢"(3¢” — 2azg9") = a(1+¢'2)
v a(l+g72)

= g - 2a2) ®

Observons que 39/ — 2az # 0 puisque a # 0. En revenant a (4), nous avons

+ 1 ) 1+f/2+912
a g
1+ f? g (39’ — 2az) 1+ %) (1+g7?)

z (b + 2a
Nous utilisons de nouveau la deuxiéme équation de (8), obtenant

q <<3bg’3 — 2azbg'2> - ag') =2ag' (3¢’ — 2a2) & <3bg'3 — 2azbg'2> +ag’ = 2a (3¢9’ — 2az)
(***)

On divise ’équation (x * *) sur ¢ :

bg' <3g’3 - 2azg’2> +tag' 2ag (3¢ — 2a2)
- /

- & 3bg"® — 2a2bg” — bag' + 4a’z =0.  (9)
g g

Nous supposons d’abord b = 0. Alors —5g/ + 4a’*z = 0 = ¢’ = . En mettant (7), nous

obtenons le polynéme
: .3 _ 64a323 2 __
suivant :g/° = 5= et gI* =

16a222
25

16
—35&323 —az =
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125
1622 °

donc la soloution de I’équation (%) :a =0et a =+
Cela conduit & une contradiction.
Ainsi, nous supposons b # 0 dans (11). Définissez X = g/ dans 'équation (7) et (8)

X3 —azX?’+az=0

3bX°% — 2abzX? — 5ag’ + 4a®z =0

De I'équation #, nous trouvons
(#) = X? = az + azX?

En remplace dans (8) :

3b (az + azXQ) —2abzX? — 5aX + 44’z = 0 <= abzX? + 3abz + 4a’z — 5aX = 0.

On divise 'équation (111) sur a :
bzX? + 3bz + daz — 5X = 0.

Dans I’équation (#)on a :
(#) = az = X? — azX?

En remplace dans (8), on obtient :
bX? —5aX + 4a*z + 2abz = 0.
Nous multiplions I’équation (10) en X :
bzX? —5X% +4azX +3bzX =0
Et multiplie I’équation (11) en —z,on obtient :
—bzX? — 5zaX — 4a®2* — 2abz* = 0.

. bz X3 —5X? +4azX +3bzX =0
En combinant(113)et (114), nous Concluons{ 0 X3 — 5raX — a5 — 2abs? — 0

Par conséquent,

—5X? 4+ 32 (3a +b) X — 2az* (2a + b)
Dans (10) on a
—3bz —4az +5X

1 X? =
(10) = -

En rempalce dans (12) ,on obtien

=0

—3bz — 4az +5X 3226 (3a+b) X 2abz® (2a + b)
-5 + -
bz bz bz

(111)

(10)

(112)

(113)

(114)

(12)



Donc
(—20a — 15b + 4abz? + 2ab*2?) 2
(9a + 3b) bz? — 25

En remplacant cette expression de X dans (10), on obtient une équation polynomiale
sur z, a savoir,

X =

40?0 (2a +b)* 27 — b? (16a® — 109a%b — 108ab? — 27b%) 2° — 125abz® = 0

et z dans R. Ceci implique a = b = 0. contrdiction.
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CONCLUSION

Le but de ce travail est de classiffier et de discuté l'existence des surfaces minimales de
translation dans I'espace H?, dans les deux types de surfaces de translation et on a confirmé
qu’il n’y a pas des surfaces minimales de translation de type I dans ’espace hyperbolique
H?3, et les seules surfaces minimales de translation de type I/ dans I’espace hyperbolique H?
sont les surfaces totalement géodésiques et les plans.
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