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Introduction générale

La Modélisation mathématique est devenue un outil incontournable et interdisci-
plinaire dans de nombreux domaines, notamment en physique, en chimie, en méde-
cine, en biologie. L’intérêt de la modélisation consiste à faire des anticipations fiables
et représentatives des phénomènes traités. L’avènement d’ordinateurs de plus en plus
puissants a ouvert la voie à l’émergence de problèmes plus complexes. Ceux-ci peuvent
être modélisés et simulés, avec un coût raisonnable en temps et avec une haute préci-
sion.

La modélisation mathématique et le progrès de la médecine, en termes de vacci-
nation et d’amélioration des conditions de vie en général, ont laissé penser qu’à partir
de la deuxième moitié du XX siècle, les maladies infectieuses allaient disparaître. A la
surprise générale, on a découvert d’autres maladies encore plus dangereuses comme
le Cancer, le Malaria, la Fièvre Jaune, le SIDA, Ebola, le Choléra, la Dengue ou plus
récemment le Chikungunya. Il s’agit des noms de maladies qui marqueront à jamais
la mémoire de l’humanité. Les maladies infectieuses sont l’un des domaines où les
fondements théoriques ont été les plus développés en épidémiologie, car il est ques-
tion de maladies transmissibles d’une façon directe ou indirecte, résultent des virus et
des bactéries. Ce phénomène nécessite la compréhension de leur dynamique avant de
procéde au contrôle de leur propagation dans une population. Ces maladies résultent
d’une interaction entre l’hôte et l’agent pathogène, qui est habituellement responsable
des symptômes, de la gravité et du pronostic de la maladie infectieuse.

La modélisation mathématique des maladies infectieuses reste une science rela-
tivement nouvelle. Si l’épidémiologie dispose d’une longue histoire, ce n’est que ré-
cemment que les mathématiciens, les épidémiologistes, les immunologistes ont com-
mencé à collaborer pour créer des modèles susceptibles de prédire l’évolution d’une
maladie. Le premier modèle a été développé par Bernoulli en 1760 pour la variole [10].
Les principes de l’approche de l’épidémiologie mathématiques fondés sur les modèles
compartimentaux ont été établis par des médecins de la santé publique comme Ro-
nald Ross, W. H. Hamer et W. O. Kermack [42]. Ronald Ross peut être considéré comme
le père fondateur de la modélisation actuelle en épidémiologie. On lui a attribué le prix
Nobel en 1902 pour sa preuve que le paludisme était transmis par les anophèles. En
1911, c’est lui qui a publié le premier modèle dynamique de la transmission du pa-
ludisme. Il affirmait qu’il n’était pas nécessaire d’éliminer tous les moustiques, pour
faire disparaître le paludisme. En 1927, Kermack et McKendrick ont publié une série
d’articles dans lesquels ils décrivaient les dynamiques de transmission de la maladie
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Introduction

en terme d’un système d’équations différentielles.
Le recours aux modèles mathématiques demeure assez ancien en épidémiologie

[3, 42], mais depuis quelques années, on observe une augmentation très importante
du nombre de publications utilisant ces modèles dans l’analyse de la propagation et du
contrôle des maladies infectieuses. En effet, un modèle est une formulation en matière
d’équations mathématiques d’un phénomène issu du monde réel. Un bon modèle est
donc la traduction de la réalité à l’aide d’équations ou de systèmes différentielles. Il
existe deux grands types de modèles pour l’étude de la dynamique épidémique d’une
maladie transmissible qui évolue dans le temps ou par rapport à une autre variable :
les modèles stochastique et les modèles déterministes. Les premiers évoluent, comme
leur nom l’indique, de manière aléatoire, dans l’espace et le temps. Les modèles déter-
ministes sont régis par des lois mathématiques bien connues, dont on peut prévoir
exactement l’évolution au cours du temps. Leur comportement asymptotique peut
être stationnaire, oscillant (périodique) ou chaotique ; c’est-à-dire très dépendant des
conditions initiales et des données opératoires.

Dans ce travail de thèse, on s’intéresse à la modélisation et l’étude de maladie vec-
torielle, appliquée au cas de la fièvre de Dengue. Cette maladie est une infection virale
transmise à l’homme par la piqûre des femelles moustiques infectées, principalement
des espèces Aedes aegypti et Aedes albopictus. Ce vecteur transmet également le virus
du chikungunya, de la fièvre jaune et de Zika. La Dengue est largement répandue dans
les pays tropicaux, avec des variations locales de risque telles que les précipitations, la
température et l’urbanisation rapide et non maîtrisée. On estime que chaque année,
il y a entre 70 et 500 millions de cas de Dengue, générant 36 millions de cas de fièvre
de Dengue (DF) et 2,1 millions de cas de la Dengue hémorragique (DHF), avec plus de
20.000 décès par an. Le plus souvent, elle se manifeste par une forte fièvre, des maux
de tête, nausées, douleurs musculaires et articulaires. Il y a eu des preuves en labora-
toire tout comme sur le terrain selon lesquelles la transmission verticale existe à un
certain degré dans quelques espèces de moustiques Aedes (le virus est transmis de la
mère infectée aux oeufs). Les efforts pour contrôler la fièvre de Dengue se concentrent
sur le vecteur. Une des méthodes pour contrôler la population d’Aedes aegypti a été la
réduction des sites de reproduction du vecteur.

La progression des épidémies est souvent mesurée dans le temps, plus rarement
dans l’espace. Pourtant, la façon dont une épidémie se propage sur un territoire est
d’une grande importance lorsque l’on cherche à la contrôler. L’épidémiologie spatiale
étudie la localisation des individus ou des groupes d’individus, ou la différence de dis-
tribution spatiale entre deux groupes d’individus (en utilisant des distances, des voi-
sinages, etc.) et pour la recherche de facteurs de risque. Une des façons d’inclure la
dépendance spatiale dans le modèle est de considérer le mouvement des individus,
décrivant l’évolution de la population en fonction du temps et de la localisation spa-
tiale sous certaines hypothèses spécifiques sur la nature de leur mouvement. Cette ap-
proche conduit à des modèles d’équations aux dérivées partielles. Ces équations sont
souvent de type réaction-diffusion, d’une durée de réaction correspondant à la dyna-
mique des populations (locales) et d’un terme de diffusion décrivant le mouvement
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Introduction

des personnes dans l’espace [14, 15].
Les variations spatio-temporelles des températures, précipitations, humidité et vents,

qui pourraient intervenir dans les maladies transmissibles, affecteraient la biologie et
l’écologie des vecteurs et des hôtes intermédiaires. La hausse des températures peut
augmenter la propagation géographique des maladies à transmission vectorielle dans
les zones tempérées [13, 14, 39].

Divers modèles mathématiques ont été proposés pour étudier la Dengue [22, 24,
31, 43, 48, 67]. La plus part de ces modèles sont représentés par des équations dif-
férentielles ordinaires (EDOs), qui divisent la population humaine et celle du vecteur
moustique en compartiments (SI-SIR-SEI-SEIR). Il en est de même pour l’étude de leur
dynamique temporelle (aucune information spatiale n’est prise en compte). Cepen-
dant, les approches spatiales sont nécessaires, pour analyser la dynamique locale et
globale d’une part et afin de présenter une image plus réaliste de la propagation de la
maladie d’autre part [49, 75]. Tran et Raffy [84] ont étudié la dynamique temporelle et
spatiale de la Dengue, mais ils n’ont pas pris en considération le mouvement humain
parce qu’ils étaient intéressés par la diffusion locale de la Dengue à travers de petites
régions.

Les méthodes de résolution de ces modèles en particulier et les équations diffé-
rentielles en général, ont connu un énorme progrès dans les dernières décennie. Ces
méthodes consistent à obtenir des solutions approximatives d’un problème donné et
en particulier le problème de réaction-diffusion. Les méthodes les plus couramment
utilisées sont la méthode des différences finies [37], la méthode des volumes finies [8],
la méthode des éléments finies [26] et plus récemment les méthodes fondées sur les
ondelettes [50, 51]. Dans ce travail, notre intérêt porte sur ces dernières méthodes, car
la théorie des ondelettes reste un domaine relativement recent et émergent dans la re-
cherche mathématique. Ces dernières années, les ondelettes ont trouvé leur chemin
dans différents domaines de la science et de l’ingénierie. De plus, les ondelettes ont
de nombreuses applications dans la théorie de l’approximation et ont été largement
utilisées dans le contexte de l’analyse numérique. Plusieurs ondelettes [1, 4, 21, 40, 88]
ont été utilisées pour étudier des problèmes de plus grande complexité de calcul et se
sont avérées des outils puissants, pour explorer une nouvelle direction dans la réso-
lution des équations différentielles ou intégrales. Par exemple, la méthode des onde-
lettes de Legendre a été utilisée par plusieurs auteurs, en 2000, par Razzaghi et Yousefi
[64] pour résoudre des problèmes variationnels. En 2002, les mêmes auteurs l’ont ap-
pliquée, pour la résolution d’un problème de contrôle optimal [65]. Elle a été encore
introduite en 2011 et en 2015, pour la résolution d’un problème fractionnaire [41, 53].
En 2013, Imran Aziz et al. [5] ont utilisé la méthode des ondelettes de Legendre bidi-
mensionnelle pour la résolution des problèmes elliptiques, en 2015, Roodaki et al. [77]
l’ont présentée pour la résolution des équations intégrales de Fredholm.

L’idée fondamentale de la méthode proposée est la réduction d’une équation diffé-
rentielle, intégrale ou aux dérivées partielles à un simple système d’équations algé-
briques à l’aide des matrices opérationnelles (d’intégration ou de dérivation), pour
mieux comprendre les étapes, N. L. Ablaoui l’a bien détaillé dans sa thèse [2].
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Introduction

Ce manuscrit est organisé de la manière suivante :
Dans le premier chapitre, on présente les tous premiers modèles, qui sont mainte-

nant des références, non seulement dans le domaine de l’épidémiologie, mais égale-
ment dans le domaine de la modélisation de manière générale. On a introduit égale-
ment les modèles compartimentaux, en définissant les compartiments usuels que l’on
rencontre régulièrement dans la littérature. La seconde partie contient un ensemble
d’informations générales sur l’épidémiologie de la Dengue et de son vecteur.

Le deuxième chapitre propose une brève présentation de certains modèles histo-
riques sur la fièvre de la Dengue, où on va dresser un rappel des hypothèses et des
principales idées, qui ont permis la formulation des premiers modèles. On développe
par la suite un modèle spatio-temporel qui décrit la dynamique de la Dengue, c’est un
modèle qui combine à la fois un modèle SEIR chez les humains et un modèle SEI chez
le vecteur, à l’aide des équations de réaction-diffusion et ceci, afin de comprendre la
propagation de la Dengue.

Dans le chapitre qui suit, on introduit d’abord les polynômes orthogonaux de Ja-
cobi, ainsi que les ondelettes de Legendre mono et bidimensionnelles, puis on calcule
les matrices opérationnelles d’intégration pour chaque variable. Une méthode numé-
rique fondée sur les ondelettes de Legendre bidimensionnelle est développé pour la
résolution des équations aux dérivées partielles qui dépendent de deux variables spa-
tiales avec des conditions aux limites de type Dirichlet. Des tests numériques, réalisés
sur des exemples montrent l’efficacité de cette méthode. Le système d’EDPs est sou-
vent non linéaire. Pour ce faire, on combine notre approche avec une technique de
découplage et de quasilinéarisation.

Dans le dernier chapitre, on fait une simulation du modèle développé dans le deuxième
chapitre, où on va traiter deux scénarios, à savoir l’effet de la température sur la diffu-
sion de la Dengue, ainsi que la mobilité des sujets infectés.

On termine notre travail par une conclusion générale et des perspectives.
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Chapitre 1

Epidémiologie de la Dengue

1 Introduction

L’épidémiologie est une discipline scientifique qui étudie la fréquence et la répar-
tition des maladies dans le temps et dans l’espace, ainsi que le rôle des facteurs qui la
déterminent. Parmi ces facteurs principaux, on trouve les modes de transmission de la
maladie. Dans la suite de ce travail, on s’intéresse aux maladies transmissibles par des
vecteurs, qui présentent des cycles épidémiologiques complexes à cause de leur mode
de transmission indirect, ceux sont des maladies pour lesquelles l’agent pathogène (vi-
rus, bactérie ou parasite) est transmis d’un individu infecté (un hôte vertébré : homme
ou animal) à un autre par l’intermédiaire d’un arthropode (insecte, tique, etc.) hémato-
phage. Ces maladies figurent parmi les plus importantes en santé humaine et animale,
tant par la morbidité que par la mortalité qu’elles entraînent. En particulier, les mala-
dies humaines comme le paludisme ou la Dengue, ont un impact majeur global dans
le monde [85]. L’émergence ou la réémergence des maladies à transmission vectorielle
dans l’espace-temps est influencée par une interaction complexe de facteurs, notam-
ment le nombre d’hôtes humains infectés et susceptibles, le sérotype du virus, la taille,
les clusters et les habitudes alimentaires de la population de vecteur, le taux de trans-
mission du virus entre les vecteurs et dans les interactions homme-vecteur, ainsi que
les conditions environnementales et climatiques locales dans la zone d’étude au cours
de périodes déterminées.

La Dengue est une préoccupation mondiale majeure en santé publique, touchant
principalement les adultes et les enfants en Asie du sud Est. C’est le plus important
arbovirose dans le monde entier qui a les plus fortes hausses parmi les maladies infec-
tieuses au cours des 20 dernières années. Les estimations récentes indiquent jusqu’à
390 millions d’infections par an [12]. Les moustiques Aedes sont les vecteurs pour les
quatres sérotypes du virus de la Dengue : DENV 1− 4(OMS, 2012). Aedes aegypti est
le vecteur principal associé à la plupart des grandes épidémies de Dengue, tandis que
Aedes albopictus (vecteur secondaire) est moins dangereux [39]. On estime que 60 à
100 millions de personnes dans le monde sont infectées par cette épidémie chaque
année [12]. Le plus souvent, elle se manifeste par une forte fièvre, des maux de tête,
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nausées, douleurs musculaires et articulaires. Les vaccins contre la Dengue sont ac-
tuellement en développement.

Afin d’améliorer la compréhension et le contrôle des maladies vectorielles, plu-
sieurs modèles ont été proposés voir [25, 34, 55, 62, 84]. Le cas de la Dengue, a fait
l’objet de plusieurs travaux [23, 29, 30]. Dans [23, 29], les auteurs proposent l’étude des
modèles SI−SIR dans lesquels la population humaine totale est supposée constante.
Dans [30], Esteva et al. n’ont pas utilisés un taux d’infection classique dans la transmis-
sion de l’infection vers la population humaine, qui cette fois-ci dépend de la taille de la

population de vecteur λhSh
Im

Nm
. Dans tous ces modèles, la dynamique de croissance

du vecteur, et notamment des stades immatures, n’est pas prise en compte.
Ce chapitre a pour objectif de présenter la maladie qui a été étudiée dans le cadre

du travail de la thèse, la Dengue. Les grands modèles classiques épidémiologiques en
compartiments sont présentés ainsi que l’épidémiologie de la Dengue et les facteurs
environnementaux qui contribuent à son évolution.

2 Motivation

La Dengue est aujourd’hui considérée comme une maladie réémergente. Avec la
globalisation de l’économie et l’augmentation des échanges des biens et des personnes,
elle tend à gagner de nouvelles zones géographiques, se développe de plus en plus dans
des environnements urbains, et provoque des épidémies de plus grandes importances.
Les formes graves de Dengue sont de plus en plus fréquemment observées lors des épi-
démies récentes. L’augmentation de l’incidence de la Dengue dans le monde est liée,
d’une part, à la croissance démographique incontrôlée de certaines régions du globe
associée à une urbanisation rapide et anarchique et à l’absence de politique de gestion
de l’eau et des déchets. Ceci a engendré la multiplication d’habitats potentiels pour
Aedes aegypti, augmentant la densité du moustique et facilitant la transmission du vi-
rus de la Dengue.

La Dengue sévit principalement dans l’ensemble de la zone intertropicale. La pre-
mière épidémie confirmée de la fièvre hémorragique de Dengue (DHF) a été enre-
gistrée aux Philippines en 1953− 1954 et en Thaïlande en 1958. Depuis lors, les pays
membres de l’OMS de l’Asie du Sud-Est (SEA) et du Pacifique occidental (WP) ont si-
gnalé des grandes épidémies de Dengue à des fréquences régulières. Avant 1970, seuls
neuf pays avaient connu des épidémies de Dengue hémorragique, mais ce nombre a
quadruplé en 1995 et environ 2500 millions de personnes sont aujourd’hui exposés
au risque de la Dengue. Selon les évaluations actuelles de l’Organisation mondiale de
la Santé (OMS), environ 50 millions de cas de Dengue se produisent chaque année
dans le monde, avec une tendance croissante. En 1998, il y avait plus de 616000 cas
de Dengue en Amérique, dont 11000 cas de fièvre de Dengue hémorragique, c’est deux
fois le nombre de cas signalés dans la même région au cours de l’année 1995. En 2001, il
y avait un nombre important de cas de fièvre hémorragique en Asie du Sud-Est (32800
cas en Tahiti, Moorea, et en Polynésie Française), alors que, à Rio de Janeiro 500000
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personnes ont été touchées par une épidémie de Dengue en 2002 [23]. En Amérique
Latine, les cas annuels rapportés ont été multipliés par 60 entre 1989 et 1993 compara-
tivement à la période précédente (1984−1988) [94]. En 2010, la Dengue était à l’origine
de 86000 cas en Martinique et Guadeloupe (source InVS). En 2011 et 2012, l’épidémie
ne s’est pas déclarée [94]. D’après l’OMS, en 2013, des cas ont été rapportés en Floride
(États-Unis d’Amérique) et dans la province du Yunnan (Chine). La Dengue a continué
de sévir dans plusieurs pays d’Amérique latine, notamment en Honduras, au Costa
Rica et au Mexique. En Asie, Singapour a notifié une augmentation du nombre des cas
après une absence de cas durant plusieurs années et des flambées ont également été
signalées au Laos. En 2014, les tendances indiquent une augmentation du nombre de
cas dans les îles Cook, en Malaisie, en Fidji et en Vanuatu. Le virus de type 3 (DEN 3)
touche les pays insulaires du Pacifique après une absence de dix ans [94].

L’année 2015 a été caractérisée par des flambées épidémiques majeures de Dengue
dans le monde entier. Plus de 169000 cas ont été signalés aux Philippines et la Malaisie
a signalé plus de 111000 cas suspects de Dengue ; soit une augmentation du nombre
de cas de 59,5% et de 16% respectivement, par rapport à l’année précédente.

Le Brésil à lui seul a notifié plus de 1,5 millions de cas en 2015, soit un nombre
environ 3 fois plus élevé qu’en 2014. Toujours en 2015, New Delhi (Inde) a connu la
pire flambée de son histoire depuis 2006 avec plus de 15000 cas signalés. L’île d’Ha-
waï (États-Unis d’ Amérique) a été touchée par une flambée, avec 181 cas signalés en
2015 et la transmission se poursuit en 2016. Dans le Pacifique, les Îles Fidji, Tonga et la
Polynésie française ont continué d’enregistrer des cas.

3 Modèles de transmission de la maladie

L’étape de modélisation mathématique de l’épidémiologie des maladies transmis-
sibles constitue un véritable outil de santé publique. Elle permet de mettre à l’épreuve,
sans perte de temps ni frais, les mesures de lutte qui sont envisagées : mesures préven-
tives, isolement de malades, traitements, vaccinations, etc. Le modèle doit reproduire
au mieux les caractéristiques du phénomène étudié en fonction des objectifs fixés pour
le cadre de l’étude. La modélisation transforme un besoin en équations, en essayant au
maximum de rendre compte des contraintes relevées. L’étape de modélisation s’avère
être la plus délicate, la plus longue et souvent la plus périlleuse. En effet, il faut bien
comprendre le problème réel pour tenter de proposer un modèle adapté. L’utilisa-
tion des modèles d’épidémie permet de comprendre la dynamique des maladies in-
fectieuses [46].

3.1 Les grands modèles classiques

On présente d’abord des modèles compartimentaux à la base de presque tous les
autres, même les plus complexes. Quelle que soit la situation épidémiologique à mo-
déliser, il y aura toujours des individus infectés et d’autres pouvants être infectés.
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Premier modèle mathématique en épidémiologie : Daniel Bernoulli

Daniel Bernoulli (1700− 1782) est l’un des trois membres les plus importants de
la famille Bernoulli, fils du médecin et mathématicien Jean Bernoulli (1667−1748) et
neveu de Jacques Bernoulli (1654 − 1705) connu pour ses travaux en probabilité. La
naissance de l’épidémiologie est attribuée à Daniel Bernoulli le 30 Avril 1760, dans
un mémoire de l’Académie des Sciences de Paris, qui présenta un modèle et ses cal-
culs concernant l’épidémie de variole (appelée à l’époque « petite vérole ») [10]. La pe-
tite vérole est une maladie infectieuse d’origine virale, trés contagieuse et épidémique.
Quand elle ne tuait pas, elle laissait souvent un visage grêlé, défiguré à vie. Elle est tou-
jours restée hors de portée d’un traitement efficace.

L’étude de Bernoulli a pour but de savoir si l’inoculation de la maladie présente
plus d’avantages que de risques pour les personnes ayant contracté cette maladie.

D. Bernoulli adopte les hypothèses suivantes :

— un individu infecté pour la première fois par la variole a une probabilité p de
mourir et une probabilité 1−p de survivre, et cela, indépendamment de son âge,

— un individu a une probabilité q d’être infecté dans l’année, et cela indépendam-
ment de son âge (i.e. la probabilité qu’un individu soit infecté pendant le petit
intervalle de temps d t entre l’âge t et l’âge t +d t est qd t ),

— lorsqu’un individu survit après avoir été infecté par la variole, il est immunisé
pour le reste de sa vie.

On note m(t ) la mortalité naturelle à l’âge t , alors la probabilité qu’un individu
meurt dans un petit intervalle de temps d t entre l’âge t et l’âge t +d t est m(t )d t . En
considérant un groupe de P0 individus nés la même année, on note :

— S(t ) le nombre d’individus qui sont encore en vie à l’âge t sans avoir été infectés
(et qui sont donc encore susceptibles de l’être) ;

— R(t ) le nombre d’individus qui sont encore en vie à l’âge t et immunisés.

— P(t ) = S(t )+R(t ) le nombre total d’individus qui sont encore en vie à l’âge t .

La naissance correspond à t = 0, donc S(0) = P(0) = P0. Daniel Bernoulli écrit alors
qu’entre l’âge t et l’âge t +d t (avec d t infiniment petit), chaque individu n’ayant ja-
mais été infecté a une probabilité qd t d’attraper la variole et une probabilité m(t )d t
de mourir d’une autre cause. Donc la variation du nombre d’individus non encore in-
fectés est dS(t ) = −qS(t )d t −m(t )S(t )d t , d’où l’équation différentielle,

dS

d t
= −qS(t )−m(t )S(t ).

Pendant la même période de temps, le nombre d’individus qui meurent de la va-
riole est pqS(t )d t et le nombre d’individus qui survivent en devenant immunisés est
(1−p)qS(t )d t . De plus, il y a m(t )R(t ) individus déjà immunisés qui meurent naturel-
lement, ce qui conduit à une seconde équation différentielle,

dR

d t
= q(1−p)S(t )−m(t )R(t ).
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On obtient alors, en additionnant les deux équations précédentes,

dP

d t
= −pqS −m(t )P(t ).

Modèle déterministe simple de Hamer : modèle SI

En 1906 apparaît le premier modèle dynamique de W. H. Hamer. C’est un modèle
épidémique à temps discret pour comprendre la récurrence des épidémies de la rou-
geole. Le modèle formulé peut avoir été le premier à supposer que l’incidence de l’in-
fection dépend du produit des individus susceptibles et infectieux.

On considère d’abord une maladie se transmettant directement d’un membre d’une
population donnée à un autre en un temps suffisamment court pour que les nais-
sances et morts «naturelles» aient un impact négligeable sur la dynamique de la ma-
ladie. On appelle susceptible la fraction de population qui est saine mais pouvant po-
tentiellement devenir infectée par la maladie et on note S le compartiment contenant
ces individus. En un instant t , le compartiment S comporte S(t ) individus. De la même
façon, on qualifie d’infectés les individus touchés par la maladie et susceptibles de la
transmettre à d’autres individus. Le compartiment contenant cette fraction de la po-
pulation sera noté I et contient I(t ) individus au temps t .

On considère maintenant que la probabilité qu’un individu susceptible devienne
infecté est proportionnelle au nombre d’individus actuellement infectés et que le co-
efficient de proportionnalité soit β> 0. Si un grand nombre d’individus est en cause,
on peut s’attendre à ce que βSI d’entre eux deviennent nouvellement infectés chaque
jour. Cela peut être schématisé par le diagramme dans la figure 1.1.

 

FIGURE 1.1 – Le diagramme de transmission de la maladie.

Ce schéma peut se formuler mathématiquement par un système de deux équations
différentielles, 

dS

d t
= −βSI

dI

d t
= βSI.

Modèle de Ross

Quelques années plus tard, Sir Ronald Ross (célébré comme le découvreur de la
transmission du paludisme par les moustiques), propose un modèle mathématique
pour l’infection du paludisme comme une maladie hôte-vecteur en 1911 [76], dans
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le but de démontrer que la réduction de la population anophélienne était un moyen
de prévenir le paludisme. Il subdivise la population totale d’hôtes (les humains et les
moustiques) en deux compartiments : les individus susceptibles, c’est-à-dire pouvant
être contaminés par la maladie et les individus ayant la malaria et pouvant ainsi la
transmettre. Une fois contaminés, les hôtes susceptibles deviennent immédiatement
contaminants, et capables de transmettre la maladie et, une fois guéris, ils redeviennent
susceptibles et donc peuvent à nouveau contracter la malaria. L’hypothèse d’immunité
n’étant pas prise en compte, alors que les vecteurs susceptibles, une fois contaminés,
meurent avec un taux µh . Dans ces travaux, Ross considère que les deux populations
(humain et vecteur) sont constantes. Cela se résume par le graphe dynamique comme
sur la Figure 1.2,

 

FIGURE 1.2 – Schéma complet de transmission du modèle de Ross.

et se traduit par le système d’équations suivant
dIh

d t
(t ) = Bβmh

Im(t )

Nh
(Nh − Ih(t ))− (

µh +γh
)

Ih(t )

dIm

d t
(t ) = Bβhm

Ih(t )

Nh
(Nm − Im(t ))− (

µm +γm
)

Im(t ),

où

— Nh (resp. Nm) représente la population humaine totale (resp. la population vec-
torielle totale).

— Ih (resp. Im) les humains-infectés (resp. vecteurs-infectés).

— Le paramètre B (resp. βmh et βhm) est le nombre moyen de piqûres sur les hu-
mains par unité de temps (resp. la probabilité qu’une piqûre conduise à une in-
fection vectorielle, la probabilité qu’une piqûre mène à une infection humaine).

— γh (resp. γm) est la vitesse de guérison humaine (resp. vectorielle).
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— µh (resp. µm) le taux de mortalité humaine (resp. vectorielle).

Remarque 1.1 Les idées de Hamer et Ross ont été étendues et étudiées plus en détail par
Kermack et McKendrick [42] en 1927.

Modèle déterministe général de Kermack & MCKendrick en 1927 : modèle SIR

Au début du XXe siècle, W.O. Kermack (médecin de santé publique) et A.G. Mc Ken-
drick (biochimiste) publient le premier modèle épidémique qui étudie les épidémies
qui se produisent au cours d’une courte période de temps dans une population fer-
mée de taille constante. À cette époque, Ils ont appliqué leur modèle avec les données
réelles de la diffusion d’une épidémie de peste de Bombay entre 1905 et 1906.

Ils partagent la population en trois compartiments, les S susceptibles, les I infectés
et les R retirés(ou guéris), ils considèrent que la taille de la population totale d’hôtes
est constante N = S(t )+ I(t )+R(t ) et supposent que :

— les contacts se produisent de manière homogène, le nombre de nouveaux cas
sera proportionnel à S et à I d’où βSI, β étant le taux d’infection,

— les individus infectés quittent le compartiments I à un taux γ, par unité de temps,

— il n’y a pas d’influence extérieure sur la population,

— il n’y a pas de temps de latence entre l’infection et le moment où les individus
infectés deviennent infectieux.

La figure 1.3 représente alors cette situation.

 

FIGURE 1.3 – schéma de SIR.

Le modèle de Kermack-Kendrick se formule alors par le système non-linéaire d’équa-
tions différentielles suivant, 

dS

d t
= −βSI

dI

d t
= βSI−γI

dR

d t
= γI.

À ce niveau on peut résoudre le système de manière analytique [15].

Remarque 1.2 Le problème abordé par Kermack et McKendrick dans leur article clas-
sique [42] était d’une grande actualité et la source de beaucoup de controverses en ce
moment-là.
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3.2 Modèles épidémiologiques compartimentaux

Les modèles déterministes compartimentaux forment les modèles les plus simples
dans l’étude mathématique de la dynamique des maladies infectieuses. Il s’agit des
modèles de Kermack et McKendrick (1927) qui ont eu une influence majeure sur le
développement d’autre modèles mathématiques en épidémiologie. Plusieurs ouvrages
présentent ces modèles de manière détaillée [3, 9, 47].

Les compartiments usuels

La plupart des modèles épidémiques sont basés sur la division de la population en
compartiments (représentés par des boîtes qui sont reliées entre elles par des flèches
qui induisent des connexions ou des relations qui les unissent), chacun contenant les
individus qui sont identifiés selon leurs statuts vis à vis de la maladie en question.
On peut ainsi considérer des compartiments pour les hommes et les femmes, cela
peut aussi être les moustiques dans des modèles pour la malaria par exemple. Voici
quelques-uns des principaux compartiments qu’un modèle peut contenir.

Définition 1.1 Un modèle compartimental est un modèle dans lequel la population est
virtuellement divisée en un nombre de compartiments possibles par rapport à la ma-
ladie, qui interagissent entre eux selon certaines règles qui spécifient la proportion des
individus passant d’une classe à une autre.

Il existe différents états de la maladie (compartiments), les plus utilisés sont :

— Susceptibles : ceux sont les membres de la population qui peuvent contracter la
maladie et devenir eux-mêmes infectieux, on note par S le compartiment conte-
nant ces individus.

— Exposés : lorsque la maladie nécessite une période de latence, les personnes conta-
minées ne sont pas immédiatement capables d’en contaminer d’autres. Elles
sont donc affectées à ce compartiment.

— Infectieux : Les personnes qui sont déjà infectées par la maladie et peuvent trans-
mettre l’infection à d’autres personnes susceptibles.

— Résistants : les individus qui sont immunisés contre l’infection et de ce fait n’af-
fectent pas la dynamique de la transmission quand ils sont en contact avec les
autres individus.

Remarque 1.3 Le choix des compartiments qui composent un modèle dépend des ca-
ractéristiques de la maladie.

Les modèles temporels usuels

Dans cette sous section, on va citer quelques modèles de base décrivant la trans-
mission d’une maladie.
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Modèle SI Le modèle SI (Susceptible-Infecté) est utilisé si les individus ne peuvent
pas se rétablir de la maladie. La population est divisée en deux groupes : les suscep-
tibles (S) et les infectés (I). On note par β la probabilité de transmission lorsqu’un in-
dividu infecté contacte un individu susceptible. Le paramètre B représente le nombre

de contact. Le taux auquel les susceptibles sont infectés est Bβ
I

N
(N représente la po-

pulation totale). Dans ce modèle, les individus infectés restent infectés pour la vie. Le
schéma du modèle est représenté dans la figure 1.4.

 

FIGURE 1.4 – Le modèle schématique SI.

Ce modèle peut être formulé mathématiquement par,
dS

d t
= −Bβ

I

N
S

dI

d t
= Bβ

I

N
S.

Modèle SIS Le modèle SIS (susceptible-infecté-susceptible) est utilisé si les individus
peuvent se rétablir de la maladie et retournent à la classe susceptible (où ils peuvent
être infectés de nouveau). Le nouveau terme dans ce modèle représente le nombre
d’individus rétablis de la maladie, où γ est le taux de rétablissement des infectés. La
figure 1.5 représente le schéma épidémiologique associé à ce modèle.

 

FIGURE 1.5 – Le modèle schématique SIS.

Le modèle SIS peut être formulé par,
dS

d t
= −Bβ

I

N
S +γI

dI

d t
= Bβ

I

N
S −γI.
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Modèle SIR Dans le modèle SIR (Susceptible-Infecté-Résistant), l’infection par l’agent
pathogène conduit à une immunité à vie. Par conséquent, on introduit une nouvelle
classe d’individus résistants R. Le taux des individus immunisés est γ. La figure 1.6
présente un schéma épidémiologique du modèle.

 

FIGURE 1.6 – Le modèle schématique SIR.

Le modèle SIR peut être défini par,

dS

d t
= −Bβ

I

N
S

dI

d t
= Bβ

I

N
S −γI

dR

d t
= γI.

Remarque 1.4 On fait remarquer que dans les modèles précédents, on n’a pas pris en
considération les naissances et les décés, car cela dépend de la maladie.

Modèles SEI, SEIS, SEIR, SEIRS Ces modèles sont appropriés pour les maladies où
les individus contaminés passent par une période de latence avant de devenir infec-
tieux. Lorsqu’un individu susceptible est infecté par la maladie, un temps est néces-
saire avant que l’individu devienne contagieux. Une façon de tenir compte de ces effets
est d’introduire un nouveau compartiment d’individus exposés E dans lequel on place
tous les individus qui deviendront éventuellement infectés-non infectieux. Le modèle
SEI est représenté par le système d’équations différentielles,

dS

d t
=µnN−Bβ

I

N
S −µd S

dE

d t
= Bβ

I

N
S −νE−µd E

dI

d t
= νI−µd I,

où, ν est le taux des individus exposés devenus infectés, µn et µd représentent les
taux de naissances et de décès, respectivement.

Remarque 1.5 De la même manière, on peut construire les modèles SEIS, SEIR, SEIRS.
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Modèle spatio-temporel

Le modèle spatio-temporel est trés important pour décrire la transmission et la dif-
fusion d’une maladie. La méthode standard pour inclure l’effet spatial consiste à intro-
duire un terme de diffusion comme a été fait par Murray [47]. Par exemple les équa-
tions de la propagation de l’infection peuvent être formulées par,

∂S

∂t
= −BβSI+D∆S

∂I

∂t
= BβSI−γI+D∆I,

où D est le coefficient de diffusion (constant),∆ représente le Laplacien.

Remarque 1.6 Pour les modèles spatio-temporels SIS, SIR, SEI, SEIS, SEIR, SEIRS, on
procède de la même manière.

4 Biologie de la Dengue

La Dengue est une arbovirose (maladie virale par un arthropode), appartenant à
la famille des Flaviviridae, du genre flavivirus, comme le virus West Nile et de la fièvre
jaune transmise à l’homme par piqûre de moustique femelle du genre Aedes. La princi-
pale espèce vectorielle responsable de la transmission de la maladie est Aedes aegypti
mais il existe également Aedes albopictus et d’autres Aedes, dans d’autres régions du
monde, qui peuvent aussi transmettre le virus de la Dengue. Deux formes cliniques
sont décrites [23] :

— la Dengue «classique» ou «Dengue Fever (DF)»,

— la forme sévère qui comprend la Dengue hémorragique (ou Dengue Haemorrha-
gic Fever (DHF)) qui peuvent évoluer vers une forme grave connue sous le nom
syndrome de choc de Dengue (ou Dengue Shock Syndrom (DSS)).

Les deux formes sont répandues principalement dans les régions tropicales et sub-
tropicales à travers le monde, surtout dans les zones urbaines et semi-urbaines. La
Dengue est une maladie qui est maintenant endémique dans plus de 100 pays d’Afrique,
d’Amérique, d’Asie et du Pacifique occidental. Dans la figure 1.7, il est possible de voir
les zones qui en 2008 ont plus de surveillance [74]. Le problème majeur avec la Dengue
est le fait que la maladie est causée par quatre sérotypes distincts appelés (DENV-1,
DENV-2, DENV-3 et DENV-4) qui présentent les mêmes symptômes cliniques mais
pour lesquels il n’existe pas d’immunité croisée, une personne peut donc en théorie
connaître 4 infections successives avant d’être protégée contre les 4 types du virus.

Les premiers signes de la maladie apparaissent généralement une semaine après la
piqûre du moustique infecté. Divers symptômes caractérisent la maladie : forte fièvre
accompagnée de maux de tête, des nausées, douleurs articulaires et musculaires, plaques
rouges, boutons et parfois saignements du nez et des gencives (hémorragies).
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FIGURE 1.7 – Pays/zones à risque de transmission de la Dengue, 2008 (Source OMS).

4.1 Le principal vecteur-Aedes aegypti

L’Aedes aegypti, dans la figure 1.8, est le principal moustique vecteur du virus de
la Dengue, il est en rapport étroit avec les humains et leurs habitations, il possède en
effet la capacité de transmettre le virus à l’homme. Cependant, un autre vecteur Aedes
albopictus moins compétent est plus largement répandu [45]. Il s’agit d’un moustique
dit « domestique » qui se multiplie dans divers gîtes créés par l’homme, notamment
vases à fleurs, récipients de réserve d’eau propre, vieux pneus. Les formes immatures
du moustique peuvent également se retrouver dans la végétation, en particulier dans
les broméliacées, plantes ornementales qui constituent des récipients d’eaux naturels
à la base de leur tige [45].

 

FIGURE 1.8 – Aedes aegypti.
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Le moustique Aedes aegypti est une espèce tropicale et subtropicale largement dis-
tribuée dans le monde entier, principalement entre les latitudes 35oN et 35oS, ce qui
correspond approximativement à un isothèrme d’hiver 10oC [74], comme la figure 1.7
l’illustre.

Le cycle bilogique chez tous les moustiques se déroule en quatre stades distincts :
les oeufs, les larves, les pupes et les adultes, voir la figure 1.9. Dans le cas d’Aedes ae-
gypti, les trois premières étapes se déroulent dans ou près de l’eau (appelé phase aqua-
tique) tandis que l’air est le moyen pour le stade adulte (la phase aérienne) [73, 74].

Les œufs de l’Aedes aegypti peuvent résister à la sécheresse et aux basses tempéra-
tures pouvant aller jusqu’à un an. Bien que l’éclosion des oeufs matures peut se pro-
duire spontanément à tout moment, cela est fortement stimulé par les inondations
[74]. Les larves muent quatre fois dans une période de quelques jours qui culmine dans
le stade pupal. Le stade pupal dure de un jour à quelques semaines, selon la tempéra-
ture. À la fin de cette étape, l’adulte émerge de la peau pupal. Des études suggèrent
que la plupart des femelles de moustiques peuvent passer leur vie entière dans ou au-
tour des maisons où elles émergent en tant qu’adultes. Cela signifie que les humains,
plutôt que les moustiques, déplaceraient rapidement le virus au sein et entre les com-
munautés. Le stade adulte du moustique est considéré en moyenne de 11 jours dans
l’environnement urbain pour atteindre jusqu’à 30 jours dans un environnement de
laboratoire [74]. Il est très difficile de contrôler ou éliminer ce moustique parce qu’il
s’adapte à l’environnement et devient résistant aux phénomènes naturels, telles que
les sécheresses, ou les interventions humaines et les mesures de contrôle.

 

FIGURE 1.9 – Cycle de vie d’Aedes aegypti.
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4.2 Cycle de la Dengue

Le cycle de transmission du virus de la Dengue du moustique à l’homme (et inver-
sement) compte deux phases communes aux deux : l’incubation du virus et la conta-
mination voir figure 1.10. La Dengue se transmet uniquement par les femelles adultes
qui nécessitent un repas de sang pour le développement d’oeufs, alors que les mous-
tiques mâles se nourrissent de nectar de fruits et d’autres sources de sucre [74]. La fe-
melle Aedes aegypti pique surtout pendant la journée, avec des pics le matin et l’aprés
midi notamment en Afrique à des températures plus élevées. Un moustique femelle
contracte le virus de la Dengue lorsqu’il pique une personne déjà infectée, les 5 pre-
miers jours de l’infection ne présente aucun symptôme. Le moustique devient alors
porteur du virus et peut le transmettre à une autre personne en la piquant. C’est ainsi
que se propage l’épidémie. Heureusement, le virus ne se transmet pas directement
d’homme à homme : les personnes atteintes de la Dengue ne sont pas directement
contagieuses (sauf par transfusion sanguine) [86].

 

FIGURE 1.10 – Cycle de transmission du virus de la Dengue par le moustique Aedes aegypti.

4.3 Traitement et vaccination

Il n’existe pas de traitement spécifique de la Dengue. Pour la Dengue sévère, une
prise en charge par des médecins et infirmiers expérimentés et connaissant les effets
et l’évolution de la maladie peut sauver des vies en ramenant le taux de mortalité de
plus de 20% à moins de 1%. Il est essentiel de maintenir les volumes liquidiens du
patient dans le traitement de la Dengue sévère.

Fin 2015 et début 2016, le premier vaccin contre la Dengue, Dengvaxia (CYD-TDV),
a été mis au point par le laboratoire Sanofi Pasteur, a été enregistré dans plusieurs pays
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en vue d’une utilisation chez des personnes âgées de 9 à 45 ans et vivant dans des zones
d’endémie (OMS).

L’OMS recommande aux pays d’envisager l’introduction du vaccin contre la Dengue
CYD-TDV uniquement dans les zones géographiques (nationales ou infranationales)
où les données épidémiologiques indiquent une forte charge de morbidité due à cette
maladie. Les recommandations complètes peuvent être consultées dans la note de
synthèse de l’OMS sur le vaccin contre la Dengue.

4.4 Les techniques de prévention et de lutte

Actuellement, le seul moyen pour prévenir ou combattre la transmission du virus
consiste à lutter contre les vecteurs moustiques. Le problème ne s’est évidemment pas
posé uniquement avec la Dengue mais pour l’ensemble des endémies tropicales trans-
mises par les arthropodes.

A un niveau individuel, chacun peut se protéger des piqûres de moustiques par
l’utilisation de moustiquaires, de bombes insecticides ou de produits repellants pour
la peau et les vêtements.

Au niveau collectif, le contrôle de la population de vecteurs se décline en deux vo-
lets : le contrôle des populations adultes et celui des populations larvaires.

— Le traitement de Larvicide est un contrôle efficace des larves vectorielles, en-
semble avec le contrôle mécanique, qui est rattaché aux campagnes éducatives
pour enlever l’eau immobile des destinataires domestiques et de l’élimination
des sites de reproduction possibles [74].

— Le contrôle des populations adultes par épandage d’insecticide n’est pas tou-
jours efficace à moins qu’il ne soit effectué également à l’intérieur des maisons.
Cependant, l’application d’insecticides à faible volume(ULV : ultra-low-volume)
par équipement aérien ou terrestre, reste le meilleur moyen pour contrôler une
épidémie en milieu urbain, par la réduction significative du nombre d’adultes
infectés [56].

Une autre façon de lutter contre les insectes est de changer le processus de repro-
duction, cette technique, appelée la technique de l’insecte stérile, consistant à libérer
les insectes stériles en milieu naturel, de sorte que le résultat de l’accouplement pro-
duit la non-viabilité des œufs, et peut donc conduire à une réduction brutale de l’es-
pèce [32].

4.5 Influence des facteurs environnementaux

Concernant les facteurs qui déterminent l’apparition, la persistance et la diffusion
de la maladie, en particulier le rôle de l’environnement, on cite :
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L’ environnement naturel

La météo a une influence importante sur le développement des épidémies de Dengue.
En effet, les moustiques sont très sensibles aux variations de température et d’humi-
dité [14, 39]. Lorsqu’il fait très chaud, très humide et s’il pleut souvent, le moustique se
multiplie et grandit très vite. Dans ces conditions, 7 à 10 jours sont suffisants pour que
l’œuf donne un nouveau moustique adulte. En saison chaude, le nombre de mous-
tiques est plus élevé et la transmission de la maladie est donc potentiellement plus
rapide et plus importante [14]. Par temps frais et s’il pleut moins, les moustiques sont
moins nombreux. La larve se développe nettement plus lentement. Son cycle de déve-
loppement peut atteindre une vingtaine de jours. Et comme il y a moins d’eau à leur
disposition, les adultes pondent moins. L’humidité favorise la survie des moustiques
ainsi que leur dispersion. Le vent est un mode de transport passif : les Aedes peuvent
être transportés jusqu’à plusieurs Kilomètres. D’autre part, la densité des moustiques
dans les lieux ventés est moins forte du fait de cette dispersion. Des précipitations trop
fortes sont défavorables à la survie des Aedes. De plus, les facteurs principaux qui ré-
gulent la population d’Aedes aegypti en ville sont le climat et la disponibilité des gîtes ;
les pluies peuvent avoir des effets positifs sur la population de moustiques en créant
ou en augmentant les gîtes de pontes et larvaires à l’éxterieur des habitations, ou des
effets négatifs en lessivant ces gîtes. Par ailleurs, il est possible que l’abondance des
moustiques dépende beaucoup moins de la pluie que des habitudes de la population
( en termes de stockage d’eau par exemple).

L’ environnement humain

Les régions de fortes densités de population correspondent à des zones promises
au développement des vecteurs de la Dengue. En effet, Aedes aegypti étant un vecteur
domestique adapté au milieu urbain, les fortes densités de populations humaines fa-
vorisent le développement de populations vectorielles parce qu’elles sont en général
liées à un nombre de gîtes de pontes et de gîtes larvaires artificiels plus important. De
plus, la dispersion d’Aedes aegypti étant faible, la propagation de la Dengue sur de plus
longues distances est assurée par le déplacement des humains.
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Chapitre 2

Modélisation de la dynamique
spatio-temporel de la fièvre de Dengue

La propagation spatiale des épidémies est encore beaucoup moins bien étudiée
que la dynamique et le contrôle des maladies dans le temps [47]. Néanmoins, la mo-
délisation avec diffusion spatiale d’une épidémie pourrait être d’un intérêt particulier
pour le contrôle et la compréhension du processus de transmission.

Plusieurs modèles mathématiques compartimentaux ont été développés pour mo-
déliser l’évolution temporelle de la Dengue [20, 24, 29, 34, 56, 72]. Ces modèles ne
tiennent pas compte de la diffusion spatiale et des paramétres environnementaux.
D’autre part, il y’a des travaux utilisant la technologie de la télédétection et des élé-
ments de SIG [75, 83], c’est la dimension spatiale du risque épidémiologique qui est
modélisée à partir des données environnementales, alors que l’aspect temporel n’est
pas pris en compte à l’échelle du cycle de transmission de la Dengue. La méthode
standard pour prendre en considération les effets temporels et spatiaux consiste à in-
troduire un terme de diffusion au modèle temporel, comme elle est bien décrite par
Murray dans [47]. Un nombre non négligéable d’auteurs ont proposé des modèles sur
la dynamique temporelle et spatiale pour la fièvre de Dengue [14, 28, 43, 48].

Dans ce chapitre, d’une part, on présente l’état de l’art des différents modèles ma-
thématiques développés pour l’étude de la fièvre de Dengue et d’autre part, on déve-
loppe un nouveau modèle mathématique Spatio-temporel de cette transmission re-
présenté par des équations de réaction-diffusion.

1 Revue de littérature des modèles mathématiques de l’épi-
démie de Dengue

La modélisation mathématique est devenue un outil important pour la compré-
hension des maladies épidémiologiques et pour la proposition des stratégies efficaces
pour les contrôler. De nombreux modèles mathématiques compartimentaux décrivant
la transmission de la fièvre de Dengue ont été développés dans la littérature. Alors, les
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paramètres communs aux différents modèles sont :
Nh : la population totale des humains,
Nm : la population totale des moustiques,
B : le nombre de piqûres,
βhm : la probabilité de transmission des humains infectés aux moustiques,
βmh : la probabilité de transmission des moustiques infectés aux humains,
µh : le taux de naissance et de décès pour les humains,
µm : le taux de naissance et de décès pour les moustiques,
m : le nombre d’hôtes alternatifs disponibles comme source de sang,
ηh : le taux de récupération des humains infectés.

1.1 Modèle de E. A. C. Newton et P. Reiter en 1992 [56]

C’est le pemier modèle qui a été proposé pour la transmission de la Dengue, les
auteurs ont développé un modèle de type SEIR − SEI qui permet d’étudier le com-
portement d’une épidémie et d’expérimenter des pratiques de lutte antivectorielle.
Ce modèle incorpore une incubation ou période de latence pour les moustiques et
les humains. Les populations totales des humains et des vecteurs sont considérées
constantes. Ce modèle est formulé par,
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et les paramètres sont donnés par,
Bs : le nombre de piqûres par moustique susceptible (par jour),
Bi : le nombre de piqûres par moustique infectieux (par jour),
Chm : le taux de contact entre les humains susceptibles et les moustiques

(
βhmBs

)
,

Cmh : le taux de contact entre les moustiques susceptibles et les humains
(
βmhBi

)
,

K : la capacité de transport vectorielle,
TIh : la durée de vie des humains,
TIm : la durée de vie des moustiques,
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Ti i t : le temps d’incubation intrinsèque,
Tei t : le temps d’incubation extrinsèque,
Ti d : la durée de l’infection chez l’hôte.

1.2 Modèle de Z. Feng et J. X. Velasco-Hernandez en 1997 [34]

Le modèle a été construit pour étudier à la fois les tendances épidémiologiques de
la maladie et les conditions qui permettent la coexistence dans les souches concur-
rentes. Ils ont considéré deux souches virales et une immunité croisée temporaire. Ils
ont considéré aussi les tailles variables des 2 populations : les humains et les mous-
tiques, ils n’ont pas pris en considération le compartiment des exposés, ils ont rajouté
un compartiment d’une seconde souche, pouvant produire des infections secondaires
chez les personnes susceptibles ou qui soient déjà récupérés d’une infection primaire
avec une souche différente.

Les équations du modèle sont donnés par,
pour la population des humains,

dS

d t
= h − (B1 +B2)S −uS

dI1

d t
= B1S −σ2B2I1 −uI1

dI2

d t
= B2S −σ1B1I2 −uI2

dY1

d t
=σ1B1I2 − (e1 +u + r )Y1

dY2

d t
=σ2B2I1 − (e2 +u + r )Y2

dR

d t
= r (Y1 +Y2)−uR,

et pour la population des moustiques,

dM

d t
= q − (A1 +A2)M−δM

dV1

d t
= A1M−δV1

dV2

d t
= A2M−δV2,

où, N(t ) = S(t )+ I1(t )+ I2(t )+Y1(t )+Y2(t )+R(t ) et T(t ) = M(t )+V1(t )+V2(t ) sont
les tailles des populations des humains et des moustiques, respectivement. Les para-
mètres du modèle sont données comme suit,

h : le taux de contact chez les humains,
u−1 : l’espérance de vie des humains,
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r−1 : la durée moyenne d’une période infectieuse chez les humains,
q : le taux de contact chez les moustiques,
δ−1 : l’espérance de vie du moustique,
ei : le taux de mortalité,
σi : l’indice de sensibilité à la souche i .
Les infections primaires chez les humains sont produites par l’une des deux souches

à partir d’un taux Bi , pour i = 1,2 (dans une transmission moustique-humain). Les in-
fections primaires chez les moustiques sont produites par un taux Ai .

Ils ont supposé qu’une fois un moustique est infecté, il le reste pour la vie et il ne
peut pas être réinfecté avec une souche différente du virus. Par conséquent, les infec-
tions secondaires ne peuvent avoir lieu que chez les humains. Deux cas peuvent se pro-
duire : soit I1 personnes sont infectées par la souche 2, par contact avec les moustiques
infectés V2, devenant des humains Y2, ou I2 personnes sont infectées par la souche 1,
par contact avec des moustiques de V1, pour devenir des humains infectés Y1, à des
taux σ2B2I1 et σ1B1I2, respectivement.

1.3 Modèles de L. Esteva et al. [29, 30, 31, 32]

En 1998 [29]

Les auteurs ont développé un modèle de type SIR−SI où la population humaine est
constante mais pour la population de moustique, ils ont supposé un taux de contact
constant A (les nouveaux nés indépendamment de la taille de la population des mous-
tiques adultes). Par conséquent, la population de vecteurs est asymptotiquement constante.
La probabilité qu’un moustique choisit un individu humain comme un hôte est don-
née par Nh/(Nh +m). Ainsi un humain reçoit B/(Nm/Nh)Nh/(Nh +m) piqûres par unité
de temps et un moustique prend BNh/(Nh +m) repas de sang des humains par unité
de temps. Donc, le modèle est décrit par le système d’équations différentielles suivant,
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avec,
µhNh , µmNm : taux de contact des humains et des moustiques, respectivement.
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En 1999 [30]

Dans les régions où la Dengue est endémique, la population croît à un taux annuel
de 2%. Dans cette investigation, les auteurs complètent le travail précédent [29], ils
formulent un modèle avec une population humaine variable et celle des moustiques
constante. Pour les humains, ils ont supposé une croissance exponentielle, la dyna-
mique des humains sans maladie est donnée par

dNh

d t
=

(
vh −µh

)
Nh , Nh(0) = Nh0 .

Le modèle est représenté schématiquement par le diagramme dans la figure 2.1.

 

FIGURE 2.1 – Diagramme schématique du modèle.

Les hypothèses susmentionnées conduisent aux équations suivantes,
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où,
vh ,µh : taux de naissance et de mortalité naturelle pour la population des humains,

respectivement.
λh : taux de contact entre les humains susceptibles et les moustiques,
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λm : taux de contact entre les moustiques susceptibles et les humains,
αh : taux de décès des humains provoqués par la maladie.
Ils ont supposés également que le taux de naissance et de récupération sont supé-

rieures au taux de mortalité spécifique associé à la Dengue.

En 2000 [31]

Dans ce travail, les auteurs ont continué l’étude de la dynamique de la Dengue
commencée dans [29, 30], où ils considèrent la transmission verticale et mécanique
dans la population du vecteur et l’étude des effets qu’ils ont sur la dynamique de la
maladie.

Le modèle est représenté selon le diagramme dans la figure 2.2.

 

FIGURE 2.2 – Diagramme schématique de la Dengue.

Où, Vm la classe des moustiques qui ont acquis le virus d’une personne infectée et
qui peut le transmettre immédiatement. Ces moustiques ne sont pas encore infectieux
parce qu’ils n’ont pas traversé l’ensemble du processus infectieux, mais depuis qu’ils
ont le virus dans leur salive, ils peuvent le transmettre lorsqu’ils piquent immédiate-
ment une autre personne. Les auteurs appellent ce genre de transmission, "transmis-
sion mécanique". Étant donné que les deux populations sont constantes avec des taux
de mortalités aussi constants, alors, Sm = 1−Vm−Em−Im et Rh = 1−Sh−Eh . Le système
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correspond est le suivant,

dSh

d t
=µh (1−Sh)− (λ1Vm +λ2Im)Sh

dIh

d t
= (λ1Vm +λ2Im)Sh − (

ηh +µh
)

Ih

dVm

d t
= δIh (1−Vm −Em − Im)− (

δm +µm
)

Vm

dEm

d t
= δmVm − (

δ+µm
)

Em

dIm

d t
= δEm −pµmIm .

Les hypothèses et les paramètres du modèle sont les suivants,

— Les moustiques nouveau-nés de la classe des susceptibles ou la classe de la trans-
mission mécanique sont tous susceptibles. Ils ont supposé également que les
descendants de la classe latente sont tous susceptibles, puisque la densité pa-
rasitaire dans un hôte dans cette classe ne peut pas atteindre un niveau auquel
les descendants sont susceptibles d’être très touchés. Pour les descendants de la
classe des infectés, ils ont supposé qu’une fraction p est susceptible et q = 1−p
est contagieux. Dans ce travail, ils ont supposé que p > 0.

— 1/σm est la période moyenne de temps qu’un moustique reste dans la classe Vm

avant qu’il devient latent (ce délai peut être très court). Au cours de cette période,
les moustiques peuvent transmettre le virus mécaniquement.

— 1/σ est la période latente chez les moustiques (environ 8−10 jours).

— λ1 et λ2 dénotent les taux de contact entre les humains susceptibles et les mous-
tiques infectés appartenant aux classes Vm et Im , respectivement. Dans le mo-

dèle, λ1 et λ2 ont la forme λ1 = Bβmh1
Nm

Nh +m
, λ2 = Bβmh2

Nm

Nh +m
, Où B est le taux

de piqûres de moustiques (nombre moyen de piqûres par les moustiques par
jour) ; βmh1 et βmh2 sont les probabilités de transmission (la probabilité qu’une
piqûre infectieuse produit un nouveau cas) de moustiques appartenant aux classes
Vm et Im , aux humains.

— δ est le taux de contact entre les moustiques susceptibles et les humains infectés

et il est donné par δ = Bβhm
Nh

Nh +m
, où βhm est la probabilité de transmission

entre les moustiques susceptibles et les humains infectés.

En 2005 [32]

Dans ce travail, les auteurs se sont intéressés à l’application de la technique de li-
bération des insectes stériles (SIT) pour le contrôle des moustiques du genre Aedes
aegypti. Dans la suite, le paramètre A désigne la taille de la population de la phase
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immature de l’insecte au temps t . Pour la phase des adultes, ils ont considéré les com-
partiments suivants :

— I : Femelles avant l’accouplement,

— F : Accouplement fertilisés(fécondé) des femelles,

— U : l’accouplement des femelles non fertilisés,

— M : les insectes mâles,

— MT : la taille de la population des insectes stériles (irradiés ou transgéniques) au
temps t ,

— µA : le taux de mortalité par habitant de la phase immature,

— µI : désaccouplement des femelles,

— µF : l’accouplement des femelles fertilisées,

— µU : l’accouplement des femelles non fertilisées,

— µM : les insectes mâles naturels (ou sauvages),

— µT : les insectes mâles stériles.

Dans ce modèle, ils ont supposé que le taux de ponte par habitant est donné par
φ(1−A/C) où C est la capacité de charge reliée à la quantité d’éléments nutritifs et de
l’espace et φ est le taux de ponte intrinsèque.

— γ : taux d’insectes immatures qui deviennent des insectes adultes.

— r la proportion des femelles et 1− r , des mâles.

Selon les hypothèses au-dessus, le modèle est donné par,

d A

d t
=Φ

(
1− A

C

)
F− (

γ+µA
)

A

dI

d t
= rγA− βMI

M+MT
− βTMTI

M+MT
−µII

dF

d t
=

βMI

M+MT
−µFF

dM

d t
= (1− r )γA−µMM

dMT

d t
= α−µTMT,

et l’équation découplée restante pour l’accouplement des femelles non fécondées
est

dU

d t
=
βTMTI

M+MT
−µUU.
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1.4 Modèles de M. Derouich et al. [23, 24]

En 2003 [23]

L’auteur Derouich et al. ont proposé un modèle de type SIR avec deux différents
virus agissant à des intervalles de temps sé paré. Le but principal est d’étudier la dy-
namique de la fièvre de Dengue, où ils se sont concentrés sur sa progression vers la
forme hémorragique, afin de comprendre le phénomène épidémique et de suggérer
des stratégies pour le contrôle de la maladie.

Une représentation schématique du modèle

µh

Sh

Ih

Rh

Sm

Im

µh

µh µm

µm

Cmh Im/Nh

Chm Ih/Nh

µh

µh

µh

µm
µm

ηh

FIGURE 2.3 – Diagramme schématique : compartiments de populations des humains et des
vecteurs.

tel que,
1/(µh +ηh) : durée de l’infection de l’hôte.
Dans le cas de la première épidémie, la plus simple hypothèse est qu’une portion

aléatoire p, des humains susceptibles peut être en permanence immunisée contre les
quatre sérotypes. Alors que pour la seconde épidémie, une immunisation partielle est
appliquée au résistants de la première épidémie. La dynamique de cette maladie dans
les populations des humains et des vecteurs est donnée par les équations suivantes :

Première épidémie
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La population humaine,

dSh

d t
(t ) =µhNh −

(
µh +p +Cmh

Im

Nh

)
Sh(t )

dIh

d t
(t ) = Cmh

Im

Nh
Sh(t )− (

ηh +µh
)

Ih(t )

dRh

d t
(t ) = pSh(t )+ηhIh(t )−µhRh(t ).

Population vectorielle,
dSm

d t
(t ) =µmNm −

(
Chm

Ih

Nh
+µm

)
Sm(t )

dIm

d t
(t ) = Chm

Ih

Nh
Sm −µmIm .

Deuxième épidémie
Ils ont supposé l’apparition d’une deuxième épidémie avec un autre virus. Ils se

sont focalisés sur les retirés de la première épidémie qui sont exposés à la DHF. La
nouvelle population est alors N

′
h = R∗

h .
Par conséquent, le modèle est donné par les équations suivantes :
La population humaine,

dS
′
h

d t
(t ) =µhN

′
h −

(
µh +p +C

′
mh

Im

Nh

)
S

′
h(t )

dI
′
h

d t
(t ) = C

′
mh

Im

Nh
S

′
h(t )− (

ηh +µh
)

I
′
h(t )

dR
′
h

d t
(t ) = pS

′
h(t )ηhI

′
h(t )−µhR

′
h(t ).

La population vectorielle,

dSm

d t
(t ) =µmNm −

(
C

′
hm

I
′
h

N
′
h

+µm

)
Sm(t )

dIm

d t
(t ) = C

′
hm

I
′
h

N
′
h

Sm −µmIm .

En 2006 [24]

Toujours dont le but de la succession de deux épidémies à des intervalles de temps
différents comme précédemment, les auteurs ont construit un modèle où la popula-
tion humaine est variable, le taux de décès µh est proportionnel à la taille de la popu-
lation. Ils ont aussi supposé que l’effectif recruté Λh est constant dû aux naissances et
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aux immigrations, alors que pour la population vectorielle Nm est constante. Avec les
mêmes hypothèse et les mêmes paramètres utilisés dans le travail précédent [23], le
modèle associé est donné par,

Première épidémie
Pour la population humaine

dSh

d t
(t ) =Λh −

(
µh +p +Cmh

Im

Nh

)
Sh(t )

dIh

d t
(t ) = Cmh

Im

Nh
Sh(t )− (

ηh +µh +αh
)

Ih(t )

dRh

d t
(t ) = pSh(t )+ηhIh(t )−µhRh(t )

dNh

d t
(t ) =Λh −µhNh −αhIh(t ).

et pour la population vectorielle
dSm

d t
(t ) =µmNm −

(
Chm

Ih

Nh
+µm

)
Sm(t )

dIm

d t
(t ) = Chm

Ih

Nh
Sm −µmIm ,

Deuxième épidémie
Dans cette épidémie, ils supposent en plus des hypothèses précédentes, qu’une

proportion de la population des susceptibles est immunisés à l’échelle mondiale contre
les quatres serotypes ou immunisée partiellement contre un, deux ou trois virus. La
population humaine est divisée en deux catégories :

— Une sous-population SSh qui est infectée que par le sérotype 2.

— Les sous-populations SIh et SRh sont infectées deux fois : la première par le sé-
rotype 1 et la deuxième par le sérotype 2, et la sous-population SRh s’est immu-
nisée du sérotype 1.

Par conséquent, le modèle est donné par les équations suivantes :
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Pour la population humaine

dSh

d t
=Λh −

(
µh +p +Cmh

Im

Nh

)
Sh

dIh

d t
= Cmh

Im

Nh
Sh − (

ηh +µh +αh
)

Ih

dRh

d t
(t ) = pSh +ηhIh(t )−µhRh

dNh

d t
(t ) =Λh −µhNh −αh(Ih +SIh)

dSSh

d t
= −

(
µh +Cmh

IN

Nh
+p

)
SSh

dSIh

d t
= Cmh

Im

Nh
SSh − (

ηh +µh +αh
)

SIh

dSRh

d t
= ηhSIh −µhSRh +pSSh .

Pour la population vectorielle
dSm

d t
=µmNm − Cmh

Nh
(Ih +SIh)Sm −µmSm

dIm

d t
=

Cmh

Nh
(Ih +SIh) (Nm + Im)−µmIm .

Le modèle montre que la seule gestion environnementale comme moyen de contrôle
du vecteur n’est pas suffisante, il ne peut que retarder l’explosion des épidémies. L’éven-
tualité d’un vaccin protégeant simultanément contre les quatre sérotypes reste un es-
poir pour l’avenir. Pendant ce temps, la vaccination partielle pourrait faire partie d’une
stratégie préventive basée sur le contrôle des facteurs environnementaux et socio-
économiques.

1.5 Modèle de S. Pooseh et al. en 2011 [58]

Pooseh et al., ont pensé que le calcul fractionnaire fournit une technique intéres-
sante de modélisation dans le contexte de l’épidémiologie. L’objectif de leur travail est
de trouver l’ordre α qui rend le modèle plus réaliste. Ils ont reformulé le modè le clas-
sique de type SIR− SI à un autre modèle à l’aide des dérivées fractionnaires de type
Riemann-Liouville, c’est à dire ils ont tout simplement substitué les dérivées du pre-
mier ordre par des dérivées d’ordre α.
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Le modèle associé est donné par

0Dα
t Sh(t ) =µhNh −

(
Bβmh

Im

Nh
+µh

)
Sh(t )

0Dα
t Ih(t ) =

(
Bβmh

Im

Nh

)
Sh(t )− (

ηh +µh
)

Ih(t )

0Dα
t Rh(t ) = ηhIh(t )−µhRh(t )

0Dα
t Sm(t ) =µmNm −

(
Bβhm

Ih

Nh
+µm

)
Sm(t )

0Dα
t Im(t ) =

(
Bβhm

Ih

Nh

)
Sm(t )−µmIm .

1.6 Modèle de SC. Chen et MH. Hsieh en 2012 [20]

Cette étude fournit un modèle dynamique de transmission de la fièvre de Dengue
dans la région de FongShan dans le Sud de Taiwan. Les auteurs ont incorporé quatre
paramètres entomologiques dépendant de la température. Leur modèle prend aussi
en considération les différents stades biologiques de la population de moustiques.

Le schéma du modèle de la transmission hôte-vecteur est représenté dans la figure
2.4.

 

FIGURE 2.4 – Diagramme de la transmission de Dengue : hôte-vecteur.
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Par conséquent, le système est décrit par les équations différentielles ordinaires,

dSe

d t
= bv

(
1−ν

(
Im

Sm +Em + Im

))
−ωSe

dIe

d t
= bvν

(
Im

Sm +Em + Im

)
−ωIe

dSm

d t
=ωSe −β Ih

Nh
Sm −µmSm

dEm

d t
= β

Ih

Nh
Sm −εEm −µmEm

dIm

d t
= εEm +ωIe −µmIm

dSh

d t
=µhbNh −β Sh

Nh
Im −µhd Sh

dIh

d t
= β

Sh

Nh
Im −ηhIh −µhd Ih

dRh

d t
= ηhIh −µhd Rh .

Les paramètres sont donnés par,
ν : taux d’infection vertical (proportion),
ω : taux de maturation des moustiques avant l’adulte (par jour),
β : taux de piqûre transmissible (par jour),
bv : taux d’oviposition (par jour),
ε : taux d’incubation du virus chez le moustique (par jour),
µhd : taux de mortalité humaine (par jour),
µhb : taux de natalité (par jour).

1.7 Modèles de H. S. Rodrigues et al. [67, 69, 72, 71]

En 2012 [66, 67, 68]

Le principal objectif de leur travail est d’étudier les meilleures stratégies dispo-
nibles par l’application d’un contrôle constant des insecticides pour réduire le nombre
des moustiques infectés. Ils ont développé un modèle de type SEIR−ASEI, avec A le
compartiment des moustiques femelles dans la phase aquatique (les oeufs, les larves et
les pupes), tandis que, le stade adulte est considéré comme le dernier d’une moyenne
de 11 jours dans l’environnement urbain.

La figure 2.5 montre la relation entre les humains et les moustiques et les para-
mètres du modèle correspondant.
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FIGURE 2.5 – modèle épidémiologique SEIR+ASEI.

Sous certaines hypothèses, le modèle associé est donné par

dSh

d t
=µhNh −

(
Bβmh

Im

Nh
+µh

)
Sh

dEh

d t
= Bβmh

(
Im

Nh

)
Sh − (νh +µh)Eh

dIh

d t
= νhEh − (

ηh +µh
)

Ih

dRh

d t
= ηhIh −µhRh

d Am

d t
=ϕ

(
1− Am

KNh

)
(Sm +Em + Im)− (

ηA +µA
)

Am

dSm

d t
= −

(
Bβhm

Ih

Nh
+µm

)
Sm +ηAAm − cSm

dEm

d t
= Bβhm

(
Ih

Nh

)
Sm − (

µm +ηm
)

Em − cEm

dIm

d t
(t ) = ηmEm −µmIm − cIm .

où,
1/νh : période d’incubation intrinsèque (en jours),
1/ηm : période d’incubation extrinsèque (en jours),
µA : le taux de mortalité naturelle des larves (par jour),
ηA : taux de maturation des larves aux adultes (par jour),
ϕ : nombre des oeufs à chaque dépôt par habitant (par jour),
k : le nombre des larves par human,
K : la capacité maximale des larves,
c(t ) : niveau des compagnes d’insecticides.
À partir des données survenue pour la première fois dans le Cap Verd en 2009, ils

ont considéré aussi un control non constant : c(t). Plusieurs stratégies d’application de

39



1. REVUE DE LITTÉRATURE DES MODÈLES MATHÉMATIQUES DE L’ÉPIDÉMIE DE
DENGUE

contrôle ont été utilisés : trois fréquences différentes (hebdomadaire, bi-hebdomadaire
et mensuel). Les trois premières fréquences signifient qu’au cours d’une journée (par
semaine, deux semaines et mois), la capacité totale (100%) d’insecticide (c = 1) est uti-
lisée pendant toute la journée. Les essais numériques conclurent que la meilleure stra-
tégie pour la réduction des infectés est la stratégie hebdomadaire, mais elle est aussi
la plus coûteuse (coût de l’insecticide). Finalement, la théorie de control optimal CO à
été utilisée pour trouver la meilleure fonction de contrôle optimale pour l’insecticide.

En 2013 [69, 70]

Rodrigues et al. ont développé un autre modèle de type SIR − ASI.Les effets du
contrôle vectoriel sur la dispersion de la maladie, comme les insecticides (larvicide et
adulticide) et du contrôle mécanique, sont estimés par les simulations avec des don-
nées du CapVerd. En effet, trois commandes sont considérées :

— cA : proportion de larvicide (06 cA 6 1),

— cm : proportion d’adulticide (06 cm 6 1),

— α : proportion de contrôle mécanique (0 < α6 1).

La figure 2.6 illustre le schéma du modèle.

 

FIGURE 2.6 – modèle épidémiologique SIR+ASI.
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Le modèle est donné par,

dSh

d t
=µhNh −

(
Bβmh

Im

Nh
+µh

)
Sh

dIh

d t
= Bβmh

(
Im

Nh

)
Sh − (ηh +µh)Ih

dRh

d t
= ηhIh −µhRh

d Am

d t
=ϕ

(
1− Am

αkNh

)
(Sm + Im)− (

ηA +µA + cA
)

Am

dSm

d t
= ηAAm −

(
Bβhm

Ih

Nh
+µm + cm

)
Sm

dIm

d t
= Bβhm

(
Ih

Nh

)
Sm − (

µm + cm
)

Im .

L’objectif est de simuler différentes réalités afin de trouver la meilleure politique
pour diminuer le nombre des humains infectés. Selon la grandeur de la région, ils ont
utilisé des camions pour des traitements adulticides au sol, oubien des avions pour des
traitements adulticides aériens. Ils ont trouvé que le traitement de Larvicide est une fa-
çon efficace de contrôler les larves vectorielles, ensemble avec le contrôle mécanique,
qui est rattaché avec les campagnes d’éducation.

En 2014 [72, 73]

Dans cette étude, un nouveau compartiment V est ajouté au modèle SIR précédent
lié à la population humaine. Ce nouveau compartiment représente le nouveau groupe
de population vacciné, afin de distinguer la résistance obtenue par la vaccination et
celle obtenue par la récupération de la maladie.

Le nouveau modèle pour la population humaine est représenté dans la figure 2.7.
La population de moustiques reste la même que celle du travail précédent.

 

FIGURE 2.7 – Modèle épidémique pour la population humaine utilisant un vaccin pédiatrique.
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La formulation mathématique est,

dSh

d t
=

(
1−p

)
µhNh −

(
Bβmh

Im

Nh
+µh

)
Sh

dVh

d t
= pµhNh −µhVh

dIh

d t
= Bβmh

Im

Nh
Sh − (

ηh +µh
)

Ih

dRh

d t
= ηhIh −µhRh ,

où, p est une proportion des nouveaux nés vaccinés par défaut (06 p 6 1).

En 2015 [71]

Dans l’île portugaise de Madère, la première épidémie de la fièvre de Dengue a eu
lieu entre Octobre 2012 et Février 2013. Cette épidémie a été causée par un seul sé-
rotype, le virus DEN-1. La motivation principale de leur travail est d’analyser ce qui
peut arriver dans l’île de Madère si deux sérotypes de Dengue coexistent. Le schéma
du modèle est représenté dans la figure 2.8. La nouveauté est la présence d’un second
sérotype de la Dengue donc l’existence d’une nouvelle série de variables :

I1h : humain infecté par le sérotype1 (qui peut transmettre le sérotype 1),
R1h : humain résistant par le sérotype1 (infectés par le sérotype 1 et récupéré),
I j h : humain infecté par le sérotype j (qui peut transmettre le sérotype j ),
R j h : humain résistant au sérotype j (infectés par le sérotype j et récupéré),
I1 j h : humain infecté d’abord par le sérotype 1 et après par le sérotype j ,
R1 j h : humain résistant d’abord par le sérotype 1 et après par le sérotype j ,
I j 1h : humain infecté d’abord par le sérotype j et après par le sérotype 1,
R j 1h : humain résistant d’abord par le sérotype j et après par le sérotype 1,
I1m : moustiques infectés par le sérotype 1 (qui peut transmettre la maladie),
I j m : moustiques infectés par le sérotype j (qui peut transmettre la maladie).
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FIGURE 2.8 – Diagramme schématique de la Dengue avec deux sérotypes.

Le système d’équations différentielles pour la population humaine est,

dSh

d t
(t ) =µhNh −

(
Bβ1mh

I1m

Nh
+Bβ j mh

I j m

Nh
+µh

)
Sh

dI1h

d t
(t ) = Bβ1mh

I1m

Nh
Sh − (

η1h +µh
)

I1h

dI j h

d t
(t ) = Bβ j mh

I j m

Nh
Sh − (

η j h +µh
)

I j h

dR1h

d t
(t ) = η1hI1h −

(
σBβ j mh

I j m

Nh
+µh

)
R1h

dR j h

d t
(t ) = η j hI j h −

(
σBβ1mh

I1m

Nh
+µh

)
R j h

dI1 j h

d t
(t ) =σBβ j mhI j m

R1h

Nh
− (
µh +µdh f +η j h

)
I1 j h

dI j 1h

d t
(t ) =σBβ1mhI1m

R j h

Nh
− (
µh +µdh f +η1h

)
I j 1h

dR1 j h

d t
(t ) = η j hI1 j h −µhR1 j h

dR j 1h

d t
(t ) = η1hI j 1h −µhR j 1h .
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Tandis que pour le vecteur est donné par,

d Am

d t
=ϕ

(
1− Am

kNh

)(
Sm + I1m + I j m

)− (
ηA +µA

)
Am

dSm

d t
= ηAAm −

(
B
β1hm

(
I1h + I j 1h

)+β j hm
(
I j h + I1 j h

)
Nh

+µm + cm

)
Sm

dI1m

d t
= Bβ1hm

(
I1h + I j 1h

)
Nh

Sm − (
µm + cm

)
I1m

dI j m

d t
= Bβ j hm

(
I j h + I1 j h

)
Nh

Sm − (
µm + cm

)
I j m ,

avec,
σ : représente le phénomène ADE,
µdh f : probabilité de décès par DHF.

1.8 Modèle de K. Diethelm en 2013 [22]

L’auteur a reformulé le modèle fractionnaire développé par Pooseh [58], au lieu
d’utiliser les dérivés au sens de Riemann-Liouville, il a utilisé les dérivés de type Caputo
pour certaines raisons. Il a aussi remarqué que la dynamique des moustiques ne se
comporte pas que comme celle des humains, c’est à dire deux ordres fractionnaires
sont présentés αh et αm ,

Dαh
∗a

Sh =µαh
h (Nh −Sh)−

(
βmhBαh

Nh

)
ShIm

Dαh
∗a

Ih =

(
βmhBαh

Nh

)
ShIm − (

η
αh
h +µαh

h

)
Ih

Dαh
∗a

Rh = ηαh
h Ih −µαh

h Rh

Dαm
∗a

Sm =µαm
m

Nm −
(
βhmBαm

Nh
SmIh

)
−µαm

m
Sm

Dαm
∗a

Im =

(
βhmBαm

Nh
SmIh

)
−µαm

m
Im .

À partir des données du Cape Verde en 2009, l’auteur a démontré avec des simula-
tions numériques que ce modèle fractionnaire simule mieux la réalité que le modèle
classique.

1.9 Modèle de N. A. Maidana et H. M. Yang en 2008 [48]

Le but principal de cette étude est de déterminer la vitesse de diffusion de la Dengue
après l’invasion et la colonisation par les moustiques de l’A. aegypti dans l’état de São
Paulo, au Brésil. Les auteurs ont proposé un modèle mathématique pour l’étude de la
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dissémination spatiale d’un sérotype du virus de la Dengue à l’aide des équations aux
dérivées partielles de type réaction-diffusion. Dans un premier temps, ils ont supposé
que seuls les moustiques adultes se diffusent, le modèle associé est donné par,

∂Sm

∂t
= Dm

∂2Sm

∂x2
−ν∂Sm

∂x
+γA

(
1− Nm

k1

)
−µ1Sm −βmhSmIh

∂Im

∂t
= Dm

∂2Im

∂x2
−ν∂Im

∂x
−µ1Im +βmhSmIh

∂A

∂t
= r

(
1− A

k2

)
Nm −µ2A−γA

∂Sh

∂t
=µhNh −µhSh −βhmShIm

∂Ih

∂t
= βhmShIm −ηhIh −µhIh

∂Rh

∂t
= ηhIh −µhRh ,

avec,
Nm = Sm + Im : la population total des moustiques adultes, tandis que A représente

la phase aquatique.
Dm : coefficient de diffusion,
ν : coefficient d’advection,
γ−1 : période de temps dans la phase aquatique,
r : taux d’Oviposition,
k1 : capacité de transport - phase ailée,
k2 : capacité de transport - phase aquatique,
µ−1

1 : temps de survie en phase ailée,
µ−1

2 : temps de survie en phase aquatique.
Dans un deuxième temps, le mouvement à longue distance de la population hu-

maine est le principal contributeur à la diffusion rapide de la Dengue dans toutes les
régions géographiques. Le modèle est alors donné par,

∂Sm

∂t
= Dm

∂2Sm

∂x2
−ν∂Sm

∂x
+γA

(
1− Nm

k1

)
−µ1Sm −βmhSmI

∂Im

∂t
= Dm

∂2Im

∂x2
−ν∂Im

∂x
−µ1Im +βmhSmI

∂A

∂t
= r

(
1− A

k2

)
Nm −µ2A−γA

∂Sh

∂t
= Dh

∂2Sh

∂x2
−ωh

∂Sh

∂x
+µhNh −µhSh −βhmShIm

∂Ih

∂t
= Dh

∂2Ih

∂x2
−ωh

∂Ih

∂x
+βhmShIm −ηhIh −µhIh

∂Rh

∂t
= Dh

∂2Rh

∂x2
−ωh

∂Rh

∂x
+ηhIh −µhRh .
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Avec, Dh et ωh les paramètres de diffusion et de l’advection, respectivement.
Leurs simulations suggèrent que les mouvements diffusifs et advectifs des mous-

tiques augmentent le taux de diffusion de la Dengue, mais pas aussi intensément.
Néanmoins, les mouvements des humains contribuent beaucoup plus à la dissémi-
nation de la Dengue, puisque l’advection influence beaucoup plus la propagation de
la maladie que la diffusion.

1.10 Modèle de HL. Lin et FB. Wang en 2014 [43]

Dans ce travail, les auteurs ont l’intention de comprendre les influences de l’hé-
térogénéité spatiale, l’effet de surpeuplement et l’infection non locale causée par les
mouvements des moustiques latents sur la dynamique de transmission de la Dengue.
Pour ce faire, ils ont modifié le modèle fournit par Esteva et Vargas en 1998 [29] pour
obtenir un modèle de réaction-diffusion avec des conditions de type Neumann sur les
frontières.

La dynamique de la Dengue a été décrite par le système d’équations aux dérivées
partielles, 

∂Sh

∂t
= Dh∆Sh +µbNh − c(x)ShNh − βmh(x)B(x)

Nh +m(x)
ShIm −µhSh

∂Ih

∂t
= Dh∆Ih + βmh(x)B(x)

Nh +m(x)
ShIm − c(x)IhNh − (

µh +ηh
)

Ih

∂Rh

∂t
= Dh∆Rh +ηhIH − c(x)RhNh −µhRh , x ∈Ω, t > 0

∂Sm

∂t
= Dm∆Sm +A(x)− βhm(x)B(x)

Nh +m(x)
SmIh −µmSm

∂Im

∂t
= Dm∆Im + βhm(x)B(x)

Nh +m(x)
SmIh −µmIm

∂Sh

∂t
=
∂Ih

∂t
=
∂Rh

∂t
=
∂Sm

∂t
=
∂Im

∂t
= 0, x ∈ ∂Ω, t > 0.

Les constantes µb et µh représentent le taux de naissance et de la mort des hu-
mains.

A et µm indiquent le taux de contact et de mortalité par habitant des moustiques,
respectivement.

1.11 Modèle de M. K. Enduri et S. Jolad en 2015 [28]

Dans ce travail non encore publié, Enduri et al. ont étudié la dynamique spatio-
temporelle de la transmission de la Dengue à travers les équations de réaction-diffusion
et les automates cellulaires (CA). Ils ont modélisé la mobilité humaine comme un pro-
cessus diffusif et essayé de comprendre comment les forces relatives des coefficients
de diffusion Dh/Dm affectent la propagation spatio-temporelle de la Dengue.
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Les équations de réaction diffusion pour les humains sont,

∂Sh

∂t
= Dh∇2Sh +µhNh −F2βmhNhIm −µhSh

∂Eh

∂t
= Dh∇2Eh +F2βmhEhIm −αhEh −µhEh

∂Ih

∂t
= Dh∇2Ih +αhEh −ηhIh −µhIh

∂Rh

∂t
= Dh∇2Rh +ηhIh −µhRh ,

et pour les vecteurs sont,

∂Sm

∂t
= Dm∇2Sm +µmNm −F2βhmShIm −µmSm

∂Em

∂t
= Dm∇2Em +F2βhmSmIh −αmEm −µmEm

∂Im

∂t
= Dm∇2Im +αmEm −γhIh −µmIm .

Avec,
αh : taux auquel les humains exposés deviennent des infectés,
αm : taux auquel les moustiques exposés deviennet des infectés,
F : gamme de vol.

2 Notre contribution sur la modélisation de la dynamique
spatio-temporelle de la Dengue

Comme indiqué dans [17, 18, 59, 61], les modèles spatiaux jouent un rôle impor-
tant dans la description de la propagation des maladies transmissibles, non seulement
parce que l’environnement est hétérogène, mais aussi parce que les individus se dé-
placent dans l’espace. De nombreuses stratégies de prévention et de contrôle com-
portent les aspects spatiaux tels que l’immigration, le contrôle des frontières et la res-
triction des mouvements individuels [15]. La question clé est de savoir comment in-
clure et quantifier les effets spatiaux.

Dans cette section, on présente les étapes pour développer un nouveau modèle
mathématique pour la propagation spatio-temporelle de la transmission de la fièvre
de Dengue chez la population des humains et des moustiques grâce à des équations de
réaction-diffusion en utilisant la loi de la conservation et la loi de diffusion de Fick[14].
En effet, le modèle prend en compte deux aspects :

— La mobilité des humains infectés et des moustiques infectés.

— Le modèle individuel pour l’infection des voisins les plus proches.
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Pour cela, on divise la population des humains et celle des moustiques en compar-
timents SEIR−SEI (respectivement) et on suppose qu’ils sont distribués d’une façon
homogène sur le domaine de l’étude.

2.1 Le modèle temporel

Pour initier le lecteur aux modèles temporels, on présente quelques détails du tra-
vail de Rodrigues et al. [66], sur lequel, on s’est basé pour la suite de notre étude.

La population humaine est décomposée en quatres compartiments :
Sh(t ) : susceptibles (les individus qui peuvent contracter la maladie)
Eh(t ) : Exposés (les personnes qui ont été infectées par la maladie, mais ne sont pas

encore en mesure de transmettre à d’autres).
Ih(t ) : Infectés (personnes capables de transmettre la maladie à d’autres).
Rh(t ) : Résistants (les personnes qui ont acquis l’immunité).
Il y a aussi trois autres variables relatives aux états des moustiques femelles (les

moustiques mâles ne sont pas considérés dans cette étude parce qu’ils ne pique pas
les humains et par conséquent, ils n’influent pas sur la dynamique de la maladie) :

Sm(t ) : Susceptibles (moustiques qui sont en mesure de contracter la maladie).
Em(t ) : Exposés (moustiques qui sont infectés, mais ne sont pas encore capables de

transmettre aux humains).
Im(t ) : Infectés (moustiques capables de transmettre la maladie aux humains).
Afin de trouver un compromis entre la simplicité et la réalité du modèle épidémio-

logique, certaines hypothèses sont envisagées :

— La population humaine totale Nh est constante : Sh(t )+ Ih(t )+Rh(t ) = Nh à tout
moment t .

— La population est homogène, ce qui signifie que tous les individus ont le même
risque de contracter la maladie.

— Les humains et les moustiques sont supposés être nés susceptibles.

— La migration est négligéable.

— La transmission du virus ne se fait qu’à travers les moustiques, mais pas d’homme
à homme.

L’humain ou le moustique vont passer successivement d’un état sain, à un état in-
fecté, puis infectant, puis éventuellement résistant (pour les humains) selon bien sur
des règles données.

Les variations de chaque classe sont représentées dans le diagramme de la figure
2.9.

Ce schéma peut être formulé par,
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FIGURE 2.9 – diagramme schématique : modèle SEIR-SEI des interactions homme-vecteur.

— Pour les humains, 

dSh

d t
(t ) =µhNh −

(
Bβmh

Im

Nh
+µh

)
Sh(t )

dEh

d t
(t ) = Bβmh

(
Im

Nh

)
Sh − (νh +µh)Eh(t )

dIh

d t
(t ) = νhEh − (

ηh +µh
)

Ih(t )

dRh

d t
(t ) = ηhIh −µhRh(t ).

(2.1)

On suppose que B est le nombre moyen des piqûres par les moustiques par jour
et βmh est la probabilité de transmission des moustiques infectés aux humains,
le produit Bβmh est le nombre de piqûres efficaces par moustique infectieux par
jour. Ainsi, le produit BβmhIm (t ) est le nombre de piqûres efficaces par jour sur
toute la population de moustiques au temps t . Cependant, la multiplication de
BβmhIm (t ) par la proportion des humains susceptibles au temps t représente le
nombre de piqûres de transmission de la maladie par jour par des moustiques
infectieux sur les humains susceptibles à l’instant t (le taux quotidien auquel les
humains susceptibles sont devenus exposés). Le paramètre µh est la proportion
de la population humaine qui meurt chaque jour, νh le taux quotidien auquel les
êtres humains exposés sont infectés et ηh le taux quotidien d’humains infectés
devenus résistants.
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— Pour le vecteur, 

dSm

d t
(t ) =µmNm −

(
Bβhm

Ih

Nh
+µm

)
Sm(t )

dEm

d t
(t ) = Bβhm

(
Ih

Nh

)
Sm − (

µm +νm
)

Em(t )

dIm

d t
(t ) = νmEm −µmIm .

(2.2)

Le paramètre βhm est la probabilité de transmission des humains infectés aux
moustiques et Bβhm le nombre de piqûres contractantes par des moustiques par
jour. Ainsi, le produit BβhmSm(t ) est le nombre de piqûres par jour qui conduit
à la maladie contractée par les moustiques susceptibles au temps t . Toutefois,
la multiplication des BβhmSm(t ) avec la proportion des humains infectés à l’ins-
tant t représente la fréquence complète de piqûres contractée par la maladie au
temps t (le taux quotidien auquel les moustiques susceptibles deviennent ex-
posés). Le paramètre µm est la proportion de la population des moustiques qui
meurt chaque jour et νm Le taux quotidien de moustiques exposés devenus in-
fectés.

2.2 Le modèle Spacio-temporel

Une population réelle est répartie dans un espace. À l’intérieur de l’espace, les in-
dividus peuvent se contaminer. Un individu contaminé peut se déplacer et propager la
maladie, et d’une façon similaire un individu sain peut se déplacer et contracter la ma-
ladie. Modéliser ces aspects permet de prendre en compte la propagation de la maladie
dans l’espace.

Dans un premier temps, pour construire un nouveau modèle mathématique dé-
crivant l’évolution et la propagation de l’épidémie de Dengue, on présente le modèle
individuel pour l’infection des voisins les plus proches décrit par Naether et al. [61]. On
suppose que la probabilité qu’une personne susceptible devient exposée par unité de
temps dépend du nombre de ses voisins infectés, la probabilité d’être contaminer par
l’un des voisins infectés (gauche-droite-avant-arrière) est de 1/4 voir figure 2.10.

Cependant, ce schéma peut être décrit pour la souspopulation des exposés par,

∂Eh

∂t
(x, y, t ) = Bβmh

Sh(x, y, t )

Nh

(
1

4
Im(x +d , y, t )+ 1

4
Im(x −d , y, t ) (2.3)

+1

4
Im(x, y +d , t )+ 1

4
Im(x, y −d , t )

)
− (νh +µh)Eh(x, y, t ),

où d est une distance positive et constante. On estime les termes entre parenthèses
à l’aide de développement de Taylor au voisinage de (x ±d , y) et (x, y ±d), on trouve

Im(x ±d , y, t ) = Im(x, y, t )±d∂xIm
(
t , x, y

)+ d 2

2
∂2

xIm
(
t , x, y

)± d 3

6
∂3

xIm
(
t , x, y

)+·· ·

Im(x, y ±d , t ) = Im
(
t , x, y

)±d∂y Ih
(
t , x, y

)+ d 2

2
∂2

y Im
(
t , x, y

)± d 3

6
∂3

y Im
(
t , x, y

)+·· ·

50



2. NOTRE CONTRIBUTION SUR LA MODÉLISATION DE LA DYNAMIQUE
SPATIO-TEMPORELLE DE LA DENGUE

 

 

  

 

 

 

 

  

 

 

  

 

 

Im(x,y+d,t) 

Im(x,y-d,t) 

Im(x-d,y,t) Im(x+d,y,t) Sh(x,y,t) 

FIGURE 2.10 – modèle individuel pour l’infection des voisins les plus proches.

La substitution de ces développements dans l’équation (2.3) donne

∂Eh

∂t
(x, y, t ) = Bβmh

Sh(x, y, t )

Nh

(
1

4

(
Im(x, y, t )+d∂xIm

(
t , x, y

)+ d 2

2
∂2

xIm
(
t , x, y

)+ d 3

6
∂3

xIm
(
t , x, y

)+·· ·
)

+1

4

(
Im(x, y, t )−d∂xIm

(
t , x, y

)+ d 2

2
∂2

xIm
(
t , x, y

)− d 3

6
∂3

xIm
(
t , x, y

)+·· ·
))

+1

4

(
Im

(
t , x, y

)+d∂y Ih
(
t , x, y

)+ d 2

2
∂2

y Im
(
t , x, y

)+ d 3

6
∂3

y Im
(
t , x, y

)+·· ·
))

+1

4

(
Im

(
t , x, y

)−d∂y Ih
(
t , x, y

)+ d 2

2
∂2

y Im
(
t , x, y

)− d 3

6
∂3

y Im
(
t , x, y

)+·· ·
))

−(νh +µh)Eh(x, y, t )
)

.

Finalement, en ne gardant que les termes d’ordre 2, on obtient

∂Eh

∂t
=

(
Bβmh

Nh

)
ImSh +Kd Sh∆Im − (νh +µh)Eh ,

et pour la souspopulation des susceptibles, on trouve une équation similaire,

∂Sh

∂t
=µhNh −

(
Bβmh

Nh

)
ImSh −Kd Sh∆Im −µhSh ,

avec un coefficient constant Kd =
d 2Bβmh

4Nh
. De la même manière, on trouve pour la
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population des moustiques,

∂Em

∂t

(
t , x, y

)
=

(
Bβhm

Nh

)
Ih

(
t , x, y

)
Sm

(
t , x, y

)
+Kd̃ Sm

(
t , x, y

)
∆Ih

(
t , x, y

)− (µm + vm)Em
(
t , x, y

)
,

et
∂Sm

∂t

(
t , x, y

)
= µmNm −

(
Bβmh

Nh

)
Ih

(
t , x, y

)
Sm

(
t , x, y

)
−Kd̃ Sm

(
t , x, y

)
∆Ih

(
t , x, y

)−µmSm
(
t , x, y

)
.

tel que Kd̃ =
d̃ 2Bβhm

4Nh
est une constante donnée.

D’aprés [15], on considère qu’un individu se déplace de façon aléatoire dans l’es-
pace à deux dimensions par unité de temps ∆t . On suppose que la propagation du
virus est faite grâce à la mobilité des personnes infectées et des moustiques infectés.
Soit Ih(t , x, y) le nombre de personnes infectées à la position

(
x, y

)
et à l’instant t . Alors

Ih
(
t +∆t , x, y

)− Ih
(
t , x, y

)
(2.4)

=

(
1

4
Ih

(
t , x −h, y

)+ 1

4
Ih

(
t , x +h, y

)+ 1

4
Ih

(
t , x, y −h

)+ 1

4
Ih

(
t , x, y +h

))
−Ih

(
t , x, y

)+ (
νhEh

(
t , x, y

)− (
ηh +µh

)
Ih

(
t , x, y

))
∆t ,

où la probabilité de se déplacer dans les quatres directions est équiprobable.
En utilisant les développements en série de Taylor pour Ih

(
t , x ±h, y

)
, Ih

(
t , x, y ±h

)
et Ih

(
t +∆t , x, y

)
,

Ih
(
t , x ±h, y

)
= Ih

(
t , x, y

)±h∂xIh
(
t , x, y

)+ h2

2
∂2

xIh
(
t , x, y

)± h3

6
∂3

xIh
(
t , x, y

)+·· ·

Ih
(
t , x, y ±h

)
= Ih

(
t , x, y

)±h∂y Ih
(
t , x, y

)+ h2

2
∂2

y Ih
(
t , x, y

)± h3

6
∂3

y Ih
(
t , x, y

)+·· ·

Ih
(
t +∆t , x, y

)
= Ih

(
t , x, y

)+∆t∂t Ih
(
t , x, y

)+ (∆t )2

2
∂2

t Ih
(
t , x, y

)+ (∆t )3

6
∂3

t Ih
(
t , x, y

)+·· ·
et en remplaçant ces développements dans l’équation (2.4), on obtient(

Ih
(
t , x, y

)+∆t∂t Ih
(
t , x, y

)+ (∆t )2

2
∂2

t Ih
(
t , x, y

)+ (∆t )3

6
∂3

t Ih
(
t , x, y

)+·· ·
)
− Ih

(
t , x, y

)
=

1

4

(
Ih

(
t , x, y

)−h∂xIh
(
t , x, y

)+ h2

2
∂2

xIh
(
t , x, y

)− h3

6
∂3

xIh
(
t , x, y

)+·· ·
)

+1

4

(
Ih

(
t , x, y

)+h∂xIh
(
t , x, y

)+ h2

2
∂2

xIh
(
t , x, y

)+ h3

6
∂3

xIh
(
t , x, y

)+·· ·
)

+1

4

(
Ih

(
t , x, y

)−h∂y Ih
(
t , x, y

)+ h2

2
∂2

y Ih
(
t , x, y

)− h3

6
∂3

y Ih
(
t , x, y

)+·· ·
)

+1

4

(
Ih

(
t , x, y

)+h∂y Ih
(
t , x, y

)+ h2

2
∂2

y Ih
(
t , x, y

)+ h3

6
∂3

y Ih
(
t , x, y

)+·· ·
)

−Ih
(
t , x, y

)+ (
νhEh

(
t , x, y

)− (
ηh +µh

)
Ih

(
t , x, y

))
∆t .
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Finalement,

∆t ∂t Ih
(
t , x, y

)+ (∆t )2

2
∂2

t Ih
(
t , x, y

)
(2.5)

+ (∆t )3

6
∂3

t Ih
(
t , x, y

)+ (∆t )4

24
∂4

t Ih
(
t , x, y

)+·· ·

=
h2

4
∂2

xIh
(
t , x, y

)+ h4

48
∂4

xIh
(
t , x, y

)+·· ·

+h2

4
∂2

y Ih
(
t , x, y

)+ h4

48
∂4

y Ih
(
t , x, y

)+·· ·
+(
νhEh

(
t , x, y

)− (
ηh +µh

)
Ih

(
t , x, y

))
∆t .

On pose

Dh =
h2

4∆t
,

où la limite de Dh lorsque h,∆t → 0 représente le coefficient de diffusion (est une
constante donnée, pour plus de détails voir [27]).

En multipliant (2.5) par
1

∆t
puis en faisant tendre∆t → 0 et h → 0, on trouve

∂t Ih
(
t , x, y

)
= Dh∆Ih

(
t , x, y

)+νhEh
(
t , x, y

)− (
ηh +µh

)
Ih

(
t , x, y

)
.

De la même manière, on obtient

∂t Im
(
t , x, y

)
= Dm∆Im

(
t , x, y

)+νmEm
(
t , x, y

)−µmIm
(
t , x, y

)
.

En tenant compte de la normalisation des variables à la population totale, Sh =
Sh

Nh
,

Eh =
Eh

Nh
, Ih =

Ih

Nh
, Rh =

Rh

Nh
, Sm =

Sm

Nm
, Em =

Em

Nm
, Im =

Im

Nm
, la dynamique de l’épidémie

de Dengue peut être modélisée par le système non linéaire suivant :

— La population humaine

∂Sh

∂t
=µh −

[(
Nm

Nh
Bβmh

)
Im+Nm

Nh
Kh∆Im +µh

]
Sh

∂Eh

∂t
=

(
Nm

Nh
Bβmh

)
ImSh + Nm

Nh
KhSh∆Im − (νh +µh)Eh

∂Ih

∂t
= Dh∆Ih +νhEh − (

ηh +µh
)

Ih

∂Rh

∂t
= ηhIh −µhRh .

(2.6)
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— La population de vecteurs

∂Sm

∂t
=µm − (

Bβhm
)

IhSm −KmSm∆Ih −µmSm

∂Em

∂t
=

(
Bβhm

)
IhSm +KmSm∆Ih − (µm + vm)Em

∂Im

∂t
= Dm∆Im +νmEm −µmIm .

(2.7)

Pour la simulation numérique on suppose que le domaine de travail est un carré de
longueur L et qu’il n’y a pas de migration à travers les frontières.
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Chapitre 3

L’approche numérique

1 Introduction et Motivation

Il y a une une grande variété de contributions sur l’utilisation des ondelettes et
leurs diverses applications dans de nombreuses domaines. Par exemple, en 2000 et
2002, Razzaghi et Yousefi [64, 65] ont utilisé les ondelettes de Legendre pour la réso-
lution des problèmes variationels et de contôle optimal. Mohammadi et al. [54] ont
développé une matrice opérationnelle de dérivation de ces ondelettes pour résoudre
des problèmes de valeurs initiales et aux limites, les mêmes auteurs [53], ont généralisé
cette matrice à une matrice d’ordre fractionnaire au sens de Caputo pour approcher la
solution du problème fractionnaire de Torvik Bagley. En 2012 et 2013, les auteurs dans
[89, 88] ont utilisé l’approche des ondelettes de Legendre pour résoudre les équations
intégrales de Fredholm ainsi que pour un problème d’advection homogène et non ho-
mogène. Plusieurs contributions récentes [21, 92], ont utilisé cette approche pour ré-
soudre une classe d’équations aux dérivées fractionnaires. Concernant la résolution
des équations aux dérivées partielles, il y a peu de travaux. Dans [16, 77], les auteurs
se sont intéressés à la résolution d’une équation intégrale de Volterra-Fredholm. L’ap-
proche proposée a été encore appliqué par [5] en 2013 pour la résolution numérique
des équations différentielles de type elliptiques. Au cours de l’année 2015, Yin et al. [93]
l’ont appliquée pour la résolution des équations de Klein/Sine-Gordon.

Avant de faire une description détaillée de la méthode proposée, on présente quelques
définitions nécessaires et des préliminaires mathématiques et on donne les calculs né-
cessaires pour obtenir les matrices d’intégration des ondelettes de Legendre mono et
bidimensionnelles.

2 Préliminaires

2.1 Les polynômes orthogonaux de Jacobi

Les polynômes orthogonaux ont commencé avec Adrien-Marie Legendre dès le dé-
but du XIXe siècle, où ce célèbre mathématicien a développé la suite de polynômes
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(auxquels son nom est maintenant associé, les polynômes de Legendre), dans le cadre
de ses calculs concernant la mécanique céleste. Depuis cette époque jusqu’à aujour-
d’hui, la théorie concernant les polynômes orthogonaux n’a cessée de croître en impor-
tance, puisque d’autres applications ont été découvertes. Aussi avec l’avènement des
ordinateurs, les polynômes orthogonaux sont devenus des outils d’approximation et
d’encodage-décodage très utiles. Les polynômes orthogonaux ont des propriétés trés
intéressantes, qu’on va décrire brièvement dans cette section.

Polynômes de Jacobi

Soient α, β > −1. On définit alors la famille des polynômes de Jacobi J(α,β)
k d’indice

(α,β)(nommés ainsi car c’est Jacobi qui les a introduits en 1859) comme étant la famille
des polynômes orthogonaux pour la fonction poids (1−x)α(1+x)β sur l’intervalle [−1,1]
par

J(α,β)
k (x) =

(−1)k

2k k !
(1−x)−α(1+x)−β

d k

d xk

[
(1−x)k+α(1+x)k+β

]
,

vérifiant

J(α,β)
k (1) =

Γ(k +1+α)

Γ(1+α)Γ(k +1)
.

Ces polynômes ont une importance en physique en raison, entre autres, du fait
qu’ils sont solutions de l’équation différentielle suivante

(1−x2)y ′′+ (β−α− (α+β+2)x)y ′+n(n +α+β+1)y = 0, y = Jα,β
k (x),

et que toute solution polynomiale de cette équation est un multiple de J(α,β)
k (x).

Les polynômes de Jacobi recouvrent plusieurs cas particuliers intéressants : poly-
nômes de Tschebychef de premier espèce (α = β = −1/2), de deuxième espèce(α = β =
1/2), de troisième espèce(α = −β = −1/2), de quatrième espèce(α = −β = 1/2), poly-
nômes de Gegenbauer(α = β = λ−1/2) et les polynômes de Legendre, pour α = β = 0, car
Legendre les a étudiés dès 1785, donc avant l’introduction des polynômes de Jacobi.

Polynômes de Legendre

Les polynômes de Legendre ont été introduit en 1784 par le mathématicien français
Adrien-Marie Legendre (1752−1833). Ils sont les solutions de l’équation différentielle
de Legendre,

(1−x2)y
′′ −2x y

′ +k(k +1)y =
d

d x

(
(1−x2)y

′)+k(k +1)y = 0, (3.1)

et possèdent un certain nombre de propriétés mathématiques utiles et intéres-
santes telle que l’orthogonalité[2].
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Définition 3.1 Le polynôme de Legendre L de degré k ∈ N est défini sur le domaine
[−1,1] par la relation récurrente suivante

Lk+2(x) =

(
2k +3

k +2

)
xLk+1(x)−

(
k +1

k +2

)
Lk (x),

avec {
L0(x) = 1

L1(x) = x,

et par l’expression qui est connue sous le nom "Formule de Rodriguez"

Lk (x) =
1

2nk !

d k

d xk
(x2 −1)k .

Leur forme analytique est donnée par

Lk (x) =
k∑

m=0
(−1)k+m (m +k)!

(k −m)!

xm

(m!)2
.

Maitenant, on va énumérer deux propriètés importantes pour notre travail :

1. Le polynôme de Legendre Lk est pair (respectivement impair) si k est pair (res-
pectivement impair), de plus ∀k > 0, on a{

Lk (1) = 1
Lk (−1) = (−1)k .

2. La primitive du polynôme de Legendre est donnée par∫
Lk (x)d x =

1

2k +1
(Lk+1(x)−Lk−1(x)) .

Remarque 3.1 Les six premiers polynômes de Legendre sont

L0(x) = 1

L1(x) = x

L2(x) =
5

2
x3 − 3

2
x

L3(x) =
35

8
x4 − 30

8
x2 + 3

8

L4(x) =
63

8
x5 − 70

8
x3 + 15

8
x

L5(x) =
231

16
x6 − 315

16
x4 + 105

16
x2 − 5

16
.

la figure (3.1), illustre la représentation géométrique de ces polynômes
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FIGURE 3.1 – Les six premiers polynômes de Legendre.

Proposition 3.1 Les polynômes de Legendre constituent une suite de polynômes ortho-
gonaux, parcequ’ils vérifient

∫ 1

−1
Lm(x)Ln(x)d x =

 0 si m 6= n
2

2m +1
sim = n.

Preuve. On démontre que les polynômes de Legendre sont orthogonaux dans l’espace
L2 ([−1,1]) , en effet, ∫ 1

−1
Lm(x)Ln(x)d x = 0, m 6= n. (3.2)

Puisque les polynômes de Legendre sont solutions de l’équation (3.1), alors, on a
d

d x

[
(1−x2)Lm(x)

′]+m(m +1)Lm(x) = 0

d

d x

[
(1−x2)Ln(x)

′]+n(n +1)Ln(x) = 0.

(3.3)

En multipliant la première équation par Pn(x) et la deuxième équation par Pm(x),
puis, en soustrayant les deux équations, on obtient

d

d x

[
(1−x2)L

′
m(x)

]
Ln(x)− d

d x

[
(1−x2)L

′
n(x)

]
Lm(x)

+ [m(m +1)−n(n +1)]Lm(x)Ln(x)

= 0.
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Un simple calcul nous permet d’écrire

d

d x

[
(1−x2)

(
Ln(x)L

′
m(x)−Lm(x)L

′
n(x)

)]
= [m(m +1)−n(n +1)]Lm(x)Ln(x).

Une intégration entre −1 et +1 de cette équation nous donne[
(1−x2)

(
Ln(x)L

′
m(x)−Lm(x)L

′
n(x)

)]1

−1

= [m(m +1)−n(n +1)]
∫ 1

−1
Lm(x)Ln(x)d x.

Alors, ∫ 1

−1
Lm(x)Ln(x)d x = 0, si m 6= n.

Il reste à démontrer que∫ 1

−1
Lm(x)Ln(x)d x =

2

2m +1
, si m = n.

Pour m > 1, on peut utiliser l’équation (3.3), dont on déduit (en utilisant le fait que,
pour tout k, L

′
k−1 est de degré k −2 < k donc est orthogonal à Pk , et en effectuant une

intégration par partie)

d

d x

[
(1−x2)Lm(x)

′]+m(m +1)Lm(x) = 0

〈Lm , (2m +1)Lm〉 = 〈Lm ,L
′
m+1 −L

′
m−1〉 = 〈Lm ,L

′
m+1〉

car
〈Lm ,L

′
m−1〉 = 0

〈Lm , (2m +1)Lm〉 = [LmLm+1]1
−1 −〈L′

m ,Lm+1〉
= [LmLm+1]1

−1

= Lm(1)Lm+1(1)−Lm(−1)Lm+1(−1)

= 1+1

= 2

on obtient,
(2m +1)‖Lm(x)‖2 = 2

et par suite

‖Lm(x)‖2 =
2

2m +1
.
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2.2 Les ondelettes

La théorie des ondelettes est un domaine relativement nouveau, elle a été re-développée
par Y. Meyer [52] à l’université de Paris, I. Daubchies, S. Mallat et d’autres dans la fin de
1980. Elle a été appliquée dans plusieurs disciplines, en particulier dans l’analyse du
signal, dans la représentation de forme d’onde et dans la segmentations. On peut dire
que les ondelettes sont une extension de l’analyse de Fourier. Il existe plusieurs types
d’ondelettes, la plus ancienne de toutes et la plus simple est l’ondelette de Haar (1911).
Selon Meyer (1993) [52], deux types fondamentaux d’ondelettes peuvent être considé-
rées, les ondelettes de Grossmann-Morlet et les ondelettes de Gabor-Malvar. On peut
aussi citer les ondelettes de Daubechies parmis celles des plus couramment utilisées.
Le but de ce travail est l’application des ondelettes pour la solution numérique d’un
système d’équations différentielles, on s’interesse en particulier aux ondelettes de Le-
gendre.

L’analyse en ondelette consiste à décomposer les signaux (fonctions) en une fa-
mille de fonctions obtenues par dilatation et translation d’une ondelette dite "Onde-
lette Mère" ou analysante.

Définition 3.2 Les ondelettes forment une famille de fonctions construites à partir de la
dilatation et translation d’une fonction unique ψ dans l’espace L2(R) appelée ondelette
mère.  ψa,b(x) = |a|

−1

2 ψ

(
x −b

a

)
a,b ∈R, a 6= 0.

Remarque 3.2 Lorsque le paramètre de dilatation a et de translation b varie de façon
continue, on a une famille d’ondelettes continue. On parle d’une famille d’ondelettes
discrètes, si les paramètres a et b prennent des valeurs discrètes telles que{

a = a−k
0 , a0 > 1

b = nb0a−k
0 , b0 > 1,

pour n et k des entiers positifs.

On considère la famille d’ondelettes discrètes

ψn,k (x) = |a0|
k

2 ψ(ak
0 x −nb0),

où
{
ψn,k (x)

}
n,k∈N est une base de L2(R) [35].

Remarque 3.3 Physiquement, une onedelette est une petite onde qui a un début et une
fin.
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3 Les ondelettes de Legendre monodimensionnelles

Définition 3.3 Les ondelettes de Legendre en une dimension ψn,k (x) =ψ(n,k, j , x), sont
définies sur l’intervalle [0,1] par

ψn,k (x) =


√

k + 1

2
2 j /2Lk (2

j
x − (2n +1)) Si

n −1

2 j−1
6 x < n

2 j−1
,

0 Sinon.

(3.4)

Avec n = 1, ...,2 j−1
(

j ∈N∗)
représente le nombre des niveaux de la décomposition et k =

0, ...,nc −1 (où nc ∈N∗ est le nombre de points de collocation de la discrétisation) est le
degré du polynôme de Legendre. Le paramètre de dilatation a = 2− j et le paramètre de
translation b = (2n −1)2− j [64].

Remarque 3.4 1. Le coefficient

√
k + 1

2
assure l’orthonormalité.

2. La famille
{
ψn,k (x)

}
n,k∈N forme une base d’ondelette de L2 ([0,1])[2].

3.1 Approximation d’une fonction de L2([0,1])

Puisque la famille d’ondelettes (3.4) forme une base de L2[0,1], alors toute fonction
f de cet espace peut s’écrire de la façon suivante

f (x) =
2 j−1∑
n=1

+∞∑
k=0

Cn,kψn,k (x), (3.5)

avec Cn,k =
〈

f ,ψn,k
〉

, tel que 〈., .〉 désigne le produit scalaire dans L2[0,1].
On tronque la série (3.5), on obtient

f (x) ≈
2 j−1∑
n=1

nc−1∑
k=0

Cn,kψn,k (x) = CTψ(x),

où C et ψ(x) sont des vecteurs de dimension 2 j−1nc ×1 donnés par

C = [C1,0,C1,1, ...,C1,nc−1,C2,0, ...,C2,nc−1 , ...,C2 j−1,0, ...,C2 j−1,nc−1]T, (3.6)

Ψ(x) = [ψ1,0(x), ...,ψ1,nc−1(x),ψ2,0(x), ...,ψ2,nc−1(x), ...,ψ2 j−1,0(x), ...,ψ2 j−1,nc−1(x)]T.
(3.7)
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3.2 La matrice opérationnelle d’intégration

En 2000, M. Razzaghi & S. Yousefi [64] ont défini l’intégrale de l’ondelette de Le-
gendre sur [0, x] par ∫ x

0
ψ(t )d t = Pψ(x). (3.8)

La matrice P est la matrice opérationnelle d’intégration de dimension (2 j−1nc)×
(2 j−1nc) donnée par

P =
1

2 j



L F F · · · F
0 L F · · · F
... 0

. . . . . .
...

...
...

. . . . . . F
0 0 · · · 0 L

 ,

avec,

L =



1
1p
3

0 0 · · · 0

− 1p
3

0
1p

3
p

5
0 · · · 0

0
−1p
3
p

5
0

1p
5
p

7
· · · 0

− 1p
5
p

7
I

. . . . . . 0

. . . 0
1p

2nc −3
p

2nc −1

0 0 · · · 0 − 1p
2nc −3

p
2nc −1

0



,

et

F =


2 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . . 0

0 0 · · · 0

 .

Avec L et F sont deux matrices carrées de dimension (nc ×nc).
Pour déterminer la matrice d’intégration P, on intègre chaque composante Ψnm du

vecteur (3.7) sur [0, x] et on exprime le résultat de cette intégration en fonction des
composantes de ce vecteur [2]. On peut vérifier aussi que cette matrice est inversible
[2].
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4 Les ondelettes de Legendre bidimensionnelles

Définition 3.4 Les ondelettes de Legendre en deux dimensions sont définies sur le carré
[0,1]× [0,1] comme suit

ψnx,kx,ny,k y (x, y) =



√(
kx + 1

2

)(
k y + 1

2

)
2

j x + j y

2 Lkx(2 j x x −2nx +1)Lk y (2 j x y −2ny +1),

si


nx −1

2 j x−1
6 x 6

nx

2 j x−1
,

ny −1

2 j y−1
6 y 6

ny

2 j y−1
,

0, sinon,
(3.9)

où,

— kx, k y > 0,

— nx = 1, ...,2 j x−1, ny = 1, ...,2 j y−1 représentent le nombre de niveaux de la décom-
position suivant x et y, repectivement,

— Lkx(x), Lk y (y) deux polynôme de Legendre de degrés kx et k y, respectivement.

4.1 Approximation d’une fonction de L2(]0,1[×]0,1[)

On peut écrire toute fonction U de cet espace sous la forme suivante

U(x, y) =
2kx−1∑
nx=1

+∞∑
kx=0

2k y−1∑
ny=1

+∞∑
k y=0

Cnx,kx,ny,k yψnx,kx,ny,k y (x, y), (3.10)

où

Cnx,kx,ny,k y = 〈U,ψnx,kx,ny,k y〉 =
∫ 1

0

∫ 1

0
U(x, y)ψnx,kx,ny,k y (x, y)d xd y

tel que 〈., .〉 désigne le produit scalaire dans L2([0,1]× [0,1]).
On tronque la série (3.10), on trouve

U(x, y) ≈
2kx−1∑
nx=1

ncx−1∑
kx=0

2k y−1∑
ny=1

nc y−1∑
k y=0

Cnx,kx,ny,k yψnx,kx,ny,k y (x, y),

où C et ψ(x, y) sont deux vecteurs de dimensions 2 j x−1ncx ×2 j y−1nc y donnés par

C = [C1,0,1,0, ...,C1,0,1,nc y−1,C1,0,2,0, ...,C1,0,2,nc y−1, ...,C1,0,2k y−1,0, ...,C1,0,2k y−1,nc y−1, ...

C1,ncx−1,1,0, ...,C1,ncx−1,1,nc y−1, ...,C1,ncx−1,2k y−1,0, ...,C1,ncx−1,2k y−1,nc y−1,, ... (3.11)

C2,0,1,0, ...,C2,0,1,nc y−1,C2,0,2,0, ...,C2,0,2,nc y−1, ...,C2,0,2k y−1,0, ...,C2,0,2k y−1,nc y−1, ...

C2,ncx−1,1,0, ...,C2,ncx−1,1,nc y−1, ...,C2,ncx−1,2k y−1,0, ...,C2,ncx−1,2k y−1,nc y−1,, ...

C2kx−1,0,1,0, ...,C2kx−1,0,1,nc y−1, ...,C2kx−1,0,2k y−1,0, ...,C2kx−1,ncx−1,2k y−1,nc y−1]T,
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Ψ = [ψ1,0,1,0, ...,ψ1,0,1,nc y−1,ψ1,0,2,0, ...,ψ1,0,2,nc y−1, ...,ψ1,0,2k y−1,0, ...,ψ1,0,2k y−1,nc y−1, ...

ψ1,ncx−1,1,0, ...,ψ1,ncx−1,1,nc y−1, ...,ψ1,ncx−1,2k y−1,0, ...,ψ1,ncx−1,2k y−1,nc y−1,, ... (3.12)

ψ2,0,1,0, ...,ψ2,0,1,nc y−1,ψ2,0,2,0, ...,ψ2,0,2,nc y−1, ...,ψ2,0,2k y−1,0, ...,ψ2,0,2k y−1,nc y−1, ...

ψ2,ncx−1,1,0, ...,ψ2,ncx−1,1,nc y−1, ...,ψ2,ncx−1,2k y−1,0, ...,ψ2,ncx−1,2k y−1,nc y−1,, ...

ψ2kx−1,0,1,0, ...,ψ2kx−1,0,1,nc y−1, ...,ψ2kx−1,0,2k y−1,0, ...,ψ2kx−1,ncx−1,2k y−1,nc y−1]T.

A titre d’exemple, on peut écrire la fonction U(x, y) = 1 dans la base d’ondelette de
Legendre (3.9).

En effet,

1 =
2kx−1∑
nx=1

ncx−1∑
kx=0

2k y−1∑
ny=1

nc y−1∑
k y=0

Cnx,kx,ny,k yψnx,kx,ny,k y (x, y) = CTψ(x, y),

alors,

Cnx,kx,ny,k y =
〈

1,ψnx,kx,ny,k y
〉

L2([0,1]×[0,1])

=
∫ 1

0

∫ 1

0
1×ψnx,kx,ny,k y (x, y)d xd y.

Pour illustration, on prend ncx = nc y = j x = j y = 2, on trouve

ψ1,0,1,0(x, y) = 2

ψ1,0,1,1(x, y) = 2
p

3(4y −1)

ψ1,1,1,0(x, y) = 2
p

3(4x −1)

ψ1,1,1,1(x, y) = 6(4x −1)(4y −1)

si


06 x 6

1

2

06 y 6
1

2

,



ψ1,0,2,0(x, y) = 2

ψ1,0,2,1(x, y) = 2
p

3(4y −3)

ψ1,1,2,0(x, y) = 2
p

3(4x −1)

ψ1,1,2,1(x, y) = 6(4x −1)(4y −3)

si


06 x 6

1

2
1

2
6 y 6 1

,



ψ2,0,1,0(x, y) = 2

ψ2,0,1,1(x, y) = 2
p

3(4y −1)

ψ2,1,1,0(x, y) = 2
p

3(4x −3)

ψ2,1,1,1(x, y) = 6(4x −3)(4y −1)

si


1

2
6 x 6 1

06 y 6
1

2

,



ψ2,0,2,0(x, y) = 2

ψ2,0,2,1(x, y) = 2
p

3(4y −3)

ψ2,1,2,0(x, y) = 2
p

3(4x −3)

ψ2,1,2,1(x, y) = 6(4x −3)(4y −3)

si


1

2
6 x 6 1

1

2
6 y 6 1

.
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

C1,0,1,0(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ1,0,1,0(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 2d sdτ =

1

2

C1,0,1,1(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ1,0,1,1(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 2

p
3(4τ−1)d sdτ = 0

C1,1,1,0(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ1,1,1,0(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 2

p
3(4s −1)d sdτ = 0

C1,1,1,1(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ1,1,1,1(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 6(4x −1)(4y −1)d sdτ = 0

si


06 x 6

1

2

06 y 6
1

2

,



C1,0,2,0(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ1,0,2,0(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 2d sdτ =

1

2

C1,0,2,1(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ1,0,2,1(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 2

p
3(4τ−3)d sdτ = 0

C1,1,2,0(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ1,1,2,0(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 2

p
3(4s −1)d sdτ = 0

C1,1,2,1(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ1,1,2,1(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 6(4x −1)(4y −3)d sdτ = 0

si


06 x 6

1

2
1

2
6 y 6 1

,



C2,0,1,0(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ2,0,1,0(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 2d sdτ =

1

2

C2,0,1,1(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ2,0,1,1(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 2

p
3(4τ−1)d sdτ = 0

C2,1,1,0(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ2,1,1,0(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 2

p
3(4s −3)d sdτ = 0

C2,1,1,1(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ2,1,1,1(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 6(4s −3)(4τ−1)d sdτ = 0

si


1

2
6 x 6 1

06 y 6
1

2

,



C2,0,2,0(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ2,0,2,0(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 2d sdτ =

1

2

C2,0,2,1(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ2,0,2,1(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 2

p
3(4τ−3)d sdτ = 0

C2,1,2,0(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ2,1,2,0(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 2

p
3(4s −3)d sdτ = 0

C2,1,2,1(x, y) =
∫ 1

0

∫ 1
0 1×ψ2,1,2,1(s,τ)d sdτ =

∫ 1
0

∫ 1
0 6(4s −3)(4τ−3)d sdτ = 0

si


1

2
6 x 6 1

1

2
6 y 6 1

.

Alors,

C16,1 =

[
1

2
,0,

1

2
,0,0, ,0,0,0,

1

2
,0,0,0,

1

2
,0,0,0

]T

,

et

Ψ16,1(x, y) = [2,2
p

3(4y −1),2,2
p

3(4y −3),2
p

3(4x −1),6(4x −1)(4y −1), ...

2
p

3(4x −1),6(4x −1)(4y −3),2,2
p

3(4y −1),2,2
p

3(4y −3), ...

,2
p

3(4x −3),6(4x −3)(4y −1),2
p

3(4x −3),6(4x −3)(4y −3)]T.

Finalement,

1 =

[
1

2
,0,

1

2
,0,0,0,0,0,

1

2
,0,0,0,

1

2
,0,0,0

]T

ψ(x, y).
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4.2 Les matrices opérationnelles d’intégration

Lors de la résolution d’une EDP par la méthode des ondelettes de Legendre, on
aura besoin d’introduire les matrices opérationnelles d’intégration, notées Px , Py , in-
troduites par Parsian [57] en 2005.

La matrice opérationnelle d’intégration par rapport à x

La matrice opérationnelle d’intégartion par rapport à x est définie par∫ x

0
ψ(τ, y)dτ = Pxψ(x, y). (3.13)

Pour déterminer cette matrice, on intègre chaque composante du vecteur repré-
senté dans (3.12) sur [0, x] et on exprime le résultat de cette intégration en fonction des
composantes de ce vecteur.

— Si kx = 0,∫ x

0
ψnx,0,ny,k y (τ, y)dτ

=



0, si
n̂x −1

2 j x−1
6 x 6

n̂x

2 j x−1
, n̂x = 1, ...,nx −1

1

2 j x

[
1p
3
ψnx,1,ny,k y (x, y)+ψnx,0,ny,k y (x, y)

]
, si

nx −1

2 j x−1
6 x 6

nx

2 j x−1

1

2 j x−1
ψn̂x,0,ny,k y (x, y), si

n̂x −1

2 j x−1
6 x 6

n̂x

2 j x−1
, n̂x = nx +1, ...,2 j x−1.

— Si 16 kx 6 ncx −2, on a∫ x

0
ψnx,kx,ny,k y (τ, y)dτ

= 2

j x

2 2

j y

2

√(
kx + 1

2

)(
k y + 1

2

)(∫ x

0
Lkx(2 j xτ−2nx +1)dτ

)
Lk y (2 j x y −2ny +1),

=



1

2 j x
p

2kx +1

[
1p

2kx +3
ψnx,kx+1,ny,k y (x, y)− 1p

2kx −1
ψnx,kx−1,ny,k y (x, y)

]
si

nx −1

2 j x−1
6 x 6

nx

2 j x−1
,

0, ailleurs.

— Si kx = ncx −1, on trouve∫ x

0
ψnx,ncx−1,ny,k y (τ, y)dτ

=


− 1

2 j x
p

2ncx −1

1p
2ncx −3

ψnx,ncx−2,ny,k y (x, y),
nx −1

2 j x−1
6 x 6

nx

2 j x−1
,

0, ailleurs.
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Donc, la matrice Px est entièrement déterminée à partir de ces expressions par

Px =
1

2 j x


L F F ... F
O L F ... F
O O L ... F
...

...
...

. . . F
O O O ... L

 ,

celle-ci est une matrice de dimension (2 j x−1ncx 2 j y−1nc y)× (2 j x−1ncx 2 j y−1nc y),
où O est la matrice nulle de dimension (2 j y−1ncx nc y)× (2 j y−1ncx nc y) et L, F sont
des matrices carrées de même ordre que O, définies par,

F =


2Id O′ · · · O′

O′ O′ · · · O′
...

...
. . . O

O′ O′ · · · O′

 ,

L =



Id
1p
3

Id O′ O′ · · · O′

− 1p
3

Id O′ 1p
3
p

5
Id O′ · · · O′

O′ −1p
3
p

5
Id O′ 1p

5
p

7
Id · · · O′

...
−1p
5
p

7
Id

. . . . . . O′

...
. . . O′ 1p

2ncx −3
p

2ncx −1
Id

O′ O′ · · · O′ −1p
2ncx −3

p
2ncx −1

Id O′



,

O′ est la matrice nulle et Id est la matrice identité, toutes deux sont d’ordre (2 j y−1nc y)×
(2 j y−1nc y).

La matrice opérationnelle d’intégration par rapport à y

On obtient cette matrice par une intégration de chaque élément de la fonction vec-
torielle Ψ(x, y) par rapport à la deuxième variable sur

[
0, y

]
, et on exprime le résultat de

cette intégration en fonction des éléments de ce vecteur. On vérifie facilement que

— Si k y = 0∫ y

0
ψnx,kx,ny,0(x,τ)dτ

=



1

2 j y

[
1p
3
ψnx,kx,ny,1(x, y)+ψnx,kx,ny,0(x, y)

]
,

ny −1

2 j y−1
6 y 6

ny

2 j y−1
,

0, n̂y = 1, ...,ny −1,
n̂y −1

2 j y−1
6 y 6

n̂y

2 j y−1
,

1

2 j y−1
ψnx,kx,ny,0(x, y), n̂y = ny +1, ...,2 j y−1,

n̂y −1

2 j y−1
6 y 6

n̂y

2 j y−1
.
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— Si 16 k y 6 nc y −2∫ y

0
ψnx,kx,ny,k y (x,τ)dτ

=



1

2 j y
√

2k y +1

[
1√

2k y +3
ψnx,kx,ny,k y+1(x, y)− 1√

2k y −1
ψnx,kx,ny,k y−1(x, y)

]
si

ny −1

2 j y−1
6 y 6

ny

2 j y−1
,

0, ailleurs.

— Si k y = nc y −1∫ y

0
ψnx,ncx,ny,k y−1(x,τ)dτ

=


− 1

2 j y
√

2nc y −1

1√
2nc y −3

ψnx,ncx,ny,nc y−2(x, y),
ny −1

2 j y−1
6 y 6

ny

2 j y−1
,

0, ailleurs.

Finalement, on trouve la matrice d’intégration Py . Celle-ci est une matrice d’ordre
(2 j x−1ncx 2 j y−1nc y)× (2 j x−1ncx 2 j y−1nc y) donnée par

Py =
1

2 j y


P O O ... O
O P O ... O
O O P ... O
...

...
...

. . . O
O O O ... P

 ,

tel que O est la matrice nulle de dimension (2 j x−1ncx nc y)× (2 j x−1ncx nc y), et P
la matrice carrée de même dimension que O, définie comme suit

P =


L F F ... F
0 L F ... F
0 0 L ... F
...

...
...

. . . F
0 0 0 ... L


où L et F sont les matrices carrées de dimension nc y ×nc y données par,

F =


2 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . . 0

0 0 · · · 0

 ,
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L =



1
1p
3

0 0 · · · 0

−1p
3

0
1p

3
p

5
0 · · · 0

0
−1p
3
p

5
0

1p
5
p

7
· · · 0

−1p
5
p

7
I

. . . . . . 0

. . . 0
1p

2ncx −3
p

2ncx −1

0 0 · · · 0
−1p

2ncx −3
p

2ncx −1
0



.

5 Description de la méthode (LWM2D)

Dans cette section, on développe la méthode des ondelettes de Legendre bidimen-
sionnelles (LWM2D) sur un exemple type.

On considère l’équation d’ordre deux à coefficients constants sur ]0,1[×]0,1[,

∆u(x, y)+a
∂u

∂x
(x, y)+b

∂u

∂y
(x, y)+ cu(x, y) = f (x, y), (3.14)

avec les conditions aux bords{
u(0, y) = g (y),u(1, y) = h(y), y ∈ [0,1]

u(x,0) = α(x), u(x,1) = β(x), x ∈ [0,1].
(3.15)

h, g , α et β sont des fonctions données régulières.
Notre approche de résolution consiste d’abord à poser

∂4u

∂x2∂y2
(x, y) = CTψ(x, y). (3.16)

Une première intégration de (3.16) sur [0, x] par rapport à x entraîne

∂3u

∂x∂y2
(x, y) = CTPxψ(x, y)+ ∂3u

∂x∂y2
(0, y). (3.17)

Une deuxième intégration par rapport à la variable x donne

∂2u

∂y2
(x, y) = CTP2

xψ(x, y)+x
∂3u

∂x∂y2
(0, y)+ ∂

2u

∂y2
(0, y). (3.18)

Pour exprimer le terme inconnu
∂3u

∂x∂y2
(0, y), on pose x = 1 dans (3.18) et on trouve

∂3u

∂x∂y2
(0, y) = −CTP2

xψ(1, y)+ ∂
2u

∂y2
(1, y)− ∂

2u

∂y2
(0, y).
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En injectant cette dernière expression dans l’équation (3.18), elle devient

∂2u

∂y2
(x, y) = CTP2

x

(
ψ(x, y)−xψ(1, y)

)+x

(
∂2u

∂y2
(1, y)− ∂

2u

∂y2
(0, y)

)
+ ∂

2u

∂y2
(0, y).

En faisant intervenir les conditions aux limites (3.15), on trouve

∂2u

∂y2
(x, y) = CTP2

x

(
ψ(x, y)−xψ(1, y)

)+x
(
h′′(y)− g ′′(y)

)+ g ′′(y). (3.19)

En refaisant les mêmes étapes, (par rapport à la variable y), on obtient la décom-

position de
∂2u

∂x2
(x, y)

∂2u

∂x2
(x, y) = CTP2

y

(
ψ(x, y)− yψ(x,1)

)+ y
(
β′′(x)−α′′(x)

)+α′′(x). (3.20)

Pour obtenir l’expression de u, il reste à intégrer deux fois (par rapport à y) la rela-
tion (3.19). Une première intégration donne

∂u

∂y
(x, y) = CTP2

xPy
[
ψ(x, y)−xψ(1, y)

]+x
(
h′(y)−h′(0)− g ′(y)+ g ′(0)

)
(3.21)

+g ′(y)− g ′(0)+ ∂u

∂y
(x,0).

La deuxième intégration donne

u(x, y) = CTP2
xP2

y

[
ψ(x, y)−xψ(1, y)

]+x
[
h(y)−h(0)− g (y)+ g (0)

]
+y

[
x

(
g ′(0)−h′(0)

)+ ∂u

∂y
(x,0)− g ′(0)

]
+g (y)− g (0)+α(x). (3.22)

On pose y = 1 dans cette dernière équation (3.22), pour exprimer le terme entre
crochets, on trouve[

x
(
g ′(0)−h′(0)

)+ ∂u

∂y
(x,0)− g ′(0)

]
= β(x)−CTP2

xP2
y

[
ψ(x,1)−xψ(1,1)

]−x
[
h(1)−h(0)− g (1)+ g (0)

]
−g (1)+ g (0)−α(x).

En substituant cette dernière dans (3.22), on trouve l’expression finale de u,

u(x, y) = CTP2
xP2

y

[
ψ(x, y)−xψ(1, y)− yψ(x,1)+x yψ(1,1)

]
(3.23)

+x
(
h(y)−h(0)− g (y)+ g (0)

)
+y

(
β(x)− g (1)+ g (0)−α(x)

)
−x y

(
h(1)−h(0)− g (1)+ g (0)

)
+g (y)− g (0)+α(x).
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Pour trouver la décomposition du terme
∂u

∂x
, on intègre l’équation (3.20) par rap-

port à x

∂u

∂x
(x, y) = CTP2

y Px
[
ψ(x, y)− yψ(x,1)

]
(3.24)

+y
(
β′(x)−β′(0)+α′(0)−α′(x)

)
+α′(x)−α′(0)+ ∂u

∂x
(0, y).

En substituant (3.22) (3.24) (3.21) (3.20) et (3.19) dans (3.14), on obtient l’équation
d’inconnue le vecteur C, du type

CTA = B (3.25)

avecavec

A = A1ψ(x, y)−A2ψ(x,1)−A3ψ(1, y)+A4ψ(1,1)

B = f (x, y)−B1
(
x, y

)−aB2
(
x, y

)−bB3
(
x, y

)− cB4
(
x, y

)
où 

A1 = P2
y +P2

x +aP2
y Px +bP2

xPy + cP2
xP2

y

A2 = y
(
P2

y +aP2
y Px + cP2

xP2
y

)
A3 = x

(
P2

x +bP2
xPy + cP2

xP2
y

)
A4 = cx yP2

xP2
y ,

et 

B1 = y
(
β′′(x)−α′′(x)

)+x
(
h′′(y)− g ′′(y)

)+α′′(x)+ g ′′(y)

B2 = y
(
β′(x)−β′(0)+α′(0)−α′(x)

)+α′(x)−α′(0)+ ∂u

∂x
(0, y)

B3 = x
(
h′(y)−h′(0)− g ′(y)+ g ′(0)

)+ g ′(y)− g ′(0)+ ∂u

∂y
(x,0)

B4 = x
(
h(y)−h(0)− g (y)+ g (0)

)+ y
(
β(x)− g (1)+ g (0)−α(x)

)
−x y

(
h(1)−h(0)− g (1)+ g (0)

)+ g (y)− g (0)+α(x)

Exemple (équation de Poisson)

On va tester la méthode proposée (LWM2D) sur un exemple abstrait. On considére
l’équation de Poisson suivante

∂2u

∂x2
+ ∂

2u

∂y2
= −2u,

(
x, y

) ∈ ]0,1[× ]0,1[ , (3.26)

avec les conditions aux bords
u

(
0, y

)
= 0

u (x,0) = 0
u

(
1, y

)
= sin(1)sin

(
y
)

u (x,1) = sin(x)sin(1) .

(3.27)
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La solution exacte est donnée par

uex
(
x, y

)
= sin(x)sin

(
y
)

.

On suivera les étapes qui ont transformé le problème (3.14) et (3.15) en système
d’équations algèbriques (3.25). Alors, le problème (3.26) et (3.27) se transforme en

CT

 P2
y +P2

x +2P2
xP2

yψ(x, y)− y
(
P2

y +2P2
xP2

y

)
ψ(x,1)

−x
(
P2

x +2P2
xP2

y

)
ψ(1, y)+2x yP2

xP2
yψ(1,1)


= −x sin(1)sin

(
y
)− y sin(x)sin(1)+2x y sin2 (1) .

La résolution de ce système par la méthode proposée, engendre le vecteur C, qui
intervient dans l’expression de la solution approchée, notée uapp , donnée par (3.23), à
savoir

uapp
(
x, y

)
= CTP2

y P2
x[ψ

(
x, y

)− yψ (x,1)−xψ
(
1, y

)+x yψ (1,1)]

+x sin(1)sin
(
y
)+ y sin(x)sin(1)−x y sin2 (1) .

La représentation graphique de la solution exacte et de la solution approchée montre
la concordance de ces dernières (voir figure 3.2).

 

FIGURE 3.2 – Graphe de la solution approchée et la solution exacte.

Lorsque ncx = nc y = 10 et j x = j y = 1, l’erreur absolue est tracée dans la figure (3.3).
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FIGURE 3.3 – L’erreur absolue de l’équation de Poisson.

6 La technique de découplage et quasi-linéarisation (DQLT)

Dans cette partie, on va décrire une approche qui permet de résoudre un système
d’équations différentielles non linéaires, en utilisant la méthode des ondelettes de Le-
gendre. Cette approche s’apelle la technique de découplage et quasi-linéarisation [4][40],
elle a été introduite par Bellman et Kalaba [11].

Soit un système d’équations différentielles partielles non linéaires et couplées,

∂y1

∂t
= f1(t , x, y1, y2, ..., yn)

∂y2

∂t
= f2(t , x, y1, y2, ..., yn)

...
∂yn

∂t
= fn(t , x, y1, y2, ..., yn).

(3.28)

La technique itérative de découplage et linéarisation permet à chaque itération
de transformer ce système en un système d’équations différentielles découplées et li-
néaires, en écrivant le système sous une forme variationnelle par le schéma le plus
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simple suivant 

(
∂y1

∂t

)(k+1)

= f1

(
t , x, y (k)

1 , y (k)
2 , ..., y (k)

n

)
(
∂y2

∂t

)(k+1)

= f2

(
t , x, y (k+1)

1 , y (k)
2 , ..., y (k)

n

)
...(
∂yn

∂t

)(k+1)

= fn

(
t , x, y (k+1)

1 , y (k+1)
2 , ..., y (k)

n .
)

Le principe de cette technique consiste tout d’abord à donner des profiles initiaux
pour chacune des variables dépendantes, ces derniers doivent vérifier les conditions
aux limites du problème. On a alors l’algorithme suivant,

y (0)
1 , y (0)

2 , y (0)
3 , ..., y (0)

n donnés (profiles initiaux)

Tant que Erreur > à une tolérance Faire

y (k+1)
1 = solver (x, y (k)

1 , y (k)
2 , y (k)

3 , ..., y (k)
n )

y (k+1)
2 = solver (x, y (k+1)

1 , y (k)
2 , y (k)

3 , ..., y (k)
n )

y (k+1)
3 = solver (x, y (k+1)

1 , y (k+1)
2 , y (k)

3 , ..., y (k)
n )

...

y (k+1)
n = solver (x, y (k+1)

1 , y (k+1)
2 , · · · , y (k+1)

n−1 , y (k)
n )

Erreur = Max (∥ y (k+1)
1 − y (k)

1 ∥, ||y (k+1)
2 − y (k)

2 ||, ..., ||y (k+1)
n − y (k)

n ||)
Fin de Tant que

avec,

— y (k+1) : représente l’approximation de y à l’itération en cours.

— y (k) : représente l’approximation de y à l’itération précédente.

— sol ver : la procédure de résolution de l’équation par la méthode à base ondelette
de Legendre (LWM2D).

A chaque itération, on applique la méthode proposée ((LWM2D) pour chaque équa-
tion découplée et linéarisé du système (3.28). Par la suite, on calcule l’erreur commise
à l’aide de l’expression suivante

EDQLT = max
(∥∥∥y (k+1)

1 − y (k)
1

∥∥∥
2

,
∥∥∥y (k+1)

2 − y (k)
2

∥∥∥
2

, . . .
∥∥∥y (k+1)

n − y (k)
n

∥∥∥
2

)
.

La solution du système est obtenue lorsque cette erreur est inférieur à une tolé-
rance donnée.
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6.1 Exemple illustratif

Maintenant, on teste la méthode sur un exemple qui dépend de trois variables, soit

∂u

∂t

(
x, y, t

)+∆u
(
x, y, t

)+2
∂2u

∂x∂y

(
x, y, t

)− (1,1) ·∇u
(
x, y, t

)+2u
(
x, y, t

)
= 2(1+2t ) te2x + (

4+4y2 −2y
)

e y2
surΩ = ]0,1[× ]0,1[× ]0,T]

u(x, y,0) = e y2
pour

(
x, y

) ∈ ]0,1[ , ]0,1[

u(0, y, t ) = t 2 +e y2
pour t ∈ ]0,T] , y ∈ ]0,1[

u(x,0, t ) = t 2e2x +1 pour t ∈ ]0,T] , x ∈ ]0,1[

u(1, y, t ) = t 2e2 +e y2
pour t ∈ ]0,T] , y ∈ ]0,1[

u(x,1, t ) = t 2e2x +e pour t ∈ ]0,T] , x ∈ ]0,1[ .

La solution exacte est donnée par

u(x, y, t ) = t 2e2x +e y2
.

Le tableau suivant donne les valeurs des paramètres mathématiques de la mé-
thode.

nt j x j y ncx nc y
20 2 2 3 3

Les résultats obtenus et présentés dans les figures (3.4), (3.5) et (3.6), décrivent,
pour un pas de temps, l’évolution en fonction du temps de la solution approhée dans
la première rangée et celle de la solution exacte dans la seconde rangée.
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FIGURE 3.4 – Évolution de la solution exacte et de la solution approchée en fonction du temps,
0.006 t 6 1.11.
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FIGURE 3.5 – Évolution de la solution exacte et de la solution approchée en fonction du temps,
1.476 t 6 2.58.
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FIGURE 3.6 – Évolution de la solution exacte et de la solution approchée en fonction du temps,
2.956 t 6 3.50.
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Chapitre 4

Simulation Numérique

Le but de ce chapitre est d’utiliser notre nouveau modèle qui combine les com-
posantes temporelles et spatiales pour comprendre la diffusion spatiale de la trans-
mission de la Dengue pour un meilleur contrôle de la maladie. On utilise ce modèle
pour tester différentes stratégies en modifiant les coefficients de mobilité et les para-
mètres des moustiques pertinents qui dépendent des facteurs du changement clima-
tique. Grâce à ces paramètres, on montre que la mobilité et la température affectent
considérablement la propagation spatiale de l’épidémie de Dengue. Dans un premier
temps, on montre l’effet de la température sur la propagation des épidémies.

1 Effet de la température sur la propagation des épidé-
mies

1.1 Effet de la température sur les moustiques

L’effet de la température sur la transmission de la Dengue est décrit par la relation
entre la température et les paramètres liées aux moustiques (βmh , βhm , B, µm et νm).
Ces paramètres et leur dépendance à la température sont basés sur les études faites sur
l’Aedes Aegypti pour différents sérotypes de virus dans différentes régions du monde
[38, 44, 80, 90, 91].

La probabilité de transmission (par piqûre) des humains infectés aux moustiques
βhm a été étudiée par Lambrechts et al. dans [44] pour diverses épidémies. Les auteurs
décrivent les relations linéaires entre βhm et T. Lorsque 12.4C◦ 6T 6 26.1C◦, alors

βhm(T) = 0.0729T−0.9037, (4.1)

et
βhm(T) = 1,

lorsque T est supérieur à 26.1C◦.
La relation entre la probabilité de transmission (par piqûre) d’un moustique infecté

à l’homme βmh et la température T, a également été décrite par Lambrechts et al. dans
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[44] pour 12.286C◦ 6T 6 32.461C◦,

βmh (T) = 0.001044T (T−12.286)
p

32.461−T, (4.2)

lorsque T est au-dessus de 32.5C◦, alors βmh diminue à zéro.
Les auteurs dans [80] ont donné une relation linéaire entre le nombre de piqûres B

et la température T par jour, estimée statistiquement lorsque 21C◦ 6T 6 32C◦,

B(T) = 0.0043T+0.0943. (4.3)

Yang et al. dans [91] ont formulé le taux de mortalité µm des moustiques femelles
Aedes Aegypti sur l’intervalle de température [10.54C◦,33.41C◦], par

µm (T) = 0.8692−0.159 T+0.01116 T2 −3.408e −4 T3 +3.809e −6 T4. (4.4)

Le taux νm auquels les moustiques passent du compartiment exposé au comparti-
ment infecté en fonction de T sur [12C◦,36C◦] se formule par,

νm (T) =
1

4+e5.15−0.123T
. (4.5)

On note que 1/νm(T) représente la période d’incubation extrinsèque [38, 90].
L’effet de la température sur les paramètres liés aux moustiques est décrit dans les

équations (4.1-4.2-4.3-4.4-4.5). La figure 4.1−(a) montre que la probabilité d’infection
des humains-moustiques βhm est linéaire par morceaux, avec une probabilité crois-
sante à partir de 12.4C◦ et reste constante au-dessus de 26.1C◦. Dans la même figure,
la probabilité d’infection moustiques-humains βmh augmente à partir de T > 12.3C◦ et
atteint sa valeur maximal 0.9729 à T = 27.55C◦, ensuite, diminue pour atteindre zéro à
T = 32,5C◦.

Dans la figure 4.1−(b), le nombre de piqûre B augmente linéairement avec une pe-
tite pente pour T dans [21C◦,32C◦]. Dans la figure 4.1−(c), le taux de mortalité µm des
moustiques femelles diminue si la température est entre 10.54C◦ et 33.41C◦pour at-
teindre un minimum de 2.6% à T = 28.98C◦, puis, augmente rapidement pour 28.98C◦ 6
T 6 33.41C◦. On observe un faible taux de mortalité lorsque T varie entre 15C◦ et
30C◦. Dans la figure 4.1−(d), le coefficient νm augmente presque linéairement pour
12C◦ 6T 6 36C◦.

1.2 Exemple de l’effet de la température sur une autre épidémie

Dans cette sous section, on présente une analyse du modèle saisonnier de la dyna-
mique de transmission de la babésiose chez les populations bovines et tiques [13]. Le
taux d’infestation joue un rôle important dans la variation de l’infection. Dans cette lo-
gique, on a défini un modèle mathématique avec un taux d’infestation variable avec la
saison pour l’évolution de la maladie de la babésiose. Ensuite, un ensemble de données
expérimentales sont utilisées pour valider le modèle proposé dans les mêmes condi-
tions opératoires. Les résultats de simulations numériques sont fournis pour montrer
comment la saisonnalité influe sur la dynamique de transmission de la babésiose.

80



1. EFFET DE LA TEMPÉRATURE SUR LA PROPAGATION DES ÉPIDÉMIES

Température (°C) Température (°C)

Température (°C)Température (°C)

P
ro

b
a
b
ili

té
 d

e
 t
ra

n
s
m

is
s
io

n
 (

p
a
r 

p
iq

u
re

)

T
a
u
x
 d

e
 p

iq
û
re

 (
p
a
r 

jo
u
rs

)

T
a
u
x
 d

e
 d

é
c
è
s
 d

e
 m

o
u
s
ti
q
u
e
s

V
m

FIGURE 4.1 – Effet de la température sur les paramètres liés aux moustiques. (A) La probabilité
de transmission par piqûre des humains infectés aux moustiques et des moustiques infectés
aux humains (Lambrechts et al.,2011 ). (B) Le taux de piqûre (Scott et al., 2000 ). (C) Le taux
de mortalité des moustiques femelles de l’A. aegypti (Yang et al., 2009 ). (D) Taux auquel les
moustiques exposés se transforment en moustiques infectés (Watts et al., 1987 ).

L’ influence de la température sur le taux d’infestation

Afin de comprendre les maladies transmises par les tiques sur la population bovine
en Algérie, A. Boulkaboul [19] a étudié le caractère saisonnier de leur activité parasitaire
dans la région de Tiaret (Algérie). Au cours de 12 mois, sur 1240 bovins examinés, 368
ont été infestés par les tiques, où le taux d’infection moyen est d’environ 30%. Parmi les
3975 tiques recueillies par l’auteur, 13 espèces ont été identifiées, les espèces les plus
dominantes étant H. lusitanicum 20%, tandis que H. excavatum et H. marginatum ont
présenté un taux d’infestation le plus élevé chez les bovins de 13%. Selon l’auteur, les
trois espèces monotropes sont reconnus comme des vecteurs de piroplasmose bovine
en Algérie représentés par 37,4% de la population totale de tiques. La prédominance
de R. bursa a permis de penser que la babésiose devrait être plus fréquente dans la
région.

Le tableau 4.1 donne le taux d’infestation bovine [19], variable avec le temps, atteint

81



1. EFFET DE LA TEMPÉRATURE SUR LA PROPAGATION DES ÉPIDÉMIES

 

Mois Déc Jan Fév Mar Avr Mai Jun Jul Aug Sep Oct Nov 

Taux d'infestation 0.176 0.139 0.203 0.225 0.482 0.377 0.365 0.367 0.323 0.22 0.318 0.21 

TABLEAU 4.1 – tableau des taux d’infestation des bovins à Tiaret.

un pic en avril, 48.2% et montre une plus faible augmentation en Octobre. Mais, en
juin, la charge parasitaire moyenne était la plus élevée (cinq tiques par animal), avec
une charge parasitaire individuelle maximale de 72 tiques par animal.

Le taux d’infestation a été observé à des moments différents. Pour obtenir un temps
dépendant de ces paramètres, on choisit un polynôme de degré m de type :

Pm(t ) =
m∑

i =0
ci t i ,

où t est le temps (en jours) et les coefficients ci , avec i = 0,1,2, ...,M, sont ajustés
par la méthode d’estimation des moindres carrés linéaires [60], ce qui minimise e,

e =
n∑

j =1

(
Pm(t )−B j

)
,

où B j est le taux d’infestation observé en temps t j , avec n le nombre total de taux
observés.

Sur la base des données expérimentales du tableau 4.1, on adapte le taux d’infes-
tation en fonction du temps. La figure 4.2 montre que le taux d’infestation en fonction
du temps, a atteint un maximum en mai-juin et un minimum en décembre-janvier.

Le coefficient de détermination (noté R2) est utilisé pour mesurer l’accord entre les
valeurs observées et modélisées, et donne quelques informations sur la qualité d’ajus-
tement d’un modèle. On a

R2 = 0.8018.

Ce qui implique que 80.18% de la variabilité entre les deux variables a été expliquée
par le modèle et 19.82% de la variabilité est encore inexpliquée.

Modèle de transmission de la maladie de Babésiose avec effet saisonnier

On va développer un modèle de propagation de la babésiose chez une popula-
tion bovine dont les tiques sont le principal facteur de transmission de la maladie
[6, 33]. Sur la base du statut épidémiologique, la population bovine est divisée en trois
classes : les susceptibles, les infectés et les résistants (bovins traités à la babésiose) dont
le nombre, dans chaque classe, est respectivement noté SB, IB et RB. La population de
vecteurs (tiques) est divisée en deux classes : les susceptibles noté ST et les infectées
noté IT. La population bovine totale : NB est la somme de SB, IB et RB. Alors que le
nombre total de tiques adultes NT est la somme de ST et IT.

82



1. EFFET DE LA TEMPÉRATURE SUR LA PROPAGATION DES ÉPIDÉMIES

 

FIGURE 4.2 – Ajustement du taux d’infestation en fonction du temps. Les coefficients estimés ci

sont : c0 = 1.7764e001, c1 = −3.2435e−003, c2 = 5.5198e−005, c3 = 2.7622e−007, c4 = −5.4526e−
009, c5 = 2.1203e−011 et c6 = −2,5647e−014. On montre aussi les raccords pour les polynômes
de sixième degré et les valeurs observées.

Une représentation schématique du modèle décrit ci-dessus est représentée sur la
figure 4.3.

En tenant compte des variables normalisées par rapport à la population totale,

SB =
SB

NB
,IB =

EB

NB
,RB =

RB

NB

ST =
ST

NT
,IT =

IT

NT
,

Les équations différentielles ordinaires décrivant l’évolution temporelle des popu-
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FIGURE 4.3 – Schéma explicatif SIR-SI du modèle Babésiose pour les bovins et les tiques. Le
compartiment représente des variables : le nombre de bovins susceptibles-infectés-résistants
et de tiques susceptibles-infectées. Les traits pleins montrent les taux auxquels les bovins et
les tiques se déplacent d’un groupe à l’autre. Les lignes pointillées représentent l’influence des
tiques infectieuses sur les bovins et les bovins infectieux sur les tiques.

lations de bovins et de tiques sont données par,

dSB

d t
(t ) = −βTBB(t )SB(t )IT(t )+µB(SB (t )+RB(t ))+αBRB(t )−µBSB(t )

dIB

d t
(t ) =µBIB(t )+βTBB(t )SB(t )IT(t )−µBIB(t )−λBIB(t )

dRB

d t
(t ) = λBIB(t )− (

µB +αB
)

RB(t )

dST

d t
(t ) =µT(ST(t )+pIT(t ))−βBTB(t )ST(t )IB(t )−µTST(t )

dIT

d t
(t ) = βBTB(t )ST(t )IB(t )+ (1−p)µTIT(t )−µTIT(t ).

(4.6)

Le tableau 4.2 donne les valeurs moyennes des paramètres. Pour la simulation nu-
mérique, on retient les conditions suivantes,

SB(0) = 0.90, IB(0) = 0.10, RB(0) = 0.0,

ST(0) = 0.90, IT(0) = 0.10.

L’analyse de la figure 4.4 montre l’acceptabilité des résultats obtenus. Comme on
peut le voir, le comportement des courbes prédites par le modèle est très proche de
ceux obtenus dans la littérature [6].

La simulation numérique du modèle proposé confirme la prévalence saisonnière
observée par Radostits et al. (1994) dans [63], Ananda et al. pour leur travail de (2009)
[7], Seyyed et al. (2011) [78] et Vahora et al. (2012) [87].
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Paramètres Valeurs Signification biologique Références 

βTB 0.0578 
La probabilité qu'une piqûre par une 

tique infectieuse infecte un bovin. 
[6] 

βBT 0.0724 
La probabilité qu'une piqûre d'un 

bovin infectieux infecte une tique. 
[6] 

µB 0.0002999 
La proportion de la population 

bovine qui meurt chaque jour. 
[6] 

µT 0.001609 
La proportion de la population de la 

tique qui meurt chaque jour. 
[6] 

λB 0.0265 

Le taux quotidien de bovins qui a 

été soumis à un traitement contre la 

babésiose. 

[6] 

αB 0.001 
La proportion du bovin traité peut 

revenir à l'état susceptible. 
[6] 

P 0.1 
La probabilité qu'une tique 

susceptible soit née d'une infection. 
[81] 

NB 1240 La population totale de bovins. [19] 

NT 3975 La population totale de tiques. [19] 

TABLEAU 4.2 – tableau des valeurs et des paramètres.

Vahora et al. en 2012 [87] ont examiné 3152 bovins croisés, 1172 (37%) cas positifs
d’hémoprotozoaires (Theileriose, Babésiose, Anaplasmose, Trypanosomose), dont 122
(0,039%) de cas de babésiose rapportés entre avril 2009 et mars 2010.

Ceci confirme le résultat obtenue par notre modèle, 129 cas (0,0407%) (voir figure
4.5) et indique que nos résultats sont en ligne avec les résultats observés par Vahora et
al. (2012) [87].

L’approche la plus utilisée dans la comparaison du résultat du modèle théorique et
des données expérimentales, pour prendre une décision objective est "les tests d’hy-
pothèse".

Des tests d’hypothèses peuvent être utilisés pour la comparaison des moyennes et
des variances du résultat théorique du modèle et des données expérimentales pour
déterminer si le modèle de simulation a une précision satisfaisante pour son applica-
tion prévue. La précision requise d’un modèle est généralement spécifiée comme la
différence entre la variable du modèle (moyennes ou variances) et celle des données
expérimentales [79].

La procédure peut être divisée en quatre étapes :

1. Mettre en place des hypothèses et choisir le niveau de signification α = 0.05,

— H0 : Il existe un très bon accord entre le modèle et les données expérimen-
tales.

— H1 : Le modèle n’est pas adéquat avec les données expérimentales.
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FIGURE 4.4 – Simulations numériques du modèle de la maladie de Babésiose. Le panneau su-
périeur (A) montre des changements dans l’abondance des trois classes bovines, susceptibles
(SB), infectieux (IB) et résistants (RB). Le panneau inférieur (B) montre des changements dans
le temps dans l’abondance des deux classes de tiques, susceptibles (ST) et infectieuses (IT), plus
de 365 jours après l’introduction de la maladie de Babesiosis au système de tiques bovines.

2. Sélectionner la statistique du test approprié : Le modèle théorique est adéquat
avec les données expérimentales s’ils ont la même moyenne et la même variance.
Deux tests nous permettront de répondre à ce besoin :

— le test T de Student pour la moyenne,

— le test F de Fisher-Snedecor pour la variance.

La valeur p du test T est de 0.82 et la valeur p du test F est de 0.45. Le niveau de
signification qui est sélectionné à l’étape 1, α = 0.05 indique la valeur critique.

86



2. SIMULATION NUMÉRIQUE DE L’ÉPIDÉMIE DE DENGUE

 

FIGURE 4.5 – Dynamique des bovins infectés lorsque le taux d’infestation dépend des variations
saisonnières, avec la condition initiale IB = 0.001586294 et les paramètres de fonctionnement
dans le tableau 4.2, sauf pour λB = 0.10.

3. Règle de décision : Cela donne une valeur p par rapport à α = 0.05 (ou un autre
seuil).

Si p-value > 0.05, on ne rejete pas l’hypothèse nulle du test. Dans notre cas, la va-
leur p du test T est de 0.82 et la valeur p du test F est de 0.45 qui sont supérieures
à 0.05, alors les moyennes sont identiques, ainsi que les variances.

4. Conclusion : on accepte donc l’hypothèse nulle H0 au risque d’erreur de 5% et
on peut conclure qu’il existe un bon accord entre le modèle proposé (4.6) et les
données expérimentales fournies par Vahora et al. en 2012.

2 Simulation numérique de l’épidémie de Dengue

Les simulations ont été effectuées en utilisant les valeurs numériques du tableau
4.3.

La figure 4.6 illustre la propagation spatiale de la Dengue chez les humains et les
moustiques dans le temps. Chaque cellule du carré de cette figure correspond à une
couleur et représente des états pathologiques. En effet, on suppose que la répartition
des populations humaines et des moustiques sur le réseau est homogène, ainsi que
les vitesses de propagation de la maladie sont homogènes et différentes. Ici, les para-
mètres liés aux humains sont pris du tableau 4.3 et les paramètres liés aux moustiques
sont pris à une température moyenne (dans les zones tropicales où la température
moyenne est proche de 29◦C).

Un examen de la prolifération épidémique de Dengue dans les figures 4.7 et 4.8
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Paramètres Description Valeurs 

Nh La population totale des humains. 10000 

Nm La population totale des moustiques. 30000 

1/h Durée de vie moyenne des humains (en jours). 62.5 x 365 

1/h Période de virémie moyenne (en jours). 7 

1/h Période d'incubation intrinsèque (en jours). 14 

Dh Coefficient de Diffusion pour les humains (km2/jour). 0.1 

Dm Coefficient de Diffusion pour les moustiques (km2/jour). 0.05 

L Longueur de la taille du réseau (en kilomètres). 20 

TABLEAU 4.3 – Les valeurs numériques des paramètres du modèle de réaction-diffusion [66].

 

FIGURE 4.6 – La propagation spatiale de la Dengue chez les humains et les moustiques avec le
temps.

montre une augmentation globale des zones d’infection. La figure 4.7 montre qu’à
T = 21C◦, la propagation de la Dengue chez les humains et les moustiques est signi-
ficativement faible par rapport à T = 29C◦ dans la figure 4.8. Ceci montre l’incidence
possible de la température sur l’évolution géographique et temporelle de la maladie
infectieuse de Dengue. Cependant, le changement climatique aura un impact sur la
transmission des maladies. Par exemple, une augmentation de la température, telle
qu’on l’a observée pendant le phénomène El Niño de 1997− 1998, qui constitue un
exemple de variabilité climatique interannuelle, a entraîné une augmentation de plus
de 15% de la variation de l’incidence mensuelle de la Dengue en Thaïlande [82]. En
outre, le taux moyen de modification de la température en Afrique au cours de la pé-
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riode 1901− 1995 était de 0.39C◦ par siècle [36], de telles modifications sont suscep-
tibles de favoriser le développement rapide de la Dengue dans les régions où il y avait
auparavant une restriction à basse température sur la transmission.

Pour déterminer comment la température climatique T affecte le potentiel de la
propagation épidémique de la Dengue, des parcelles spatiales ont été crées pour chaque
valeur de T après une période de 8 mois. Dans la figure 4.9, les températures varient de
21C◦ à 32C◦. Tous les paramètres à l’exception du taux de piqûre montrent une dépen-
dance non linéaire de T, ce qui signifie que les paramètres ont des valeurs différentes
quand T varie. La dépendance à la température de ces paramètres est représentée sur
la figure 4.1. Le coefficient νm augmente lorsque T augmente. Le taux de mortalité,µm ,
atteint ses valeurs minimales à T variant de 21C◦ à 32C◦, dans le même intervalle, la
probabilité de transmission par piqûre atteint ses valeurs maximales. Par conséquent,
on conclue que la propagation de l’épidémie de Dengue était significativement plus
forte lorsque T varie de 21C◦ à 30C◦.

 

FIGURE 4.7 – Propagation de la Dengue à T = 21C◦.

Dans la figure 4.9, on observe également sur une période de 8 mois dans le voisi-
nage de T = 29C◦, que la propagation spatiale de la Dengue est très importante, cela est
dû au fait que βmh et βhm prennent leurs valeurs maximales à T = 32C◦ et elle est moins
importante pour les humains et légèrement moins importante pour les moustiques,
cela est dû au fait que la probabilité de transmission des moustiques aux humains βmh

prend une petite valeur de 0.4472 et la probabilité de transmission des humains aux
moustiques βhm reste sur un maximum de valeur 1.

Maintenant, on considère quelques points dans le carré 20 km × 20 km,

A=(10,10), B=(11.43,11.43), C=(12.86,12.86),
D=(14.29,14.29), E=(15.71,15.71), F=(17.14,17.14),
G=(18.57,18.57), H=(20,20),
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FIGURE 4.8 – Propagation de la Dengue à T = 29C◦.

 

FIGURE 4.9 – L’effet de la température sur la propagation de la Dengue.

Dans les figures 4.10 et 4.11, on remarque divers comportements des humains in-
fectés et des moustiques infectés avec le temps en des points sur le carré défini ci-
dessus.

D’autres facteurs contribuent à la propagation de la Dengue : la mobilité des hu-
mains infectés et des moustiques infectés représentés par les coefficients de diffusion.
On souligne que les moustiques se déplacent à l’échelle locale et peuvent explorer que
quelques kilomètres dans leur vie. Néanmoins, l’humain peut traverser quelques ki-
lomètres en quelques heures. Par conséquent, le coefficient de diffusion pour les hu-
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mains infectés est supérieur au coefficient de diffusion des moustiques infectés. Dans
une température T = 29C◦, la figure 4.12 montre la propagation spatiale de la maladie
chez les humains et les moustiques, pour différentes valeurs de Dh = {Dm , 4Dm , 7Dm ,
10Dm}. Après 3 mois, on vois clairement que la mobilité des humains infectés provoque
la diffusion précoce du virus de la Dengue. La dynamique temporelle du modèle de
réaction-diffusion de la Dengue avec les variations de la mobilité humaine Dh = {Dm ,
4Dm , 7Dm , 10Dm} dans différents états pathologiques sont présentés à la figure 4.13.
On s’attend à ce que la mobilité humaine augmente la taille et la vitesse des épidémies.
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FIGURE 4.10 – Comportement des humains infectés avec le temps.
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FIGURE 4.11 – Comportement des moustiques infectés avec le temps.
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FIGURE 4.12 – Propagation de la maladie pour différentes valeurs de Dh .
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FIGURE 4.13 – Différents comportements pour chaque état pathologique avec le temps à
D = (14.29,14.29).
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Conclusion et perspectives

Dans cette étude, nous avons proposé un nouveau modèle mathématique repré-
sentant la dynamique spatio-temporelle de la transmission de la fièvre de la Dengue
chez la population des humains et des moustiques. D’une part, notre modèle prend en
compte la mobilité des humains infectés, et les moustiques infectés, et d’autre part, le
schéma d’infection individuelle pour les voisins les plus proches. Nous avons divisé la
population humaine et moustique en compartiments SEIR-SEI et les avons répartis sur
une surface carrée de façon homogène. Nous avons traité deux facteurs importants de
la diffusion de la maladie : le premier est l’effet de la température sur la dissémination
de la Dengue. Nos résultats indiquent fortement la primordialité de ce facteur et son
rôle en tant que moteur majeur de l’épidémie de Dengue dans les régions géographi-
quement diverses du monde. Le second facteur est la mobilité des sujets infectés, qu’ils
soient humains ou moustiques. Cela nous a permis de comprendre que le contrôle de
la mobilité humaine infectée peut réduire de façon significative la propagation et la vi-
tesse de la maladie. En outre, les résultats issus du modèle proposé se sont avérés être
en bon accord entre les résultats de simulation des humains infectés et ceux obtenus
dans la littérature, comme ceux de [28, 49].

Plusieurs perspectives peuvent apparaître à l’issue de ce travail :

1. Passer de l’échelle macroscopique vers l’échelle microscopique pour mieux com-
prendre l’évolution de l’épidémie.

2. Un vaccin étant mis au point, il serait intéressant de voir comment une éven-
tuelle vaccination peut influencer la propagation de l’épidémie (temporelle et
spatiale).

3. Afin d’étudier le comportement biologique du modèle proposé, il serait utile de
faire l’analyse mathématique.

4. Réfléchir comment intégrer la notion de retard biologique dans le modèle.
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