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Ré 2
L]
esuinie
Dans ce mémoire, certains problémes différentiels fractionnaires au sens de C'aputo sont
considérés. Ces problémes peuvent porter sur I'existence et 'unicité des solutions sous
certaines conditions sur les données initiales. Ils peuvent aussi porter sur l'existence d’une

solution au moins en changeant, bien sir, les données des problémes.



0.1 Introduction générale 2

Chapitre 0

0.1 Introduction générale

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on peut appliquer le
concept de dérivée a la fonction dérivée elle-méme, et de méme introduire la dérivée seconde,
puis les dérivées successives d’ordre entier. L’intégration 'opérateur inverse de la dérivée,
peut étre comme une dérivée d’ordre " moins un ". On peut aussi se demander si ces dérivées
d’ordre successifs ont un équivalent d’ordre fractionnaire.

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet présque aussi ancien que le calcul classique
tel que nous le connaissons aujourd’hui. Les origines du calcul fractionnaire remontaient a
la fin du 17¢™¢ siécle, partant de quelques spéculations de Leibniz concernant la question

af

7 si n = (1/2). Depuis, de nombreux

de I'Hopital, posée en 1695, sur la signification de
mathématiciens ont contribué au développement de cette théorie. Nous citons entre autres
Laplace, Fourier, Liouville, ... ect.

Cependant, le calcul fractionnaire a été longuement considéré comme une simple théorie
mathématique sans aucune explication réelle ou pratique. En effet, 'intérét de ce concept
dans la sciences fondamentales et en ingénierie ne s’est manifesté qu’a la seconde moitié du
209" siécle. Dés lors, beaucoup de contributions autant théoriques que pratiques ont montré

I'importance des systémes d’ordre fractionnaires et leur intérét dans différentes disciplines

telles que la mécanique, 1’électricité, la biologie, la chimie, I’automatique,... ect.
Ce mémoire se compose d’une introduction, de trois chapitres et d'une conclusion.

Le Premier Chapitre comporte quelques notions de bases ainsi que toutes les notations
et définitions qui nous serons utiles. Nous introduirons le calcul fractionnaires et nous

insisterons sur les définitions et les propriétés des dérivées et intégrales fractionnaires.

Le Deuxiéme Chapitre est consacré pour les opérateurs et les théorémes de point fixe de
Banach, Schaefer et le théoréme de Ascoli-Arzila. Ils permettant de prouver Iexistence

et 'unicité ou au moins l’existence de la solution de notre problemes.
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Le troisiéme chapitre contient les deux problémes fractionaires dans le cas de la dérivée

fractionnaire au sens de Caputo.

1. Le premier probléeme est :

Il sera résolu avec les deux théorémes de point fixe.
2. Le deuxiéme probléme considéré est le suivant :
Dy(t) = f(t,y(t)), tE J=10,T],2 < a<3,
y(0) =y"(0) =0,

y%) y(T)0<8<T



Chapitre 1

Calcul Fractionnaires

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on introduit quelques notions du calcul fractionnaire.

— Dans la premiére partie du chapitre, on rappelle quelques propriétés des fonctions spéciales
utilisées dans le calcul fractionnaire.

— Dans la deuxiéme, on va s’intéresser aux intégrales fractionnaires au sens de Riemman-
Liouville et quelques inégalités intégrale fractionnaires.

— Dans la troisiéme partie du chapitre on étudiera les dérivées fractionnaires au sens de :

1. Riemman-Liouville.

2. Caputo.

1.2 Généralités

Définition 1.2.1 (Fonction Gamma d’Euler)

la fonction Gamma d’Euler est une fonction complexe. Elle prolonge la fonction factorielle a
[’ensemble des nombres complexes.

Elle est donneé par :

I'(z) :/ e 't*71dt ; Re(z) > 0.
0
Elle peut aussi étre définie pour des valeurs reelles z > 0 par la méme expression

['(2) :/ e 7 ldt 5 2> 0.
0
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Propriétés
1. I(z+41) = 2I'(2) ; z > 0.

2. Vne N, I'(n+1) =nl
En particulier, I'(1) = 1.

Preuves

1. Pour démontrer la premiére propriété, il suffit de passer par un intégrale par partie

Fz+1) = / e "t Adt
0

=[] + 2 / e't*ldt
0
= 2I'(2).

2. En effet dans (1), on prend z =n € N*

F'(n+1) = nl'(n)

= nn—1DI'(n-1)

= nn—1)(n-2)---I'(1)

= nl,

ouI'(1) = [;7 e "t%t = 1.
Définition 1.2.2 (Fonction Béta d’Euler)

La fonction Béta d’Fuler est définie pour tous nombres complexes x et y de parties réelles

strictement positives par la formule :

1
Ba) = [ 0=t
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Propriétés
1. B(z,y) = % ; Re(z) > 0 ,Re(y) > 0.
2. B(x,y) =B(y,x)  ;Re(x) >0,Re(y) > 0.

1.3 Integrales Fractionnaires (Riemann-Liouville)

Définition 1.3.1

Soit f: [a,b] — R une fonction continue.

On définit 'intégrale fractionnaire d’ordre o au sens de Riemman-Liouville de f notée

Ja f(x), par :

{ Jef(@) = i [ — e f(f)de, > 0,
(@) = f().

Si f est continue sur l'intervalle [0, +oo[, alors,

JOF(z) = ﬁ /Ox(x — P () d a > 0,0 > 0.

1.3.1 Propriétés

Proposition 1.3.1
Soit la fonction continue f : [0,4+o00[— R. Pour tout o > 0,3 > 0, on a :

(J*T°) f(x) = (J7T) f(z) = TP f ().
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Preuve

On pose JP f(s) = k(s);s € (0,2). Alors on a :

I At AROL
_ ﬁ/j@;_s)al {FLB) /Os(s—t)ﬁlf@)dt} ds

= ; xx—sa_l Ss— p-1 S
= fr@ ), o [ o] e

Puisque 0 <t < s < z, on obtient :

(JOT f(x) = F(a)lf‘(ﬁ) /0 f(t) Ut(x —5)* (s — t)ﬁ_lds] dt.

On utilise le changement de variable suivant 7 = ;—:1,

puis on caleul ["(z — s)* (s — )7 tds

/tz(m —5)* s =) s = /0 (z—71(@x =)+ (rz—t)+t—0)" " (x —t)dr
= /0 (x — )1 =) P (2 — )Pz — t)dr

1
= (z— t)a+5_1/ (1-— T)a_lTB_ldT
0

= (=" B(a, ).

Donc :

INf(z) = L ' z— 1) 1B(a
IV = e [, (O =0 Bl s
o B(Oé,ﬁ) ‘ T — a+p4—-1
- Tty ), [ -0

_ ; ’ T — a+p—1
- For | fOE-0a
= I ().
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Proposition 1.3.2

L’application de l'opérateur d’intégrale fractionnaire d’ordre o de Riemman — Liouville sur

2P est donnée par :

r 1
Jx’ = = (B+1) 2P a0 >0,6>0,2 > 0. (1.3.1)

B+a+1)

Preuve

On a:

1 T
J%ﬁ:———/)m—t”%%t
ay J, 0

On applique le changement de variable ﬁ = 7, on obtient :

1
Jerh = %04)/0 (z —27)* Yar)Pedr
N S L a-1,8_8
= m/ox Y1 — ) el rPadr
rots 1 ol B
= F(a>/o(1_7—) Lrhdr
xotB
= mB(a,6+1)
_ _LB+D)  avs
Ir'(6+a+1) '

1.4 Inégalité Intégrales Fractionnaires

La théorie des inégalités intégrales d’ordre fractionnaire joue un réle important dans les
équations différentielles fractionnaires.
Dans ce paragraphe nous intéressons a quelques inegalités intégrales au sens de Riemann-

liouville.
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1.4.1 Inégalité de Chebyshev

On considére la quantité :
1 b
frg /f da:—(b_a/f dw)b_a/g(a:)da:.

On va supposer que f et g sont synchrone sur |a, b| :

(f(x) = f(y) (9(x) = g(y)) > 0;z,y € [a,]]. (1.4.1)

Théoréme 1.4.1 Soient f et g deux fonctions continue sur [a,b]. Si f et g vérifient (1.4.1)),

alors on a :

(t—a)"
['(a+ )

Preuve. On développe (1 , on a alors :
f(@)g(z) + f(y)gy) — f(2)g(y) — f(y)g(z) > 0;2,y € [a,b]. (1.4.2)

—z)* ! : .
Et on multiplie (1 par Gy on obtient :

Jaf () g () = Jgf () Jgg(t),a>0,t€[a,b].

o a—1 _ a—1 - a—1 . a—1

%f(ﬁv)g(wﬂf(y)g(y) 4 T ?2) —9(y) ¢ T & f(w)—f(y)%g(x) > 0;2,y € [a,0].
(1.4.3)

On intégre ((1.4.3)) par rapport a = sur [a,t], on obtient donc :

Jafo) + f(y)g(y)Jg (1) = g(y)J3 f(t) — f(y)J3g(t) = 0. (1.4.4)

Et pour éliminer la variable y, on vas multiplie - par (—) On va avoir :

(t—y9)"" . oy L= 9) N o =9

WJG fa(t)+J3 (1) Wf(y)g(y)—%f(t)Wg(y)—Jag(t)Wf(y) > 0.
(1.4.5)

Et on intégre cette derniére inégalité par rapport & y, on obtient donc :

Ja W) I3 fe() + I3 (1) I3 f(w)g(y) — Jag(y) J3 f(t) — T f(y) Jgg(t) = O

2J; (1) Jg' fg(t) —2J39(y) g f(t) = 0.
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Par conséquent, on obtient le résultat :

J& (1) IS fg(t) = JSg(y) IS f(1). (1.4.6)
D’ot,
(t—a)” . . e
Tt f9(t) = J3g(y)Jg f(t). (1.4.7)
O

Remarque 1.4.1 Si on prend oo =1, t = b dans le théorémdl.4.1 on obtient :

(b—a) /abfg(t)dt > (/abf(t)dt> (/abg(t)dt)
= / a2 (G2 /abf o) (57 /abg“)dt) '

Cette derniere inégalité représente l'inégalité classique de C'hebyshev. [4]

Théoréme 1.4.2 Soient [ et g deux fonction synchrones sur [a,b].

Alors 'inégalité suivante :

(t—a)
I'a+1)

(t —a)’

R T 2 S W) + g0, (148)

Jo fo(t) +

est vérifiée pour tout o > 0, > 0,t € [a,b].

—y)B- . ae
Preuve. Il suffit de multiplier 'inégalité ((1.4.4) par (t F%) 1, puis I'integrer par rapport a

y sur |a,t]. O

Remarque 1.4.2 Dans ce théoréme, si on prend o = 3 et t = b on obtient le théorémel.3.1,

et si on prend o = 3 =1 et t = b, on obtient linégalité classique de C'hebyshev.

Théoréme 1.4.3 Soit (f;);, une famille de fonctions croissantes et positives sur [a, b].
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Alors 'inégalité suivante

(t . a)a n—1 n n
Y Jg i) =117 s
{F (a+1) “ g fi] = g o/
est verifiée pour a > 0,t € [a,b].
Preuve. On vas démontrer ce théoréme par récurrence :

Le cas ou n = 2 correspond au théoréme [L.4.1l.

On suppose qu’elle est vrais pour (n — 1) :
(t - a)a n—2 n—1 n—1
e (T1# ) = T e

et on démontre qu’elle est vrais pour (n).

On a donc :
{F(t(;—i):)} (Hf) = { t;i);r_Q {r( | } (H fi fn> S (14.9)

n—1
Onpose g=[[fi f=fu
=1

Pour le second membre de ([1.4.9) on applique le théorémel.4.1]

{—@ ) } Jofg = Jefdeg = T fule (H fz) ,

I'(a+1) Pl

donc devient
(t—a)* 1" (T t=a)" 1" o (T1.) o
{—P(Ole)} Je (]1/-“) > {—F(aﬂ)} Je (111’) T2 fa
[T 72 FTi

177
=1

IV

v
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1.4.2 Inégalité de F. ()1

Théoréme 1.4.4 Soient f et h deux fonctions continues définies de [a,b] vers R, telles que
f(x) < h(x),z € a,b].

Si % est décroissante et f et h sont croissantes sur [a,b], alors pour tout fonction ® tellque

D(x
x

—

sott croissante, on a :

,t € la,b],a>0.

1.4.3 Inégalité de Griiss

Théoréme 1.4.5 Soient [ et g deuzx fonctions continues définies de [a,b] vers R telles que
m<f<M, ¢g<g<Q,z€lab].

Alors on a

[ @ (2 [ o) (55 [ o) < H=mQ0,

Dons le théoréeme suivant, on propose une généralisation de 'inégalité de Gruss.

Théoréme 1.4.6 Soient [ et g deux fonctions continues définies de [a,b] vers R telles que

m< f<M, ¢g<g<Q@,x€labl eta>0.

Alors on a
t-a)° . R (t—a)" 1* (M —m) (@—0)
L et = ) Gze0) < | S Q=9 ¢ oy,

Remarque 1.4.3 Si on pose a =1 et t = b on obtient l'inégalité classique de Gruss.
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1.5 Dérivées Fractionnaires

1.5.1 Opérateur de Dérivée nm°

L’opérateur de la dérivée d’ordre n; n € N*| pour f € C™ ([a,b]), noté D", est défini par :

4

D"f(t) = t
£(t) = S f),
ou D", vérifie les proprietés suivantes :
prrtfo = f,
JUDf # S feC"(R).
Plus précisément,
n rn — (k) (t_a’)k
J'Df = f(x) = > fP(a) o t>a (1.5.1)
k=0

Preuve : On vas démontrer (1.5.1)) en utilisant le développement limités de f au point a :

t
t—a)? 1
( ) + +

et e [ =T

a

f(x) = f(a) + fP(a) (¢ — a) + F2(0)

d’ou :
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1.5.2 Dérivée au Sens de Riemann-Liouville

Définition 1.5.1

Soient 0 < o < 1 et f une fonction continue f : [a,b] — R.

On définit la dérivée d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de f par :

D) = sy r [ (@ = 7))

a

Dons le cas général, on donne la définition suivante :

Définition 1.5.2

Soient 0 <n—1<a<mn;n=|a]+1 et f une fonction continue f : [a,b] — R.
On définit la dérivée d’ordre o au sens de Riemann-Liouville de f par :

Dif(a) ¢ = ()

= D Jy " f ().
Remarque 1.5.1

On peut alors dire que la dérivée au sens de Riemann-Liouville est la dérivée classique d’ordre

n de lintegrale de Riemann-Liouville d’ordre (n — a), avec 0 <n—1< a <n.

Calcul de D*z” Soient 0 <n—1<a<net 3 €R doncon a:

Dz = D" J"aF
et utilisant (1.3.1]) on obtient :

F(ﬁ + 1) lﬂ—l—n—a.

D"z = D"
'n—a+p+1)
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D’ou
r 1
Dot = BFD  prgpin—e (1.5.2)
'n—a+p+1)

On calcule D"2%+"=% par récurrence :

D:B/B—i-n—a o (6 +n— Of)l’(5+n_a)_1
D2gftn— = B+n—a)(f+n—a-— 1)x<6+7‘_°‘)_2
D = (Bn—a)(4n—a—D(B+n—a=2 (B4n—a— (0= 1)l

_ (n—a+p)! 5o
(8 —a)!

I'(n — 1
(n—a+p+1) 5.

I'g—a+1)

On remplace ce dernier résultat par sa valeur dans (1.5.2)) :

Donc

D" Jn—alﬂ

Lpg+1)

'n—a+p+1)

rB+1)

Dnlﬁ—i—n—a

I'(n — 1
(n—a+p+1) 5.4

'n—a+p+1) I'(F—a+1)
F(ﬁ + 1) xﬂ—a
F'g—a+1) ’
Daa:'B _ F(B + 1) xﬁfa

(1.5.3)
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Remarque 1.5.2

La dérivée au sens de Riemann-Liouville de fonctions constantes n’est pas nulle.

Par exemple si on pose B =0, alors

D*(1) = —F(E(—l)a) x

£ 0.

Propriétés

Soient la fonction f : [a,b] — R et «, 8 deux réels positifs, on a :
1. D¢JYf(z) = f(z); a>0.
2. ;DG f(x) # f(x); a>0.
3. DeDBf(x) #£ DPDf(z); a>0,8>0.
4. De*Bf(z) # DD8 f(z); a>0,3>0.

5. DD f(x) = D" f(x); e > 0;n € N.

Preuve

1. On demontre la premiére propriété :

D3I f(x) = DR Jef(z)
= DL ()
= D)

= f(2).

2. Et pour la troisiéme, on peut citer comme exemple la fonction suivante :

(1.5.4)
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Soient f(z) =+\/reta=1/2, 5 =3/2doncon a :

DU2D32p2 L/ I'(1+1/2) L1/2-3/2
'1+1/2-3/2)
D1/2F(1 + 1/2)1,1/273/2
I'(0)

= 0.

D’autre part, on a :

D32DI2,2 — 32 I'(1+1/2) L1/2-1/2
T(1+1/2-1/2)

= D321(3/2)

= T(3/2)D**(1)

_ I'(1) 3/2
= IO g5 )” /
£ 0.

1.5.3 Dérivée au Sens de Caputo

Nous avons vu dans la partie précedente que la dérivé fractionnaire au sens de Riemann —
Liouville d’ordre a €ln — 1,n[;n € N* g’obtient par une application de J"~ suivie d’une
dérivation classique d’ordre n.

La dérivée au sens de Claputo est le résultat de la permutation de ces deux opérateurs.

Définition 1.5.3

La dérivée fractionaire au sens de Caputo d’ordre o > 0 d’une fonction f : [a,b] — R de

classe C"(Ja,b]), est donnée par :
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1 xX
D D= — )" M ()dta < t < b 1.5.5
@) =g [ 0 e <t < (155
=J; D" f(x),
avec
n=la]+1
Calcul de ,D%?, 2 > 0. Soient 0 <n—1<a <net3cR. Doncona:
DP = Jrme D’
En utilisant (1.5.3)), on obtient :
o T(B+1) -
DogP = e g
LB—n+1)
r 1
(6 + ) Jnfaxﬂfn'
F'p—n+1)
Et d’aprés (1.3.1)), on a
L(B+1) -
Dogf = 2 L _gfe 1.5.6
M'pg—a+1) ( )

Remarque 1.5.3

Les deux formules (1.5.3)) et (1.5.6) sont identiques.
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Mais elles n’ont pas toujours les méme résultats, car si on prend [ € N* inférieure a n, on

trouve

.D%%P =0,

alors q’elle n’est pas nulle au sens de Riemann — Liouwville.

Propriétés

Proposition 1.5.1

Soient « €ln—1,n[,n € N*, et f:[a,b] — R telles que f € C" (Ja,b[), on a alors :

Preuve

DLJEf(x) = f(a).

Pour démontrer cette relation, on utilise la relation ([1.5.8) citée dans le paragraphe 1.5.4

et on pose J& f(x) = k(x).

D55 ()

On obtient :
= Dlk(x)
B n—1 (I’ . a)i .
= Dy |k(z) — Z | k‘(”(m)lwa]
- Z:On—l (@ — a)i ‘
= Dy |Jef @) = Y D e ()] |H]
L i=0 )
— D f(a) - D; [ D g s |]
i=0 )

= f(x).
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Proposition 1.5.2

Soient f : [a,b] — R une fonction continue, o, €)0,1[ tels que o + 5 < 1.

On a alors :

DDA f(z) =, D2DPf(x) =, D™ f(a).

Preuve D’apres la définition ((1.5.5), on a :

DeDPf(x) = J7oDLJYPDf(2)
JIeBgED D f(2),

Mais on remarque que : JPD!:=, D'=# donc le résultat sera

DEDPf(z) = Jo DRI f(2)
_ Jlf(aJrﬁ)le(x)
= D“Pf(x).

Proposition 1.5.3

Soient a €ln—1,n[,n € N*, et f:]a,b] = R tels que f € C"(]a,b]).

Alors on a :
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Preuve

A partir de la relation (1.5.5)) , on a

D5 f(x) = J"D" f(x).

Et donc

J" D" f(z) = 0. (1.5.7)

On applique D"~ sur les deux membres de ([1.5.7) , on obtient :

pre (D f(x) = D"(0)
D"f(x) = 0.

Donc

1.5.4 Lien Entre Caputo et Riemann-Liouville

Soient « €]n — 1,n[,n € N* et f:[a,b] — R tels que f € C"(]a,b[). On a :

n—

D f(e) = D | f@) = >

-~ (z — a)’
=0

2!

@) . (1.5.8)

Démonstration

Le développement de f au voisinage de a d’ordre n est donné par :
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n—1

fo) = ZEGO@ gy [ a0
R N0 P YRS B AP
SO g [ et
! (r —a)’

= Y ) + D @),

o

7=

Par ’application de J"~“ aux deux membres de cette identité, on obtient donc :

e () = JREDN () 4 S ( i “Vf@(a)) ,

2!
i=0

puis, on applique une dérivation classique d’ordre n :

D*J"*f(z) = D"J"J! “D!f(x)+ D"J"" <”Z‘: (IZ-—,CL)if(i)(a)>
i=0 ’

Jo “Dgf(x) = D [f(fc)—

DLf) = D [f(:v)—' . fﬁ)(a)].



Chapitre 2

Quelque Théorémes de Point Fixe

2.1 Introduction

Les théoréemes de point fixe sont des outils trés utiles en mathématique et particuliérement
dans la résolution des équations différentielles.
En effet, ces théorémes fournissent des conditions suffisantes pour lesquelles une fonction

donnée admet un point fixe, ainsi on assure ’existence de la solution d’un probléme donné.

2.2 Définitions

Définition 2.2.1 (Norme)
Soit E un espace vectoriel sur le corps k =R ou C. On appelle norme sur l’espace E toute
fonction notée ||, | définie sur E a valeurs dans R telle que :

L |lz]|=0 < z=0.

2. || Az]| = A [|z]] Ve e E,VA € k.

3. Mz +yll <l + vl Vo,yc E.

Définition 2.2.2 (Espace Vectoriel Normé)
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Soit & un espace vectoriel sur le corps k = R ou C. On dit que E est un espace vectoriel

normé s’il est muni d’une norme ||z||.

Définition 2.2.3 (Suite de Cauchy)

Soit (x,), une suit d’éléments d’un espace normé (E, ||.||). On dit que ( x,,), est de Cauchy

st on a la relation suivant :

Ve > 0,3N_,Vp,q > N, .||z, — z4]| < e.

Définition 2.2.4 (Espace Complet)

Un espace véctoriel normé (E, ||.||) est dit complet, si toute suite de Cauchy (), d’éléments

de E est une suite convergente dans E.

Définition 2.2.5 (Espace de Banach)

On appelle espace de Banach (E, ||.||) tout espace véctoriel normé complet.

Définition 2.2.6 (Application Contractante)

Soient E et F' deux espaces de Banach, l'application f: E — F est dite contractante si :

k0<k<lVryeX |f(z)—fWlp<klle—yllg-

Définition 2.2.7
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Soient E une partie de R, et f: E — R.

On dit que f est k — lipschitzienne si :
3k > 0,Y(z,y) € E%, |f(x) — f(y)| < k|z—y|.

f est localement lipschitzienne si : Yxg € E,3V (), tel que [ est k — lipschitzienne sur

V(zo).

Définition 2.2.8

Soit f: E xR — R? une fonction continue.On dit que f est k — lipschitzienne par rapport

a la deuziéme variable si

Ik > 0,Y(t,z), (t,y) € EXRY || f(t,z) = f(t,y)]| < kllz—yl.

Définition 2.2.9
Pour tout élément = de E l'ensemble A (z) = {f (z), f € A} est équicontinue si

Ve > 07 El‘/(:r)avf € A7vy € ‘/(m)a Hf(.’ﬂ) - f<y>H <E.

Définition 2.2.10

On dit que G un ensemble uniformement borné s’il existe une constante M > 0 tel que

lglloe = M, Vg € G.

Définition 2.2.11

Soient E et F' deux espaces de Banach. L’opérateur T : E — F est complétement continu

s’il transforme tout compact de E en une partie relativement compacte dans F.
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Théoréme 2.2.1 (Ascoli-Arzila)

Soient E et F deux espaces de Banach. St E est compact, alors les assertions suivantes sont

équivalentes :

a. L’ensemble A est relativement compacte dans C (E, F).

b L’ensemble A est équicontinue en tout point de F.
A(z):={f(x),f € A} est borné.

2.3 Opérateurs

Définition 2.3.1 (Opérateur Continu)

Soient E et I deux espaces normés. Un opérateur U défini sur un sous ensemble A C FE
dans F est dit continu au point xo de A, si on a la proprieté suivante :
Pour toute suite (xy), de A converge vers xq la suite U(xy,) converge vers U(xy) c’est a

dire :

lim U(z,) = U( lim z,) = U(z,).

n—oo n—oo

Définition 2.3.2

Soient E et F' deux espaces normés. Un opérateur linéaire U défini sur un sous ensemble

A C E dans F, est dit continu par tout sur A s’il est continu en tout point xo de A.

Définition 2.3.3 (Opérateur Borné)

Un opérateur linéaire U défini sur E dans F est dit borné s’il existe une constante positive
C > 0 telle que :
U@ < Cllellg- (2.3.1)
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La plus petite des constantes C' virifient la relation est appelée norme de U notée ||U||

et donnée par :

[U ()]l
IU] = sup ———= = sup [[U(z)]|

0 |zllg o=

Définition 2.3.4 (Opérateur Compact)

Soient Eet F deuz espace de Banach. Une application linéaire continue T' € L(E, F') est dite
compacte si limage T(Bg) par Uapplication T de la boule unité fermée By de lespace E
est relativement compacte (en norme) dans F. On note C(E, F') ’'ensemble des applications

linéaires compactes de E dans F.

2.4 Théorémes de Points Fixes

Dans cette section nous allons présenter quelques théorémes de points fixe.

On commence par la définition d’un point fixe.

Définition 2.4.1 Soit f une application d’un ensemble E dans lui méme, on appelle point

fize de f tout point x € E tel que
flx) =

2.4.1 Théoréme de Point Fixe de Banach

Théoréme 2.4.1 Soient E un espace de Banach et f: X C E — X (X est un fermé de

E) une application contractante, alors f admet un point fize unique :

g e X f(zo) = xo.
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2.4.2 Théoréme de Point Fixe de Schaefer

Théoréme 2.4.2

Soient E un espace de Banach et 1 : E — FE un opérateur complétement continu. Si

’ensemble

x={ueFE:u=Mul<\<l1}

est borné, alors 1 posséde au moins un point fixe dans E.



Chapitre 3

Equations différentielles fractionnaires

3.1 Introduction

Les équations différentielles fractionnaires sont une généralisation des équations différentielles
ordinaires. Elles peuvent décrire de nombreux phénoménes dans divers domaines de la science
et de I'ingénierie tels que le controél, électrochimie,...ect. Il a été prouvé que dans des nombreux
cas, ces modeles fournissent des résultats plus appropriés que les modeéles analogues avec
dérivées entiéres. En conséquence, I’étude des équations déffirentielles fractionnaires attire

beaucoup d’importance et d’attention.

3.2 Probléme 01

Cette partie du chapitre est consacré a I’étude de 'existence et d’unicité des solutions du

probléme aux limites (avec des conditions intégrales) suivant :
DEy(t) = f(ty(),y (D)t € T = [0,T],1<a <2,
y(0) =y (0) = [y g(s,5(s)), (3.2.1)
y(T) =y (T) = J3 h(5.(5),
ou ,D® est la dérivée d’ordre fractionnaire de type Caputo, g et h : J x R — R sont

des fonctions données vérifiant certaines hypothéses qui seront précisées plus tard et f €

C(JxRxRR).

Nous consacrons le premier paragraphe a l'existence et 'unicité du probléme (3.2.1]) qui est
basé sur le théoréme du point fixe de Banach, et le deuxiéme pour le théoréme de point fixe

de Schaefer.
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Pour trouver la solution intégrale, on a besoin des lemmes suivants.

Lemme 3.2.1 Pour tout o positive, ’équation différentielle fractionnaire suwivante :
admet comme solution la fonction y (t) :

y(t) :C'0+Clt—|—02t2—|—-~-+Cm,1tm*1,m: [oz]—l—l,CZ-GR,i:O,l,..,m—l,mEN*.

Lemme 3.2.2 Soit o > 0. Alors
JED (t) = y(t)+Co+Crt+Cot? +- - -+ Cp 1t™ 1 m = [a] +1,C; € RO, 1,..,m—1,m € N*.
Preuve. D’aprés la définition du ,D, on a
D% (t) = J""*D™y(t).
Donc

JeDy () = JOJmODMy(t)
= J"D"y(t)

y@ (0)
il

m—1
1=0

Maintenant, on introduit I'espace :

C(JR)={yeC(JR),y € C(J,R)},

muni de la norme :

lyll = max (9]l » 151l o) s 191l = sup |y (O] 14/l = sup [y (£)] -
teJ teJ
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1l est clair que (C'(J,R),]|,||) est un espace de Banach.

Lemme 3.2.3 La solution intégrale du probléme (3.2.1)) est donnée par :

141

y() = JU Ly ).y @) = =T Ly (6),y" (1) li=r (3.2.2)
T
Py )0 ) ler 4 Tt [ B s,y (s) ds
0
o . T
[ sty
Preuve.
O
1. On suppose que est vérifié.
Alors, on a :
(07 / 1+t « /
Dy () = DUty ),y (1) === &y (), (1)) le=r
T
F T 4y (0,4 0) lert o [ Bl (5))ds
0

[ atoas

= DT (ty(t),y )
= Jf(ty ),y (1))

2. D’autre part, I'application de lemme 3.1.2, sur (3.2.1]) nous donne :

JIDY () = y(t)+Co+ Cit
= Jf(t,y(t),y ().

D’ou

y(t) =Jf (ty ),y (1) = Co = Cht.
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Donc on a :
y (t) =T (ty 1),y (1) = Ch.

On utilise les conditions initiales de probléme (3.2.1)), pour chercher Cy et C}.

Alors
y(0) = Jf(t,y(t) Y (1)) lt=0 — Co — C10
= _007
y(0) = JHf(ty ),y () =0 — C
= _Cla
et

y(T) = Jf Ly ()5 (1) |e=r — Co — C1T,

y(T) = T Ly ),y (1) |e=r - C1.

Par conséquent,

y(0) =y (0) = —CotC
- / g (s,y (s)) ds,

et

y (1) =y'(T) = f?@w@%d@»MJ—J%V@W@%M@»MT—Gﬁﬂl—TKH
= /o h(s,y(s))ds.

Donc



3.2 Probléme 01 33

T

/0 9(s,y(s))ds = —CotC (3.23)
/0 W(s.y(s)ds = JF(ty(0).y () T f (b (t) .o (D) e (3.2.4)
Ot (1-T)C,.

Par (3.2.3) — (3.2.4)) , on trouve :

Cr = F T F g (O () a5 (0.0 O) et [ oG (9)ds

T
1 /7
5 | nas
On remplace C; dans I’équation (|3 , on obtient donc :

Co = I8 O O) s = 75 (0 ) e+ [ (o

_%/OTMS,y(s))ds—/OTg<s,y<s>>ds

= O O her = I @) W) er + 7 [ oGy )ds
—%/O h(s,y(s))ds
Finalement, on a :
y(0) = I (00 (1) = I (1 (08 () e+ T 6y (6,9 () e

1+t (T T—1—t

+T i h(s,y(s))ds+ T /0 g (s,y(s))ds.
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3.2.1 Premier Résultat

Théoréme 3.2.1 Supposons que :
(Hl) |f(t y17y2) —f(t,yg,y4)|§ Lmax(|y1 _y3|7|y2 _y4|);yi€ R7t S [O,T],,i = 1"'47

(H2) [g ))ds < ki, ki € R,
(H3) fO dS < k‘g, ]€2 eR
et

2T + (1 + ) T 4+ T2
I'(a+1)
St AL < 1, le probléme (3 admet un unique point fixe sur J.

A:

Preuve. O

Soit I'pérateur ¢ : C'(J x R) — C (J x R) défini par :

1+1

Sy(6) = IS 6y (0,9 (0) = T (L 1) () leor + T (0,4 () e
1+

1),y
v [ h<s,y<s>>ds+—T‘;‘t/0 9 (s, (s) ds.

On a alors :

(dy)'(t) = J“_lf(t,y(t),y’(t))—%J“f(t,y(t),y’(t))ltT

I O @)+ [ (s

7 | atsutens

Pour démontrer ce théoréme on doit démontrer que 'opérateur ¢ est contractant.

Soient z,y € C' (J x R). Donc pour tout t € J on a :
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14+t

[y (1) = da ()] = | (ty (£).5/ (£) = —=T"F (t.y (1), y’())\t=T
P @) o @) e+ [ 6 as
P [ g ends = 7 o). ()
#Jw P (1), () lor — Tt T (1 (), 2 (1) e
_¥ 0 h(s,x(s))ds—T_;_t/o g(s,x(s))ds].

D’ou

6y (6) —dx ()] < | Ly () .y (8) — J°F (o () o' (1))
n ”t‘ua (ty (8).5' ()l — J°F (£, (8) o (8) it
\“ﬂw 6y (8).5 (0) e — T (2 (8) 2! (1) et
et
6y (1) — da (t)] < ﬁ / (t — 7)™ Lmax (ly — 2] |y — )
1+t T a—1 / /
Fror | T Ly =l =)
FT = Lmax (=l )
Lmax (ly —z|,|y —2/|) [t* T*(1+t) T (1+4%)
= T (a) {EJ“ T T }

Par passage au sup sur J, on obtient

L Ta  Ta(14T To-1(] LT

oy — ozl < m“ y — x| {—-i- (T—i- )+ (T_|_ )1
L

EES AL 27 + (1 4+ a) T +aT*?] .
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et

(@) — (6x) | < s lly — 2 [(0+ T + 07"

(a+1)

D’otu, 'opérateur ¢ est contractant, et d’aprés le théoréme de point fixe de Banach, ¢ admet

un seul point fixe qui est la solution du probléme (3.2.1]) sur J.

3.2.2 Deuxiéme Résultat

Théoréme 3.2.2

Supposons que
(H1) La fonction f:J xR xR — R est continue.
(H2) Il existe une constante N > 0 telle que :

|f(t7y17y2)| S N;yl,yQ & R,t S J

Alors, le probléeme (3.2.1) admet au moins un point fixe sur J.

Preuve. U
On utilise le théoréme de point fixe de Schaefer pour montrer que ¢ admet un point fixe
sur C' (J,R).

Alors, on pose :

(21041 V)N (T 24T )N (1 Ty pky (T 24T YN a1y | ik
Qmax( e A A YO R eV K

et on considére

Cr={yeC(JR), |yl <r}.

Il est clair que C, est un sous espace fermé convenxe de C (J,R).
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On va montrer que ¢ est une application complétement continu.

Etape 1 (¢ est continue ) :

Soit (yn),ecy Une suite convergente telle que y, — y dans C(J,R).

n—oo

Alors, pour tout ¢ € J, on a :

6y () = oy ()] = 1J°F (b2 (8), 0, (8)) = e F (£, (1), y;( ) le=r

T
1+tja Ly (8) 0 () L= TJr# 0 (5 on (3)) ds
Tt [ g6 ds — 775 (. 0.5/ 0)

F LI (4 (0,9 (0) e = T (0 (0,5 (0) ot
| h(ay(s))ds—T‘;‘t/o g (s.9/(5)) ds].

Donc

oy ()= Gy (O] < I (630 ()4 (8)) = JF (6,9 () o/ (8) |
1”'ua (1o (8) 50 () e — J°F () o/ (8)) o

‘ 1+ t‘
Ce qui implique que

ta

o0 (0= 00 O] < s 6n 0,04,(0) = F (ty (0.0 0)
<1+t)Ta 1 ’ /
m!f( Y (1) 4, (T) = [ (Toy(T) 4/ (1)) |
C 1 @ (1) (D) = £ Ty (1) (D)

— On a aussi :

[T (o () sy () ez — T (L y (1) 9 (1)) le=r]-
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[(dyn) (1) — (d)' (1) < %\f (t:yn (1) 95 (1) = [ (89 (1), (1) |
Ta—l , !
+m|f(T,yn(T),yn(T)) —f(Ty(T),y (1))
+%\f (T, 90 (T) 9, (1)) = f(Toy (T) 4 (T)) |

Donc comme f est continue, on obtient :
[byn () =y ()] — 0.

Etape 2 (¢ est borné ) :

Soit y € C), alors pour tout ¢t € J on a :

141

By = 177 (60(0),9/ () = S (6 6), 0/ () s
I Gy O )+ 1 [ B ds

= [ atoas

™ : (1+7)T" :
< miggﬁ(t,y(ﬂ,y (t))l+mlf(T,y(T),y (1))]
R @y @y @yl + R
Et comme
|f(Toy (1), y (T))] < sup |f(ty ).y )] =N, (3.2.5)
on obtient :
(27 + T ) (T 4 T°72) (1+T) k1 + ks
oyl < iy Nt T N + - (3.2.6)

IN

r.
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De la méme maniére, on a :

Ta—1+Ta—2) Ta—l k’l—i—kz
! < ( N N 3.2.7
o)l < T (a) "Tarn "1 (3:2.7)
< r
Par conséquent,
loyll <.

Etape 3 (¢ est équicontinue) :
Soient t1,t, € [0,T];t; < ty et y € C(J,R). Alors

6y (t2) — dy (1) = |JOF (ta,y (ta2) , 4/ (£2)) — ! +Tt2 JUf Ly @),y @) le=r
P 0 ke + 152 [ hGuo)as
_# /OTg (5,5 (s))ds — Jf (tr,z (1), 2 (1))
+%J“f (2 (1) 2 () oo — ;tl Jf (G (1), 2 (1) le=r
14t 1+6-T

T /OTh(S’x(S))dS+T/OTQ(S,JS(S))dsL

Donc,

o0 1) — Gy ()] < 1F (tay () o/ (1) — J°F (b, (1) . (1)
o @y (1) of (1) 1)
(te —t1) (k1 + ko) (t2 — t1)
T * T '

HI T (Ty (T) ' (1)) |

Par conséquent,
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supges | f (8,2 ( t)| ) 1 a—1
6y (1) — oy ()] < LOLOLZON [yt [t ar
To— 1
T @) =)
g I (T () (1) (1 = 1) 4 R 2=
On utilise , on obtient
o) = o ()] < T )
T2N (ty —t1) (k1 + ko) (t2 — 1)
T(a) T '

De la méme maniére, on a :

ooy < V=8
|(8y) (t2) — (dy) (t1)] < T (@)

Quand t; — t9, les second membres de ces derniéres inégalités tendent vers Zéro. Donc, on
a l’équicontinuité et la continuité de ¢, et elle est borné dans C,.. D’oi, d’aprés le théoréme
d’Ascoli-Arzela ¢ est complétement continu.

Maintenant, on démontre que :
x={yeCR):y=x(y),0 <A <1}

est borné.

Soit y € x, alors y = A¢ (y) pour un certain 0 < A < 1. Pour tout t € J, on a :

y(t) = Aoy(t)
1+t

= My (@)Y (1) = A= Ly 1),y (1) |i= T+)\—Ja ity ),y (1) ler

)\% i h(s,y(s))ds—i—)\#/o g (s,y(s))ds.
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D’ou

ly@® = Aloy (@)l

(e 1 +t «
= A6y ()Y (1) = == Ly (6) 5" (1)) le=r
14+t 14+t [T
I Gy (0,0 @) er [ R (o) ds
0
1+t-T [T
S [ et
0
Par conséquent,
(27> + T 1) (Tot +T72) (14+T)ky + ko
< AN AN + A
et
|| /H < (Tafl_i_TafZ))\N—i_ Tafl /\N+)\k1+k2
S ) T(a+1) T
Alors
[yl < oc.

D’ot, I’ensemble x est borné. Donc d’aprés le théoréme de point fixe de Schaefer, on conclut

que ¢ admet au moins un point fixe qui représente une solution du probléme (3.2.1)).

3.3 Probléme 02

Dans cette partie, on s’intéresse au résultat d’existence et d'unicité de solution pour le pro-

bléme fractionnaire suvant :

LDy(t) = f(ty(t),teJ=10,T],2 < a<3,
y(0)=4"(0) =0, (3.3.1)
Yy (s)=ky"(T),0<s<T,

ol D est la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.
f:J xR — R est une fonction donnée.

L’espace considéré est C'(J,R). Il sera muni de la norme ||y||_ = sup |y (¢)].
ted
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Lemme 3.3.1
Le probléme ([3.3.1)) admet comme solution intégrale :

y(t) = Jf(t.y(0) + t [kJ (T, y(T)) — J* f(s,5(s))] - (3.3.2)
Preuve. U

On utilise les deux lemmes 3.1.1 et 3.1.2, on obtient :

JEDy (t) = y(t)+ Co+ Cit + Cot?

= JUf(ty(t)).

D’ou
y (t) = Jf(t,y(t)) — Co — Cyt — Cat®.
On a aussi
y (t) = J T f(ty(t) — Cr — 205t
et

y' (t) = T2 f(ty(t) — 20,
On utilise les conditions initiales de probléme (3.3.1]) pour chercher Cy, C; et Cs.

Alors, on va avoir :

y() = 0
= Jaf<t, y(t))|t:0 — C(] — C’10 — 0202.
D’ou

Co=0.

y'(t) = 0
= Jf(ty(t)]e=o — 205,
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on obtient
Cy = 0.
On a aussi
Y (s) = I f(s,y(s)) — Oy (3.3.3)
et
y'(T) = J* 2 f(T,y(T)). (3.3.4)

Donc de , et la deuxiéme condition du probléme , on obtient :
—Cy = kJUE(T,y(T)) — I (5, y(5)).
D’ot1, on obtient comme solution intégrale I’expression :
y(t) = JOf(t,y(t) +t [RJF(Ty(T)) — T f(s,(s))] -

3.3.1 Troisiémes Résultat

Théoréme 3.3.1 Supposons que :
(B1)  3HeRy|f(ty) —fto)<Hly—x|;7,y e Rt e J
(B2) I=gg e Tk (@— 1) +Ts* ']

Si I[H < 1, le probléme (3.3.1)) admet une unique solution sur J.

Preuve. O

Soit opérateur ¢ : C' (J,R) — C (J,R) définie par :

by (1) = Jf(ty(t) +t [RJ2F(T,y(T)) — J* f(s,y(s))] -

Pour démontrer ce théoréeme on démontre que 'opérateur ¢ est une contraction.

Soient x,y € C' (J,R), donc pour tout ¢t € J on a :

Wy () —da ()] = |Jf(ty(t) +t [RJ (T y(T)) — T f(s,5(s))]
—Jf(ta(t) =t [kJ* (T, a(T)) — 71 f (s, 2(5))] |
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Donc

[y (t) = ()] < |JOf(Ey(t) = JOf (¢t 2(0))]
+H|tk| T2 (T, y(T)) = T2 (T, 2(T))]

[T (s, y(s)) = T (s, 2(9))]-
D’ou

o) v 0] < shly—al [ (-0
+#k_2)ﬂ\y—x\/: (T —7)**dr
+ﬁlﬂy—x\/j (s — 1) 2dr

< %Iy—ﬂ E Fth(a—1)T*? +t5a—1] .

Par passage au sup sur J, on obtient :

[y — || < % [g +k(a—1)T 1 + Tsa—l] .

Et grace a I’hypothese (B2), 'opérateur ¢ est contractant, donc d’aprés le théoréme de point
fixe de Banach, 1 admet un seul point fixe.

D’on, l'existence et 'unicité de la solution de probléme (3.2.1) sur J.
Exemple 3.3.1 :

Considérons le probleme aux limites suivant :

=" (0)=0 (3.3.5)

Soient x,y € [0, +oo[ et t € J. Alors, on a :
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£ () = f ()] < o by =l

Donc, d’aprés le théoreme3.2.1, la condition (B1) est vérifiée avec T=1, s:% et kz% on a:

1 [T
I = — |—+4k(a—1)T* 4 Ts7!
F(a){a+ (v ) +Ts }
I S RO W +1%—1
B AR
1.09
~ —0.82.
e
D’ou
0.82
HI =22 -003< 1.
2% <

Donc le probleéme ([3.3.5)) admet une solution unique sur [0, 1].



CONCLUSION

Dans ce mémoire, on s’est intéressés a la théorie de C'aputo sur les dérivées fractionnaires.
On a présenté quelques propriétés permettant d’abordée le chapitre clé de notre mémoire.
Puis, par la suite, on a présenté quelques résultats sur I’existence et 'unicité des solutions de
certains problémes fractionnaires au sens de C'aputo. D’autres résultats sur ’existence d’une
solution au moins ont été aussi discutés.

Ces résultats ouvrent certains perspectives pour les lecteurs intéressés. On cite a titre d’exemple :
— Peut-on généraliser ces résultats & un parametres o quelle quand de R, ?

— Puis, quelle norme sera utilisée dans ce cas général ?

— Peut-on reprendre ces résultats en considérant ’approche de Riemann — Liouville ?

Voila quelques chemins a suivre.
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