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HISTORIQUE

La mécanique des fluides est ’étude du comportement de fluides (liquides et gaz). Leur
étude remonte a I’Antiquité, avec Archimede (287-212 av.J.-c.), on peut cité aussi Héron
d’Alexandrie qui a étudie la pression des gaz.

Aprés une longue interruption, I’étude des fluides reprend un essor véritable au XVéme
siecle, avec Leonardo da Vinci (1452-1519).

En 1738 enfin, Daniel Bernoulli étudie les fluides non visqueux. Parallelement, une
nouvelle théorie mathématique est en train de naitre qui va entre autres révolutionner la
compréhension mathématique du mouvement des corps, solides et liquides. Il s’agit du calcul
différentiel, avec d’abord Leibniz, Bernoulli, Newton et d’Alembert.

Jean d’Alembert mathématicien et philosophe francais soumet en 1749 un manuscrit
de 137 pages qui propose une nouvelle vision de I’hydrodynamique (dont le manuscrit a
aujourd’hui disparu), on doit néanmoins a d’Alembert, dans ce manuscrit, d’avoir introduit
dans I’étude de la dynamique des fluides les notions suivantes

-dérivées partielles
-champ de vitesse
-pression interne d’un fluide.

La premiére modilisation mathématique de ’écoulement d’un fluide parfait et visqueux
remonte & Euler au XVIII siécle. Il publie en 1755 un traité dans lequel apparaissent les équa-
tions aux dérivées partielles décrivant les fluides parfaits incompressibles voila les équations

d’Euler
9 4 (u-V)u=—Vp
divu=0

Par la suite plusieurs approches ont surgi pour donner la naissance aux équations
de Navier-Stokes, on doit a Navier (mathématicien et ingénieur francais) I'idée, en 1820,

d’introduire un terme supplémentaire a ’équation d’Euler

0
8—1;+1/Au:0



ol v est un coefficient de viscosité du fluide.
Stokes (mathématicien irlandais) en 1845 propose le modeéle suivant pour décrire 1’évo-
lution d’un fluide visqueux
% 4+ (u-V)u—vAu=—Vp
divu =0
Les chercheurs de 1’époque de Navier et de Stokes se sont rapidement convaincus que cette
démarche était vouée a I’echec. L’étape suivante a alors consisté de chercher a construire des

solutions approchées, par exemple sous forme de série de fonctions polynomiales, a la maniére

de Cauchy.




INTRODUCTION

La plupart des systémes physiques se modélisent par des équations aux dérivées par-
tielles non linéaires. L’objectif de ce mémoire est d’étudier 'existence de solutions faibles des
équations de Navier-Stokes incompressibles, ces équations décrivent 1’évolution temporelle
d’un fluide incompressible dans un domaine 2 borné de R?. Ce fluide peut étre de ’eau, ou
de l’air. Diverses variantes de ces équations se retrouvent en météorologie, océanographie,

magnétohydrodynamique...

On rappelle que les équations de Navier-Stokes incompressibles sur un domaine €2 borné de
R? traduisent le mouvement d’une particule de fluide visqueux incompressibles et s’expriment

de la facon suivante

( %—”j—i—(wV)u—uAu—i—Vp:f, dans €,
divu = 0, dans €2,

u = 0, sur 012,

[ u(t =0) = uy,
ou v est le coefficient de viscosité du fluide, u est sa vitesse (inconnue), p sa pression (incon-
nue), f une force extérieure (donnée). Et grace a 'incompressibilité du fluide divu = 0.

Ces équations doivent étre complétées par une donnée initiale ug et une donnée au bord

u=0.

Pour étudier ce systéme, il faut déterminer un espace fonctionnel dans lequel on va chercher
la solution. Le premier chapitre s’intitule donc naturellement :"Les espaces fonctionnels"
et comme premier modele de telles équations, nous allons revoir briévement la théorie des

équations différentielles ordinaires.

Le deuxieme chapitre est consacré a la démonstration du théoréme de J. Leray qui,

le premier, a établi en 1934 D'existence de solution faibles pour les équations de Navier-



Stokes, pour cela on introduit un probléme approché de dimension finie que 1’on résout gréce
au théoreme de Cauchy-Lipschitz, puis on prouve des estimations sur les solutions de ce
probléme approché. On utilise enfin les théorémes de compacité pour pouvoir passer a la

limite dans la formulation approchée.

Dans le troisiéme chapitre, on s’intéressera & 'unicité et a la régularité des solutions

faibles, et on va réccupérer la pression d’aprés la généralisation du théoréme de Rham.

La solution de ’équation de Navier-Stokes en 2D est présentée dans le dernier chapitre
par une application et simulation sur le logiciel Matlab pour sa simplicité a la réalisation des

programme ainsi que la représentation graphique qu’il apporte.




NOTATIONS

Ce(Q) =CH(Q)NC. ()

E est un espace de Banach
C* (10, T[, E)

Ce (10, T[, E)

un ouvert borné de R",

frontiére topologique de ) (bord de ),

un point générique (vecteur) de R™,

vecteur gradient de la fonction u,

opérateur laplacien de la fonction vectorielle u,

opérateur divergence de la fonction u,

le terme bilinéaire qui apparit dans [’équation de Navier-Stokes,
support de la fonction u,supp(u) = {z € Q, u(x) # 0}

la translaté de la fonction u,

espaces des fonctions k — fois continiment différentiables sur ),
espaces des fonctions continues a support compact dans 2,

espaces des fonctions k fois continiment différentiables
de 10,T[ dans E,

espaces des fonctions continues a support compact dans 10,T],



Chapitre 1

Notions préliminaires

Dans ce chapitre, on va déterminer les espaces fonctionnels tels que les espaces de
Lebesgue, des distributions et de Sobolev et on va rappeler quelques définitions et résultats
sur ces espaces ainsi sur la théorie des équations différentielles ordinaires.

1.1 Espaces fonctionnels
1.1.1 Définitions et propriétés élémentaires
Dans toute la suite {2 désigne un ouvert de R™ (n > 1).

— L’espace L? (2) de Lebesgue

On désigne par L' () I'espace des fonctions intégrables sur 2 & valeur dans R. On pose

Jull = | Juto)] da
Q
Définition 1.1.1 Soit p € R avec 1 < p < 00, on note

LP(Q) = {u: Q — R,u mesurable et |u|’ € L' ()}

ol = [ lutor da:)‘l’

L () ={u:Q — R, u mesurable et 3 une constante C telle que |u(x)| < C p.p. sur Q}

munt de la norme

Pour p = oo, on note

munt de la norme

lul| fo = inf {C, |u(x)] < C p.p. sur Q}
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Définition 1.1.2 Soit 1 < p < oo, on dit qu’une fonction u : Q — R appartient a LY ()

loc

ou localement intégrable si ulx € LP () pour tout compact K C €.

— Convergence faible et faible-x dans L? ()

Définition 1.1.3 Soit E un espace de Hilbert de dual E'. On dit qu’une suite (u,), d’élé-

ments de E converge faiblement vers u € E si
Vf S B f (un) = <f7 un>E/,E - <f7 u>E/,E = f (u>

Définition 1.1.4 On dit qu'une suite (f,), d’éléments de E' converge faiblement-+ vers
feFE si
Vuek fo (u) = <fn>u>E/7E_> <f>u>E/7E:f(u)

Proposition 1.1.1 Soit (u,), une suite bornée de LP (1 < p < 00), alors on peut extraire

de la suite (uy,), une sous-suite faiblement convergente c’est a dire
3 (Unk),, Ju e LP () Vo€ LY (Q) kli:m Un g p do = / u p dr
—JQ Q
oty L' () est lespace dual de LP (Q) avec % + 1% = 1.

Proposition 1.1.2 Soit (u,), une suite bornée de L™, alors on peut extraire de la suite

(un), une sous-suite faiblement-x convergente c’est & dire

I (unk),, FJueLl>(Q) Vepe L'(Q) Im [ ¢ do = /Qu o dx

k—o00

— L’espace D (f2) des fonctions tests

Définition 1.1.5 On note D (2) l’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur € dont

le support est compact et inclus dans ).
D) ={u:Q—C, uelC>*(), supp(u) compact}

— L’espace D' (f)) des distributions
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Définition 1.1.6 (Distribution)

On appelle distribution toute application
T:D—-C

linéaire et continue.

La variable d’une distribution est donc une fonction test, et 7' (¢) est un nombre complexe.
La valeur de T en ¢ sera noté

T () ou (T, ¢) .

L’ensemble des distributions a manifestement une structure d’espace vectoriel complexe avec
I’addition de deux formes linéaires et la multiplication par un scalaire. C’est ce qu’on

appelle le dual topologique de D que nous noterons D’
— Convergence d’une suite de distributions

Définition 1.1.7 On dit que la suite (T},), .y de distributions converge vers la distribution
T st
VoD (T, 0) = (T, ¢).

On gardera a l'esprit ce qu’on appelle la convergence d’une suite de fonctions au sens des

distributions

Uy Bou = Vo €D (un, ) — (u,0).

— L’espace W' (Q)) de Sobolev

Définition 1.1.8 Soit p € R. L'espace de Sobolev WP (Q) est défini par
u € LP (Q) ) 391,92, sy Gi € Lr (Q)

Whe(Q) =
() tels que /ug—;:—/gigp VoeCr(Q) i=1,2,...n
Q

Q

On pose
H'(Q) =W (Q).
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Pour u € W2 (Q), on note
ou

L’espace WP (Q) est muni de la norme

Lr

n
ou
wllyrn = llull g, + Zl o,

L’espace H' () est muni du produit scalaire

- ou Ov
(.00 = )+ 30 ()
- (A 3 L2

=1
2 2
L2

Définition 1.1.9 Soit 1 < p < oo. W, ” (Q) désigne la fermeture de C* (Q) dans W' (Q).

La norme associée

-

ou
al'i

n
[l o = (HUHiz +>
i=1

— L’espace W, (Q)

On note

H; () = Wy (9).

— L’espace dual de W, (Q)

Définition 1.1.10 On désigne par W=7 (Q) lespace dual de W7 (), et par H(Q) le
dual de H} ().

Proposition 1.1.3 (Inégalité de Poincaré)
Soit Q0 un ouvert borné de R™. Alors il existe une constante C' > 0 ne dépendant que de )
telle que

Vue HY Q) Jlulle < O Vull.

Lemme 1.1.1 Si Q) est un ouvert borné de R", alors
lull g = 1Vl

Théoréme 1.1.1 (théoréme de Rellich)
Linjection de Hj (Q) dans L? () est compacte.
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— Produit scalaire de H~! (Q) x H} (Q2)

Théoréme 1.1.2 Soit E un espace de Banach et soient w € H' (Q) et v € Hy (Q)
vl 1 _
ou o+ = 1

L’application {,) est bilineaire continue sur H='(Q) x Hy (), et

<U7U>H—1(Q)xH3(Q) < ||u||H*1(Q) HUHH&(Q)‘
— L’espace L (]0,T], E)

Définition 1.1.11 Soit E un espace de Banach, 1 < p < oo

On note

T
LP(0,T[,E) =< u:]0,T[ — E, mesurable, /||u||E dt < oo p,
0

munt de la norme

) ,
lallngorie = | Nully d
0

Pour p = oo, on note
L>(]0,T[,E) ={u:1]0,T] — E, mesurable, 3C >0 |jullz < C.p.p},

munt de la norme

[l e o1,y = NE{C > 0, lully < Cp.py.

— Compacité dans L? (]0,T[, E)
Soit u une fonction continue dans €2, pour A € R™ on définit sa translaté (7,u) dans Q —h =

{z —h:x € Q} par (Thu) = u(x + h)

Corollaire 1.1.1 Soient E et F' sont des espaces de Banach, F C E avec injection compact,
et 1<p<q<oo.

Soit A C LP(]0,T], E) tel que :

(a) Vw CC 0,17, sup |[Thu — ul| o, m) — 0 quand h — 0,

(b) A est bornée d(z;;,? LP(]0,T[,F)n L2(]0,T], E),

alors A est relativement compact dans LP (]0,T], E)
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— L’espace D (]0,T], F)

Définition 1.1.12 On note D (|0,T], E) l’ensemble des fonctions indéfiniment dérivables de

10,T[ dans E dont le support est compact
D(0,T[,E) = {u:]0,T[— E, weC=(0,T[,F), supp(u) compact }

— L’espace D' (|0,T[, F)
Définition 1.1.13 On note D' (|0,T[, E) l’espace des applications linéaires continues de

D (Q) dans E muni de la semi norme suivante

lullpgorey = 1w @) g Vo € D(Q)

— L’espace de Sobolev W7 (]0,T[, E)

Définition 1.1.14 Soit E un espace de Banach, et 1 < p < o0

On note

W (10,T[,E) ={u:ue L’ (J0,T[,E), o e L (]0,T[,E), i=1,..,n}

1
p

(0,77, E))

L>>(]0,T,E) )

Définition 1.1.15 Etant donné p < oo, on note Wy (10, T[, E) Uadhérence de D (0, T, E)
dans W (10,T[, E) .
on munit Wy (10,T[, E) de la norme de W' (|0,T[,E).

et, pour p < 0o, on munit cet espace de la norme

HUHWLP(]O,T[,E) = (HUHLP (0,T[.E 8@

pour p = o0,

ou

ou
ol ooy = 500 (Huummm |

8JIZ'

2 L°°(]0,T[,E),m’ ‘

~ L’espace W' (]0,T[, F)
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Définition 1.1.16 Soit EE un espace de Banach et 1 < p < oc.
on définit
W (10,T[,E) = {u eD (0,T[,E):u=mup+ ot 4. 490

st p < 0o on munit cet espace de la norme

3 =

“uHW*lm(}O,T[,E) inf (HUOHLp qo,r,E) T ||U1||Lp qorpe) Tt ||un||’£p(]o,T[,E))
POUT P = OO

||u||Wflv°°(]0,T[7E) = inf sup (HUOHLoo(]o,T[,E) ) ||U1||Loo(}o,T[,E) R ”unHLOO(]O,T[,E))

L’infimum étant pris pour toutes les décompositions de u en u = ug + 8“1 + ...+ g;f"
n

Théoréme 1.1.3 (de Rham)

Soit g € (D' (]0,T[, E))" telle que

n

Z (Givp;) =0 Yoe (D(Q)" telle que Zai%' =0

i=1 i=1

Alors, il existe p € D' (]0,T[, E) telle que Vi,

q; = O;p.

Formulation équivalente. Autrement dit, si
(q,) =0 Vo e (D ()" telle que V - o =0,

alors il existe p telle que
q = Vnp.

— La généralisation du théoréme de Rham dans le cas d’évolution
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Théoréme 1.1.4 Soit ¢ € D' (]0,T[, (H~*(2))")
Pour tout ¢ € (D ()" tel que V -1p =0,

(@, 90) () x (@) =0

Soit en outre ¢ € D (Q) tel que [, #0
(a) 1l existe p € D' (J0,T[, L% . () unique tel que
Vp =g, /pgodx:&
)
(b) Siqge W=t (]0,T[,(H*(Q))"), alors
p €W (10,7, L, ()
Lemme 1.1.2 Soit E un espace de Banach et T > 0. Alors

LY (]0,T[,E) c Wt (]0,T[, E)

— Les espaces V et H

Définition 1.1.17 On note

V={ue (D))" : V-u=0}.
V = La fermeture de V dans (H} (Q))".

H = La fermeture de V dans (L?(Q))".

Les espaces V et H sont donc munis respectivement des normes de (H} (2))" et de (L? (Q))" .

Théoréme 1.1.5 Les epaces V' et H sont des espaces de Hilbert séparable.
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1.2 Théorie des équations différentielles ordinaires
1.2.1 Théorie de Cauchy-Lipschitz

Théoréme 1.2.1 (Cauchy-Lipschitz)
Soient w un ouvert d’un espace de Banach FE et I un intervalle de R. On considére une

fonction F' mesurable de I x w dans E telle que
Vu€w, |[[F(t,u)ll € Ly, (I)
et telle que
V (ur, ug) € W2 || F(t,ur) — F(t,ug)|| < L(t) ||uy — us| avee L € L, (I)

Alors, pour tout point (tg,ug) de I X w, il existe un intervalle ouvert J contenant ty et une

unique fonction continue telle que

EDO  wu(t) =wuy+ /F (t,u(r)) dr.

to
1.2.2 Explosion en temps fini

Théoréme 1.2.2 Soit F' une fonction de R x E dans E satisfaisant les hypothéses du théo-
remd1.2.1] au voisinage de tout point de R x E. On suppose en outre qu’il existe une fonction
localement bornée M de Rt dans Rt et une fonction localement intégrable B de RT dans R™

telles que

IE(E )l < B () M (fJull) -

Alors, si lintervalle mazimalde définition de x est |T,, T*[, on a

T, > —o0o = limsup ||z(t)|| = 00 et T\ < 00 = limsup ||z(¢)]| = oo.

T T,
1.2.3 Lemme de Gronwall

Lemme 1.2.1 (de Gronwall)
Soit [a, b C R, C € R et z, ¢ deux fonctions continues sur [a,b| & valeurs réelles. On suppose

que @ est positive telle que
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l'inégalité suivante est vérifiée
t

2(t) < C'+ /go(s)z(s)ds, Va <t <hb.

a

alors, on a l’estimation

t

z(t) < Cexp /gp(s)ds , Va <t <b.

a



Chapitre 2

Existence de solutions faibles pour les
équations de Navier-Stokes

Dans ce chapitre, on va étudier I'existence de la solution faible de I’équation de Navier-
Stokes dans un domaine 2 borné de R?, pour cela on introduit des solutions approchés, puis
on démontre des estimations sur ces solutions et enfin on va passe a la limite pour obtenir

Pexistence de la vitesse w.

2.1 Probléme de Navier-Stokes

Soit © un ouvert borné de R%. L’écoulement d'un fluide homogéne incomperssible dans le
domaine {2 soumis a un champ de forces f est bien décrit par les équations de Navier-Stokes.

On s’intéresse donc au probléme suivant :

(%4 (u-V)u—vAu+Vp=f, dansQ x]0,T],
divu =0, dans Q x]0,T7,

u=0, surodf)x]0,T],

[ u(t =0) = uy,
— [ désigne un terme de force extérieure.

— ug est la vitesse initiale.

Les champs de vitesse u et de pression p sont les inconnues du systéeme de N — S. Ici,
2 2 2

_ 9%u _ Ou, : _ ou;

A= ;@, (u.V)u = .Zluia—% et divu = or,
1= 1,]= 1=
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— Propriété sur le terme non lineaire

Définition 2.1.1 Pour tout u,v,w € (H(Q))?, on définit

= 0v;
b(u, v, w) :/Q((UV) v) wdxr = i;/ﬂuia—;iwjdx
Lemme 2.1.1 La forme trilinéaire b est continue sur (H}(Q2))? x (H3(Q))? x (H3(2))? et
vérifie
Vu € V, Yo,we (H}(Q)?  bu,v,w)+ bu,w,v) =0,
Yu € V, Yuve (Hi Q)% b(u,v,v) = 0.

De plus, pour tous u € V et tous v,w € (Hy (Q)* on a
1 1 1 1
[6(u, v, w)| < Cllull g ([l f 10l Z2 ([0l Twll g

Dans la suite, pour tout u,v € V on note B (u,v) la forme bilinéaire continue de V' x V' a
valeurs dans V' définie par

(B (u,v) ,w}v,y = b(u,v,w)
Lemme 2.1.2 Soit u € L2 (]O,T[, (H} (Q))2> Alors
B (u,u) € L! (]O,T[, (H (Q))2>

2.1.1 Formulations faibles des équations de Navier-Stokes

Parmi les différentes formulations équivalentes possibles des équations de Navier-Stokes, nous
avons choisi d’en présenter deux trés proches qui nous semblent les plus agréables & manipuler.
— Fonctions tests indépendantes du temps

Dans cette premiére formulation, on ne considére que des fonctions tests indépendantes du

temps.
De fagon plus précise, au systéme (N — S) on associe le probléme suivant :

Trouver u € L?(]0,T[, V) telle que pour tout v € V on a

% Qu(t).v dx + /Q ((u(t).V)u(t)).v dx + l//QVu(t).VU dr = <f(t),v>H,1’Hé (2.1.1)
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au sens des distributions de D’ (|0, T7) et telle que u (0) = wuy.

Cette premiére formulation est, en un certain sens, plus simple que la suivante. Malheurese-
ment afin d’établir I'unicité des solutions, on sera amenés & prendre pour fonction test

les solutions elles-méme ou des différences entre deux solutions. Ceci n’est possible que dans

la formulation avec des fonctions test dépendant du temps.

— Fonction test dépendant du temps

Au systéme (N — S) on associe le probléme suivant

Trouver une fonction u € L* (]0,T[, V) telle que % € L' (]0,T[,V’), et vérifiant pour toute
fonction v dans C, (]0,T[,V)

Z<Z—?,v(t)>v/7vdt+2/ (1)) .v(t)dxdt

+1///Vu(t). t)dxdt =

2.1.2 Enoncé du théoréme de Leray

V-t dt (2.1.2)

o\ﬂ

Théoréme 2.1.1 (J.Leray)
Soient v > 0, uy dans H, et f dans L? (]O,T[, (H! (Q))Q) alors il existe un couple (u,p)
solution de (N — S), tel que pour tout T > 0,

(u.p) € (L= (0, T, H) N L* (J0,T[,V)) x W=+ (J0,T[, Li;,. (2))

2.1.3 Demonstration.

— Existence de solutions approchées
On sait que d’aprés le théoréme que V est un espace de Hilbert séparable, alors il existe
une base Hilbertienne {w;}, y.

Pour m € N, on note V,,, 'espace engendré par {ws, ..., w,} .
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On se donne f,, € C (|0, T[, (H™(22))?) telle que

||fm||L2(]07T[7( I(Q < ||f||L2 OT[( ( ))2) (213)

fm— f dans L*(]0,T[,(H"(Q))*) quand m — oo

On considére le probléeme approché suivant

Trouver u,, dans C* ([0,7T],V,,) vérifiant : pour j =1, ..., m,

/Q%um (1) .w; do+ V/QVum(t).ij dx —i—/ (U (8). V) up (). w; de = (fr, wj)q (2.1.4)

Q

/Q (t, (,0) — o)) w; d = 0 (2.1.5)

ou (, ) désigne (,) 2 et Up, (1) = Uy, (T, )

(H=1(2))*x (H3(Q))
En notant u,,; les coordonnées de u,,, c’est-a-dire

= > il (a)

Les équations et s’ecrivent : pour j = 1,...,m,

. d
Z%umz(t)/gwl w; d:U—i—VZum /le Vuw, dm+ZumZ Ypmie (1) /(wi.V)wk.wj dz = (fm(t),w;)q

i=1 i k=1 Q

Zumi(O)/wi.wj dx:/uo.wj dx
i=1 @ Q

En multipliant ces équations par l'inverse de cette ma,trice{ fQ W;.W; }l el OO obtient un

systéme équivalent qui s’ecrit : pour ¢ = 1,...,m

m

u,m +Z%umj+zbwkum Vit (1) = _di (fon (1), ;)

J,k=1 j=1

m

Jj=1
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D’aprés le théoreme de Cauchy-Lipschitz, ce systéeme de m équations différentielles
ordinaires & m inconnues et de m conditions initiales admet une unique solution de classe C*!
définie sur un intervalle du type [0, 7,,[ ou 0 < T,,, < T.

Il s’agit maintenant d’établir des estimations d’énergie sur u,, indépendantes de m qui nous

assureront tout d’abord que 7;, =T

— Majoration des solutions approchées

Soit t € ]0,T},[, en multipliant I’équation [2.1.4] par u,,;(t) et sommant en j, de 1 a m, il vient
j

/%um (1) .um(t) dx+1//|Vum | da:+/9( m (). V) U (1) um (t) doz = (frn(t), um(t))q
(2.1.6)

On a

4 _li|u |2
at ) T g g1t

2dt/ |tm (t) dx—l—y/ IV (1) dz = (frn(£), um (t))g (2.1.7)

On majore le second membre, en utilisant le lemme et 'inégalité de Young (2ab < a? + b?)

Donc

[ (8); tm (D)) @ < [ fon [ g 1o (E) | 113
< Nl [Vum @]l 2

v 2 2
< SV (®)llz2 + 55 [ fnll i

Il en resulte que, Vt € |0, T),|

1
/|um d:c—i—z// Vi (OF do < |l (2.1.8)
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D’autre part : en multipliant I’équation par u,,;(0) et en sommant en j, de 1 a m, il

vient :

/|um (z,0) dz = /uo(:c).um(:c,O) dx

Q

En intégrant de 0 a t on en déduit, Vt < T},

t

t
/|um(t)|2 dx + V/ |V, (8)|* dadr < /|u0 ()] dz + %/ | fnll1 dr
Q 00 0 0

2 2
= lluollz + 5 I1£1I7:

En prenant d’une part le supremum en ¢, et d’autre part ¢ =T, et grace a , on a donc

démontré

Lemme 2.1.3 Pour tout m € N, on a les majorations

1
2 2 2
sup [[um|lz2 < [luollze + — Il f1z2

>4im

Tm
1 1
2 2 2
19l dr < ol + 5 1512
0

La premiére conséquence de ce lemme est que, pour m fixé la solution u,, est bornée sur

0, T},,] indépendamment de 7}, ce qui prouve par le théoréme d’explosion en temps fini pour

les équations différentielles ordinaires que 7,, = 1. En conséquence, les estimations sont

valables avec T, = T.

— Majoration des variations par translation

Pour h > 0, on note (Tpuy,) (t) = u,, (t + ). La translaté 7,u,, est définie dans |—h, T — h|

donc la variation vérifie Ty, — U, € C*(]0,T — h[, V)
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On va montrer qu’il existe un réel C' > 0 indépendant de m et de h tel que

1
VYm, Vh >0, |7 httm — um||L2(}O7T7h[7(L2(Q))2) < (O hi (2.1.9)

En intégrant I’équation detat+h,ou0<t<T—h,onobtient

t+h t+h

/um (t+h)—un(t) w; de = / (fm,wj)g dT — / / VNV U, Vw; 4 (U V) Uy w; dx dT
Q Q
t

t

Multiplions cette équation par tu,,; (t + h) — wy,; (t) et sommons en j de 1 & m. Il vient

t+h

/Q|um(t—|—h)—um(t)]2 dr = /(fm(r),um(t+h)—um(t)>ﬂ dr

/ /QVV“’”(S)'V (U (t + h) = up, (t) dz dr

t+h

_//ﬂ(um(S)Vum(s))(um (t+h) —un, (t) do dr

En majorant les termes de second membre, il vient

t+h

/Q|um (t+h) — up (t)|2 < ||V, (t+ h) = Vuy, ()||,2 /gm (1) dr

9 (1) = o (Il (D g1 + ¥ [Vt (T) | 12 + [Vt (7)1 72)

En intégrant de 0 & 7" — h, on obtient

T—h T—h t+h
/dt/ |t (t + h) =t ()] da < /dt|]Vum(t+h)—Vum(t)HL2 /gm<7') dr
Q
0 0 t

En utilisant Fubini, le second membre vaut

t+h

/gm (7) dT/ [Vt (4 B) — Vg (8)]] 2 dt

t

D’apreés 'inégalité de Holder et le lemmd2.1.4]
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N|=

1
T—h T—h 2 [T—h

/y|Vum(t+h)—vum<t)\|L2dt < /12dt /||vum(t+h>—vum(t)y|§2dt
0 0
T

0

" ;
< /12dt // \Vty, (t+ h) — YV, ()]3, dt
0 o 79
T 2
< 272 // |V | i
Q
0
< o
De plus, grace a I’équation [2.1.3
t+h t+h t+h t+h

[on@ar = [ 1t @lardr+ [v1Vun @Olladr+ [ 190, O] dr

t t
T
2
T / 1Vt
0

t

1
2 2

T
1
< 0 / T
0

< Cgh%

T
s / 1Vt
0

Donc

T—h

/dt/ [t (t 4+ h) — up, (1)) daz < cicah?
Q0
0

Ce qui établit la majoration.

— Passage a la limite

Nous avons établi dans le lemme que la suite (u,),, est bornée dans L> (]0,T[, H) et
dans L? (]0,T],V)
D’aprés les propositions et [1.1.2] il existe une fonction u et une sous-suite de (uy,),,

toujours notée (u,,),, pour s’implifier les notations,vérifiant
Um — u dans L> (]0,T[,H) faiblement — x
Uy, — u dans L? (]0,T[,V) faiblement

D’autre part pour tout 0 < a < b < T, I'’équation2.1.9| entrain que
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sup || TaUm — umHLz(]a,b[,(L%Q))?) — 0 quand h— 0

En outre, (u,,),, est bornée dans L* (10, T'[, (H}(£2))?) et I'injection de (H] ())? dans (L (Q))?
est compacte d’aprés le théoréme de Rellich. Donc, d’aprés la caractérisation des com-
pacts donnée au corollaire la suite des u,, est relativement
compacte dans L? (]0, T[,(L? (Q))2> :
D’ou

Uy — u dans L? <]O, T[, (L? (Q))2>

Et par conséquent

U, — u dans L* (10,7, H)

— Obtention de I’équation faible et la condition initiale

Etant donnée v € V, on le decompose en v = Zajwjet soit 1) une fonction continue difffé-
j=1

rentiable dans [0, 7] avec ¢ (T') = 0 et ¢ (0) # 0. On multiplie I’équation par ¢ (T')

et on integre par parties de 0 a 7', on obtient

T T
[ (T w, dt—l—V[ U, (1), wip (T')) dt

+7b m (£) w53 (1)) = (tgym, w;) +7 ) wiyp (T)) dt

En passant a la limite dans chaque terme de 1’équation, pour le terme non linéaire on fait

appel au lemme suivant

Lemme 2.1.4 Sila suite u,, converge versu dans L* (|0, T[,V) faiblement et dans L* (|0, T[, H)

fortement alors pour toute fonction w dont les composents de classe C* ([0, T])

/b(um(t),um(t),w(T))dte/b(u(t),u(t),w(T))dt
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On obtient :
—/<u<t>,¢'<T>v>dt+u/<u<t>,w<T>>dt+/b<u<t>,u<t>,w<T>>

= (u0,0) % (0) + / (F (1) v (T)) dt (2.1.10)

D’autre part, on multiplie I’équation2.1.1| par v, et on intégre le premier terme par parties,

on obtient :

[ @y [ o eo@)ies [o@. .o m)

— (u(0), )0 (0)+ [ (F ()00 ()t

Par une comparaison avec [2.1.10, on obtient :

(u (0) = uo,v) 1 (0) =0

donc

u (0) = ug
d’ou, il vient dans D’ (]0,7T7)

4
dt Jq

u(t).v dz —l—/

Q

((u(t).V)u(t)) v do + 1// Vu(t).Vu de = (f(t),v}HA’H& (2.1.11)

Q



Chapitre 3

Régularité et unicité des solutions
faibles

Dans ce chapitre on va étudier I'unicité et la régularité de la solution obtenue dans le chapitre

précédent ainsi I’éxistence de la pression en utilisant la généralisation du théoréme de Rham.

3.1 Reégularité de u

Lemme 3.1.1 Soitent E un espace de Banach et u,g € L' (|0,T[, E). On note E' le dual
topologique de E. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
1. u est égale presque partout a une primitive de g : pour presque tout t € [0,T] et pour

(el ona
T

u(t) =C+ /g(T) dr.
2. Pour tout ¢ € D (]0,T7)

T T
Jutty vy at =~ [0 vie) at
0 0

3. Pour toutn € E', on a au sens des distributions

%(uy n) = {g9,m)
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Théoréme 3.1.1 Soit V un espace de Hilbert séparable et soit a (u,v) une forme bilinéaire

continue dans V X V' et coercive, i.e, il existe o > 0 tel que
a(u,v) > allul} YueV
Alors, pour tout | dans V', le dual topologique de 'V, il existe une et une seule u € V, tel que
a(u,v) = (l,v) YoeV

Lemme 3.1.2 1[I existe une constante K (T, ug, f) > 0 telle que pour tout m

On a

D’aprés le théoréme3.1.1} on a pour tout u € V, la forme v — (Vu, Vo) est linéaire et continue

di,,

W SK(T,uo,f)

L2(J0,T[,V")

Démonstration.

dans V, donc il existe un élément de V', on le note par Au tel que
(Vu, Vo) = (Au,v)
D’autre part, d’aprés I'équation [2.1.4 on a :

duy,
<_u —yAum~|—(um-V)um—fm,v> =0
dt V/,V

En utilisant la majoration du lemme2.1.1] on obtient

i

di,,

dt

IN

V| At ||y + 1B (i, i) lyr =+ || iy

V/

IN

Cllumlly + [wmll g2 1tmll g2 + | fnll e
<l (1)

ou h,, est une suite de fonctions bornée dans L?(]0,T[), d’apréd2.1.3| et les estimations
fournies par le lemmed?2.1.3| Ainsi

T
< / hZ (t) dt
L2(jo, TV’ m
0

Donc d’aprés la propositionI.1.0] et le lemméd3.1.T], on obtient

it
dt

u' € L*(]0,T[, V")
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Lemme 3.1.3 Soient V, H et V' tels que V' et le dual de V avec V C H C V'
Si une fonction u € L? (|0, T[,V) et sa dérivée u' € L?(]0,T[,V'), alors u est égal presque

partout & une fonction continue de [0,T] dans H.

Théoréme 3.1.2 (régularité) la solution u de probléme de (N — S) wverifie
we C([0,T], H)

Démonstration.

Les deux lemmes et précédents permettent alors de conclure.

3.2 Probléme d’unicité
Théoréme 3.2.1 La solution u de probléme de (N — S) est unique.

Demonstration.
On considére u; et uy deux solutions faibles de [2.1.2et on introduit © = u; — us. La fonction

u vérifie donc pour toute fonction v € L% ()0, T[,V)
T

7<%u(7).v (7))o y dadr + / / (u(r). V) u(r) d:cd7+7 / (u(7). V) us(7)) v (7) dadr
+7 / (un(7). V) (7)) v (7) dadr + y7 / Vu(r). Vo (7) dzdr = 0

Pour tout ¢ € 0,77, la fonction v (1) = 194 (7) u (7) est dans L? (J0,T[, V), on obtient :

Sl + [ [vivue)Pasdr+ [bur), v (r)ar = o)1

En utilisant ’estimation du lemme [2.1.1} et I'inégalité de Young, on obtient
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@)+ v [ 196 dr
0

< Lu(0)]2 +/!b(u(7),u2(7)-u (7)) dr

IA

t
%HU(U)Hiﬁ/HVUz(t)HLz [l = [Vu®)]l 2 d7
0

IN

t
Sl + 4 [ 1Vu@) e dr+ & [ 1900 o) dr
d’ou 'on déduit . ’ !
a1 < I3 + 3, [ 1900) 3 fu(o) 2 dr
0
On peut donc appliquer le lemme de Gronwall et obtenir

t
1
vt € [0,7], [Ju(®)lzz < [lu(0)]7: exp ;/ IV (t)|I72 dr

Or, uy (0) = uz (0) = up et donc u(0) = 0, et ainsi pour tout ¢ € [0,7], on obtient u (t) =0

ce qui prouve I'unicité des solutions faibles.

3.3 Obtention de la pression

Si v € V, I’équation faible [2.1.11| peut s’écrire, dans D’ (]0,T),

<—d—u—|—uAu—(uV)u—l—fv> =0.
dt DD
D’autre part, on a
d
_d—?+mu— (w.V)u+ f e W (10,T[,(H ' (2))?)

En effet,
u € L>(]0,T[,(H 1 (Q))?) ce qui entraine, par définition de W1 (]0,T[, E) que
du c Wt (]0,T[, (H ' (Q))?), d’aprés le lemme [2.1.2) m le terme non linéaire

appartient a L' (]0, T[, (H~1 (Q))?

qui est inclus dans W1 (]0, 77,

et les autres termes appartiennent a 'espace L' (]0, T, (H~* (Q2))?)

)
(H™ ( )) ) d’aprés le lemme m
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La généralisation du théoreme Rham donnée au théoréme [1.1.4] montre alors qu’il existe

pe D (]0,T],L2. () telle que

loc

d
Vp:—d—iz—H/Au—(u.V)u—l—f

et par conséquent,

peW=r>(0,T7[, L;,.())

loc



Chapitre 4

Applications et simulations

Dans ce chapitre, On va utiliser un maillage (grille) réctangulaire pour discrétiser dans
I’espace le systéme de Navier-Stokes par la méthode des différence finies et dans le temps par

la méthode d’Adams-Bashforth & deux pas.

4.1 Les différences finies

La méthode des différences finies propose une approche pour evaluer en pratique des valeurs
exactes, elle consiste a remplacer les dérivées partielles par des différences divisées.
Considérons le probléme de Cauchy suivant

{ u'(t) = F(t, u(t))
u(0) = ug

— Approximation des dérivées
Dérivées premiéres

Uiy1,5 — Ui—1,5
(ug); ; === (4.1.1)

Dérivées seconds

wo Wiy = 2Wig Ui Wigo1 = 2yt Ui

AUi,j ~ (Ux:v>z‘7j + (Uyy)id' ~ 2 12 (412)
@ y

4.2 Les principales méthodes numériques

Les principales méthodes de résolution numérique sont séparées en deux grands types

— Les méthodes a un pas
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Pour ces méthodes, le calcul de la valeur discréte u,,; au noeud ¢, fait intervenir la valeur
u, obtenue a l’abscisse précédente. Et parmis les méthode principales les plus utilisées en

choisissant la méthode d’Euler explicite, dont I'algorithme est :
ug donné
{ Ups1 = Uy + AE (tn, up)
— Les méthodes a pas multiples

La méthode d’Adams-Bashforth a deux pas
ug donné
uy calculé avec une méthode & un pas (dans notre cas méthode d’Euler explicite)
Up+1 = Up + % <3F (tnv un) - F (tnfb unfl))
ou h désigne le pas de temps.

4.3 Deéscritisation de I’équation de Navier-Stokes

On considére ’équation de Navier-Stokes incompressibles en deux dimensions d’espace dans

un domaine réctangulaire Q = [0, ] x [0,,)]

U A 1P = — (U?), — (wv), + v (Uge + 1)
Ve 1y = = (0%), = (u0), v (Ve + vy) (4.3.1)
Uy +vy, =0

Les conditions au bord sont :

u(z,l,) = un(z) v(z,ly,) =0
u(z,0) =ug(x) v(z,0) =0
u(0,y) =0 v (0,y) = vo (y)
u(ly,y) =0 v (le,y) = ve (y)

Les équations seront discrétisées sur un maillage de type différences finies en utilisant n,

points de discrétisation suivant la direction x et n, points suivant la direction y
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es partielles de v (En éliminant la pression)dans4.3.1| par|4.1.1]et 4.1.2|

2.

7

érivé

On remplace les d

i
5
S >
| |<
[}
i
LT
3
S
I
5
3
.j7-/
L
S 8
| |<
| N
2
i
by
=
I
8
3

Vij+1 — Vij-1
2h,

Vit1j — Vi—1

i1 — 2Uij + Wij1
h

Uyy

Uit — 2Uij + Uiy,
h

2
)
Vi1 — 2Vij + Vi
h

Uyy

donc les équations [4.3.1] deviennent

— Uij-1

2h,

1,5 Ui j+1
+ Uij

2h,

Uiq1,5 — Ui—

Uijip + Wi

(4.3.2)

i1 — 2Wij + Ui jy
h

+

Uir,j — 2Uij + Uiy,
h

=Vv

— Uij-1

2h,

1,5 V5, j+1
+ vy

2h,

Vit1,j — Vi

Vij¢ + Uij



4.3 Déscritisation de I’équation de Navier-Stokes 30

_ (UH_LJ‘ — 20,5 + Vi1 i Uij+1 — 20i5 + Uivj_l) (4.3.3)

n2 02

Wit1,; — Ui—15 i Wig+1 — Uij—1
2h, 2hy

On écrit les équations [.3.2] et [£.3.3] sous la forme suivante

=0

wijr = Fy (u,v)

vijr = Fy (u,v)

On discrétise ces équations en temps et en espace, en utilisant la méthode d’adams-Bashforth2
* n h no,n n—1 , n—1
ut=u +§(3Fu(u,v)—Fu(u ")

vt ="+ g (3F, (u",v") — F, (u"~', 0" 1))

On corrige maintenant les champs u*, v* pour obtenir les champ de vitesse u™*! et v

I’équation de la correction est

dp
ntl .« _  _p7F
U U E
Un+l _ U* — _h@

dy

En passant a la divergence, on obtient

div o+ = MO
v - pOa?

2
div v* = E@

p 0y?
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ANNEXE

Le programme principal
% Reésolution de I’équation de Navier-Stokes dans un domaine réctangulaire par la méthode
% des différences finies et les schémas d’Euler explicite a un pas et d’Adams-Bashforth a
deux pas
% 06/2012
clc; close all; clear all ; format compact
global dens vis dt nX nY nXp nYp Ix ly boundU boundV boundP N hx hy
% initialisation des variables et le grille
initVar;
X, ¥, Xp, ¥p, u, v, p] = gridlnit;
%1 = Explicit Euler
%2 = Adam Bashforth 2
firstStep = 1;
solver = 2;
nMaxCycles = 1000 ;
nSave = 20;
% Conditions aux bords
% [les murs de grille]
% Mur = 1 (u,v)
% Mur = 2 (p)
Uin=0.0001
boundU = [1 0; %right
2 Uin; %left
3 0; %bottom
4 0]; %rop
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boundV = [1 0;
20;
30;
4 0];
% Condition initiale
u( :, :) = Uin;
% initialisation de la matrice
[A f]=PresProjlnit() ;
t=0; dtStart=dt ;nCycles = 1; firstlterate=1;
while nCycles<nMaxCycles
nCycles
% Calculer uStar, vStar
if solver ==
% Euler explicite
[uStar,vStar,fu,fv] = explicitEuler(u,v);
elseif solver ==
% Adams bashforth2
if firstIterate==1
[uStar,vStar,ful,fvl] = explicitEuler(u,v);
firstIterate = firstIterate + 1;
else
[uStar,vStar,ful,fvl] = adamsBashforth2(u,v,ful,fv1l);
end
enr
% Conditions aux bords pour uStar et vStar
for i=1 4
uStar = boundaryConditions(uStar,boundU(i,1),boundU(i,2)) ;
vStar = boundaryConditions(vStar,boundV(i,1),boundV(i,2)) ;
end

% Obtention de la pression



4.3 Déscritisation de I’équation de Navier-Stokes iii

[u,v,p] = PresProj(x,y,uStar,vStar,A,f) ;
% Calculer la continuité (résidu)
res=zeros(nX,nY);

Yores(2 :nX-1,2 :nY-1)=(u(3 :nX,2 :nY-1)-u(l :nX-2,2 :nY-1))/(2*hx)+(v(2 :nX-1,3 :nY)-
v(2 :nX-1,1 :nY-2))/(2%hy) ;

for i=2 :nXp-1

for j=2 :nYp-1
res(i,j)=1/2*(u(i,j)-u(i-1,j)+u(i,j-1)-u(i-1,j-1)) /hx+...
/25 (Vi) (35D (i-1)v(-Li-1) /by
end

end

if mod(nCycles,nSave)==

figure(2)
render(u,v,p,res,x,y,xp,yp,t,dt,nCycles) ;
pause(0.2) ;

end

if mod(nCycles,100)==0

firstIterate = 1;

end

if nCycles==10

firstIterate = 1;

dt = dtStart*10;

[A f]=PresProjInit() ;

nCycles

end

if nCycles==20

firstIterate = 1;

dt = dtStart*20;

[A f]=PresProjlnit() ;

nCycles
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end

if nCycles==40
firstIterate = 1;

dt = dtStart*100;

[A f]=PresProjInit() ;
nCycles

end

if nCycles==80
firstIterate = 1;

dt = dtStart*200;
[A,f]=PresProjlnit() ;
nCycles

end

t=t+dt ;

nCycles = nCycles+1 ;
end

figure(3)

plot(y(nY-1, :),u(nX-1, :),’b’) ; title(’La vitesse u’)

xlabel(’y’), ylabel('u’)

Les fonctions

function initVar()

global dens vis dt nX nY Ix ly hx hy

%dens = densité du fluide

%vis = viscosité du fluide

%dt = le pas de temps

%nx = le nombre des points de grille dans la direction x
%ny = le nombre des points de grille dans la direction y
%lx = la largeur du grille

%ly = la longueur du grille
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dens = 1000
vis = 1e-6;
dt = 5e-5;

% Les variables du grille(maille)
nX = 20;
nY = 20;
Ix = 0.01;
ly =0.01;

function [x, y, xp, yp, u, v, p|=gridInit()
% la matrice de la pression

global dens vis dt nX nY nXp nYp Ix ly N hx hy
nYp=nY+1;

nXp=nX;

x=zeros(nX,nY);

y=zeros(nX,nY);

xp=zeros(nXp,nYp);
yp=zeros(nXp,nYp);

u=zeros(nX,nY);

v=zeros(nX,nY);

p=zeros(nX,nY);

for i=1 :nX;

x(i, :)=Ix*(i-1)/(nX-1) ;

end

for j=1 :nY;

y( ) =ly*(-1)/(Y-1);

end

for i=1 .nXp;

xp(i, )=Ix*(i-1.5)/(nXp-1) ;

end
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for j=1 :nYp
yp( j)=ly*(j-1.5)/(nYp-2);
end

hx = 0.5%(x(3,2)-x(1,2));

hy = 0.5%(y(2,3)-y(2,1));

figure(2)

plot(x,y,”.”,’color’,’r’,’markersize’,5), hold on
plot(xp,yp,”*’,’color’,’b’ 'markersize’,5)

plot(]0 0 1x-1/2*hx 1x-1/2*hx 0],[0 h h 0 0], color’,’g’)

N=zeros(nXp,nYp) ;

for i=1 :nXp

for j=1 :nYp

N(i,j)=i+(j-1)*nXp;

end

end

-

function [u] = boundaryConditions(u,direction,value)
global nX nY split;

if direction == 1
Yoright

u(nX, :) = u(nX-1, :);
elseif direction ==
Yoleft

u(l, :) = value;

elseif direction ==
%bottom

u( :,1) = 0;

elseif direction == 4
%orop

u( :,nY) =0;
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end

function [A f]=PresProjlnit()

global dens vis g dt nX nY nXp nYp Ix ly boundU boundV boundP N split hx hy
A=sparse(nXp*nYp);

f=sparse(nXp*nYp,1);

for i=2 :nXp-1
for j=2 :nYp-1
A(N(i) N(i-1,)=dt /dens/hx"2;
A(N(i,j),N(i+1,j))=dt/dens/hx"2;
A(N(i,j),N(i,j))=-2*dt/dens/hx"2-2*dt /dens /hy "2 ;
A(N(i),N(ij-1))=dt /dens/hy~2;
A(N(i,j),N(i,j+1))=dt/dens/hy " 2;
end
end

% Conditions aux bord

%right boundary

i=nXp;

for j=2 :nYp-1

AN INGD=[1];

end

%left boundary

i=1;

for j=2 :nYp-1

A(NG),NG) NG+ ) =[1 1]
end

%lower boundary

J=1;

for i=2 :nXp-1

ANGI)LING) NGH+D)=[1-1];
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end

%upper boundary

J=nYp;

for i=2 :nXp-1

AN(L),[NG) NG-DD=[1 -1];

end

function [u_f] = NS_fu(u,v)

global vis nX nY hx hy;

u f=u;

%u_f = -B-C-D+vis*(E+F)

B = u(2 :nX-1,2 :nY-1).*((u(3 :nX,2 :nY-1)-u(1 :nX-2,2 :nY-1))/(2*hx)) ;

C =v(2:nX-1,2 :nY-1).*((u(2 :nX-1,3 :nY) - u(2 :nX-1,1 :nY-2))/(2*hy));

E = (u(3 :nX,2 :nY-1) - 2*u(2 :nX-1,2 :nY-1) + u(1l :nX-2,2 :nY-1))/(hx*hx) ;
F = (u(2 :nX-1,3 :nY) - 2*u(2 :nX-1,2 :nY-1) + u(2 mX-1,1 nY-2))/(hy*hy);
u_ f(2 :nX-1,2 :nY-1) =- B- C + vis*(E 4+ F);

function [v_f] = NS _fv(u,v)

global vis nX nY hx hy;

v f=v;

%v_f = -B-C-D+vis*(E+F)

B = u(2 :nX-1,2 :nY-1).*((v(3 :nX,2 mY-1)-v(1 :nX-2,2 :nY-1))/(2*hx)) ;

C =v(2 :nX-1,2 :nY-1).*((v(2 :nX-1,3 :nY) - v(2 :nX-1,1 :nY-2))/(2*hy)) ;

E = (v(3 :nX,2 nY-1) - 2*v(2 :nX-1,2 :nY-1) + v(1 :nX-2,2 :nY-1))/(hx*hx);
F = (v(2 :nX-1,3 :nY) - 2*v(2 :nX-1,2 :nY-1) + v(2 :nX-1,1 :nY-2))/(hy*hy);
v_f(2 mX-1,2 mY-1) =-B- C + vis*(E + F);

function [uStar,vStar,fu,fv] = explicitEuler(u,v)
global dt hx hy;
fu = dt*NS_ fu(u,v);
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fv = dt*NS_fv(u,v);
uStar = u + fu;
vStar = v + fv;

function [uStar,vStar,fu,fv] = adamBashforth2(u,v,ful,fvl)
global dt hx hy

fu = dt*NS_ fu(u,v);

fv = dt*NS_ fv(u,v);

uStar = u + 3/2*fu-1/2*ful;

vStar = v 4 3/2%fv-1/2*fv1;

function [u,v,p]=PresProj(x,y,uStar,vStar,A,f)

global dens vis dt nX nY nXp nYp Ix ly boundU boundV boundP N hx hy
for i=2 :nXp-1

for j=2 :nYp-1
f(N(i,j))=1/2*(uStar(i,j)-uStar(i-1,j)+uStar(i,j-1)-uStar(i-1,j-1)) /hx+...
1/2*(vStar(i,j)-vStar(i,j-1)+vStar(i-1,j)-vStar(i-1,j-1)) /hy ;

end

end

corner=[1 nXp nXp*nYp-nXp+1 nXp*nYp]|;

fixed = logical(zeros(1,nXp*nYp));

fixed(corner)=1;

free = "fixed ;

% resoudre 1’equation de la pression

pt=sparse(nXp*nYp,1);

pt(free)=A(free,free)\f(free) ;

p=zeros(nXp,nYp);

for i=1 :nXp

for j=1 :nYp

(i) =Dt (N(i));
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end

end

% Calculer nouveau u, v

u(2 :nX-1,2 :nY-1) = uStar(2 :nX-1,2 mY-1) - dt/(2*rho*hx)*(p(3 nX,3 :nY)-p(2 :nX-
1,3 :nY)+p(3 :nX,2 :nY-1)-p(2 :nX-1,2 :nY-1));

v(2 mX-1,2 :nY-1) = vStar(2 :nX-1,2 :nY-1) - dt/(2*rho*hy)*(p(3 :nX,3 :nY)-p(3 :nX,2 :nY-
1)4+p(2 :nX-1,3 :nY)-p(2 :nX-1,2 :nY-1));

% Conditions aux bord

for i=1 :4

u = boundaryConditions(u,boundU(i,1),boundU(i,2));

v = boundaryConditions(v,boundV(i,1),boundV(i,2)) ;

end

function render(u,v,p,res,x,y,xp,yp,t,dt,nCycles)

global vis Ix ly hx hy

clf;

subplot(2,3,1), surf(x,y,u) ;title('u vitesse’), axis([0 Ix 0 ly]), view(3)
shading interp;

subplot(2,3,2), surf(x,y,v) ;title(’v vitesse’), axis([0 Ix 0 ly]), view(3)
shading interp;

subplot(2,3,3), surf(xp,yp,p) ;title("pression’), axis([0 Ix 0 ly]), view(3)
shading interp;

ax4 = subplot(2,3,4),quiver(x,y,u,v), hold on, surf(x,y,(u.”2+v."2),’FaceAlpha’,0.6),shading
flat ;title(’champ’), hold on, axis([0 Ix 0 ly]);

% axis equal

set(ax4,”CLim’,[min(min((u.”24v.”2))) max(max((u.”2+v."2)))]);
lgmax = (max(max((u.”24v."2))));

lgmin = (min(min((u.”24v.~2))));

lgsp = linspace(lgmin,lgmax,20).”3/lgmax "2
contour(x,y,(u.”24+v.~2),lgsp) ;
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hold off,axis([0 Ix 0 ly]) ;
subplot(2,3,5), surf(x,y,res) ; title(['residual’]), axis([0 Ix 0 h]), view(3)
shading interp;

rey = sprintf('max reynolds number Re : %f’, max(max(u*max(w,h)/mu)));
couU = sprintf(’'max Courant number U : %f’, max(max(u*dt/hx)));

couV = sprintf(’'max Courant number V : %f’, max(max(v*dt/hy)));

pec = sprintf('max Peclet number : %f’, max(max(u*hx/mu)));

resmax = sprintf(’'max residual : %f’, max(max(abs(res))));

resavg = sprintf(’sum residual : %f’, sum(sum(res)));

prdt = sprintf(’dt : %f’, dt);

prt = sprintf(’t : %f’; t);

prcycles = sprintf(’# Cycles : %f’, nCycles) ;

uicontrol(’Style’, "text’, ’String’,rey, Position’, [900 200 200 70]) ;
uicontrol(’Style’, "text’; ’String’,couU, Position’, [900 180 200 70

)

D;
uicontrol(’Style’, "text’, ’String’,couV, Position’, [900 160 200 70]);
uicontrol(’Style’; text’, *String’,pec, Position’, [900 140 200 70]) ;

uicontrol(’Style’; 'text’, ’String’ ,resmax, Position’, [900 120 200 70]) ;

uicontrol(’Style’, "text’, ’String’,prdt,’Position’, [900 80 200 70]) ;

&
&
&
&
uicontrol(’Style’, "text’, ’String’,resavg, Position’, [900 100 200 70]);
&
uicontrol(’Style’, "text’, ’String’,prcycles,’Position’, [900 60 200 70]) ;
&

uicontrol(’Style’, "text’, ’String’,prt, Position’, [900 40 200 70]) ;



CONCLUSION

D’aprés les travaux fondamentaux de J.Leray en 1934, on dispose d’une bonne théorie
d’existence et d’unicité de la solution des équations de Navier-Stokes dans le cas bidimension-
nelle, ainsi on remarque que la solution que ’on construit vérifie Cfl—qt‘ € L*(]0,T[,V") et que
'on peut donc prendre des fonctions test qui appartiennent & L? (|0, T[, V), En particulier,
on peut prendre la solution u elle-méme comme fonction test.

Ces équations ont une grande utilisations dans la mécanique des fluides malgré que leur
étude mathématique est loin d’étre totalement achevée, et de nombreuses choses restent a
comprendre !

Depuis 1934, on sait que le probléme de Navier-Stokes est bien posé en deux dimensions
d’espace. En dimensions trois en revanche la situation est beaucoup moins claire car 'unicité
est encore un probléme non résolu. Si on veut étendre ce probléme a I’analyse semi classique,

est-ce-qu’ on peut I'expliquer et avoir une unique solution 7.
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Résumé

Les équations de la mécanique des fluides occupent une grande place privilégiée dans la
théorie des équations aux dérivées partielles. Ce travaill est consacré donc a 1’étude d’une
équation de I’hydrodynamique. Nous avons limité ce travail a 'exposé des résultats d’exis-
tence, d'unicité et de régularité dans un domaine borné de R?. Donc notre travail est consacré

en grande partie a la démonstration du théoréeme de J.Leray.

Mots clés

Equations de Navier-Stokes incompressibles, pression du fluide, vitesse du fluide, fluide

homogene, solutions faibles.
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