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Résumé

Ce travail est consacré a I’étude d’une équation différentielle abstraite compléte du second
ordre de type elliptique :

" (@) + (L~ M) () — 3 (LM + ML)u(x) = f (2) 1)

Sous les conditions aux limites de Robin généralisé dans 'espace L (0, 1; X)

(O ®

Ou L, M et H sont des opérateurs linéaire fermés dans un espace de Banach complexe X,
aves LM # ML , f € LP(0,1; X) et dg, u; sont des éléments donnés dans X.

Le but est d’obtenir I’éxistence, I'unicité et la régularité maximale de la solution, ¢’ést-a-dire
une fonction u telle que

u € W?P(0,1; X)NLP (0,1; D (MyLy) N D (LyM,))
ueM(LM%—Mm
u(0) € D(H)

u satisfait (1), (2)

Ce travail est une synthese de I'article de M.Cheggag , A. Favini , R . Labbas , S. Maingot,
Kh . Ould Melha "New Results on Complete Elliptique equations with Robin boundary
coefficient-operator conditions in non commutative case". Bulletin of the South Ural State
University. Ser. Mathematical Modelling, Programing & Computer Software (Bulletin SUSU
MMCS), 2017, vol. 10, no. 1, pp. 70-96

la méthode utilisée est basée sur la construction d’une représentation de la solution a 1’aide
des semi groupes.

Mots clés : EDA elliptique; conditions de Robin généralisées dans le cadre non
commutatif; Semi groupes analytiques ; régularité maximale .
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INTRODUCTION

Dans ce mémoire on fait la synthése de I'article de M.Cheggag , A. Favini , R . Labbas , S.
Maingot, Kh . Ould Melha "New Results on Complete Elliptique equations with Robin boun-
dary coefficient-operator conditions in non commutative case". Bulletin of the South Ural
State University. Ser. Mathematical Modelling, Programing & Computer Software (Bulletin
SUSU MMCS), 2017, vol. 10, no. 1, pp. 70-96
On étudie ’équation différentielle abstraite compléte du second ordre de type elliptique (en
abrégé EDA) :

u" (z) + 2Bu' (z) + Au(z) = f (x) (1)

dans X espace de Banach et f € LP(0,1; X), avec des conditions aux limites de Robin a
Coefficient opérateur :

' (0)+ Hu(0) =dy , u(l) =uy (2)
pour obtenir une solution vérifiant ’existence, 'unicite et la régularité maximale c¢’est-a-dire
une fonction u telle que

)uew2p(o, :X)NL? (0,1; D (A)), ' € L? (0,1; D (B))
i) u(0) € D (H)

i11) u verifiant (1) et (2)

Pour étudier le probléme (1) et (2), on considére un cas plus général en supposant des
opérateurs linéaires fermés non commutatifs L,,, M, en fonction d'un parameétre w > 0, ce
qui rameéne a traiter le probléme :

u’ (2) + (L — My) v () — 3 (LwMy + MyLy)u(z) = f(z) z € (0,1)
u’((l())) — Hu (0) = dy (3)

avec L,=B—-+vB?-—A ; M,=—-B—+vB?2—-A
On s’intéresse a I'existence et I'unicité d’une solution classique du probléme (3), c¢’ést-a-dire
une fonction u telle que

uwe WP (0,1; X)NLP(0,1; D (MyLy) N D (Ly,M,))
u GLP( 1,D(Lw_Mw))
u(0) € (H)

u satisfait (3)

L’étude du probléme (3) est faite dans un cadre non commutatif, plus précisement :
My Ly # Ly My,
Remarque : Le commutateur de deux opérateurs P et () sur X est définie par :

{ D([P;Q]) = D (PQ) N D(QP)
[P; Q¢ = PQE —QPE € D([F;Q])
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Dans ce travail on suppose que :

Xest UMD

Définition : Soit X un espace de Banach et p € ]1;400] , on dit que X est UMD si et
seulement si la transformation de Hilbert est continue dans L? (R; X)
Le cadre non commutatif a été étudié dans larticle [5] pour le probléme de Dirichlet suivant,

{ u" (x) + 2B (z) + Au(z) —wu (x) = f(z) =€ (0,1)
uw(0) =up, u(l)=1u

avec w > 0 assez grand
Dans ce travail on utilise les conditions aux limites de Robin généralisées en O :

u' (0) — Hu (0) = dy

avec H opérateur linéaire fermé .

Les techniques utilisées sont basées sur les semi groupes, la théorie des sommes d’opérateurs
(Papproche de Dore-Venni ), le théoréme de réitération dans la théorie d’interpolation.

Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

-Le premier chapitre est consacré & un ensemble de rappels sur les outils mathématiques
qu’on utilise dans ce travail : les notions d’opérateurs lineaires fermés, les semi-groupes, défini-
tions de quelques espaces fonctionnels, les espaces d’interpolations et les sommes d’opérateurs
de Dore-Venni.

-Le deuxiéme chapitre, comporte quatre parties :

Dans la premiére partie, on donne les hypotheses et le résultat principal.
La deuxiéme partie contient certains lemmes techniques .

Dans la troisiéme partie, on construit une représentation de la solution du probléme (3)
en utilisant la formule de représentation de la solution dans le cas commutatif, pour obtenir
une équation intégrale vérifiee par la solution classique éventuelle u = (L, + .Mw)_2 v du
probléme (3), cette équation intégrale est écrite sous la forme

v+ R, (v) =F, (f)+T

ou R,, F,, et I, dépendent de L,,, M,, ce qui nous permettera d’écrire
w= (Ly + M) (I + Ry) ™ (B (f) +Tw)) -

Dans la quatrieme partie, on étudie la régularité de la solution.
-Le troisiéme chapitre est une comparaison entre notre travail et celui du cas commutatif
traité dans le récent papier [1].
-Au dernier chapitre, on donne un exemple concret ’EDP auquel on applique les résultats
obtenus.



Chapitre 1

Rappels

Ce chapitre est constitué d’un rappel de quelques notions fondamentales utilisées dans ce
travail.

1.1 Définitions et propriétés des opérateurs

Définition 1.1 Soit X un espace de Banach, on dit que A est un opérateur linéaire sur X
si et seulement si c’est une application linéaire définie sur un sous espace vectoriel D (A)
( D (A) le domaine de définition de A ) de X & valeur dans X i.e:

A:D(A)C X — X est linéaire.

Proprietés :
Soit A un opérateur linéaire sur X, on dit que :

1 Aest bornési: D(A) =X et sup ||Az| < +o0

llell<1
et on écrit : A € L (X)

2 A est fermé si et seulement si pour toute suite (z,,), .y € D (A)
D (A
telleque:{ Tn =0 { v € D(4)

Az, — vy Arx =y
3 A est fermable si et seulement si pour toute suite (x,), .y € D (4)

telle que :
{ z, — 0

Définition 1.2 On appelle ’ensemble résolvant de opérateur A et on note p (A) ’ensemble :
p(A)={ eC:(A- M)~ existe dans L£(X)}

les éléments de p (A) sont appelés les valeurs résolvantes de A et si A € p(A), on définit la
résolvante Ry (A) de A au point A par
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Ry (A) = (A= D)™

Définition 1.3 On appelle le spéctre de A et on note o (A) ensemble
o (4) = C\ p(A).

Les éléments de o (A) sont appelés les valeurs spectrales de A.

1.2 Les Semi groupes fortement continus

Définition 1.4 Soit X un espace de Banach, on définit un semi groupe sur X par une famille
{G (t)},5, d’opérateurs linéaires bornés vérifiant :
i) propriété algébrique : G (t+s) =G (t).G(s) Vt,s€R,.
i1) Identité dans £ (X): G(0)=1
i1i) propriété topologique : tlirg}r Gt)r=x.VzeR
Remarque 1.1 : si i) est vérifiée pour tout s,¢ € R alors {G (t)},.r est dit groupe.

Définition 1.5 générateur infinitésimal d’un Cj-semi groupe

On appelle générateur infinitisémal d'un Co-semi groupe (G (1)), U'opérateur A défini par :

D (A) = {I €X: linlm existe dans X}
t—0

Vo € D(A), Az = lim ¢W=2

t—0t t

1.3 Semi groupe analytique

Définition 1.6 Soient X un espace de Banach et A tel que :
A={2eC:p <argz < ,y,p; <0<y}, une famille {G (t)},_, forme un semi groupe
analytique dans X si elle vérifie :
i) z — G (z) est analytique
it) G(0)=1 etVre X, ZligloG(z)m =z
zZEA
ZZZ) Vzl, 29 € A, G (21 + 22) =G (21) G (22)

Générateur infinitésimal d’un semi groupe analytique :

Théoréme 1.1 Soit A: D (A) C X — X un opérateur linéaire tel que
1. A est fermé
2. D4 est dense
3. p(A)D{AeC*\ ReA>0}et VA e p(A):
| =)y < - YL >0
Alors A est générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe analytique tel que :
L 3AM>0:Vt>0: |G|z <M

2. Vt>0,G(1) € L(X,D(A)) et [AG ()]0, < 4.
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1.4 Définition de quelques espaces

Définition 1.7 Espace de Banach
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet

Définition 1.8 Espace métrique complet
Un espace métrique (X, d) est complet si toute suite de cauchy dans X est convergente

Définition 1.9 l’espace [?
On appelle espace L? I’ensemble des fonctions mesurables telle que

(/|f|pdm>p < +00 et on note : f € LP

Définition 1.10 ’espace LP

Soient (F; T; m) un espace mesuré et 1 < p < +o00 ; on définit 'espace L§, (E;T'; m) comme
I’ensemble des classes d’équivalence des fonctions de £P pour la relation d’équivalence égalité
presque partout (= p.p)

Définition 1.11 Espace séparé
On dit que l'espace topologique (E;T) est séparé si :
Vee EEVye Eix#y — eV (x),JweV(y):vNw=2¢
telle que : V' est I’ensemble des voisinages de x

1.5 Les espaces d’interpolation

Soient Fjy, Fideux espaces de Banach, tout deux inclus dans un méme espace vectoriel topo-
logique séparé E.

On consideére les espaces EyNE; et Ey+E; (espace de a € E de la forme a = ag + a1, a; € E; C E)
munis des normes (respectivement) :

||a||E0ﬂE1 = max (“aHEO ) ||a||E1)
lallgor, = inf (laollg, + llaallz, )

ce sont des espaces de Banach et on a :
EocNEy,CE, CEy+E (E CEp).

On appelle espace intermédiare (entre Fy, Ey) tout espace vectoriel topologique localement
convexe séparé F telle que :

EcNE, CECEy+ By

Définition 1.12 Soit X un espace de Banach, on désigne par L2 (R, X) (1 <p < 400)
I’espace de Banach des fonctions f fortement mesurables définies pour presque tout ¢t € R,
a valeurs dans X telle que :
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hSAl

Lo(ryx) < TO0

' dt
Jisor) =1
0

soit p € [1,+oof et ¢ € [0, 1], on dit que = € (Ey, E1),, 'espace intermédiare entre Eg N E,
et Ey + E; si et seulement si :

i) Vt>0,3ug (t) € By, us € Byt & = ug () +uy (1)

ii)  t %y € LY (Ey) et t'7%y € LP (E))

Espaces de Besov

Définition 1.13 Soient n € N\ {0}, s > 0 et 1 < p < 4o00. On définit I'espace de Besov
x — zty
BY®Y) = {p e ®): (o) — O ¢ (e re)

1+
+P

lz—y]
puis pour s > 1 entier

By :={peW "(R"): D% € B, (R"),|a| = s — 1},
et enfin pour s non entier
1 ny .__ s, n
B, (R") := WP (R").
Définition 1.14 Soient n € N\ {0},s > 0et 1 < p < oo et Q un ouvert de R". On définit
BLQ) = {p = ), 0 € BS (R}

Définition 1.15 Soient m,n € N\ {0},s > 0 et 1 < p,q < co. On définit I’espace de
Besov

n

([T ([ e ree—t-2000) %) < oo},

1 ny .__ n
B! (R") := {g&E LP (R,
k=1

et pour 0 < s <1

B, {90 @) ([T ([ et -ewr) %) < oo}

k=1

puis

By (RY) = {p € WP (R") : D € BL, (R"),Ja] = m — 1}

et enfin pour m < s <m+1

B (R") := {pe W™ (R"): D% € By " (R™), || = m}
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ou (e, ..., e,) est la base canonique de R™
Définition 1.16 Soient n € N\ {0}, s > 0,1 < p,q < 00 et Q un ouvert de R™. On définit

By, (R") == {p =1 ¥ € B, (R")}

Dans le cas particulier p = ¢, on a le résultat suivant.
Définition 1.17 n € N\ {0}, s > 0,1 < p,q < 0o et 2 un ouvert de R".On a

B;, (R") = B (R")

et
B;q (Q) = B; (Q)

Théoréme 1.2 ([6] p .681) Pour 1 <p < +ooetl1l<g<+4oco;o0na
(W™ (R"); L (R"))g, = Byid ™" (R")

Proposition 1.1 ([6] p .683) Soit une variété différentielle de classe C"™ de dimension n de
bord de dimension n — 1 contenu dans R",alors pour 1 < p < +ooet 1 <qg <400 on a

(W™ (Q); LP (R™)),, = Bri = (Q)

1.6 Théorie des sommes d’opérateurs approche de Dore-
Venni

Dans un espace de Banach X, on considére I’équation suivante :

Au+Bu=f

ou A et B sont deux opérateurs linéaires fermés de domaines D4 et Dp inclus dans X et on
pose 'opérateur somme L telle que :

Lu = Au+ Bu
ue DyNDg

cette approche s’applique pour un espace UM D X et donne des résultats pour tout f dans
X et utilise des intégrales des puissances complexes de A et B qui sont des opérateurs BIP.

Définition 1.18 Espace UMD
soit X un espace de Banach et p € |1,+oo[,on dit que X est UMD si et seulement si la
transformation de Hilbert est continue dans L” (R, X).

Définition 1.19 Transformation de Hilbert
soit € € ]0,1[ et p € |1, 4+00[,Vf € LP (R, X) :

Hf =lim H.f (z _11m/f r=s)
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Définition 1.20 Opérateur BIP

Soit A un opérateur linéaire fermé on dit que A est BIP si

VseR, A" € L(X) et IK >0,304€[0,7n] VseR:|[A"]| < Kexp(|s|6a)

Les hypotbéses de approche de Dore-Venni sont les suivantes

Dpg denses dans X, vérifiant :

Soit X un espace de UMD et A, B sont deux opérateurs linéaires fermés de domaines D4

A) D ]|—00,0] et AM4 >0VA>0: |[(A+ N
(DV1){p() |00, 0] et M, It

HL(X)S%
p(B) D]—00,0] et 3 Mp>0VA>0:|(B+)) 1||L(X)§%
(DV2) {VA e p(-

A) V€ p(=B) : (B+pu) " (A+ N

= (A+ NN (B+p)”

VseR, A € L(X) et IK >0,304 €[0,7],Vs e R: ||A*|| < Kexp(|s|0a4)
(DV3){ VseR, B e L(X) et I K >0,30p€[0,7[,Vs € R:||B*|| < Kexp(|s]|0p)
€A+93<7T

Téoréme 1.3 (Dore- Venni)

Soit X un espace UM D et sous les hypothéses (DV1),(DV2)
est fermé et il existe L' € L£(X)

tel que :

1 A—sz—l

Ll'=— | ——dz

e SIN Tz
Y

ol 7 est une courbe verticale continue dans la bande {z € C: 0 < Re < 1}

1.7 Application de approche de Dore-Venni

On considére le probléeme de Cauchy abstrait

u(t)+Au(t)=f(t) ,0<t<T
(PC){ u(0) =0

—

ou: feX=LP((0,7);Y),1<p<+ocoetY est UMD = X est UMD
A: D (A) — Y un opérateur linéaire fermé de domaine dense tel que

3C >0: [[(A+A)” H<Lv>\>0
L+A

Et £ — A% est un groupe fortement continue dans £ (X) vérifiant

3C > 0: ||A%|| < Cexp (04 1€]) etd < 04 <

>1

2

et (DV3), 'opérateur L
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On pose
{ B:D(B)—Y
Bu =/
et
{ D(A) = {u e LY (0,T,Y),u(t) € D(A)}
(Au) (t) = Au ()
donc

(Pc) = Bu(t)+ Au(t) = f(t), dans X

On montre que B est linéaire fermé : R~ U {0} C p(B) et VA > 0;|[(A — B)_1H < ﬁ’—m
De plus

Vs € R;B” € L(X):s — B" groupe et |B*|| < Cy (1+ %) e(5lsl).

Théoréme 1.4 Vf € LP(0,T;Y), 1 < p < +00, le probléeme de Cauchy admet une unique

solution u tel que :
u€ W (0,T;Y)NLP(0,T; D (A))

Remarque 1.2 : A générateur infinitésimal d’un semi groupe analytique et :
t
u(t) = /e(t_s)Af(s)ds
0

on a
t

Au(t) = A/e(t_S)Af(s)ds

pour tout f € LP (0,T;Y), X espace UM D alors le probléeme (Pc) admet une unique solution

u telle que :
u€ W (0,T; X)N LP(0,T; D (A))

et donc  Au e LP(0,7Y).

1.8 Espace d’interpolation et réitération

soit # € (0,1),q € [1,400[,m € N,u € R et V un opérateur linéaire fermé sur X

vérifiant ], +00[ C p (V) et sup || A (V — )\I)_IHC(X) < +o0,
)

on considere l'espace d’interpolation (X, D (V)),, -

On définit (X, D (V)),, 19, = {gb eD(V™),Vme e (X,D(V))qu} quand 6 # % .on peut

utiliser le résultat de réitération

(X, D (V2))y, = (X, D (V) (1.3)
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etona: (D(V),X),,=(X,D(V)),_,, donc dapres (1.3) on a :
(D(V?), X)y, = (X, D (V) g, = (X, D (V) g (1.4)

et
V@ < (X7 D (vDG,q < pE (X7 D (V>>1+9,q '



Chapitre 2

Hypothéses, représentation et
régularité de la solution du probléme

2.1 Hypothéses et Résultat principal

On étudie le probléme

u’ (2) + (L — My) v (x) — 3 (LwMy + MyLy)u(z) = f (z), z € (0,1)
uw (0) — Hu (0) = dy
u(l) =uy

posé dans X un espace de Banach, f € L?(0,1; X), 1 <p < +oo;uj,dg € X , w >0
Les opérateurs L,,, M,, et H sont linéaires non bornés, on suppose que :
X est un espace UM D (2.1.1)

et qu’il existe un réel positif fixé wy tel que les opérateurs linéaires fermés L,, et M, vérifient :

3Co > 0;YVw > wy : 0, 4+00[ C p (Ly) N p (M)

ket (L) = ker (M,) = {0} , R(Ly) = R(M,) = X (212)
supH)\(Lw —)\I)flnax) < Oy et sup”/\(Mw—/\] < Cy

A>0 A>0

>71 HE(X)

Et
361,05 € ]0,2[,3C > 1:Vw > wy,Vs € R
o (FLw) (M) € LX) (2.1.3)
1= L)l < O et [[(=Mu)® gy < Ce®

Remarque 2.1.1 Grdce aux hypothéses (2.1.2)) et (2.1.3)), pour w > wq, —L,, et —M,, appar-
tiennent o la classe BIP(X,0) [10, Definition 1, p. 431]. Puisque 6,605 € }O, %[, L, et M,
générent des semi-groupes analytiques unifomément bornés dans X, respectivement (efL“f)

et (efM“’)QO [10, p. 437].

£€20
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Pour tout w > wy , on suppose :

D(Ly,) =D (M,), (2.1.4)
D ((Ly + M,)%) € D ((My — Lu)?), (2.1.5)
L, + M, est inversible dans £ (X) (2.1.6)

On considére 'opérateur :
Ay = (M, — H) + e*v et (L, + H)

qui sera, dans un certain sens, le déterminant abstrait de notre probléme, alors on suppose
que

Yw > wg, A, est inversible dans £ (X) (2.1.7)
Et
Ve € D (Ly),Yw > wo, A€ € D (L, + M,)?). (2.1.8)
Le commutateur est donnée par
Cronty, = (MyLy — LyMy) (Ly + M)~ (2.1.9)

= [Mw§ Lw] (Lw + Mw)72 .

L’hypothése de non commutativité est

Vw 2 wo, |CL, at, |l £x) < X (w) (2.1.10)
avec
X : [0, +00[ — R* avec lim x (w) =0 (2.1.11)

On verra que dans des cas concrets, on a
c
X (w) = — pour w assez grand, avec c,a > 0
w
Le commutateur défini en (2.1.9)) a été utilisé pour la premiére fois par Favini et al.[4].

Remarque 2.1.2 de Uhypothése (2.1.6), on déduit que (L., + M,)?* est fermé.

Remarque 2.1.3 nous n’avons pas supposé que L, et M, sont inversibles comme dans
Cheggag et al.[1,2].

Remarque 2.1.4 Supposons (2.1.1)) ~ (2.1.10), on verra alors dans le lemme 1 ci-dessous
que

D (L,M,) N D (M,Ly,) = D ((L, + M,)?).
Supposons que le probléme a une solution classique u. Donc
we€ W2 (0,1, X) N LY (0,1; D (L + My)?)) et u(0) € D (H)
qut implique

w(0),u(1) € (D (Ly + M,)? X) 1, = (XD (L + Mw)2)1_%7p

(2.1.12)

Voir [6] .
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Remarque 2.1.5 par le théoréme de réitération, nous avons

(Xv D ((Lw + Mw)z))lfﬁm = (X> D ((Lw + MU})))Q*%,;D
= (X, D (Lw))

I+1-+.p
= (6D (L) Luv € (XD (L), )}

donc
u(0),u(1) € D(L,) = D (M,) (2.1.13)

Le résultat principal de ce travail est :

Théoréme 2.1.1 On suppose (2.1.1)) ~ (2.1.10)

Soit f € LP(0,1; X),1 < p < 4+o0. Alors il existe w* > wy tel que pour tout w > w* les deux
assertions suivantes sont équivalentes:

1) le probléeme admet une unique solution classique u
2) ur, Agldy € (X, D (L + My)*), (2.1.14)
2.2 Lemmes techniques

Dans les calculs qui suivent, la dépendance en w n’étant pas nécessaire, on dénote L., M,,
A, par L, M, A.

Lemme 2.2.1 On suppose (2.1.2) « (2.1.5). Alors
1. D(LM) = D (M?) et D(ML) = D (L?),
2. D((L+M)*) =D(IL*ND(M?) =D(ML)ND(LM),
3. D((L-M)*—(L+M)*)=D(LM)ND(ML)=D ((L+ M)?).

Preuve.

1. Voir [4, lemme 2.2 p. 1499].

2. La preuve peut étre trouvée dans [9], nous donnons les détails :
Soit ¢ € D ((L + M)Q) , il existe & € X, tel que

¢=(L+M)"¢.
Alors
M¢ = M(L+M)_2§:%(I—(L+M—2M)(L+M)_1) (L+M)"¢
%(1— (L—M)(L+M)™")(L+M)"¢
%<L+M)1g—%(L—M) (L+M)%¢
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mais (L + M)~ ¢ € D (M) et de (2.1.5) ,on a
(L—M)(L+M)?¢€D(M).
d’ou 2M(/§ € D(M) donc ¢ € D(M?). En échangeant les roles de L et M, on obtient ¢ €
frjlx(féslment, Soit ¢ € D (L*) N D (M?).Alors
Loe D(L)=D(L+ M) et Mp € D(M)=D(L+ M)

donc (L+ M) ¢ € D(L+ M), ainsi ¢ € D ((L + M)?).
3. L’assertion 2 et ’hypothése (2.1.5) permettent de déduire

D((L-=M)*—(L+M)*)=D((L+M)*) =D(LM)ND (ML)

g

Lemme 2.2.2 Supposons (2.1.1) ~ (2.1.9) . Pour tout opérateur S, S € {L, M, L + M,L — M?},
on a

LS(L-D)",S(L+M"eL(X)
2. S(L—M)(L+M)2 SS(L+M)%eL(X)
3. (L+H)AN Y, (M+H)A ' e L(X)

Preuve. La preuve est basée sur les hypothéses(2.1.4) ~ (2.1.10]) et la remarque suivante :
Si S est un opérateur linéaire fermé sur X (ou une somme d’opérateurs linéaires fermeés sur

X)et W e L(X) avec W (X) C D(S) alors SW € L(X). O

Lemme 2.2.3 Supposons(2.1.1) ~ (2.1.7)) . Alors

1. (L+M)? =1L+ LM+ ML+ M? et pour ¢ € D((L+ M)?) on a
(L+ M)’ = L6+ LM+ ML + M2

LM+ ML=1((L+M)%—(L—M)?

[(L—M);(L+M)" | =—-2[M;(L+M)"] =2[L;(L+M)"]

CCow =L+ M)[(L—-M);(L+M) ] (L+M)™

L+ H)A T = (L+ M)A Y+ eteM (L+H)A T

L+ M)TIM —(L+ M) Cpm (L+ M) =M (L+ M) et

(L+M)"'"L+(L+M)"'Coy(L+M)=L(L+M)"
M(L+M)""M+3(L—M)(L+M)" Cpy(L+ M)

=M — (L —MYM(L+M)™"
L(L+M™L+
1L

< IS B JUR N
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8 M+ (L—M)M(L+M)"—(LM+ML)(L+M)"=0sur D(M).
L—(L-M)L(L+M)"' —(LM+ML)(L+ M) " =0sur D(L)

Preuve. O

Pour le point 1 et 2 voir la preuve du lemme 2.2 dans [4] et pour le point 3 voir le lemme 2.1
dans [4].

4. On a

Com = [M;L)(L+ M)
= (ML—LM)(L+ M)

et pour ¢ € D ((L+ M)?)
(L+ M) (L—M)é= L2 — LM+ MLo — M2
(L — M) (L+M)p=L2+LMp— MLp — M2

alors

(L+M)(L-—M)—(L-M)(L+M))p=2(ML—LM)¢

d’ou

—~

Coym = (ML—LM)(L+ M)
((L+M)(L—=M)—(L—M)(L+M))(L+M)?

(L+M)(L-M)(L+M)" = (L+M)"(L-M)(L+M"

NI RN DN -

(L+M)[(L—M);(L+M(L+M)™"
5. 1l suffit d’écrire
(L4+M)""At releM(L+H)A =1

= [(L+M)+e*e™(L+H)—(M—-H)—e"e”(L+H)|A™
= (L+H) 'A™

6. D’apres le point 4, on a

(L+ M) Cpp (L+M) = [(L_M);(LWLM)A} (*)

N | —

puis, en utilisant 1’assertion 3, on obtient

(L+M)"'M—(L+M)" Cop (L+M) = (L+M)1M—%[(L—M);(L+M)l}
= (L+M)"' M+ [M;(L+M)™]

= M(L+M)".
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La deuxiéme égalité est obtenue de la méme maniere .

7. D’aprés I'assertion 3 et (*), on a

M(L+M)_1M+%(L—M)(L+M)C’L7M(L+M)
= M(L+M)_1M+E(L—M) [(L—M);(L+M)"
= M(L+M)1M—%(L—M) [M; (L + M)

= M(L+M)—1M—1(L—M)M(L+M)—1+%(L—M)(L+M)—1M

2
1 1
= M(L+M)*1M—§(L—M)M(L+M)*1+§M—M(L+M)*1M
1 1
= §M—§(L—M)M(L+M)_1.

De méme, on obtient
L(L+M)™" L+ 3(L—M)(L+M)Cpy(L+M)=3L—-4(L~M)L(L+M)".

8. Sur le domaine D (L) = D (M), on a d’aprés I'assertion 2
M+ (L—M)M(L+M)™" = (LM + ML) (L+ M)™"
11 _
= M+ (L-MM(L+M) 1+5 (L—M)*—(L+M)?) (L+M)™"

= M+(L—M)M(L+M)_1+%(L—M)Q(LJrM)_l—%(LJrM)

—~

L—M)M(L+M)1+%(L—M)2(L+M)1—1(L+M—2M)

2
_ %(L—M)[2M+(L—M)](L+M)_l—%(L—M)
= (L= M) (L M) (L + M)~ (L M)
=0

La deuxiéme égalité est obtenue de maniére similaire
Nous avons également besoin des résultats classiques suivants.

Lemme 2.2.4 Soit f € [P (0,1; X);1 < p < +o00, sous les hypotheéses (2.1.1)) , (2.1.2)) , (2.1.3)
et Qe {L,M} on a :

1. x— K (z, f) :Qfe(‘”_s)Qf (s)ds € L?(0,1; X).
0
2. z— F(z,f) fole“—m)Qf (s)ds € L7 (0,1; X).

T
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3. 2~ T (x,f) :Qfle(”s)Qf (s)ds € L*(0,1; X).
0

7p‘

S

4. OflesQf (s)ds, b}e(ls)Qf (s)ds € (D(Q),X)

Preuve. 1) X étant UM D et () un opérateur linéaire fermé dans X vérifiant les hypothéses
de Dore-Veni, alors :

v(z) = /Ox @R f (5) ds

est la solution stricte et unique du probléme de Cauchy :

@)+ Qu(z) = f(x)
(Pc).{ v (0) = 0

alors, en appliquant le théoréme (1.3) et la remarque (1.2) (voir chapitre rappels) sur ce
probléme de Cauchy (P.), on obtient

v e WY (0,1;X)NLP(0,1;D(Q))

Donc
K(.,f)eLP(0,1;X)

2) En posant t = 1 — s, on obtient :

1
K@) = Qs (s
m1
— Q/6(31+1x)f (S) ds
1

_ Q/em—x)—(l—snf (s) ds

x

xT

1—
= Q[ =D f (1 —t)dt
/

= F(Q-2),f(1-4)
doncz — K (z,f)=x— F((1—=x),f(1—.)) € LP(0,1; X) d’apres 1.
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1
T(xz,f) = Q/e(“s)Qf(s) ds
Ox 1
= Q 6(ers)Qf (s)ds +Q e(oﬁJrs)Qf (s)ds
/ /

1
= Q / e@=Qe2Q £ (5) ds + Q /e(sm)QeMQf (s)ds

= F (m, eQ'Qf) + UK (x, f)

donc, d’apres 2
z— F (2,6*?) + K (2, f) € L7 (0, 1; X) .

4) C’est une conséquence du point 1 et 2, on procéde comme dans la remarque 3, on utilise

T 1
T / e@Qf (5)ds, x> / DL (s)ds € WHP(0,1; X) N LP (0,1, D (Q))
0 T
[l

Lemme 2.2.5 On suppose (2.1.1) ~ (2.1.8) et ¢ € (D (Q), X) avec Qe {L, M} . Alors

1
;vp ’

1. (L+ M)A o e (D(Q),X)
2. (L+H)A'pe(D(Q),X)

P

Sl e

p

Preuve.
1. On pose T'= (L + M)A, alors T est un opérateur linéaire continu de X dans X.
En utilisant 'hypothese (2.1.8), on obtient

T(D (L)) c D(L) et T € £(D (L), D (L))

(ici D(L) est un espace de Banach muni de la norme de graphe). Alors; en utilisant les
propriétés de I'interpolation, on trouve

TeL ((X,D (L)1,,(X,D (L))%,p)

p

Voir [8, p. 19].
2.D’apres assertion 5 du lemme (2.2.3) , on a

(L+H) AN '=(L+MA ! +eteM(L+H)A =T
donc, d’apres le point 1, on obtient

(L+H)A 9 e (D(Q),X)

P

D=

pour ¢ € (D(Q), X)

7p‘

|
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2.3 Représentation de la solution

De méme dans cette partie, la dépendance en w n’est pas necessaire. On suppose qu’il existe
une solution clasique u de , Nous esssayerons d’obtenir une équation vérifiée par

v()=(L+M)*u() (2.3.1)

On commence par rappeler que la solution dans le cas commutatif s’écrit sous la forme
suivante :(Voir 1)

u=®4+V+d
o, pour presque tout x € [0, 1]
T 1
O (z) =(L+ M)l/e(x_S)Mf (s)ds+ (L+ M)~ / eI f (5) ds (2.3.2)
0 T
1
U(r) = —(L+ M) e™ (L4 o)A~ / 1= £ (5) s (2.3.3)
1 0
+(L+ M) e (L+ H)AT [ e f (s)ds

0
1

— (L4 M) et=aEM (L 4 H) /eSLf (s)ds

0
1

(L+ M) "ell=oL [I—e(L+H)A e /e(l_s)Mf (s)ds
0
et
d(z) = eMA ) — eI ILeMALg) 4 e Me L(L+H) Aty + (2.3.4)
e(l—x)Lul 6(1 x)L M L (L+ H)A uy.
Voir Cheggag et al. dans [1, p.63]
Maintenant, dans notre cas non commutatif puisque v satisfait ,

pour presque tout z € (0,1)
ona:

d(z) = (L+M)™" / ele—s)M [u (5) 4+ (L — M)/ (s) — % (LM + ML) u (5)} ds
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alors @ s'écrit:

Ou

d5(z) = —% (L+M)"" /0 @ OM (LM + ML) u(s)ds
Do (z) = —% (L+ M) / 1 eI (LM + ML) u(s)ds

L’idée principale est d’éffectuer des integrations par parties et d’appliquer (L + M) ? afin de
déduire I’équation intégrale satisfaite par v
Alors

Py (z) = (L—i—]\/[)_l/e(”‘"s)Mu" (s)ds
= (L+M)"" (z) = (L+ M) e®™u/ (0) 4+ (L + M) Mu(z)
— (L4 M) Me*™u (0) + (L + M)_I/MQe(ms)Mu (s)ds

De méme, On a

1
Dy (x) = (L+ M)_l/e(sw)Lu" (s)ds
= (L+ M) ey (1) = (L+ M) "/ (x) = (L+ M) LetEqy,
1
+(L+ M) Lu(z) 4+ (L+ M) /Lge(s_z)Lu (s)ds

Le calcul de (L + M)?(®; (z) + &5 (2)) :
d’apres (2.1.13), u(0),uy € D (L) = D (M) ; alors

(L + M) Me*™Mu (0) = (L + M) ™" e*MMu (0)

(L + M) Le09 yy = (L + M) e0=9L Ly,
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Puisque v (.) = (L + M)?u (.) et v’ (0) = do + Hu (0), on obtient

(L+M)?(®y(2) +P5(2)) = v(x)—(L+M)e™ (H + M)u(0) (2.3.5)
+ (L + M) e (4 (1) = Luy) — (L + M) e*Md,

+(L+ M) / M2e@=M (I, 4 M) %0 (s) ds
0
1
+(L+ M) / L2 (L4 M) v (s) ds.

De la méme maniére, pour ®3 () + @4 (), U'intégration par partie donne :

By (z) + Py (x) = —(L+M)" ™M (L—M)u(0)+ (L+ M) e (L — M)u (1)
—i—(L—i—M)_l/ Me==9M ([, — M)u(s)ds

1
—(L+ M)~ / Le DL (L — M) u(s)ds.
Le calcul de (L + M)?2 (93 (z) + 4 (2))
Puisque

M(L—M)u(z)=M(L—M)(L+ M)~ (L+M)>2u(z)
L(L—Mu(z)=L(L~-M)(L+M (L+M) u)

En appliquant (L + M) a ®3(.) + ®4(.), on obtient
(L+ M) (®3(z) + By (2)) = —e™(L+M)u(0)+ e (L - M)uy
+ / eI NN (L — M) (L + M)~ v(s)ds
0

_/1 es—a)L (L — M) (L+M)_2v(s) ds.

Donc, en appliquant encore (L + M), on trouve

(L+ M) (®3(z) + Oy (z)) = —(L+M)e*™ (L — M)u(0) (2.3.6)
+ (L4 M) e (L — M)y

+(L+ M) / Sl (L+ M) v (s)ds
0

+(L+ M) / 1 COELM (L + M) v (s)ds

— (L + M) /0 RRCRIYE (L+M)?v(s)ds

— (L + M) /1 eCIEL2 (L 4+ M) v (s) ds.

Le calcul de (L + M)? (®5 (z) + ®¢ (z))
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Enfin, en appliquant (L + M)? a (®5(.) + @4 (.)) pour presque tout x € (0,1), on obtient

(L4 M)%(®5 (2) + Bg (z)) = —% (L+ M) / " p (L+ M) v(s)ds(2.3.7)

1 T

=5 (L+M) / e OMNIL (L + M) v (s)ds
0

1 ! 2

—3 (L+ M) / CILLM (L + M)~ v (s)ds

1 xl 2

-3 (L + M) / eCTOLNMIL (L4 M) v(s)ds

Aprés sommation, on trouve
(L+M)2®(x) = v(x)— (L+M)e™ ((H+L)u(0)+do) + (L+ M) e (u/ (1) — Muy)
1 x
+5 (L + M)/ @ IMNIL (L + M)_Qv(s) ds
0

1 @ 2

—5 (L+M) / eCOMIN (L + M) v(s)ds
0

1 ! >

+5 (L+ M) / eCTIELM (L + M) v (s)ds

1 xl 2

-3 (L + M) / eCTOLNMIL (L4 M) v(s)ds

On trouve finalement

L+M)*® () = v(s)— (L+M)e™[(H+ L)u(0)+ do] (2.3.8)
+ (L + M) 2L (4 (1) = Muy)

1 xT
+g (L + M)/ e IMCy v (s)ds
0

1
(L+ M) / eI v (5) ds (2.3.9)

N | —

avec

Cpar = [M; L) (L+M)?=(ML—LM)(L+M)>.
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Concernant ¥, par la méme méthode, on obtient

L+M?P¥(x) = (L+M)e™ (L+M)u(0)— (L+ M)/ (1) (2.3.10)
(L M)e™ (L+ H)A " (L + M),
—(L+M)e™ (L+H)A (I —e M) dy
+ (L4 M)el=2M (L + H)A e L(L+M)u1
+(L+ M) e M (L + HYA™ (I - e dy
— (L + M) e Luy + (L + M) e~ Mdg
1

~— ~— ~—

1
§(L—|—M)€IM(L+H)A el | eU=IMOy v (s)ds
0

—(L+M)e™(L+H)A™? eCLMv ) ds

—~

o\

+= (L4 M)et=2EeM ([ 4 HYA™ / eLCp o (s

[\DI»—t [\D|+—~

(L+ M) ™5 [ —eM(L+ H)A e / =My 3o (s) ds.
0

Cette derniére équation avec ([2.3.8)) , permet de définir

v+ R(w)=F(f)+T

avec pour presque tout z € ]0, 1]

T 1
R(v)(z) = -(L+M) / e IMCy v (s)ds — % (L+ M) / eIy o (s)ds
0 T

N | —

1
—%(L—FM)@HDM (L+H)A1/ e Cp v (s) ds
0

1 1
—3 (L+M)e™ (L+ H) A_leL/ UMy v (s5) ds (2.3.11)
0
1 1
=5 (L+M) eI — M (L + H) At / IOy v (s) ds
0

1 1
5 (L4 M)et=2EeM ([ 4 H)A™? / e*LCp v () ds,
0
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F(f)(x) = (L+M) / Ie(‘”‘s)Mf(s)der(LJrM) / eI f (5)ds

0

T

1
—(L+ M)e™ (L + H) AleL/ UM £ (5) ds
0

+(L+M)e™(L+H)A™? /1 et f(s)ds (2.3.12)

1
(L4 M) OEM (11 f) A / eL f (5) ds
0

—(L+M)e"™E 1 —eM(L+ H)A

et

['(x) = (L+M)e™(L+H)A" (I —e"e

L+ M)e 2 eM (L + HyA™ (

e<1 )L M(L+H)A

Finalement, si u est une solution classique de (3)), alors v (.) :=

tion intégrale
v+ R(w)=F(f)+T

avec R, F'(f) et I" sont définie par (2.3.11]), (2.3.12)), (2.3.13)

Remarque 2.3.1

Comme

( )
( )
+(L+M)ye™™(L+ H)A™ L(L+M)u1
( )
( )

_1€L] /01 e(l—s)Mf (8) ds

) do (2.3.13)
I — eLeM) do

(L + M)?u(.) vérifie équa-

(2.3.14)

(L+ H)AN ' =(L+ M)A et (L+H)A — T

donc on peut écrire

['(z)=R(z)+ S (x)

R(z) = (L+M)eMere™ (L+ H)A dy
—(L+ M) e™ (L+ M)A teleMd,

)

) e PEM [T 4 (L+ HYA™ (I — e
L+ M)eMeleM (L 4+ H)A " (L + M)u, —

)

)

MeLeM (L + HYA teleMdy + (L + M) eMereMd,

)] do

(L+ M)e™Mel (L + M)y
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et
S () = (L+M)e®™ (L+ M)A dy+ (L + M) e (L + M) w,

R sera régulier puisqu’il correspond aux termes de I' contenant e, eM. Alors pour obtenir
un résultat d’unicité et d’éxistence pour notre probléme, il suffira d’étudier la régularité de

R, F(f)etS

2.4 Reégularité de la solution

L’étude de F, (f), Ry, Ru €t S,
Supposons que u; € D (L + M) = D (L), on note encore L,, = L, M,, = M, et R, = R
Rappelons le résultat suivant Voir [11, p. 96]

Proposition 2.4.1 Soit () un générateur infinitisémal d’un semi groupe analytique (er)$>0
sur X, p € X ;1 <p< 400 et me N*. a
Alors

1. e9p e [P(0,1,X);
2. QMeCp e P(0,1;X) < ePpecWmP(0,1;X)
= pe(D(@Qm),X)

1
mp P

On pose pour = € (0,1)

G o) () = [ e Mg (s)ds K (9) () = [l g (s)ds

ol g est une fonction de (0,1) de X
On applique la remarque dans [3, p. 25] et en utilisant le théoréme des graphes fermés, on
obtient

Proposition 2.4.2 on suppoose (2.1.1)) ~ (2.1.4). Soit g € L? (0,1),1 < p < oo. Alors

K (g),G (9) € W' (0,1;X) N L7(0,1; D (M)),

ce qui implique
(2.4.1)

De plus, pour presque tout x € (0,1)
G'(g9) (x) = MG (g) (x) + g (z) et k' (g) () = =LK (g) (x) — g (x),

et il existe C' > 0 tel que

1G D) < C 91010 1K @lliorx) < Clglroa
|z — MG (g) ($)"LP(O,1;X) <C Hg”L”(O,l;X)
Iz = LK (9) ()l o 0.1.x) < C N9l oo1:x) -
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Proposition 2.4.3 On suppose(2.1.1) ~ (2.1.4)) et (2.1.7), (2.1.8). Soit g € L? (0,1; X) avec
1 < p < oo. Alors les fonctions suivantes

<

M(L+H)A K (9) (0)
ML+ H)YAN "G (g) (1)
—6(1 LM (L + HYA™ eLG(g)()
= UM (L 4+ H) AT K (9) (0)

G (g) (1),

sont dans LP (0,1; D (L)) et il existe C > 0, tel que

5

S

=W
N N N/~
@ o o 9 v
S— N N N

s

H\Iji<g)HLz’01x) <C”9”LP01X)' i:1_5
|‘1’I—>M\I’<)( )HLPOlX SCHgHLp(le), 12
| — LY, (g) (x )HLp (0,1;X) <C HgHLp (0.1:) » i=3,4,5

Preuve. Onétudie seulement ¥; (g) (x) (les autres fonctions sont traitées de la méme maniére ).
Dans la suite C' désigne les différentes constantes qui peuvent dépendre de p mais ne dé-
pendent pas de g. Il est clair que ¥, € LP (0,1; X) et

[y (9)||Lp(0,1;x) <C ||9||LP(0,1;X) :

Maintenant, on montre que ¥; € L”(0,1; X). On a

1
V) ) = eV mAT [ et (s
0
1
_ / (w=s)MesM ([, 4 ) A~ et (s)ds+ewM(L+H)A‘1/ e’lg (s)ds,
0 x

donc, on peut écrire _
Vi (g) (x) = G(9) (x) + V1 (g) (2),

ou { g(s) — esM (L+ H) A7168L91(3>
Uy (g) = e (L+H)A™ [ ety (s)ds,

mais g € L?(0,1; X), alors d’apres la proposition (2.4.2),G (§) € L? (0,1; D (M)) et

|z = MG (9) (@)l 1o0,1.x) Cll9ll 2o 0,1, (2.4.2)
C HgHLP(O,l;X) :

ININA

Maintenant du lemme (2.2.3), I’assertion 5, on a

(L+H)A ' =(L+H) A" =cbe™ (L+ H)A™ —
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et donc

= "M(L+M)A? /1 ety (s)ds (2.4.3)

= L(x)+ L(z)+ I3(x),

comme e (X) C D (M), ona MeleM (L + H)A™! € L (X), et on peut écrire

1 1 P
/ |MIy (z)||" de = / e"MMeleM (L + H) A_lexL/ eIy (s)ds|| dx
0 x
1) P
< C/ / eI (s)ds|| dx
0 T
< CIK (@zro1:x)
< CHQHLP(OJ;X)-
comme e (X) C D (M), on a Mete™ (L + H)A™' € L (X), et on peut écrire
1 1 1 P
/ | M1y ()| da / eMMereM (L + H)A™ IL/ ey (5)ds|| dx
0 0 T
1) P
< C/ / =Ly (s)ds|| dx
0 T
< CIK (@zr1:x)
< C”gHLP(O,l;X)'
De méme
1 1 1 P
/ |M Iy (2)||P dz = / MM (L—1)"" (L—[)/ e*fg(s)ds|| dx
0 0 T

p

dx

IA

o[- [ et

p
< C(ILK @) oau + 1K (9)])
< cuguim.X)-

Pour 1, on utilise 'hypothese ([2.1.8)), ce qui montre que M (L + M)A~ (L — N~ eL(X)

et donc

1
/ \MI, (2)|F do
0

IN

IN

/01 1
|

p

MM (L+ M)A (L-1)""(L-1) /168Lg(s)ds dx

p

dx

1) [ eo)as

Cllgllze1,x) -
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Finalement, les estimations précédentes concernant Iy, I et I3, avec (2.4.2)) , (2.4.3]) montrent
que ¥y € L7 (0,1; D (M)) et[|[ MV, (g)”LP(O,l;X) <C HgHLI’(O,l;X) O

Proposition 2.4.4 Soit f € L”(0,1; X), 1 < p < oo. Supposons (2.1.1)) ~ (2.1.8)) . Alors

F(f)eLP(0,1;X)

Preuve. En utilisant les notations de la proposition (2.4.1) et (2.4.3) , on peut écrire F (f)
de la forme :

F(f) « =(L+M) (M=) (M=D)G(f)+(L+M)(L~1)" (L-D)[K(f)()
—(L+ M) (M = 1) (M = 1)z (f) + (L + M) (M = 1) (M = 1) [1 (f) ()]
—(LA+M) (L= (L=D Uy (f)+ (L+M)(L—1) (L=I)[Ts(f) ()]
—(L+M) (L1 (L=1)[¥s(f) ()]

Mais (L+ M) (L—1)"" (L+ M) (M —1)"" € £(X). Alors F (f) € L? (0,1; X) . O

Proposition 2.4.5 On suppose (2.1.1) ~ (2.1.8). Soit 1 < p < 0o, alors

ReL”(0,1; X)

Preuve. on note
U=(L+M(L-I)"elLX)etV:=(L+M)(M-I)""eL(X)
il est bien connu que pour tout n € N* et £ € X, on a

et¢ e D(L") et eM¢ € D(M™)
ainsi (M — I)ef (L —1I)eM € £ (X) et aussi d’aprés hypothese(2.1.8)
(M—I)(L+MA el =M(L+MANYL-I)" (L—1I)e"— (L+M)Ae" € £(X)
Pour x € (0,1), on peut écrire
R(z) = Ve™M (M —1I)ele™ (L + H)A 'dy
Ve M (M — 1) (L + M)A tekeMd,
—Ve™M (M —I)ere™ (L + M)A el eMd,
+Ve™M (M — 1) eteMd,
—Vel ™ (L—1)eM [I+(L+H)A ™ (I —e"e™)] dy
+Ve™M (M —T)eleM (L+ H)yAte! (L + M) w,
—Ver™M (M —I)er (L + M),
—Vel=2 (L — N eM(L+ H)A b (L + M) uy
+Ve™M (M —T) (L + M)A 'e" (L + M)u,
Alors, d’apres la proposition 1, assertion 1. On obtient

Re L”(0,1; X)
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Proposition 2.4.6 Soient (2.1.1) « (2.1.7), 1 < p < oo. Alors

S e LP(0,1;X) Siet seulement siuy, A™" dy € (X,D(L+M)?), .

Preuve. Pour z € (0,1), on a
S(x) = (L+M)e™ (L+ M)A dy+ (L + M) e L (L + M),
(L+M)(M—=1)"(M—=1)e™ (L+ M)A 'd,
+(L+M)(L-1)""(L=1)e"E (L + M)u,
= Si(z) + 52 (2)

puisque (L + M) (M — I)™" est inversible dans £ (X), alors
S1 € LP(0,1; X) si et seulement si

s (M —1)e™ (L+ M)A 'dy € L*(0,1; X)
et ceci, d’apres la proposition (2.4.1), est équivalente & :

(L+ M)A 'dy € (X,D (M) -1, = (X, D(L+ M),

;7p
De méme, Sy € LP (0,1; X) si et seulement si

(L+Mu € (X,D(L)) . =(X,D(L+M)),_

1-5.p pP

S

Ona S, € LP (O,%;X) et So € LP (%,1;)() , alors
Selr(0,1;X) < SelLr(0,3;X)etSelr(i1;X)
— S, el? (0,%;X) et So € LP (%,1;X)

(L+ M)A 'dy € (X,D (L + M))1—l,p
(L+M)uy € (X,D(L+M)), 1
et, grace a la propriéte de réitération, on obtient :

Yo Y

SeLr(0,1;X) <= u,A'dy € (X, D(L+M)?) _, .

2P’

0

Maintenant , on a besoin de la dépendence de w. Les opérateurs R, ﬁ, F (f) et S deviennent
Ry, Ry, Fo (f) et Sy, ou L et M sont remplacés par M, et L.

On doit estimer ||R,|| afin d’inverser (I + R,,) pour w assez grand et obtenir la formule de
représentation suivante pour la solution classique u de

w() = (Lo + M)~ [(1 4 Ry) ! <Fw (f) + R + sw) (.)] . (2.4.4)

Proposition 2.4.7 On suppose (2.1.1) ~ (2.1.10) . Soit 1 < p < 00, alors R, € L (L* (0,1; X))
et il existe w* > wq tel que pour tout w > w* ,

I + Ry, est inversible dans L (L? (0,1; X)) .
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Preuve. Soit v € LP(0;1; X). Puisque Cr, a, € L£(X) alors Cr, v € LP(0,1; X)
En utilisant les notations des propositions (2.4.2) et (2.4.3), on peut écrire

2R, (v) = (Lo + My) (My — I)™" (Myy — 1) G (Cl,, v () (1)
(Lw+Mw)<Lw ) ( )K( wNIU())()
— Ly + M) (Myy = I) " (Myy = 1)1 (Cry v (D)) ()
—(Lu + My) (My = 1) (Myy = 1) U3 (Ch,, 0 () ()
(Lw + Mw) (Lw I) ! ( - I) Uy (CLW,MTUU( )) ( )
(Lw+Mw) (Lw I) 1( w_I) v, (CLw,MwU()) ()
+ (Lo + M) (L = 1) ™" (L = 1) U5 (C,y 0 () ()

Rappellons que (L, + M) (My — )", (Ly + My) (Ly — I)™" € L£(X).Alors d’apres les
propositions (2.4.2) et (2.4.3), on a R, (v) € LP(0,1; X) et il existe une constante b > 0
telle que, pour w > wy

| R (U)HLP(O,I;X) <b HCLw,JVIw HL(X) HUHLP(O,l;X)
et de ’hypothése (2.1.10)) , on obtient

1w ()| o o1:x) < Cx (W) [[0]] 1o 0,1:x)

avec ln}rl X (w) = 0. Par conséquence, il existe w* > wy telle que pour w > w*
wW—1+00

IRl 2ezro1:x)) < 1-
D’ou I + R, est inversible dans L (L (0,1; X)) pour tout w > w* O

On a alors le résultat fondamental suivant :

Théoréme : On suppose (2.1.1) « (2.1.10) . Soit f € L?(0,1; X) avec 1 < p < oo. Alors il
existe w* > wy tel que , pour tout w > w*, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le probléme admet une unique solution classique u
2. uy,A"tdy € (X, D (L, + M) ?)

1—%,])
2.5 Preuve du théoréme

On considére w* assez grand et w > w*
Assertion 1 implique 1’asssertion 2

On suppose 'assertion 1, i.e u définie par (2.4.4)) , est une solution classique du probléme ({3))
. Alors

s (L+ M)y u(z)=(I+R)" (Fw (f) + Ro () + S (a:)) e L7 (0,1; X)
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et on obtient Fy, (f) + JEZ:U + S, € LP(0,1; X) . Donc d’apres les propositions (2.4.4) , (2.4.5)
et (2.4.6), assertion est satisfaite

Assertion 2 implique 1’assertion 1
On suppose I’assertion 2, on doit montrer que u définie par est une solution classique

de (3).
Soit ~
0 (@) = (L+MPu(@) = (1 + Ra) ™ (Fu (1) + Ru () + 50 (2)
» Premiére étape : Montrons que u € L? (0,1; D (L,, — Mw)Q)
D’apres les propositions (2.4.4), (2.4.5),(2.4.6) et (2.4.7), on obtient que v € L? (0, 1; X)
comme
(L — My)? (Lo + M) > € L(X)
donc
& — (Ly — My)? u (x) = (Ly — My)? (Ly + M) v (z) € LP(0,1; X) .

» Deuxiéme étape : Montrons que (L, — M,)u' € L?(0,1; X)
Puisque v = F,, (f) + 'y — Ry (v), on a
() = (Lo + M) (Fo (f) () + T (1) = (L + M) ™ Ry (v) () (2.5.1)

donc, en utilisant (2.3.11)), (2.3.12)) et (2.3.13)), on peut écrire u sous la forme suivante :

u=u+u+1u

telles que
(= (L + Mo) G (f) (2) + (Lo + M) K (f) (3)
=3 (Lu + M) G (Cry v () ()
+ 5 (Lw + M, W) K (Crya,v() (@)
U= (Ly+ M,) " M f
[ &= (Ly+ M) eLu fy
foo= —(Lo+H)A ™G (f) (1) + (Lu + H) ALK (£) (0)
+ (Lo + H)AS [(T = ePveM) do + " (Ly + M) ur] + do
b (L + H) AU (Cray, 0 (0) (0) 4 5 (L4 H) ARG (Cpv () (1)
et

fii = =M (Ly+ HYAJ K (f) (0) + (—eMedy + (My + Lyy) wr)
— [T —eM (L, + H) A "] G (f) (1)

O (b )N = o e (O + L]
#3 [ (Lt H)AZ ] G (Ca 0 ) O

%eM” (L + H)AL'K (Cryar,v (1) (0
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On a

(Lo + M)W (x) = MG (f)(z) = LuK (f) () - %MwG (Cryaa,v () (@)
1

~ LK (Cryan,0 () (@) = Cry v ()

or f € LP(0,1; X) et ainsi v (Voir premier étape) alors, en vertu de la proposition (2.4.2) et
lemme (2.2.2), on obtient (L, + M,) @ (.) € L7 (0,1; X).
Comme

(Ly — M) T () = (Ly — My) (Ly + My) ™ (Ly + M,) @ ()

On obtient
x> (Ly — My,)w () € LP(0,1; X) (2.5.2)

Maintenant dans f;, on rassemble tous les termes qui contiennet eM+», on peut réécrire

fi = (My o+ L) s = G (F) (1) + 56 (Craanaw () (1) + Mo

ot p; € X. Alors de (2.1.14]) et (2.4.1)) ,on conclut

fl € (D (Mw)aX)

P

RS

et
x+— (L, — My,)u € L7 (0,1; X). (2.5.3)

I1 reste a étudier u. Pour fy, en utilisant le lemme (2.2.3), le point 5, on peut écrire
fo = (Ly+ M)A w + eF e (L, + H) AL (wo + do) + eF»eMvdy

P (L + My s+ G () (1) = 567G (Craanw () (1) = K () 0)
1

_iK (CLw,MwU ()) (0) + (Lw + Mw) A_ldo
ou
wy = —elveMvdy et (Ly, + My)uy — e G (f) (1)
PR (1) (0) 4 3K (Crpv () 0)
+%€LwG (CLw,MwU ()) (1)
Alors

fo = (Lut My) A wo — K (£)(0) = 5K (Croanv () 0)
4 (Lo + M) A do + e pg
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o g € X. Il est clair que wy € (D (M,,) ,X)%m, donc

fo€ (DO, X)s,
et

x+— (L, — M,)u € L?(0,1; X) (2.5.4)
Finalement, (2.5.2)) , (2.5.3) et (2.5.4)) , assurent que

x+— (L, — My,)u' (x) € LP(0,1; X)

» Troisiéme étape : Montrons que u satisfait (3)

A partir de cette étape et d’autres, on déduit que u € W?2» (0,1; X) puisque
1
xr— " (x) = — (Ly + My)u' (z) + 5 (LyMy + MyLy)u(x) = f(x) € LP(0,1; X)

De plus, on a pour presque tout x € (0, 1)
v(z) = (Ly+ My)G(f)(x)+ (Ly + My) K (f) (x) (2.5.5)

1 1
=5 (L + M) G (Cry a0 () (2) + 5 (L + M) K (Cry a0 (1) ()
+ (Lo + M) €M fo + (L, + M,,) e 705w £

et
(Lo Ma)u! (2) = MG () () = LK (1) (2)
S MaG (Cruat,v () (0) = 3Lk (ot () (0

+M,,e"Mv f, — Lwe(lfx)wal — CLo.m,v ()

Par conséquent en substituant (2.5.5) dans (L., + M,,) u/ (z) et en utilisant le lemme (2.3.3) ,
assertion 6, pour presque tout = € (0, 1), on obtient

() = My (Ly+ My) " G(f) (@) = Ly (Ly + M) " K (f) () (2.5.6)
—%Mw (L + My) "G (Cpy v () ()

_%Lw (Ly + Mw)_1 K (Cp,m,v () (2)

+M (Ly + M) e fo — Ly (L + M,,) " 0w fy
Alors pour tout x € (0,1)

u'(x) = f(x)+ My (Ly+ M) " MG (f) (2) + Ly (Ly + My) " Lo K (f) (2)

_%Mw (Ly + Mw)_1 MG (Cr,m,v (1)) ()

1 _

+5 L (Lo + M) LK (Cpyar,v () (2) (2.5.7)
1

+§ (L + My) (Lo + Mw)_l Cr, .m0 (7) + My, (L + Mw)_l M,,e™M
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En substituant (2.5.5)) dans (2.5.7), on obtient pour tout = € (0,1)

u' () = f(x)+ EG(f)(x)+ThK(f) (z) — %ElG (CLy Muw) (T) (2.5.8)
ST (i) () + Bt o+ Ty,

on, sur le domaine D (L, + M,,), Ey et T; sont défini par :

_ 1 _
Ey = My (Ly+ M) " M, + 5 (L = M) (Lu + M) YO, (L + My)
1 1
— EMU, -5 (Ly — M) My, (Ly + M,) ™

et

_ 1 _
Tl - Lw + (Lw + Mw) ! Lw + 5 (Lw - Mw) ! C'Lu,,Mw (Lw + Mw)

1 1
_ §Mw +5 (Ly — My) Ly (Ly + M,) ™"

en vertu du lemme (2.2.3), assertion 6, on utilise (2.5.1)), (2.5.6) et (2.5.8)), pour presque tout
x € (0,1), on trouve

' (2) + (Ly — My)u' (2) — = (L My + My Ly) u ()

1
3
= @)+ BG () (@) + TK () (£) — 2B (Co v () (2) + 25K (Cpoarav () ()

2 2
+E26(EM1U fO _|_ T2€(1—CE)L1U fl
avec
1 1
B, = §Mw -5 (L — My) My, (Lo + M) ™" + (Ly — My) My, (Ly + M,) ™"
1
-3 (LM + MyLy) (Ly + M)
et
1 1 .
T, = ILw +5 (L — My) Ly (Ly 4+ M)
1
— (L — My) Ly (Lo + M) ™ — 5 (LM + MyLy) (Ly 4+ My,) ™

et, en vertu du lemme (2.2.3) ,assertion 8, on obtient
EG(f)(.)=T2K(f)(.) =0dans L? (0,1; X)

Finalement, on trouve
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D’autre part la solution ([2.4.4])
vérifie les conditions aux limites

{ uw (0) — Hu (0) = dp
u(l) =wu

On conclut alors que u, déterminée par (2.4.4)) est une solution classique de .



Chapitre 3

Retour au cas commutatif

Ce chapitre est consacré a la comparaison avec le récent article [1]. On montre que ce travail
améliore les résultats dans [1]. En effet, plutdt que de considérer des familles d’opérateurs
lindaires (L), > (Mu) on considére les deux opérateurs linéaires fermés L, M dans
X tels que

w>wo

(o= o1

LM =ML

comme hypothéses (11) et (12) dans [1, p.59] . Mais, on ne suppose ni la commutativité entre
L et H, ni entre M et H, comme dans les hypothéses (15) et (16) dans [1, p.59]

D’apres (3.1.1), on a
A=(M—H)+eleM(L+H)= (M~ H)+ ™M (L + H)

et puisque C a = 0, on a R = 0. Alors grace a la formule
u=(L+M)2((I+R)(F(f)+D)
la solution du probléme

u () + (L — M)u(x) — LMu(z) = f(x)
u (0) + Hu (0) = dy (3.1.2)
u(l) =u
est
w()=(L+M7ZF))+T()

o ici (I + R)™" = I. De plus, pour z € [0,1]
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LR @) = (a0 [ s e [ )
—(L+ M) e™M(L+ H)A e /OleSLf(s)ds
(L M) ™M (L4 H) A /OleSLf(s)ds
—(L+ M) et=0LeM (1 4 ) AT /0 1 eLf (s)ds
—(L+ M) et [T — M (L + H) A '] /01 UM £ () ds

et

(L+M)7?T(x) = (L+M)'e™[(L+H)A + 1T~ (L+ H)A e ™M] dy
—(L+ M) et M [(L+ HYA™ + 1 — (L+ H)A ™M d,
+(L+ M) e™™M(L+H)Ae* (L+ M)y,
(L4 M) et — ML+ HYA ") (L + M)y

Maintenant, en utilisant le fait que

(L+ H)AN ' =(L+M)A + ML+ H)A T — 1T
(Voir le lemme (2.2.3), point 5), on déduit

eMdy+ M (L+ H)Ady — M (L + H) A~ e ™M,
= eMdy+eM [(L+ M)A + "M (L+H)A = I]dy
_ M(L_FH)AA L+M g
= ML+ M)A dy+ MM (L + H)A M,
M<L+M)A 1 L+Md
= M (L+ M)A dy+ e [T (L+ H)A ] do

et puisque

(L+H)ANdy+dy — (L + H)AN e Md,

(L+H)+ (M —H)+e""M(L+H)| A dy— (L+H)A e Md,
[(L+ M)+ "™ (L+ H)] A dy — (L+ H) A e"Mdy

(L+ M)A dy+ [e"™; (L+ H)A™] dy
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alors, on obtient
(L+M)7?T(x) = eMA g+ (L+ M) e™ [e"™ (L + H)A™ '] dy
_e(lfw)L MAfld —(L+M)_ 6(1 x)LeM [ L+M. <L+H)A }dO
+(L+ M) e™ (L+ H)A ! (L+ M)y,
(L4 M) eI — ML+ HYA e ] (L + M)

Finalement la représentation de la solution du probléme (3.1.2) pour p.p x € (0,1), est
w(z) = eMA T dy+ (L+ M) e™ (L+ H)AYeX (L4 M),

—(L+ M)e™ (L+ H) A te" /16(1S)f(8) ds
0

1
+(L+ M) ™ (L+ H)A™ / e f (s)ds
0
—eIEMA gy 4 (L M) 0L [ — e (L4 H) A (L o+ M),

1
—(L+ M) e eM (L4 M)A / et f(s)ds
0
1
— (L + M) etk [I—eM(L+H)A "] / UM f (5) ds
0

+(L+ M) /1 @M f () ds+ (L + M) /1 e~ f () ds
0 T
F(L+ M) (M — DM [IHM (4 H) A7 d

cette représentation généralise celle utilisée dans [1, p.63]
on note que , le dernier terme

(L+M)_1 (ea:M _ e(l—ac)L) [ L+M, (L + H) A—l] do

s’annule lorsque 'opérateur H commute, au sens des résolvantes, avec les opérateurs L et M
donc, notre solution coincide avec celle utilisée dans [1] .

Corollaire 3.1.1 Soient L, M deux opérateurs linéaires fermé dans X vérifiant (3.1.1)) . On
suppose (2.1.1) ~ (2.1.8) ou L, = L, M,, = M pour tout w > wg et LM = ML
Soit f € LP(0,1; X ) avec 1 < p < oo. Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes
1. le probléme (|3 admet une unique solution classique
2. uy, A7ld € (X,D(L+M) )y

Remarque 3.1.1 Notez que, au lieu de la commutativité entre H et les opérateurs L et M,
nous avons supposé ’hypothése suivante :

V¢eD(L)=D(M)=D(L+M),A*¢€D((L+M)?

ce qui est evidement vérifié lorsque 'opérateurs H commute avec L et M au sens des résol-
vantes .

On note ainsi la condition 1)) implique (|2
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Application

Soit X = L? (R). On définit les opérateurs L,,, M,, et H comme suit

D(Ly,) =D (M,)=H*(R),D(H) = H' (R)

Lup (y) = ¢" (y) +a(y) ¢ (y) —we (y) (4.1)
My (y) = ¢" —we (y) '
Ho(y) = ¢' (v)

avec a > 0,w > 0et « € CZ(R),a #0
i Vérification des hypothéses

L’espace L*(R) est un UM D

On va montrer que les opérateurs L,,, Met H,, vérifient les hypothéses (2.1.1]) «~ (2.1.8))
L., M, vérifient ( et (2.1.3) donc Ly, et M, générent des semi groupes analytiques et
L, + M, est 1nver81ble 3 (Ly+ M) e £L(X)

D’aprés ona D (L,)= D(M,). Dautre part on a

D ((Ly + M,)?) = H*(R) € D ((Ly — M,,)?) = H*(R)

car

{ D (L, + M,) = H?(R)
(L + My) 0 (y) = 20" (y) + a (y) ¢' (y) — 20 (y)

{ D (L, — M,)=H"(R)
(Lw — My) @ (y) = a(y) ¢ (y) ,yER
De plus M, L., # L., M,, car

(MyLw) o (y) = (" () +a(y) ¢ (y) —we (y))" w (" (y) + a(y) @' (y) — we (y))
= W) +a" () W)+ W) () +aly)e® (y)
+a (y) ¢" (y) — w" (y) —w* (¢" (y) + ( )¢’ (y) —w e (y))
= oW @) +ay)e® (y) + (20/ (y) = 2w™) ¢" ()

>0 (y)
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et

(LuMo) e (y) = (©" () —we )" +a(y) (¢ (y) —we () —w* (" (y) — w e (y))
= oW W) +a(y)® (y) — 20" (y) —wa(y) ¢ (y) + W (y)

— Vérification de ’hypothese ((2.1.7) ; Pour montrer l'inversibilité de A, on a

"

{ D (M, — H) = H? (R
(My — H)p(y) =¢" (y) =00 (y) — " (y) =9 (y)

Par la transformation de Fourier, on résout 1’équation

(My—H)oy)=¢" () —we(y) —¢' (y) =¥ (y) onV¥el’R)

ce qui implique
o (y) = (M, — H) " (y)
Soit p € H?(R) alors
(My— H)p =¢" —wo—¢' € L*(R)
d’ou M, — H est bien défini. Il est fermé & domaine dense
La transformation de Fourier donne

(2mi€)* B (€) — woB (€) — 2mi€ (€) = ¥ (€)
d’ou R
) (€)

ple) = _47r2§2 + w? 4 2imé

p € L?(R). Dou

_ 7 V()
pl)==F <47r2§2 + w? + 2mg) ¢

d’oti le résultat. On en déduit que

w@—m*w@>=—f( ) )@

Am2€% 4w + 2imé

Ry
R Am26% 4+ wo + 2imé

d§
Donc

Ay = (M, —H)+ kMo (L, + H)
= (I+eM (L + H) (M, — H)™") (M, — H)
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et

(Lw+ H) [(My — H) '] (y) = Ly [(My—H)"' 9] (y) + H [(My — H) 9] ()
An* €22 mED (£) 2imEe? ™Y (€)
/R 2@ T L ime s (@W+L) /R 4262 4 we 1 2inE

v 2D ()

R 422 + we + 2iné

dg

alors

+ Cw®
L2(R)

— c+u) el

(L + 8 [y~ B ]|y < )

L2(R)

et
|eFw et (L, + H) (M, — H) ™ 9|

IA

C (1 +w) [le™ [ {le™ [ 1]

L2(®)
C
< e (1+w®) [[¢]

Par conséquent, pour w assez grand, on a 'inversibilité de A,

— Pour I’hypothese(2.1.8)),
Vo € D(Ly)=H (R), Ay'p € D (Ly+ M,)* = H*(R)

L2®)

Soit At = 1), alors
¢ =Aytp = [(M, — H) +e" e (L, + H)| .
ainsi
(M, — H)yp =" —wPy —y' € D(L,) = H* (R)
ce qui implique
Ajlp =9 € H'(R)
De plus, il existe C' > 0 tel que, pour tout w > 0

C
< =

[V, L (Lo + M) ] ) < w?

ot y=2as10<w<1
y=asiw>1

ii Existence et Unicité d’une solution classique

Tous nos résultats obtenus pour w positif assez grand s’appliquent au probléme suivant :

(T4 (x,y) +a(y) 2 (v,y) — 54 (2,y) —a(y) 34 (z,9)

—a' (y) 5% (x,y) — 2" (y) 32 (x,y) + wa (y) y(:v )

+w“a“ (r,9) + 2w“a  (2,9) — w*u(z,y) = [ (1,9), 2 € (0,1), y € R (4.2)
g (0, y)——U(O y)—do()

(1 y) = s (y) yeR




Alors on a
Reésultat : Soit f € LP (0,1; L? (R)) avec 1 < p < oo. Alors pour w > 0, les deux assertions
suivantes sont équivalentes

1. le probléeme (4.2) admet une unique solution classique u

2. uq, A;ldo S (H4 (R) , L? (R))% »

ot (H*(R),L*(R)) , = By TP (R) - (Voir [7,p.680 — 681]) .

En ce qui concerne A'dy. Soit V,, = eveMv (L, + H) (M, — H) ™'
Notant que (I 4 V,) ™' =1 -V, (I+V,)""
on a

AJ'dy = (M, —H) ' (I+V,) " dy
= (M, —H) " dy— (M, — H) "V, (I +V,,) " dy

Et comme V,, contient opérateur régulier e alors A ldy € B;L;l*l/ ) (R)

si (M, — H) " do € Byt ™ (R)
c’est-a- dire

si et seulement

2mygd (&) 4(1-1,2
— By (R).
y / w* 4 4722 + 2im€) de € (R)
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CONCLUSION

Dans ce travail on a étudié une E.D.A du second ordre avec des conditions de Robin généra-
lisées dans un cadre non commutatif.

C’est une synthése de 'article de M.Chegag , A. Favini , R . Labbas , S. Maingot, Kh . Ould
Melha "New Results on Complete Elliptique equations with Robin boundary coefficient-
operator conditions in non commutative case". On a utilisé les semi-groupes analytiques,
les espaces d’interpolations, les sommes d’opérateurs pour trouver un résultat d’existence,
d’unicité et de régularité maximale de la solution.

On a illustré notre travail par une application concréte du résultat & un probléme d’EDP
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