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INTRODUCTION



Résumé

Ce travail est consacré à l�étude d�une équation di¤érentielle abstraite complète du second
ordre de type elliptique :

u00 (x) + (L�M)u0 (x)� 1
2
(LM +ML)u (x) = f (x) (1)

Sous les conditions aux limites de Robin généralisé dans l�espace Lp (0; 1;X)�
u0 (0)�Hu (0) = d0

u (1) = u1
(2)

Où L;M et H sont des opérateurs linéaire fermés dans un espace de Banach complexe X,
aves LM 6=ML , f 2 Lp (0; 1;X) et d0; u1 sont des éléments donnés dans X.
Le but est d�obtenir l�éxistence, l�unicité et la régularité maximale de la solution, c�ést-à-dire

une fonction u telle que8>><>>:
u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (MwLw) \D (LwMw))
u0 2 Lp (0; 1;D (Lw �Mw))
u (0) 2 D (H)
u satisfait (1) ; (2)

Ce travail est une synthèse de l�article de M.Cheggag , A. Favini , R . Labbas , S. Maingot,
Kh . Ould Melha "New Results on Complete Elliptique equations with Robin boundary
coe¢ cient-operator conditions in non commutative case". Bulletin of the South Ural State
University. Ser. Mathematical Modelling, Programing & Computer Software (Bulletin SUSU
MMCS), 2017, vol. 10, no. 1, pp. 70-96
la méthode utilisée est basée sur la construction d�une représentation de la solution à l�aide

des semi groupes.

Mots clés : EDA elliptique ; conditions de Robin généralisées dans le cadre non
commutatif ; Semi groupes analytiques ; régularité maximale .
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INTRODUCTION

Dans ce mémoire on fait la synthèse de l�article de M.Cheggag , A. Favini , R . Labbas , S.
Maingot, Kh . Ould Melha "New Results on Complete Elliptique equations with Robin boun-
dary coe¢ cient-operator conditions in non commutative case". Bulletin of the South Ural
State University. Ser. Mathematical Modelling, Programing & Computer Software (Bulletin
SUSU MMCS), 2017, vol. 10, no. 1, pp. 70-96
On étudie l�équation di¤érentielle abstraite complète du second ordre de type elliptique (en
abrégé EDA) :

u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x) = f (x) (1)

dans X espace de Banach et f 2 Lp (0; 1;X) ; avec des conditions aux limites de Robin à
Coe¢ cient opérateur :

u0 (0) +Hu (0) = d0 , u (1) = u1 (2)

pour obtenir une solution véri�ant l�existence, l�unicite et la régularité maximale c�est-à-dire
une fonction u telle que8<:

i) u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (A)) ; u0 2 Lp (0; 1;D (B))
ii) u (0) 2 D (H)
iii) u véri�ant (1) et (2)

Pour étudier le problème (1) et (2) ; on considère un cas plus général en supposant des
opérateurs linéaires fermés non commutatifs Lw;Mw en fonction d�un paramètre w � 0; ce
qui ramène à traiter le problème :8<:

u00 (x) + (Lw �Mw)u
0 (x)� 1

2
(LwMw +MwLw)u (x) = f (x) x 2 (0; 1)

u0 (0)�Hu (0) = d0
u (1) = u1

(3)

avec Lw = B �
p
B2 � A ; Mw = �B �

p
B2 � A

On s�intéresse à l�existence et l�unicité d�une solution classique du problème (3) ; c�ést-à-dire
une fonction u telle que8>><>>:

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (MwLw) \D (LwMw))
u0 2 Lp (0; 1;D (Lw �Mw))
u (0) 2 D (H)
u satisfait (3)

L�étude du problème (3) est faite dans un cadre non commutatif, plus précisement :

MwLw 6= LwMw

Remarque : Le commutateur de deux opérateurs P et Q sur X est dé�nie par :�
D ([P ;Q]) = D (PQ) \D (QP )
[P ;Q] � = PQ� �QP� 2 D ([P ;Q])
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Dans ce travail on suppose que :

X est UMD

Dé�nition : Soit X un espace de Banach et p 2 ]1; +1[ , on dit que X est UMD si et
seulement si la transformation de Hilbert est continue dans Lp (R;X)
Le cadre non commutatif a été étudié dans l�article [5] pour le problème de Dirichlet suivant,�

u00 (x) + 2Bu0 (x) + Au (x)� wu (x) = f (x) x 2 (0; 1)
u (0) = u0; u (1) = u1

avec w > 0 assez grand
Dans ce travail on utilise les conditions aux limites de Robin généralisées en 0 :

u0 (0)�Hu (0) = d0

avec H opérateur linéaire fermé .
Les techniques utilisées sont basées sur les semi groupes, la théorie des sommes d�opérateurs
(l�approche de Dore-Venni ), le théorème de réitération dans la théorie d�interpolation.
Ce mémoire est composé de quatre chapitres.

-Le premier chapitre est consacré à un ensemble de rappels sur les outils mathématiques
qu�on utilise dans ce travail : les notions d�opérateurs lineaires fermés, les semi-groupes, dé�ni-
tions de quelques espaces fonctionnels, les espaces d�interpolations et les sommes d�opérateurs
de Dore-Venni.

-Le deuxième chapitre, comporte quatre parties :
Dans la première partie, on donne les hypothèses et le résultat principal.
La deuxième partie contient certains lemmes techniques .
Dans la troisième partie, on construit une représentation de la solution du problème (3)

en utilisant la formule de représentation de la solution dans le cas commutatif, pour obtenir
une équation intégrale véri�ée par la solution classique éventuelle u = (Lw +Mw)

�2 v du
problème (3) ; cette équation intégrale est écrite sous la forme

v +Rw (v) = Fw (f) + �

où Rw; Fw et �w dépendent de Lw;Mw ce qui nous permettera d�écrire

u = (Lw +Mw)
�2 �(I +Rw)

�1 (Fw (f) + �w)
�
:

Dans la quatrième partie, on étudie la régularité de la solution.
-Le troisième chapitre est une comparaison entre notre travail et celui du cas commutatif

traité dans le récent papier [1] :
-Au dernier chapitre, on donne un exemple concret d�EDP auquel on applique les résultats

obtenus.



Chapitre 1

Rappels

Ce chapitre est constitué d�un rappel de quelques notions fondamentales utilisées dans ce
travail.

1.1 Dé�nitions et propriétés des opérateurs

Dé�nition 1.1 Soit X un espace de Banach, on dit que A est un opérateur linéaire sur X
si et seulement si c�est une application linéaire dé�nie sur un sous espace vectoriel D (A)
(D (A) le domaine de dé�nition deA ) deX à valeur dansX i.e :

A : D (A) � X ! X est linéaire.

Proprietés :
Soit A un opérateur linéaire sur X, on dit que :

1 A est borné si : D (A) = X et sup
kxk<1

kAxk < +1

et on écrit : A 2 L (X)
2 A est fermé si et seulement si pour toute suite (xn)n2N 2 D (A)

telle que :
�

xn ! x
Axn ! y

=)
�
x 2 D (A)
Ax = y

3 A est fermable si et seulement si pour toute suite (xn)n2N 2 D (A)
telle que : �

xn ! 0
Axn ! y

=) y = 0

Dé�nition 1.2 On appelle l�ensemble résolvant de l�opérateur A et on note � (A) l�ensemble :
� (A) =

�
� 2 C : (A� �I)�1 existe dans L (X)

	
les éléments de � (A) sont appelés les valeurs résolvantes de A et si � 2 � (A) ; on dé�nit la
résolvante R� (A) de A au point � par
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R� (A) = (A� �I)�1

Dé�nition 1.3 On appelle le spèctre de A et on note � (A) l�ensemble

� (A) = C n � (A) :

Les éléments de � (A) sont appelés les valeurs spectrales de A:

1.2 Les Semi groupes fortement continus

Dé�nition 1.4 Soit X un espace de Banach, on dé�nit un semi groupe sur X par une famille
fG (t)gt�0 d�opérateurs linéaires bornés véri�ant :
i) propriété algébrique : G (t+ s) = G (t) :G (s) 8t; s 2 R+:
ii) Identité dans L (X) : G (0) = I
iii) propriété topoloqique : lim

t!0+
G (t)x = x: 8x 2 R

Remarque 1.1 : si i) est véri�ée pour tout s; t 2 R alors fG (t)gt2R est dit groupe.

Dé�nition 1.5 générateur in�nitésimal d�un C0-semi groupe
On appelle générateur in�nitisémal d�un C0-semi groupe (G (t))t�0 l�opérateur A dé�ni par :8><>: D (A) =

�
x 2 X : lim

t!0+
G(t)x�x

t
existe dans X

�
8x 2 D (A) ; Ax = lim

t!0+
G(t)x�x

t

1.3 Semi groupe analytique

Dé�nition 1.6 Soient X un espace de Banach et � tel que :
� = fz 2 C : '1 < arg z < '2; '1 < 0 < '2g ; une famille fG (t)gz2� forme un semi groupe
analytique dans X si elle véri�e :8><>:

i) z ! G (z) est analytique
ii) G (0) = I et 8x 2 X , lim

z�!0
z2�

G (z)x = x

iii) 8z1; z2 2 �; G (z1 + z2) = G (z1)G (z2)

Générateur in�nitésimal d�un semi groupe analytique :

Théorème 1.1 Soit A : D (A) � X ! X un opérateur linéaire tel que

1. A est fermé
2. DA est dense
3. � (A) � f� 2 C� n Re� � 0g et 8� 2 � (A) :

(�I � A)�1




L(X) �

L
j�j : 8L > 0

Alors A est générateur in�nitésimal d�un C0-semi groupe analytique tel que :
1. 9 M > 0 ; 8 t > 0 : kG (t)kL(X) �M

2. 8 t > 0; G (t) 2 L (X;D (A)) et kAG (t)kL(X) � M
t
:
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1.4 Dé�nition de quelques espaces

Dé�nition 1.7 Espace de Banach
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet

Dé�nition 1.8 Espace métrique complet
Un espace métrique (X; d) est complet si toute suite de cauchy dans X est convergente

Dé�nition 1.9 l�espace Lp
On appelle espace Lp l�ensemble des fonctions mesurables telle que�Z

jf jp dm
� 1

p

< +1 et on note : f 2 Lp

Dé�nition 1.10 l�espace Lp

Soient (E;T ;m) un espace mesuré et 1 < p < +1 ; on dé�nit l�espace LpR (E;T ;m) comme
l�ensemble des classes d�équivalence des fonctions de Lp pour la relation d�équivalence égalité
presque partout (= p:p)

Dé�nition 1.11 Espace séparé
On dit que l�espace topologique (E;T ) est séparé si :

8x 2 E; 8y 2 E; x 6= y =) 9v 2 V (x) ;9w 2 V (y) : v \ w = �
telle que : V est l�ensemble des voisinages de x

1.5 Les espaces d�interpolation

Soient E0; E1deux espaces de Banach, tout deux inclus dans un même espace vectoriel topo-
logique séparé E:
On considère les espacesE0\E1 et E0+E1 (espace de a 2 E de la forme a = a0 + a1; ai 2 Ei � E)
munis des normes (respectivement) :

kakE0\E1 = max
�
kakE0 ; kakE1

�
kakE0+E1 = inf

�
ka0kE0 + ka1kE1

�
ce sont des espaces de Banach et on a :

E0 \ E1 � Ei � E0 + E1 ( Ei � E1) :

On appelle espace intermédiare (entre E0; E1) tout espace vectoriel topologique localement
convexe séparé E telle que :

E0 \ E1 � E � E0 + E1:

Dé�nition 1.12 Soit X un espace de Banach, on désigne par Lp� (R+; X) (1 < p < +1)
l�espace de Banach des fonctions f fortement mesurables dé�nies pour presque tout t 2 R+
à valeurs dans X telle que :
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0@ +1Z
0

kf (t)kpX
dt

t

1A 1
p

= kfkLp�(R+;X) < +1

soit p 2 [1;+1[ et � 2 [0; 1], on dit que x 2 (E0; E1)�;p l�espace intermédiare entre E0 \ E1
et E0 + E1 si et seulement si :8<:

i) 8t > 0;9u0 (t) 2 E0 , u1 2 E1 : x = u0 (t) + u1 (t)

ii) t��u0 2 LP� (E0) et t1��u1 2 Lp� (E1)

Espaces de Besov

Dé�nition 1.13 Soient n 2 Nn f0g, s > 0 et 1 � p � +1: On dé�nit l�espace de Besov

B1
p (Rn) =

�
' 2 Lp(Rn) : (x; y) �! '(x)+'(y)�2'(x+y2 )

jx�yj1+
n
p

2 Lp (Rn;Rn)
�
;

puis pour s > 1 entier

Bs
p :=

�
' 2 W s�1;p (Rn) : D�' 2 B1

p (Rn) ; j�j = s� 1
	
;

et en�n pour s non entier

B1
p (Rn) :=W s;p (Rn) :

Dé�nition 1.14 Soient n 2 Nn f0g ; s > 0 et 1 < p <1 et 
 un ouvert de Rn: On dé�nit

B1
p (
) =

�
' =  =n , 2 Bs

p (Rn)
	
:

Dé�nition 1.15 Soient m;n 2 Nn f0g ; s > 0 et 1 � p; q � 1: On dé�nit l�espace de
Besov

B1
p;q (Rn) :=

(
' 2 Lp (Rn) ;

nX
k=1

�Z +1

0

t�q
�Z

Rn
j' (x+ tek) + ' (x� tek)� 2' (x)j

p

�
dt

t

� 1
q

<1
)
;

et pour 0 < s < 1

B1
p;q :=

(
' 2 Lp (Rn) ;

nX
k=1

�Z +1

0

tsq
�Z

Rn
j' (x+ tek)� ' (x)jp

�
dt

t

� 1
q

<1
)

puis

Bm
p;q (Rn) :=

�
' 2 Wm�1;p (Rn) : D�' 2 B1

p;q (Rn) ; j�j = m� 1
	

et en�n pour m < s < m+ 1

Bm
p;q (Rn) :=

�
' 2 Wm;p (Rn) : D�' 2 Bs�m

p;q (Rn) ; j�j = m
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où (e1; :::; en) est la base canonique de Rn
Dé�nition 1.16 Soient n 2 Nn f0g, s > 0; 1 � p; q � 1 et 
 un ouvert de Rn: On dé�nit

Bs
p;q (Rn) :=

�
' =  n
 ;  2 Bs

p;q (Rn)
	

Dans le cas particulier p = q, on a le résultat suivant.
Dé�nition 1.17 n 2 Nn f0g, s > 0; 1 � p; q � 1 et 
 un ouvert de Rn:On a

Bs
p;q (Rn) = Bs

p (Rn)

et
Bs
p;q (
) = Bs

p (
)

Théorème 1.2 ([6] p :681) Pour 1 < p < +1 et 1 � q � +1 ; on a

(Wm;p (Rn) ;Lp (Rn))�;p = Bm(1��)
p;q (Rn)

Proposition 1.1 ([6] p :683) Soit une variété di¤érentielle de classe Cm de dimension n de
bord de dimension n� 1 contenu dans Rn;alors pour 1 < p < +1 et 1 � q � +1 on a

(Wm;p (
) ;Lp (Rn))�;p = Bm(1��)
p;q (
)

1.6 Théorie des sommes d�opérateurs approche de Dore-
Venni

Dans un espace de Banach X, on considère l�équation suivante :

Au+Bu = f

où A et B sont deux opérateurs linéaires fermés de domaines DA et DB inclus dans X et on
pose l�opérateur somme L telle que :�

Lu = Au+Bu
u 2 DA \DB

cette approche s�applique pour un espace UMD X et donne des résultats pour tout f dans
X et utilise des intégrales des puissances complexes de A et B qui sont des opérateurs BIP .

Dé�nition 1.18 Espace UMD
soit X un espace de Banach et p 2 ]1;+1[ ;on dit que X est UMD si et seulement si la
transformation de Hilbert est continue dans Lp (R; X) :

Dé�nition 1.19 Transformation de Hilbert
soit " 2 ]0; 1[ et p 2 ]1;+1[ ;8f 2 Lp (R; X) :

Hf = lim
"!0

H"f (x) = lim
"!0

Z
f (x� s)

s
ds:
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Dé�nition 1.20 Opérateur BIP
Soit A un opérateur linéaire fermé on dit que A est BIP si :

8s 2 R; Ais 2 L (X) et 9 K > 0;9 �A 2 [0; �[ 8s 2 R :


Ais

 � K exp (jsj �A)

Les hypotbèses de l�approche de Dore-Venni sont les suivantes :

Soit X un espace de UMD et A;B sont deux opérateurs linéaires fermés de domaines DA

, DB denses dans X, véri�ant :

(DV1)

(
� (A) � ]�1; 0] et 9MA > 0 8� � 0 :



(A+ �)�1



L(X) �

MA

1+�

� (B) � ]�1; 0] et 9 MB > 0 8� � 0 :


(B + �)�1




L(X) �

MB

1+�

(DV2)
�
8� 2 � (�A) ;8� 2 � (�B) : (B + �)�1 (A+ �)�1 = (A+ �)�1 (B + �)�1

(DV3)

8<:
8s 2 R; Ais 2 L (X) et 9 K > 0;9 �A 2 [0; �[ ;8s 2 R : kAisk � K exp (jsj �A)
8s 2 R; Bis 2 L (X) et 9 K > 0;9 �B 2 [0; �[ ;8s 2 R : kBisk � K exp (jsj �B)
�A + �B < �

Téorème 1.3 (Dore- Venni)
Soit X un espace UMD et sous les hypothèses (DV1); (DV2) et (DV3), l�opérateur L

est fermé et il existe L�1 2 L(X)
tel que :

L�1 =
1

�i

Z



A�zBz�1

sin �z
dz

où 
 est une courbe verticale continue dans la bande fz 2 C : 0 < Re < 1g :

1.7 Application de l�approche de Dore-Venni

On considère le problème de Cauchy abstrait :

(Pc)

�
u0 (t) + Au (t) = f (t) ; 0 < t < T

u (0) = 0

où : f 2 X = Lp ((0; T ) ;Y ) ; 1 < p < +1 et Y est UMD =) X est UMD
A : D (A)! Y un opérateur linéaire fermé de domaine dense tel que :

9C > 0 :


(A+ �I)�1



 � C

1 + �
:8� � 0

Et � �! Ai� est un groupe fortement continue dans L (X) véri�ant :

9C > 0 :


Ai�

 � C exp (�A j�j) et0 � �A �

�

2
:
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On pose �
B : D(B) �! Y

Bu = u0

et �
D (A) =

�
u 2 LP (0; T; Y ) ; u (t) 2 D (A)

	
(Au) (t) = Au (t)

donc

(Pc) =) Bu (t) + Au (t) = f (t) ; dans X

On montre que B est linéaire fermé : R� [ f0g � � (B) et 8� � 0;


(�I �B)�1



 � C0
1+j�j :

De plus

8s 2 R;Bis 2 L (X) : s �! Bis groupe et


Bis



 � C1
�
1 + s2

�
e(

�
2
jsj):

Théorème 1.4 8f 2 Lp (0; T ;Y ) , 1 < p < +1, le problème de Cauchy admet une unique
solution u tel que :

u 2 W 1;p (0; T ;Y ) \ Lp (0; T ;D (A))
Remarque 1.2 : A générateur in�nitésimal d�un semi groupe analytique et :

u(t) =

tZ
0

e(t�s)Af(s)ds

on a

Au(t) = A

tZ
0

e(t�s)Af(s)ds

pour tout f 2 Lp (0; T ;Y ) ; X espace UMD alors le problème (Pc) admet une unique solution
u telle que :

u 2 W 1;p (0; T ;X) \ Lp (0; T ;D (A))
et donc Au 2 Lp (0; T; Y ) :

1.8 Espace d�interpolation et réitération

soit � 2 (0; 1) ; q 2 [1;+1[ ;m 2 N; � 2 R et V un opérateur linéaire fermé sur X
véri�ant ]�;+1[ � � (V ) et sup

�



� (V � �I)�1



L(X) < +1;

on considère l�espace d�interpolation (X;D (V ))�;q :

On dé�nit :(X;D (V ))m+�;q =
n
� 2 D (V m) ; V m� 2 (X;D (V ))�;q

o
quand � 6= 1

2
;on peut

utiliser le résultat de réitération�
X;D

�
V 2
��
�;q
= (X;D (V ))2�;q (1.3)
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et on a : (D (V ) ; X)�;q = (X;D (V ))1��;q donc d�après (1.3) on a :�
D
�
V 2
�
; X
�
�;q
=
�
X;D

�
V 2
��
1��;q = (X;D (V ))2�2�;q (1.4)

et
V ' 2 (X;D (V ))�;q , ' 2 (X;D (V ))1+�;q :



Chapitre 2

Hypothèses, représentation et
régularité de la solution du problème

2.1 Hypothèses et Résultat principal

On étudie le problème8<:
u00 (x) + (Lw �Mw)u

0 (x)� 1
2
(LwMw +MwLw)u (x) = f (x) ; x 2 (0; 1)

u0 (0)�Hu (0) = d0
u (1) = u1

posé dans X un espace de Banach, f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p < +1 ; u1; d0 2 X , w > 0
Les opérateurs Lw;Mw et H sont linéaires non bornés, on suppose que :

X est un espace UMD (2.1.1)

et qu�il existe un réel positif �xé w0 tel que les opérateurs linéaires fermés Lw etMw véri�ent :8><>:
9C0 > 0;8w � w0 : ]0;+1[ � � (Lw) \ � (Mw)

ker (Lw) = ker (Mw) = f0g ; R (Lw) = R (Mw) = X

sup
�>0



� (Lw � �I)�1



L(X) � C0 et sup

�>0



� (Mw � �I)�1



L(X) � C0

(2.1.2)

Et 8<:
9�1; �2 2

�
0; �

2

�
;9C � 1 : 8w � w0;8s 2 R

(�Lw)is; (�Mw)
is 2 L (X)

k(�Lw)iskL(X) � Ce�1jsj et k(�Mw)
iskL(X) � Ce�2jsj

(2.1.3)

Remarque 2.1.1 Grâce aux hypothèses (2:1:2) et (2:1:3), pour w � w0; �Lw et �Mw appar-
tiennent à la classe BIP(X; �) [10; De�nition 1, p. 431] : Puisque �1;�2 2

�
0; �

2

�
; Lw et Mw

génèrent des semi-groupes analytiques unifomément bornés dans X, respectivement
�
e�Lw

�
��0

et
�
e�Mw

�
��0 [10; p: 437] :
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Pour tout w � w0 ; on suppose :

D (Lw) = D (Mw) ; (2.1.4)

D
�
(Lw +Mw)

2� � D
�
(Mw � Lw)

2� ; (2.1.5)

Lw +Mw est inversible dans L (X) (2.1.6)

On considère l�opérateur :

�w = (Mw �H) + eLweMw (Lw +H)

qui sera, dans un certain sens, le déterminant abstrait de notre problème, alors on suppose
que

8w � w0; �w est inversible dans L (X) (2.1.7)

Et
8� 2 D (Lw) ;8w � w0;�

�1
w � 2 D

�
(Lw +Mw)

2� : (2.1.8)

Le commutateur est donnée par

CLw;Mw = (MwLw � LwMw) (Lw +Mw)
�2 (2.1.9)

= [Mw;Lw] (Lw +Mw)
�2 :

L�hypothèse de non commutativité est

8w � w0; kCLw;MwkL(X) � � (w) (2.1.10)

avec
� : [0;+1[ �! R+ avec lim

w�!1
� (w) = 0 (2.1.11)

On verra que dans des cas concrets, on a

� (w) =
c

w�
pour w assez grand, avec c,� > 0

Le commutateur dé�ni en (2:1:9) a été utilisé pour la première fois par Favini et al.[4] :

Remarque 2.1.2 de l�hypothèse (2:1:6), on déduit que (Lw +Mw)
2 est fermé.

Remarque 2.1.3 nous n�avons pas supposé que Lw et Mw sont inversibles comme dans
Cheggag et al.[1; 2].

Remarque 2.1.4 Supposons (2:1:1) s (2:1:10), on verra alors dans le lemme 1 ci-dessous
que

D (LwMw) \D (MwLw) = D
�
(Lw +Mw)

2� :
Supposons que le problème (3) a une solution classique u. Donc

u 2 W 2;p (0; 1;X) \ LP
�
0; 1;D

�
(Lw +Mw)

2�� et u (0) 2 D (H)
qui implique

u(0); u(1) 2
�
D (Lw +Mw)

2 ; X
�
1
2p
;p
=
�
X;D (Lw +Mw)

2�
1� 1

2p
;p

(2.1.12)

Voir [6] :
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Remarque 2.1.5 par le théorème de réitération, nous avons�
X;D

�
(Lw +Mw)

2��
1� 1

2p
;p
= (X;D ((Lw +Mw)))2� 1

p
;p

= (X;D (Lw))1+1� 1
p
;p

=
n
� 2 D (Lw) : Lw� 2 (X;D (Lw))1� 1

p
;p

o
donc

u (0) ; u (1) 2 D (Lw) = D (Mw) (2.1.13)

Le résultat principal de ce travail est :

Théorème 2.1.1 On suppose (2:1:1) s (2:1:10)

Soit f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p < +1: Alors il existe w� � w0 tel que pour tout w � w� les deux
assertions suivantes sont équivalentes:

1) le problème (3) admet une unique solution classique u
2) u1;�

�1
w d0 2

�
X;D (Lw +Mw)

2�
1� 1

2p
;p

(2.1.14)

2.2 Lemmes techniques

Dans les calculs qui suivent, la dépendance en w n�étant pas nécessaire, on dénote Lw, Mw,
�w par L, M , �:

Lemme 2.2.1 On suppose (2:1:2) v (2:1:5). Alors
1. D (LM) = D (M2) et D (ML) = D (L2) ;

2. D
�
(L+M)2

�
= D (L2) \D (M2) = D (ML) \D (LM) ;

3. D
�
(L�M)2 � (L+M)2

�
= D (LM) \D (ML) = D

�
(L+M)2

�
:

Preuve.
1. Voir [4, lemme 2.2 p. 1499] :
2. La preuve peut être trouvée dans [9], nous donnons les détails :
Soit � 2 D

�
(L+M)2

�
; il existe � 2 X, tel que

� = (L+M)�2 �:

Alors

M� = M (L+M)�2 � =
1

2

�
I � (L+M � 2M) (L+M)�1

�
(L+M)�1 �

=
1

2

�
I � (L�M) (L+M)�1

�
(L+M)�1 �

=
1

2
(L+M)�1 � � 1

2
(L�M) (L+M)�2 �
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mais (L+M)�1 � 2 D (M) et de (2:1:5) ;on a

(L�M) (L+M)�2 � 2 D (M) :

d�où M� 2 D (M) donc � 2 D (M2) : En échangeant les roles de L et M , on obtient � 2
D (L2)
Inversement, Soit � 2 D (L2) \D (M2) :Alors

L� 2 D (L) = D (L+M) et M� 2 D (M) = D (L+M)

donc (L+M)� 2 D (L+M) ; ainsi � 2 D
�
(L+M)2

�
:

3. L�assertion 2 et l�hypothèse (2:1:5) permettent de déduire

D
�
(L�M) 2 � (L+M) 2

�
= D

�
(L+M) 2

�
= D (LM) \D (ML)

�

Lemme 2.2.2 Supposons (2:1:1) s (2:1:9) :Pour tout opérateur S; eS 2 fL;M;L+M;L�Mg,
on a

1. S (L� I)�1 ; S (L+M)�1 2 L (X)
2. S (L�M) (L+M)�2 ; S eS (L+M)�2 2 L (X)
3. (L+H) ��1; (M +H) ��1 2 L (X)

Preuve. La preuve est basée sur les hypothèses(2:1:4) � (2:1:10) et la remarque suivante :
Si S est un opérateur linéaire fermé sur X (ou une somme d�opérateurs linéaires fermés sur
X) et W 2 L (X) avec W (X) � D (S) alors SW 2 L (X) : �

Lemme 2.2.3 Supposons(2:1:1) s (2:1:7) : Alors

1. (L�M) 2 = L2 � LM �ML+M2 et pour � 2 D ((L+M) 2) on a

(L�M) 2� = L2�� LM��ML�+M2�

2. LM +ML = 1
2
((L+M) 2 � (L�M) 2)

3.
�
(L�M) ; (L+M)�1

�
= �2

�
M ; (L+M)�1

�
= 2

�
L; (L+M)�1

�
4. CL;M = 1

2
(L+M)

�
(L�M) ; (L+M)�1

�
(L+M)�1

5. (L+H) ��1 = (L+M) ��1 + eLeM (L+H) ��1 � I

6. (L+M)�1M � (L+M)�1CL;M (L+M) =M (L+M)�1 et
(L+M)�1 L+ (L+M)�1CL;M (L+M) = L (L+M)�1

7.

8>><>>:
M (L+M)�1M + 1

2
(L�M) (L+M)�1CL;M (L+M)

= 1
2
M � 1

2
(L�M)M (L+M)�1

L (L+M)�1 L+ 1
2
(L�M) (L+M)�1CL;M (L+M)

= 1
2
L+ 1

2
(L�M)L (L+M)�1
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8. M + (L�M)M (L+M)�1 � (LM +ML) (L+M)�1 = 0 sur D (M) :
L� (L�M)L (L+M)�1 � (LM +ML) (L+M)�1 = 0 sur D (L)

Preuve. �
Pour le point 1 et 2 voir la preuve du lemme 2.2 dans [4] et pour le point 3 voir le lemme 2.1
dans [4] :

4. On a

CL;M = [M ;L] (L+M)�2

= (ML� LM) (L+M)�2

et pour � 2 D ((L+M) 2)�
(L+M) (L�M)� = L2�� LM�+ML��M2�
(L�M) (L+M)� = L2�+ LM��ML��M2�

alors

((L+M) (L�M)� (L�M) (L+M))� = 2 (ML� LM)�

d�où

CL;M = (ML� LM) (L+M)�2

=
1

2
((L+M) (L�M)� (L�M) (L+M)) (L+M)�2

=
1

2
(L+M)

�
(L�M) (L+M)�1 � (L+M)�1 (L�M)

�
(L+M)�1

=
1

2
(L+M) [(L�M) ; (L+M)�1] (L+M)�1

5. Il su¢ t d�écrire

(L+M)�1 ��1 + eLeM (L+H) ��1 � I

=
�
(L+M) + eLeM (L+H)� (M �H)� eLeM (L+H)

�
��1

= (L+H)�1 ��1

6. D�après le point 4, on a

(L+M)�1CL;M (L+M) =
1

2

�
(L�M) ; (L+M)�1

�
(*)

puis, en utilisant l�assertion 3, on obtient

(L+M)�1M � (L+M)�1CL;M (L+M) = (L+M)�1M � 1
2

�
(L�M) ; (L+M)�1

�
= (L+M)�1M +

�
M ; (L+M)�1

�
= M (L+M)�1 :
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La deuxième égalité est obtenue de la même manière .

7. D�aprés l�assertion 3 et (*), on a

M (L+M)�1M +
1

2
(L�M) (L+M)CL;M (L+M)

= M (L+M)�1M +
1

4
(L�M)

�
(L�M) ; (L+M)�1

�
= M (L+M)�1M � 1

2
(L�M)

�
M ; (L+M)�1

�
= M (L+M)�1M � 1

2
(L�M)M (L+M)�1 +

1

2
(L�M) (L+M)�1M

= M (L+M)�1M � 1
2
(L�M)M (L+M)�1 +

1

2
M �M (L+M)�1M

=
1

2
M � 1

2
(L�M)M (L+M)�1 :

De même, on obtient
L (L+M)�1 L+ 1

2
(L�M) (L+M)CL;M (L+M) = 1

2
L� 1

2
(L�M)L (L+M)�1 :

8. Sur le domaine D (L) = D (M) ; on a d�après l�assertion 2

M + (L�M)M (L+M)�1 � (LM +ML) (L+M)�1

= M + (L�M)M (L+M)�1 +
1

2

�
(L�M) 2 � (L+M) 2

�
(L+M)�1

= M + (L�M)M (L+M)�1 +
1

2
(L�M) 2 (L+M)�1 � 1

2
(L+M)

= (L�M)M (L+M)�1 +
1

2
(L�M) 2 (L+M)�1 � 1

2
(L+M � 2M)

=
1

2
(L�M) [2M + (L�M)] (L+M)�1 � 1

2
(L�M)

=
1

2
(L�M) (L+M) (L+M)�1 � 1

2
(L�M)

= 0

La deuxième égalité est obtenue de manière similaire
Nous avons également besoin des résultats classiques suivants.

Lemme 2.2.4 Soit f 2 Lp (0; 1;X) ; 1 < p < +1; sous les hypothèses (2:1:1) ; (2:1:2) ; (2:1:3)
et Q2 fL;Mg on a :

1. x 7! K (x; f) =Q
xR
0

e(x�s)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1;X) :

2. x 7! F (x; f) =Q
1R
x

e(s�x)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1;X) :
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3. x 7! T (x; f) =Q
1R
0

e(x+s)Qf (s) ds 2 Lp (0; 1;X) :

4.
1R
0

esQf (s) ds;
1R
0

e(1�s)Qf (s) ds 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p :

Preuve. 1) X étant UMD etQ un opérateur linéaire fermé dansX véri�ant les hypothèses
de Dore-Veni, alors :

v (x) =

Z x

0

e(x�s)Qf (s) ds

est la solution stricte et unique du problème de Cauchy :

(Pc) :

�
v0 (x) +Qv (x) = f (x)

v (0) = 0

alors, en appliquant le théorème (1.3) et la remarque (1.2) (voir chapitre rappels) sur ce
problème de Cauchy (Pc) ; on obtient

v 2 W 1;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (Q))

Donc
K (:; f) 2 Lp (0; 1;X)

2) En posant t = 1� s, on obtient :

K (x; f) = Q

1Z
x

e(s�x)f (s) ds

= Q

1Z
x

e(s�1+1�x)f (s) ds

= Q

1Z
x

e((1�x)�(1�s))f (s) ds

= Q

1�xZ
0

e((1�x)�t)f (1� t) dt

= F ((1� x) ; f (1� �))

donc x 7! K (x; f) = x 7! F ((1� x) ; f (1� �)) 2 Lp (0; 1;X) d�après 1.
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3) 8x 2 (0; 1)

T (x; f) = Q

1Z
0

e(x+s)Qf (s) ds

= Q

xZ
0

e(x+s)Qf (s) ds+Q

1Z
x

e(x+s)Qf (s) ds

= Q
Z
e(x�s)Qe2sQf (s) ds+Q

1Z
x

e(s�x)Qe2xQf (s) ds

= F
�
x; e2�Qf

�
+ e2xQK (x; f)

donc, d�après 2
x 7�! F

�
x; e2�Q

�
+ e2xQK (x; f) 2 Lp (0; 1;X) .

4) C�est une conséquence du point 1 et 2; on procède comme dans la remarque 3, on utilise

x 7!
Z x

0

e(x�s)Qf (s) ds; x 7!
Z 1

x

e(s�x)Qf (s) ds 2 W 1;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1; D (Q))

�

Lemme 2.2.5 On suppose (2:1:1) s (2:1:8) et ' 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p , avec Q2 fL;Mg : Alors

1. (L+M) ��1' 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p

2. (L+H) ��1' 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p

Preuve.
1. On pose T = (L+M) ��1; alors T est un opérateur linéaire continu de X dans X.
En utilisant l�hypothèse (2:1:8) ; on obtient

T (D (L)) � D (L) et T 2 L (D (L) ; D (L))

( ici D(L) est un espace de Banach muni de la norme de graphe). Alors, en utilisant les
propriétés de l�interpolation, on trouve

T 2 L
�
(X;D (L)) 1

p
;p ; (X;D (L)) 1

p
;p

�
Voir [8; p: 19] :
2:D�après l�assertion 5 du lemme (2:2:3) ; on a

(L+H) ��1 = (L+M) ��1 + eLeM (L+H) ��1 � I

donc, d�après le point 1, on obtient

(L+H) ��1' 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p

pour ' 2 (D (Q) ; X) 1
p
;p : �
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2.3 Représentation de la solution

De même dans cette partie, la dépendance en w n�est pas necessaire. On suppose qu�il existe
une solution clasique u de (3), Nous esssayerons d�obtenir une équation véri�ée par

v (:) = (L+M) 2u (:) (2.3.1)

On commence par rappeler que la solution dans le cas commutatif s�écrit sous la forme
suivante :(Voir 1)

u = �+	+ d

où, pour presque tout x 2 [0; 1]

� (x) = (L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Mf (s) ds+ (L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Lf (s) ds (2.3.2)

	(x) = � (L+M)�1 exM (L+H) ��1eL
1Z
0

e(1�s)Mf (s) ds (2.3.3)

+(L+M)�1 exM (L+H) ��1
1Z
0

esLf (s) ds

� (L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H)

1Z
0

esLf (s) ds

(L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� 1Z
0

e(1�s)Mf (s) ds

et

d (x) = exM��1d0 � e(1�x)LeM��1d0 + exMeL (L+H) ��1u1 + (2.3.4)

e(1�x)Lu1 � e(1�x)LeMeL (L+H) ��1u1:

Voir Cheggag et al. dans [1, p.63]
Maintenant, dans notre cas non commutatif puisque u satisfait (3),
pour presque tout x 2 (0; 1)
on a :

� (x) = (L+M)�1
xZ
0

e(x�s)M
�
u00 (s) + (L�M)u0 (s)� 1

2
(LM +ML)u (s)

�
ds

+(L+M)�1
1Z
x

e(s�x)L
�
u00 (s) + (L�M)u0 (s)� 1

2
(LM +ML)u (s)

�
ds
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alors � s0écrit:

� (x) =

6X
i=1

�i (x)

Où

�1 (x) = (L+M)�1
Z x

0

e(x�s)Mu00 (s) ds

�2 (x) = (L+M)�1
Z 1

x

e(s�x)Lu00 (s) ds

�3 (x) = (L+M)�1
Z x

0

e(x�s)M (L�M)u0 (s) ds

�4 (x) = (L+M)�1
Z 1

x

e(s�x)L (L�M)u0 (s) ds

�5 (x) = �1
2
(L+M)�1

Z x

0

e(x�s)M (LM +ML)u (s) ds

�6 (x) = �1
2
(L+M)�1

Z 1

x

e(s�x)L (LM +ML)u (s) ds

L�idée principale est d�é¤ectuer des integrations par parties et d�appliquer (L+M) 2 a�n de
déduire l�équation intégrale satisfaite par v
Alors

�1 (x) = (L+M)�1
xZ
0

e(x�s)Mu00 (s) ds

= (L+M)�1 u0 (x)� (L+M)�1 exMu0 (0) + (L+M)�1Mu (x)

� (L+M)�1MexMu (0) + (L+M)�1
xZ
0

M
2

e(x�s)Mu (s) ds

De même, On a

�2 (x) = (L+M)�1
1Z
x

e(s�x)Lu00 (s) ds

= (L+M)�1 e(1�x)Lu0 (1)� (L+M)�1 u0 (x)� (L+M)�1 Le(1�x)Lu1

+(L+M)�1 Lu (x) + (L+M)�1
1Z
x

L2e(s�x)Lu (s) ds

Le calcul de (L+M) 2 (�1 (x) + �2 (x)) :
d�après (2:1:13), u (0) ; u1 2 D (L) = D (M) ; alors�

(L+M)�1MexMu (0) = (L+M)�1 exMMu (0)

(L+M)�1 Le(1�x)Lu1 = (L+M)�1 e(1�x)LLu1
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Puisque v (:) = (L+M) 2u (:) et u0 (0) = d0 +Hu (0) ; on obtient

(L+M) 2 (�1 (x) + �2 (x)) = v (x)� (L+M) exM (H +M)u (0) (2.3.5)

+(L+M) e(1�x)L (u0 (1)� Lu1)� (L+M) exMd0

+(L+M)

Z x

0

M2e(x�s)M (L+M) 2v (s) ds

+(L+M)

Z 1

x

L2e(s�x)L (L+M)�2 v (s) ds:

De la même manière, pour �3 (x) + �4 (x) ; l�intégration par partie donne :

�3 (x) + �4 (x) = � (L+M)�1 exM (L�M)u (0) + (L+M)�1 e(1�x)L (L�M)u (1)

+ (L+M)�1
Z x

0

Me(x�s)M (L�M)u (s) ds

� (L+M)�1
Z 1

x

Le(s�x)L (L�M)u (s) ds:

Le calcul de (L+M) 2 (�3 (x) + �4 (x))
Puisque (

M (L�M)u (x) =M (L�M) (L+M)�
2

(L+M) 2u (x)

L (L�M)u (x) = L (L�M) (L+M)�
2

(L+M)
2

u (x)

En appliquant (L+M) à �3 (:) + �4 (:) ; on obtient

(L+M) (�3 (x) + �4 (x)) = �exM (L+M)u (0) + e(1�x)L (L�M)u1

+

Z x

0

e(x�s)MM (L�M) (L+M)�
2

v (s) ds

�
Z 1

x

e(s�x)LL (L�M) (L+M)�
2

v (s) ds:

Donc, en appliquant encore (L+M) ; on trouve

(L+M)2 (�3 (x) + �4 (x)) = � (L+M) exM (L�M)u (0) (2.3.6)

+(L+M) e(1�x)L (L�M)u1

+(L+M)

Z x

0

e(x�s)MML (L+M)�2 v (s) ds

+(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LLM (L+M)�2 v (s) ds

� (L+M)

Z x

0

e(x�s)MM2 (L+M)�2 v (s) ds

� (L+M)

Z 1

x

e(s�x)LL2 (L+M)�2 v (s) ds:

Le calcul de (L+M) 2 (�5 (x) + �6 (x))
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En�n, en appliquant (L+M) 2 à (�5 (:) + �6 (:)) pour presque tout x 2 (0; 1) ; on obtient

(L+M) 2 (�5 (x) + �6 (x)) = �1
2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)MLM (L+M)�
2

v (s) ds(2.3.7)

�1
2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)MML (L+M)�
2

v (s) ds

�1
2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LLM (L+M)�
2

v (s) ds

�1
2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LML (L+M)�
2

v (s) ds

Après sommation, on trouve

(L+M) 2� (x) = v (x)� (L+M) exM ((H + L)u (0) + d0) + (L+M) e(1�x)L (u0 (1)�Mu1)

+
1

2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)MML (L+M)�
2

v (s) ds

�1
2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)MLM (L+M)�
2

v (s) ds

+
1

2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LLM (L+M)�
2

v (s) ds

�1
2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LML (L+M)�
2

v (s) ds

On trouve �nalement

(L+M) 2� (x) = v (s)� (L+M) exM [(H + L)u (0) + d0] (2.3.8)

+(L+M) e(1�x)L (u0 (1)�Mu1)

+
1

2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)MCL;Mv (s) ds

�1
2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LCL;Mv (s) ds (2.3.9)

avec
CL;M := [M ;L] (L+M)�2 = (ML� LM) (L+M)�2 :
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Concernant 	; par la même méthode, on obtient

(L+M)2	 (x) = (L+M) exM (L+M)u (0)� (L+M) e(1�x)Lu0 (1) (2.3.10)

_ (L+M) exM (L+H) ��1eL (L+M)u1

� (L+M) exM (L+H) ��1
�
I � eLeM

�
d0

+(L+M) e(1�x)M (L+H) ��1eL (L+M)u1

+(L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1
�
I � eLeM

�
d0

� (L+M) e(1�x)LLu1 + (L+M) e(1�x)leMd0

�1
2
(L+M) exM (L+H) ��1eL

Z 1

0

e(1�s)MCL;Mv (s) ds

� (L+M) exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLCL;Mv (s) ds

+
1

2
(L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1

Z 1

0

esLCL;Mv (s) ds

�1
2
(L+M) e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)MCL;Mv (s) ds:

Cette dernière équation avec (2:3:8) ; permet de dé�nir

v +R (v) = F (f) + �

avec pour presque tout x 2 ]0; 1[

R (v) (x) =
1

2
(L+M)

Z x

0

e(x�s)MCL;Mv (s) ds�
1

2
(L+M)

Z 1

x

e(s�x)LCL;Mv (s) ds

�1
2
(L+M) exM (L+H) ��1

Z 1

0

esLCL;Mv (s) ds

�1
2
(L+M) exM (L+H) ��1eL

Z 1

0

e(1�s)MCL;Mv (s) ds (2.3.11)

�1
2
(L+M) e(1�x)L

�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)MCL;Mv (s) ds

+
1

2
(L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1

Z 1

0

esLCL;Mv (s) ds;
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F (f) (x) = (L+M)

Z x

0

e(x�s)Mf (s) ds+ (L+M)

Z 1

x

e(s�x)Lf (s) ds

� (L+M) exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

e(1�s)Mf (s) ds

+(L+M) exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf (s) ds (2.3.12)

� (L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf (s) ds

� (L+M) e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)Mf (s) ds;

et

� (x) = (L+M) exM (L+H) ��1
�
I � eLeM

�
d0 (2.3.13)

+(L+M) exMd0 � (L+M) e(1�x)LeMd0

� (L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1
�
I � eLeM

�
d0

+(L+M) exM (L+H) ��1eL (L+M)u1

� (L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1eL (L+M)u1

+(L+M) e(1�x)L (L+M)u1:

Finalement, si u est une solution classique de (3) ; alors v (:) := (L+M) 2u (:) véri�e l�équa-
tion intégrale

v +R (v) = F (f) + � (2.3.14)

avec R;F (f) et � sont dé�nie par (2:3:11) ; (2:3:12) ; (2:3:13)

Remarque 2.3.1

Comme
(L+H) ��1 = (L+M) ��1 + eLeM (L+H) ��1 � I

donc on peut écrire
� (x) = eR (x) + S (x)

aveceR (x) = (L+M) exMeLeM (L+H) ��1d0

� (L+M) exM (L+M) ��1eLeMd0

� (L+M) exMeLeM (L+H) ��1eLeMd0 + (L+M) exMeLeMd0

� (L+M) e(1�x)LeM
�
I + (L+H) ��1

�
I � eLeM

��
d0

+(L+M) exMeLeM (L+H) ��1eL (L+M)u1 � (L+M) exMeL (L+M)u1

� (L+M) e(1�x)LeM (L+H) ��1eL (L+M)u1

+(L+M) exM (L+M) ��1eL (L+M)u1
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et
S (x) = (L+M) exM (L+M) ��1d0 + (L+M) e(1�x)L (L+M)u1eR sera régulier puisqu�il correspond aux termes de � contenant eL; eM . Alors pour obtenir

un résultat d�unicité et d�éxistence pour notre problème, il su¢ ra d�étudier la régularité de
R, F (f) et S

2.4 Régularité de la solution

L�étude de Fw (f) ; eRw; Rw et Sw
Supposons que u1 2 D (L+M) = D (L) ; on note encore Lw = L, Mw =M; et Rw = R
Rappelons le résultat suivant Voir [11; p: 96]

Proposition 2.4.1 Soit Q un générateur in�nitisémal d�un semi groupe analytique
�
exQ
�
x�0

sur X; ' 2 X ;1 < p < +1 et m 2 N�:
Alors

1. e�Q' 2 Lp (0; 1; X) ;
2. Qme�Q' 2 Lp (0; 1;X) () e�Q' 2 Wm;p (0; 1;X)

() ' 2 (D (Qm) ; X) 1
mp
;p

On pose pour x 2 (0; 1)

G (g) (x) =

Z x

0

e(x�s)Mg (s) ds;K (g) (x) =

Z 1

x

e(s�x)Lg (s) ds

où g est une fonction de (0; 1) de X
On applique la remarque dans [3; p: 25] et en utilisant le théorème des graphes fermés, on
obtient

Proposition 2.4.2 on suppoose (2:1:1) s (2:1:4). Soit g 2 Lp (0; 1) ; 1 < p <1. Alors

K (g) ; G (g) 2 W 1;p (0; 1;X) \ Lp (0; 1;D (M)) ;

ce qui implique
G (g) (1) ; K (g) (0) 2 (D (M) ; X) 1

p
;p : (2.4.1)

De plus, pour presque tout x 2 (0; 1)

G0 (g) (x) =MG (g) (x) + g (x) et k0 (g) (x) = �LK (g) (x)� g (x) ;

et il existe C > 0 tel que8<:
kG (g)kLp(0;1;X) � C kgkLp(0;1;X) ; kK (g)kLp(0;1;X) � C kgkLp(0;1;X)
kx 7!MG (g) (x)kLp(0;1;X) � C kgkLp(0;1;X)
kx 7! LK (g) (x)kLp(0;1;X) � C kgkLp(0;1;X) :
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Proposition 2.4.3 On suppose(2:1:1) s (2:1:4) et (2:1:7) ; (2:1:8). Soit g 2 Lp (0; 1;X) avec
1 < p <1. Alors les fonctions suivantes

	1 (g) : = e:M (L+H) ��1K (g) (0)

	2 (g) : = e:M (L+H) ��1eLG (g) (1)

	3 (g) : = e(1�:)LeM (L+H) ��1eLG (g) (1)

	4 (g) : = e(1�:)LeM (L+H) ��1K (g) (0)

	5 (g) : = e(1�:)LG (g) (1) ;

sont dans Lp (0; 1;D (L)) et il existe C > 0, tel que

8<:
k	i (g)kLp(0;1;X) � C kgkLp(0;1;X) ; i = 1; 5
kx 7!M	i (g) (x)kLp(0;1;X) � C kgkLp(0;1;X) ; i = 1; 2
kx 7! L	i (g) (x)kLp(0;1;X) � C kgkLp(0;1;X) ; i = 3; 4; 5

Preuve. On étudie seulement	1 (g) (x) (les autres fonctions sont traitées de la même manière ) :
Dans la suite C désigne les di¤érentes constantes qui peuvent dépendre de p mais ne dé-
pendent pas de g. Il est clair que 	1 2 Lp (0; 1;X) et

k	1 (g)kLp(0;1;X) � C kgkLp(0;1;X) :

Maintenant, on montre que 	1 2 Lp (0; 1;X) : On a

	1 (g) (x) = exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLg (s) ds

=

Z x

0

e(x�s)MesM (L+H) ��1esLg (s) ds+ exM (L+H) ��1
Z 1

x

esLg (s) ds;

donc, on peut écrire
	1 (g) (x) = G (~g) (x) + e	1 (g) (x) ;

où � eg (s) = esM (L+H) ��1esLg (s)e	1 (g) = exM (L+H) ��1
R 1
x
esLg (s) ds;

mais eg 2 Lp (0; 1;X) ; alors d�après la proposition (2:4:2) ; G (~g) 2 Lp (0; 1;D (M)) et
kx 7!MG (eg) (x)kLp(0;1;X) � C k~gkLp(0;1;X) (2.4.2)

� C kgkLp(0;1;X) :

Maintenant du lemme (2:2:3) ; l�assertion 5, on a

(L+H) ��1 = (L+H) ��1 = eLeM (L+H) ��1 � I;
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et donc

e	1 (g) (x) = exM (L+M) ��1
Z 1

x

esLg (s) ds (2.4.3)

+exMeLeM (L+H) ��1
Z 1

x

esLg (s) ds

�exM
Z 1

x

esLg (s) ds

= I1 (x) + I2 (x) + I3 (x) ;

comme eL (X) � D (M) ; on a MeLeM (L+H) ��1 2 L (X), et on peut écrireZ 1

0

kMI2 (x)kp dx =

Z 1

0





exMMeLeM (L+H) ��1exL
Z 1

x

e(s�x)Lg (s) ds





p dx
� C

Z 1

0





Z 1

x

e(s�x)Lg (s) ds





p dx
� C kK (g)kpLp(0;1;X)
� C kgkpLp(0;1;X) :

comme eL (X) � D (M) ; on a MeLeM (L+H) ��1 2 L (X), et on peut écrire

Z 1

0

kMI2 (x)kp dx =

Z 1

0





exMMeLeM (L+H) ��1exL
Z 1

x

e(s�x)Lg (s) ds





p dx
� C

Z 1

0





Z 1

x

e(s�x)Lg (s) ds





p dx
� C kK (g)kpLp(0;1;X)
� C kgkpLp(0;1;X) :

De même Z 1

0

kMI2 (x)kp dx =

Z 1

0





exMM (L� I)�1 (L� I)

Z 1

x

esLg (s) ds





p dx
� C

Z 1

0





(L� I)

Z 1

x

esLg (s) ds





p dx
� C

�
kLK (g)kLp(0;1;X) + kK (g)k

�p
� C kgkpLp(0;1;X) :

Pour I1; on utilise l�hypothèse (2:1:8), ce qui montre que M (L+M) ��1 (L� I)�1 2 L (X)
et doncZ 1

0

kMI1 (x)kp dx =

Z 1

0





exMM (L+M) ��1 (L� I)�1 (L� I)

Z 1

x

esLg (s) ds





p dx
� C

Z 1

0





(L� I)

Z 1

x

esLg (s) ds





p dx
� C kgkpLp(0;1;X) :
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Finalement, les estimations précédentes concernant I1; I2; et I3, avec (2:4:2) ; (2:4:3) montrent
que 	1 2 Lp (0; 1;D (M)) etkM	1 (g)kLp(0;1;X) � C kgkLp(0;1;X) �

Proposition 2.4.4 Soit f 2 Lp (0; 1;X), 1 < p <1: Supposons (2:1:1) s (2:1:8) : Alors

F (f) 2 Lp (0; 1;X)

Preuve. En utilisant les notations de la proposition (2:4:1) et (2:4:3) , on peut écrire F (f)
de la forme :

F (f) : = (L+M) (M � I)�1 (M � I)G (f) + (L+M) (L� I)�1 (L� I) [K (f) (:)]

� (L+M) (M � I)�1 (M � I)	2 (f) + (L+M) (M � I)�1 (M � I) [	1 (f) (:)]

� (L+M) (L� I)�1 (L� I)	4 (f) + (L+M) (L� I)�1 (L� I) [	3 (f) (:)]

� (L+M) (L� I)�1 (L� I) [	5 (f) (:)] :

Mais (L+M) (L� I)�1 ; (L+M) (M � I)�1 2 L (X) : Alors F (f) 2 Lp (0; 1;X) : �

Proposition 2.4.5 On suppose (2:1:1) s (2:1:8) : Soit 1 < p <1, alorseR 2 Lp (0; 1;X)
Preuve. on note

U := (L+M) (L� I)�1 2 L (X) et V := (L+M) (M � I)�1 2 L (X)
il est bien connu que pour tout n 2 N� et � 2 X; on a

eL� 2 D (Ln) et eM� 2 D (Mn)

ainsi (M � I) eL; (L� I) eM 2 L (X) et aussi d�après l�hypothèse(2:1:8)

(M � I) (L+M) ��1eL =M (L+M) ��1 (L� I)�
1

(L� I) eL � (L+M) ��1eL 2 L (X)

Pour x 2 (0; 1) ; on peut écrireeR (x) = V exM (M � I) eLeM (L+H) ��1d0

�V exM (M � I) (L+M) ��1eLeMd0

�V exM (M � I) eLeM (L+M) ��1eLeMd0

+V exM (M � I) eLeMd0

�V e(1�x) (L� I) eM
�
I + (L+H) ��1

�
I � eLeM

��
d0

+V exM (M � I) eLeM (L+H) ��1eL (L+M)u1

�V exM (M � I) eL (L+M)u1

�V e(1�x)L (L� I) eM (L+H) ��1eL (L+M)u1

+V exM (M � I) (L+M) ��1eL (L+M)u1

Alors, d�après la proposition 1, assertion 1. On obtienteR 2 Lp (0; 1;X)
�
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Proposition 2.4.6 Soient (2:1:1) v (2:1:7) ; 1 < p <1: Alors

S 2 Lp (0; 1;X) Si et seulement si u1;��1 d0 2
�
X;D (L+M) 2

�
1� 1

2p
;p

Preuve. Pour x 2 (0; 1) ; on a

S (x) = (L+M) exM (L+M) ��1d0 + (L+M) e(1�x)L (L+M)u1

= (L+M) (M � I)�1 (M � I) exM (L+M) ��1d0

+(L+M) (L� I)�1 (L� I) e(1�x)L (L+M)u1

= S1 (x) + S2 (x)

puisque (L+M) (M � I)�1 est inversible dans L (X), alors
S1 2 Lp (0; 1;X) si et seulement si

x 7! (M � I) exM (L+M) ��1d0 2 Lp (0; 1;X)

et ceci, d�après la proposition (2:4:1), est équivalente à :

(L+M) ��1d0 2 (X;D (M))1� 1
p
;p = (X;D (L+M))1� 1

p
;p

De même; S2 2 Lp (0; 1;X) si et seulement si

(L+M)u1 2 (X;D (L))
1� 1

p ;p
= (X;D (L+M))1� 1

p
;p :

On a S1 2 Lp
�
0; 1

2
;X
�
et S2 2 Lp

�
1
2
; 1;X

�
; alors

S 2 Lp (0; 1;X) () S 2 Lp
�
0; 1

2
;X
�
et S 2 Lp

�
1
2
; 1;X

�
() S1 2 Lp

�
0; 1

2
;X
�
et S2 2 Lp

�
1
2
; 1;X

�
()

(
(L+M) ��1d0 2 (X;D (L+M))1� 1

p
;p

(L+M)u1 2 (X;D (L+M))1� 1
p
;p ,

et, grâce à la propriéte de réitération, on obtient :

S 2 Lp (0; 1;X) () u1;�
�1d0 2

�
X;D (L+M) 2

�
1� 1

2P
;p
:

�

Maintenant , on a besoin de la dépendence de w. Les opérateurs R, eR, F (f) et S deviennent
Rw; ~Rw; Fw (f) et Sw où L et M sont remplacés par Mw et Lw:
On doit estimer kRwk a�n d�inverser (I +Rw) pour w assez grand et obtenir la formule de
représentation suivante pour la solution classique u de (2:1:3)

u (:) = (Lw +Mw)
�2
h
(I +Rw)

�1
�
Fw (f) + ~Rw + Sw

�
(:)
i
: (2.4.4)

Proposition 2.4.7 On suppose (2:1:1) s (2:1:10) : Soit 1 < p <1; alors Rw 2 L (Lp (0; 1;X))
et il existe w� � w0 tel que pour tout w � w� ,

I +Rw est inversible dans L (Lp (0; 1;X)) :
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Preuve. Soit v 2 Lp(0; 1;X): Puisque CLw;Mw 2 L(X) alors CLw;Mwv 2 Lp (0; 1;X)
En utilisant les notations des propositions (2:4:2) et (2:4:3) ; on peut écrire

2Rw (v) : = (Lw +Mw) (Mw � I)�1 (Mw � I)G
�
CLw;Mw

v (:)
�
(:)

� (Lw +Mw) (Lw � I)�1 (Lw � I)K
�
CLw;Mw

v (:)
�
(:)

� (Lw +Mw) (Mw � I)�1 (Mw � I)	1
�
CLw;Mw

v (:)
�
(:)

� (Lw +Mw) (Mw � I)�1 (Mw � I)	2
�
CLw;Mw

v (:)
�
(:)

� (Lw +Mw) (Lw � I)�1 (Lw � I)	3
�
CLw;Mw

v (:)
�
(:)

+ (Lw +Mw) (Lw � I)�1 (Lw � I)	4
�
CLw;Mw

v (:)
�
(:)

+ (Lw +Mw) (Lw � I)�1 (Lw � I)	5
�
CLw;Mw

v (:)
�
(:)

Rappellons que (Lw +Mw) (Mw � I)�1 ; (Lw +Mw) (Lw � I)�1 2 L (X) :Alors d�après les
propositions (2:4:2) et (2:4:3) ; on a Rw (v) 2 Lp (0; 1;X) et il existe une constante b > 0
telle que, pour w � w0

kRw (v)kLp(0;1;X) � b


CLw;Mw




L(X) kvkLp(0;1;X)

et de l�hypothèse (2:1:10) ; on obtient

kRw (v)kLp(0;1;X) � C� (w) kvkLp(0;1;X)

avec lim
w!+1

� (w) = 0: Par conséquence, il existe w� � w0 telle que pour w � w�

kRwkL(Lp(0;1;X)) � 1:

D�où I +Rw est inversible dans L (Lp (0; 1;X)) pour tout w � w� �

On a alors le résultat fondamental suivant :

Théorème : On suppose (2:1:1) v (2:1:10) : Soit f 2 Lp (0; 1;X) avec 1 < p < 1: Alors il
existe w� � w0 tel que , pour tout w � w�, les deux assertions suivantes sont équivalentes.

1. Le problème (3) admet une unique solution classique u

2. u1;��1d0 2 (X;D (Lw +Mw)
2)1� 1

2p
;p

2.5 Preuve du théorème

On considère w� assez grand et w � w�

Assertion 1 implique l�asssertion 2

On suppose l�assertion 1, i.e u dé�nie par (2:4:4) ; est une solution classique du problème (3)
: Alors

x 7! (L+M)2 u (x) = (I +R)�1
�
Fw (f) + eRw (x) + Sw (x)

�
2 Lp (0; 1;X)
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et on obtient Fw (f) + fRw + Sw 2 Lp (0; 1;X) : Donc d�après les propositions (2:4:4) ; (2:4:5)
et (2:4:6) ; l�assertion est satisfaite

Assertion 2 implique l�assertion 1
On suppose l�assertion 2, on doit montrer que u dé�nie par (2:4:4) est une solution classique
de (3).
Soit

v (x) = (L+M)2 u (x) = (I +Rw)
�1
�
Fw (f) + eRw (x) + Sw (x)

�
I Première étape : Montrons que u 2 Lp

�
0; 1;D (Lw �Mw)

2�
D�après les propositions (2:4:4) ; (2:4:5) ; (2:4:6) et (2:4:7), on obtient que v 2 Lp (0; 1;X)
comme

(Lw �Mw)
2 (Lw +Mw)

�2 2 L (X)
donc

x 7�! (Lw �Mw)
2 u (x) = (Lw �Mw)

2 (Lw +Mw)
�2 v (x) 2 Lp (0; 1;X) :

I Deuxième étape : Montrons que (Lw �Mw)u
0 2 Lp (0; 1;X)

Puisque v = Fw (f) + �w �Rw (v) ; on a

u (:) = (Lw +Mw)
�2 (Fw (f) (:) + �w (:))� (Lw +Mw)

�2Rw (v) (:) (2.5.1)

donc, en utilisant (2:3:11) ; (2:3:12) et (2:3:13), on peut écrire u sous la forme suivante :

u = u+ eu+ bu
telles que 8>>>>>>>><>>>>>>>>:

u = (Lw +Mw)
�1G (f) (x) + (Lw +Mw)

�1K (f) (x)

� 1
2
(Lw +Mw)

�1G
�
CLw;Mw

v (:)
�
(x)

+ 1
2
(Lw +Mw)

�1K
�
CLw;Mw

v (:)
�
(x)

eu = (Lw +Mw)
�1 exMwf0

bu = (Lw +Mw)
�1 e(1�x)Lwf1

avec

f0 = � (Lw +H) ��1eLwG (f) (1) + (Lw +H) ��1w K (f) (0)

+ (Lw +H) ��1w
��
I � eLweMw

�
d0 + eLw (Lw +Mw)u1

�
+ d0

+
1

2
(Lw +H) ��1w K

�
CLw;Mw

v (:)
�
(0) +

1

2
(Lw +H) ��1w eLwG (CLw;Mwv (:)) (1)

et

f1 = �eMw (Lw +H) ��1w K (f) (0) +
�
�eMwd0 + (Mw + Lw)u1

�
�
�
I � eMw (Lw +H) ��1w eLw

�
G (f) (1)

�eMw (Lw +H) ��1w
��
I � eLweMw

�
d0 + eLw (Mw + Lw)u1

�
+
1

2

�
I � eMw (Lw +H) ��1w eLw

�
G
�
CLw;Mwv (:)

�
(0)

1

2
eMw (Lw +H) ��1w K

�
CLw;Mwv (:)

�
(0) :
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On a

(Lw +Mw)u
0 (x) = MwG (f) (x)� LwK (f) (x)�

1

2
MwG (CLw;Mwv (:)) (x)

�1
2
LwK (CLw;Mwv (:)) (x)� CLw;Mwv (x)

or f 2 Lp (0; 1;X) et ainsi v (Voir premier étape) alors, en vertu de la proposition (2:4:2) et
lemme (2:2:2) ; on obtient (Lw +Mw)u

0 (:) 2 Lp (0; 1;X) :
Comme

(Lw �Mw)u
0 (:) = (Lw �Mw) (Lw +Mw)

�1 (Lw +Mw)u
0 (:)

On obtient
x 7�! (Lw �Mw)u

0 (:) 2 Lp (0; 1;X) (2.5.2)

Maintenant dans f1; on rassemble tous les termes qui contiennet eMw ; on peut réécrire

f1 = (Mw + Lw)u1 �G (f) (1) +
1

2
G (CLw;Mwv (:)) (1) + e

Mw�1

où �1 2 X: Alors de (2:1:14) et (2:4:1) ;on conclut

f1 2 (D (Mw) ; X) 1
p
;p

et
x 7�! (Lw �Mw) bu0 2 Lp (0; 1;X) : (2.5.3)

Il reste à étudier eu. Pour f0; en utilisant le lemme (2:2:3) ; le point 5; on peut écrire
f0 = (Lw +Mw) �

�1w0 + eLweMw (Lw +H) ��1w (w0 + d0) + eLweMwd0

�eLw (Lw +Mw)u1 + eLwG (f) (1)� 1
2
eLwG (CLw;Mwv (:)) (1)�K (f) (0)

�1
2
K (CLw;Mwv (:)) (0) + (Lw +Mw) �

�1d0

où

w0 = �eLweMwd0 + eLw (Lw +Mw)u1 � eLwG (f) (1)

+K (f) (0) +
1

2
K (CLw;Mwv (:)) (0)

+
1

2
eLwG (CLw;Mwv (:)) (1)

Alors

f0 = (Lw +Mw) �
�1
w w0 �K (f) (0)� 1

2
K (CLw;Mwv (:)) (0)

+ (Lw +Mw) �
�1
w d0 + eLw�0
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où �0 2 X: Il est clair que w0 2 (D (Mw) ; X) 1
p
;p ; donc

f0 2 (D (Mw) ; X) 1
p
;p

et
x 7�! (Lw �Mw) eu0 2 Lp (0; 1;X) (2.5.4)

Finalement, (2:5:2) ; (2:5:3) et (2:5:4) ; assurent que

x 7�! (Lw �Mw)u
0 (x) 2 Lp (0; 1;X)

I Troisième étape : Montrons que u satisfait (3)

À partir de cette étape et d�autres, on déduit que u 2 W 2;p (0; 1;X) puisque

x 7�! u00 (x) = � (Lw +Mw)u
0 (x) +

1

2
(LwMw +MwLw)u (x) = f (x) 2 Lp (0; 1;X)

De plus, on a pour presque tout x 2 (0; 1)

v (x) = (Lw +Mw)G (f) (x) + (Lw +Mw)K (f) (x) (2.5.5)

�1
2
(Lw +Mw)G (CLw;Mwv (:)) (x) +

1

2
(Lw +Mw)K (CLw;Mwv (:)) (x)

+ (Lw +Mw) e
xMwf0 + (Lw +Mw) e

(1�x)Lwf1

et

(Lw +Mw)u
0 (x) = MwG (f) (x)� LwK (f) (x)

�1
2
MwG (CLw;Mwv (:)) (x)�

1

2
LwK (CLw;Mwv (:)) (x)

+Mwe
xMwf0 � Lwe

(1�x)Lwf1 � CLw;Mwv (x)

Par conséquent en substituant (2:5:5) dans (Lw +Mw)u0 (x) et en utilisant le lemme (2:3:3) ;
assertion 6, pour presque tout x 2 (0; 1), on obtient

u0 (x) = Mw (Lw +Mw)
�1G (f) (x)� Lw (Lw +Mw)

�1K (f) (x) (2.5.6)

�1
2
Mw (Lw +Mw)

�1G (CLw;Mwv (:)) (x)

�1
2
Lw (Lw +Mw)

�1K (CLw;Mwv (:)) (x)

+M (Lw +Mw)
�1 exMf0 � Lw (Lw +Mw)

�1 e(1�x)Lwf1

Alors pour tout x 2 (0; 1)

u00 (x) = f (x) +Mw (Lw +Mw)
�1MwG (f) (x) + Lw (Lw +Mw)

�1 LwK (f) (x)

�1
2
Mw (Lw +Mw)

�1MwG (CLw;Mwv (:)) (x)

+
1

2
Lw (Lw +Mw)

�1 LwK (CLw;Mwv (:)) (x) (2.5.7)

+
1

2
(Lw +Mw) (Lw +Mw)

�1CLw;Mwv (x) +Mw (Lw +Mw)
�1Mwe

xM
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En substituant (2:5:5) dans (2:5:7), on obtient pour tout x 2 (0; 1)

u00 (x) = f (x) + E1G (f) (x) + T1K (f) (x)�
1

2
E1G (CLw;Mwv) (x) (2.5.8)

+
1

2
T1K (CLw;Mwv) (x) + E1e

xMf0 + T1e
(1�x)Lf1

où, sur le domaine D (Lw +Mw) ; E1 et T1 sont dé�ni par :

E1 = Mw (Lw +Mw)
�1Mw +

1

2
(Lw �Mw) (Lw +Mw)

�1CLw;Mw (Lw +Mw)

=
1

2
Mw �

1

2
(Lw �Mw)Mw (Lw +Mw)

�1

et

T1 = Lw + (Lw +Mw)
�1 Lw +

1

2
(Lw �Mw)

�1CLw;Mw (Lw +Mw)

=
1

2
Mw +

1

2
(Lw �Mw)Lw (Lw +Mw)

�1

en vertu du lemme (2:2:3), assertion 6, on utilise (2:5:1) ; (2:5:6) et (2:5:8), pour presque tout
x 2 (0; 1) ; on trouve

u00 (x) + (Lw �Mw)u
0 (x)� 1

2
(LwMw +MwLw)u (x)

= f (x) + E2G (f) (x) + T2K (f) (x)�
1

2
E2G (CLw;Mwv (:)) (x) +

1

2
T2K (CLw;Mwv (:)) (x)

+E2e
xMwf0 + T2e

(1�x)Lwf1

avec

E2 =
1

2
Mw �

1

2
(Lw �Mw)Mw (Lw +Mw)

�1 + (Lw �Mw)Mw (Lw +Mw)
�1

�1
2
(LwMw +MwLw) (Lw +Mw)

�1

et

T2 =
1

1
Lw +

1

2
(Lw �Mw)Lw (Lw +Mw)

�1

� (Lw �Mw)Lw (Lw +Mw)
�1 � 1

2
(LwMw +MwLw) (Lw +Mw)

�1

et, en vertu du lemme (2:2:3) ;assertion 8, on obtient

E2G (f) (:) = T2K (f) (:) = 0 dans Lp (0; 1;X)

Finalement, on trouve

u00 (x) + (Lw +Mw)u
0 (x)� 1

2
(LwMw +MwLw)u (x) = f (x)
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D�autre part la solution (2:4:4)
véri�e les conditions aux limites �

u0 (0)�Hu (0) = d0
u (1) = u1

On conclut alors que u, déterminée par (2:4:4) est une solution classique de (3) :



Chapitre 3

Retour au cas commutatif

Ce chapitre est consacré à la comparaison avec le récent article [1] : On montre que ce travail
améliore les résultats dans [1] : En e¤et, plutôt que de considérer des familles d�opérateurs
linéaires (Lw)w�w0 ; (Mw)w�w0 ; on considère les deux opérateurs linéaires fermés L;M dans
X tels que �

D (L) = D (M)
LM =ML

(3.1.1)

comme hypothèses (11) et (12) dans [1; p:59] : Mais, on ne suppose ni la commutativité entre
L et H, ni entre M et H, comme dans les hypothèses (15) et (16) dans [1; p:59]
D�après (3:1:1), on a

� = (M �H) + eLeM (L+H) = (M �H) + eL+M (L+H)

et puisque CL;M = 0; on a R = 0: Alors grâce à la formule

u = (L+M)�2
�
(I +R)�1 (F (f) + �)

�
la solution du problème8<:

u00 (x) + (L�M)u (x)� LMu (x) = f (x)
u0 (0) +Hu (0) = d0

u (1) = u1

(3.1.2)

est
u (:) = (L+M)�2 (F (f) (:) + � (:))

où ici (I +R)�1 = I: De plus, pour x 2 [0; 1]
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(L+M)�2 F (f) (x) = (L+M)�1
Z x

0

e(x�s)Mf (s) ds+ (L+M)�1
Z 1

x

e(s�x)Lf (s) ds

� (L+M)�1 exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

esLf (s) ds

� (L+M)�1 exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf (s) ds

� (L+M)�1 e(1�x)LeM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf (s) ds

� (L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)Mf (s) ds

et

(L+M)�2 � (x) = (L+M)�1 exM
�
(L+H) ��1 + I � (L+H) ��1eL+M

�
d0

� (L+M)�1 e(1�x)LeM
�
(L+H) ��1 + I � (L+H) ��1eL+M

�
d0

+(L+M)�1 exM (L+H) ��1eL (L+M)u1

+(L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

�
(L+M)u1

Maintenant, en utilisant le fait que

(L+H) ��1 = (L+M) ��1 + eL+M (L+H) ��1 � I

(V oir le lemme (2:2:3) ; point 5) ; on déduit

eMd0 + eM (L+H) ��1d0 � eM (L+H) ��1eL+Md0

= eMd0 + eM
�
(L+M) ��1 + eL+M (L+H) ��1 � I

�
d0

�eM (L+H) ��1eL+Md0

= eM (L+M) ��1d0 + eMeL+M (L+H) ��1d0

�eM (L+M) ��1eL+Md0

= eM (L+M) ��1d0 + eM
�
eL+M ; (L+H) ��1

�
d0

et puisque

(L+H) ��1d0 + d0 � (L+H) ��1eL+Md0

=
�
(L+H) + (M �H) + eL+M (L+H)

�
��1d0 � (L+H) ��1eL+Md0

=
�
(L+M) + eL+M (L+H)

�
��1d0 � (L+H) ��1eL+Md0

= (L+M) ��1d0 +
�
eL+M ; (L+H) ��1

�
d0
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alors, on obtient

(L+M)�2 � (x) = exM��1d0 + (L+M)�1 exM
�
eL+M ; (L+H) ��1

�
d0

�e(1�x)LeM��1d0 � (L+M)�1 e(1�x)LeM
�
eL+M ; (L+H) ��1

�
d0

+(L+M)�1 exM (L+H) ��1eL (L+M)u1

+(L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

�
(L+M)u1:

Finalement la représentation de la solution du problème (3:1:2) pour p.p x 2 (0; 1) ; est

u (x) = exM��1d0 + (L+M)�1 exM (L+H) ��1eL (L+M)u1

� (L+M) exM (L+H) ��1eL
Z 1

0

e(1�s)f (s) ds

+(L+M)�1 exM (L+H) ��1
Z 1

0

esLf (s) ds

�e(1�x)LeM��1d0 + (L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

�
(L+M)u1

� (L+M)�1 e(1�x)eM (L+M) ��1
Z 1

0

esLf (s) ds

� (L+M)�1 e(1�x)L
�
I � eM (L+H) ��1eL

� Z 1

0

e(1�s)Mf (s) ds

+(L+M)�1
Z 1

0

e(x�s)Mf (s) ds+ (L+M)�1
Z 1

x

e(s�x)f (s) ds

+(L+M)�1
�
exM � e(1�x)LeM

� �
eL+M ; (L+H) ��1

�
d0

cette représentation généralise celle utilisée dans [1; p:63]
on note que , le dernier terme

(L+M)�1
�
exM � e(1�x)L

� �
eL+M ; (L+H) ��1

�
d0

s�annule lorsque l�opérateur H commute, au sens des résolvantes, avec les opérateurs L et M
donc, notre solution coincide avec celle utilisée dans [1] :

Corollaire 3.1.1 Soient L; M deux opérateurs linéaires fermé dans X véri�ant (3:1:1) : On
suppose (2:1:1) s (2:1:8) où Lw = L; Mw =M pour tout w � w0 et LM =ML
Soit f 2 Lp (0; 1;X) avec 1 < p <1: Alors les deux assertions suivantes sont équivalentes

1. le problème (3:1:2) admet une unique solution classique

2. u1; ��1d0 2
�
X;D (L+M)2

�
1� 1

2p
;p

Remarque 3.1.1 Notez que, au lieu de la commutativité entre H et les opérateurs L etM ,
nous avons supposé l�hypothèse suivante :

8� 2 D (L) = D (M) = D (L+M) ;��1� 2 D
�
(L+M)2

�
ce qui est evidement véri�é lorsque l�opérateurs H commute avec L et M au sens des résol-
vantes .
On note ainsi la condition (3:1:1) implique (2:1:5)
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Application

Soit X = L2 (R) : On dé�nit les opérateurs Lw;Mw et H comme suit8>><>>:
D (Lw) = D (Mw) = H2 (R) ; D (H) = H1 (R)
Lw' (y) = '00 (y) + a (y)'0 (y)� w�' (y)
Mw' (y) = '00 � w�' (y)
H' (y) = '0 (y)

(4.1)

avec � > 0; w > 0 et � 2 C2b (R) ; a 6= 0
i Véri�cation des hypothèses

L�espace L2 (R) est un UMD
On va montrer que les opérateurs Lw;Mwet Hw véri�ent les hypothèses (2:1:1) v (2:1:8)
Lw;Mw véri�ent (2:1:2) et (2:1:3) donc Lw et Mw génèrent des semi groupes analytiques et
Lw +Mw est inversible : 9 (Lw +Mw)

�1 2 L (X)
D�après (4:1) on a D (Lw) = D (Mw) : D�autre part on a

D
�
(Lw +Mw)

2� = H4 (R) � D
�
(Lw �Mw)

2� = H2 (R)

car �
D (Lw +Mw) = H2 (R)
(Lw +Mw)' (y) = 2'

00 (y) + � (y)'0 (y)� 2w�' (y)
et �

D (Lw �Mw) = H1 (R)
(Lw �Mw)' (y) = � (y)'0 (y) ; y 2 R

De plus MwLw 6= LwMw, car

D (MwLw) = D (LwMw) = H4 (R)

(MwLw)' (y) = ('00 (y) + a (y)'0 (y)� w�' (y))
00 � w� ('00 (y) + a (y)'0 (y)� w�' (y))

= '(4) (y) + �00 (y)'0 (y) + �0 (y)'00 (y) + � (y)'(3) (y)

+�0 (y)'00 (y)� w�'00 (y)� w� ('00 (y) + a (y)'0 (y)� w�' (y))

= '(4) (y) + � (y)'(3) (y) + (2�0 (y)� 2w�)'00 (y)
+ (�00 (y)� w�a (y))'0 (y) + w2�' (y)
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et

(LwMw)' (y) = ('00 (y)� w�' (y))
00
+ a (y) ('00 (y)� w�' (y))

0 � w� ('00 (y)� w�' (y))

= '(4) (y) + a (y)'(3) (y)� 2w�'00 (y)� w�a (y)'0 (y) + w2�' (y)

� Véri�cation de l�hypothèse (2:1:7) ; Pour montrer l�inversibilité de �w; on a�
D (Mw �H) = H2 (R)

(Mw �H)' (y) = '00 (y)� w�' (y)� '0 (y) =  (y)

Par la transformation de Fourier, on résout l�équation

(Mw �H)' (y) = '00 (y)� w�' (y)� '0 (y) = 	 (y) où 	 2 L2 (R)

ce qui implique
' (y) = (Mw �H)�1  (y)

Soit ' 2 H2 (R) alors
(Mw �H)' = '00 � w�'� '0 2 L2 (R)

d�où Mw �H est bien dé�ni. Il est fermé à domaine dense
La transformation de Fourier donne

(2�i�)2 b' (�)� w�b' (�)� 2�i�b' (�) = b (�)
d�où b' (�) = � b (�)

4�2�2 + w2 + 2i��b' 2 L2 (R) : D�où
' (:) = �F

 b (�)
4�2�2 + w2 + 2i��

!
(:)

d�où le résultat. On en déduit que

�
(Mw �H)�1  

�
(y) = �F

 b (�)
4�2�2 + w� + 2i��

!
(y)

= �
Z
R

e2i�y�b (�)
4�2�2 + w� + 2i��

d�

Donc

�w = (Mw �H) + eLwMw (Lw +H)

=
�
I + eLwMw (Lw +H) (Mw �H)�1

�
(Mw �H)
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et

(Lw +H)
�
(Mw �H)�1  

�
(y) = Lw

�
(Mw �H)�1  

�
(y) +H

�
(Mw �H)�1  

�
(y)

=

Z
R

4�
2
�2e2i�y�b (�)

4�2�2 + w� + 2i��
d� � (� (y) + 1)

Z
R

2i��e2i�y�b (�)
4�2�2 + w� + 2i��

d�

+w�
Z
R

e2i�y�b (�)
4�2�2 + w� + 2i��

d�:

alors 

(Lw +H)
�
(Mw �H)�1  

�


L2(R) � C




 ̂



L2(R)

+ Cw�



 ̂




L2(R)

= C (1 + w�) k k
L2(R)

et 

eLweMw (Lw +H) (Mw �H)�1  


 � C (1 + w�)



eLw



eMw


 k k

L2(R)

� C

w2�
(1 + w�) k k

L2(R)
:

Par conséquent, pour w assez grand, on a l�inversibilité de �w
� Pour l�hypothèse(2:1:8),

8' 2 D (Lw) = H
2

(R) ; ��1w ' 2 D (Lw +Mw)
2 = H4 (R)

Soit ��1w ' =  ; alors

' = �w =
�
(Mw �H) + eLweMw (Lw +H)

�
 :

ainsi
(Mw �H) =  00 � w� �  0 2 D (Lw) = H2 (R)

ce qui implique
��1w ' =  2 H4 (R)

De plus, il existe C > 0 tel que, pour tout w > 0

[Mw; Lw] (Lw +Mw)
�2



L(X)
� C

w


où
�

 = 2� si 0 < w < 1

 = � si w � 1

ii Existence et Unicité d�une solution classique

Tous nos résultats obtenus pour w positif assez grand s�appliquent au problème suivant :8>>>>><>>>>>:

@2u
@x2
(x; y) + a (y) @2u

@y@x
(x; y)� @4u

@y4
(x; y)� a (y) @

3u
@y3
(x; y)

�a0 (y) @2u
@y2
(x; y)� 1

2
a00 (y) @u

@y
(x; y) + w�a (y) @u

@y
(x; y)

+w� @u
@y
(x; y) + 2w� @

2u
@y2
(x; y)� w2�u (x; y) = f (x; y) ; x 2 (0; 1) ; y 2 R

@u
@x
(0; y)� @u

@y
u (0; y) = d0 (y)

u (1; y) = u1 (y) y 2 R

(4.2)



Alors on a
Résultat : Soit f 2 Lp (0; 1;L2 (R)) avec 1 < p <1: Alors pour w > 0; les deux assertions
suivantes sont équivalentes

1. le problème (4:2) admet une unique solution classique u

2. u1;��1w d0 2 (H4 (R) ; L2 (R)) 1
2p
;p

où (H4 (R) ; L2 (R)) 1
2p
;p = B

4(1�1�2p)
2p (R) (Voir [7; p:680� 681]) :

En ce qui concerne ��1w d0: Soit Vw = eLweMw (Lw +H) (Mw �H)�1

Notant que (I + Vw)
�1 = I � Vw (I + Vw)

�1

on a

��1w d0 = (Mw �H)�1 (I + Vw)
�1 d0

= (Mw �H)�1 d0 � (Mw �H)�1 Vw (I + Vw)
�1 d0

Et comme Vw contient l�opérateur régulier eLw ; alors ��1w d0 2 B4(1�1�2p)
2p (R) si et seulement

si (Mw �H)�1 d0 2 B4(1�1�2p)
2p (R)

c�est-à- dire

y �!
Z
R

e2i�y� bd0 (�)
(w� + 4�2�2 + 2i��)

d� 2 B4(1�1�2p)
2p (R) :
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CONCLUSION

Dans ce travail on a étudié une E.D.A du second ordre avec des conditions de Robin généra-
lisées dans un cadre non commutatif.

C�est une synthèse de l�article de M.Chegag , A. Favini , R . Labbas , S. Maingot, Kh . Ould
Melha "New Results on Complete Elliptique equations with Robin boundary coe¢ cient-
operator conditions in non commutative case". On a utilisé les semi-groupes analytiques,
les espaces d�interpolations, les sommes d�opérateurs pour trouver un résultat d�existence,
d�unicité et de régularité maximale de la solution.

On a illustré notre travail par une application concrète du résultat à un problème d�EDP
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